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Da  uun  S ~ —f  constant  ist,  so  sieht 

man,  dass,  wenn  die  Ausdrücke  in  den 
Klammern  rechts  Differenzialquotienton 
einer  Function  sind,  dies  auch  mit  den 
Ausdrücken  links  der  Fall  sein  muss. 
Also : 

Wenn  gewisse  Strahlen  Nor- 
malen einer  Fläche  sind,  so  sind 
sie  auch  nach  der  Brechung 
Normalen  einer  andern  Fläche. 

Diese  Eigenschaft  wird  also  bei  be- 
liebig vielen  Brechungen  und  Spiege- 
lungen bcibehalten,  vorausgesetzt,  dass 
der  hier  ganz  ausgeschlossene  Fall  der 
doppelten  Brechung  nicht  stattfindet. 

Namentlich  findet  dies  auch  statt  wenn 
die  Strahlen  von  einem  Punkte  ausge- 
hen , in  welchem  Falle  sie  Normalen 
einer  Kugel  sind. 

Sind  übrigens  u\  u> ' die  Coordi- 

naten  derjenigen  Flächen,  deren  Nor- 
malen die  gebrochenen  8trahlcn  sind,  so 
hat  man: 

u'  — £ r/  — #7 i e'  — C 


und  wegen  10): 


-f  const. 


Aus  diesen  Gleichungen  lässt  sich  ein 
Satz  ableiten. 

Legen  wir  durch  irgend  einen  Punkt 
S0*j0£9  der  Fläche  £>;£  auf  die  Schaar 
der  ursprünglichen  und  auf  die  der  ge- 
brochenen Strahlen  eine  Normalfläche, 
und  betrachten  wir  die  Normalstücke, 
welche  von  irgend  einem  Punkt  £rj£  der 
gedachten  Fläche  bezüglich  bis  zur  ersten 
und  zweiten  Normalfläche  gehen;  sei  das 


erste  NormaUtück  gleich  r,  das  letztere 
gleich  r',  so  hat  man: 


also  wegen  Gleichungen  14): 
r*  = Sr  -f-  const. 

Im  Falle  der  Reflexion  aber,  wo 
S = - 1 ist: 

r*  + r = const. 

Auch  dieser  Satz  lässt  sich  leicht  direct 
beweisen. 

Legen  wir  auf  Fläche  £rj£  durch  £#»70Co 
und  £i/C  irgend  eine  Curve,  und  sei  da 
deren  Element,  so  ist  oflfenbur: 
dri  sin  # = dr 
da  sin  t = dr', 

also : 

iV  ~~do' 

woraus 

Ntr  — Nr  = c, 

oder: 

r* — Sr  = const. 

Da  vermöge  der  Gleichungen  6)  et',  ßf,  y' 
ausserdem  aber  u>,  £ und  y in  | und  ij 
gegeben  sind,  so  ist  dies  auch  mit  u\  t>',  t©' 
der  Fall.  Man  findet  also  durch  Elimi- 
nation tr'  als  Function  von  u'  und 
Aus  dem  hier  gegebenen  Satze  lassen 
sich  übrigens  wichtige  Resultate  ziehen. 

Zu  jeder  Oberfläche  gehören  nämlich 
bekanntlich  zwei  Evolutenflächen , in 
welchen  allein  jede  Normale  von  einer 
benachbarten  geschnitten  wird. 

Diese  Evolutenflächen  der  auf  die  ge- 
brochenen Strahlen  normalen  Flächen 
sind,  also  die  Vereinigungspunkte  der 
einander  unendlich  nahen  Strahlen,  nnd 
jeder  Punkt  in  ihnen  ist  also  ein  Bild 
des  Punktes  von  dem  die  Strahlen  aus- 
gehen. Also : 

„Strahlen,  die  von  irgend  einem  Punkto 
ausgehen,  haben  zwei  Reihen  von  Bildern, 
von  denen  jede  eine  Fläche  bildet.  Diese 
Flächen  heissen  caustische  oder  Brenn- 
flächen.“ 

'Vereinen  sich  in  irgend  einem  Punkto 
einer  solchen  unendlich  viel  einander  un- 
endlich naher  Normalen,  so  hat  man  ein 
Hauptbild.  Ein  solches  ist  z.  B.  das 
im  vorigen  Abschnitte  allein  betrachtete, 
von  den  Strahlen  herrührende,  welche  mit 
der  Axe  unendlich  kleine  Winkel  machen. 

Es  ist  im  Allgemeinen  schwer,  mittels  der 
obigen  Gleichungen  die  Fläche  zu  finden, 
auf  welcher  die  gebrochenen  Strahlen 
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normal  »ind.  Viel  einfacher  löst  sich  die  Aufgabe : aus  den  Flächen  auf  welche 
SÄfa'lenden  und  die  gebrochenen  Strahlen  normal  sind  die  der  brechenden 
Fläche  zu  finden.  Die  Gleichungen  14)  und  13)  geben  namheh. 

u'  — { _ »' — 1 »'  ~ C _ g .**~j  const.  = S — — - + const.  = S - — — + const. 

~ ? / « f r 

Da  h’  v'  w'  als  Functionen  von  *'  und  «,  ,9,  y,  «>  als  solche  von  w 
und  «gegeben  sind,  so  geben  diese  fünf  Gleichungen  nach  der  Eliminat.on  von 
„ _ „„,1  *'  die  Beziehung  zwischen  f,  ij,  (. 

’ Stellen’ wir  z.  B.  folgende  Frage.  Ein  Strahlensystem  berührt  c.ne  Kugel, 

(d  h echt  von  einem  Funkte,  derselben  aus).  Wie  muss  die  brechende  Fliehe 
beschaffen  sein,  damit  die  gebrochenen  Strahlen  wieder  eine  Kngcl  berühren,  also 
sich  in  deren  Mittelpunkt  vereinen? 

Se‘  »’  + «’  + w’  = r* 

die  Gleichung  der  einen, 

(«»  — o)>  + (»'  — »)!  + (»'  — 0*  = 

die  der  andern  Kugel,  so  ist: 

zr  - a . r'  — b 

~F~' 


I« 

y=T 


w — e 


also : 
oder: 

also  wenn  wir  setzen : 


u — { _ « — <]  « — f _ w — t 

m “ e ’ u ~ tc 

{ : <7:  {=«:«:  w, 

mu  = {,  mv  = l,  mw=(. 


so  ergibt  sich:  , 

m‘r*  = {>  -I- >7*  +{’ 

und  eben  so,  wenn  gesetzt  wird: 

n(u’-a)  = (-n,  n - 4)  = , - i,  n (»' - c)  = {- c, 

«>«'*  = ({-  a)‘  + (9  - 6)*  + (C-  c)* 

Die  Gleichung: 

f c « — f 


-r5  = S- 


- +«> 


wo  e die  Constante  ist,  gibt  also  : 

r'  (1  — n)  = Sr  (1  — m)  + e 

d.  h. : 

f- V({  — «)*  + (9  - *)’  + (f  - «)’  - S Vf  ’ + «/’  + t * . 

wo  / die  beliebige  Constante  r7 — Sr  — e vorstellt. 

Diese  Gleichung  nimmt  auch  die  Form  an : 

[({_„)*  +(n-by  + (;-e)»-/‘-S*({’+l’+C,)3'  = 4f*S«(|«  +*i*+{5). 
Die  Gleichung  ist  im  Allgemeinen  von  der  vierten  Ordnung,  aber  wenn  man 
f=Q  setzt,  so  kommt: 

(|  _ „).  + (,  _ A).  + ({  - C)*  = S’  ({' * + 7*  + D, 
also  scheinbar  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Setzt  man  hierin  indess: 


* = {'  = 


1-S’ 


1 = 1'  + 


l-s’ 


{ = {'  + 


l-S’ 
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d h.  verlegt  man  den  Anfangspnnkt  nach  einem  durch  das  BrcehungsverhäUnisa 
S bestimmten  Punkt  der  Graden,  welche  die  beiden  Punkte  verbindet,  worin  sich 
ursprüngliche  und  gebrochene  Strahlen  vereinen,  so  kommt: 

I'*  +!/»  +t'l=0. 

Die  Flache  beschränkt  sieh  also  lediglich  auf  den  betrachteten  Funkt. 

Nimmt  man  aber  statt  der  brechenden  eine  spiegelnde  Fläche,  d.  h.  setit 
man  S = — 1,  so  kommt  in  der  allgemeinen  Gleichung : 

(/+ v'i*  + <1*  + o*  = (f-o)1  + 0»  - »)• + (c-c)*, 

oder: 

(/’  + 2a{  + 24g  + 2 cj  — a*  — 4’  — e*)*  = if'  (f’+it*  + C*) , 
also  ebenfalls  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Setzt  man  f‘  — »* — 6’ — c»  = j,  so  kann  dieselbe  auch  geschrieben  werden : 

(/'-  «*)  {*  + (/’ -4*)  ,*+(/■•  -c»){»  -H(«{  + i-J  + c{)=^. 

Ist  g positiv,  so  ist: 

t'  — a*  = s + 4»  + c\  p — 4»  = j + a*  + »» 
n.  s.  w.  Die  Fläche  also  ein  Ellipsoid. 

Ucbrigcns  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  dieselbe  ein  Rotationskörper  sei.  Denn 
nimmt  man  als  Axc  der  x die  Verbindungslinie  der  beiden  Vereinigungspunkte  der 
Strahlen,  so  ist  b = c = 0,  also : 

v* — *•)  v - « (/  * — «*)  { + r (i* + :*)  = (r^~— ‘ 

bekanntlich  die  Gleichung  eines  solchen.  Auch  zeigt  die  Form  der  Gleichung  an, 
dass  die  beiden  Vereinigungspunkte  die  Brennpunkte  sind. 

Sollen  die  Strahlen  aber  der  Rotationsaxc  parallel  reflectirt  werden,  so  ist 
a = oo  zu  nehmen,  was  nicht  möglich  ist,  wenn  nicht  auch  f ’ — a»  unendlich  ist, 
das  erste  Glied  links  aber  verschwindet,  da  es  nur  mit  f * — das  zweite  nber 
mit  n(f  — a»)  multiplicirt  ist.  Damit  die  übrigen  von  gleicher  Dimension  seien, 
ist  aber  die  Dimension  von  o und  f* — o*  als  gleich  zu  nehmen. 

Setzen  wir  also : 

f'  — a'  = Ak,  a = ßli, 
wo  h unendlich  gross,  A und  B endlich  sind,  so  ist: 

/■»  = Ah+B’k*, 

also  hierin  Ah  zu  vernachlässigen.  Die  Gleichung  ist  dann: 

-AB(  + S*  (,*  + {»)  = 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Rotationsparaboloids. 

Ist  aber  S beliebig,  so  kann  mAn  immer  noch  4=0  = 0 setzen,  erhält  also 
aus  der  allgemeinen  Gleichung : 

[({-«)'  - f*  + (1  - «*)  (■»’  + {*)]*  = ({’  + »*  + ('). 

Diese  Gleichung  ist  ebenfalls  nur  von  { und  rj*  + {*  abhängig,  es  ist  also  eben- 
falls eine  Rotationsfläche. 

Vertauschen  wir  noch  5»  +(’  mit  ij»,  so  haben  wir  die  Gleichung  der  Erzcu- 
gungscurve. 

Nehmen  wir  wieder  an,  dass  die  gebrochenen  Strahlen  parallel  der  Rotation»- 
axe  werden  sollen,  so  ist  a = 00  zu  nehmen,  dasselbe  muss  mit  f der  Fall  sein. 
Es  verschwinden  dann  im  ersten  Glicde  alle  Grössen  ausser  — 2a|  + n» — f‘. 
Also : # ' 

(a.'_p  _2«{)*  = 4pS»({»  +,*  + £»), 
oder  wenn  man  dieselben  Bezeichnungen  wie  oben  einführt: 

(A— =4Ä»S»({*+,*+t»), 
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d.  h.: 


A% 


T = (S*  - 1)  + ABS+  B 'Si  (n  + C’). 


Die  Gleichung  stellt  ein  Rotations-Ellipsoid  oder  Hyperboloid  dar,  je  nachdem  S» 
grosser  oder  kleiner  als  Eins  ist. 

Dieselbe  Gleichung  bestimmt  auch  diejenige  Fläche,  durch  welche  parallel 
der  ltotationsaxc  eintretende  Strahlen  nach  einem  Funkte  hin  gebrochen  werden. 

wenn  man  nämlich  <S  mit  — vertauscht,  da  hier  die  Brechungsvermögen  sich  ver- 
tauschen. 


Tritt  hierbei  der  Strahl  aus  dem  dichteren  Medium  ins  dünnere,  so  muss 


S 


grösser  als  Eins  sein,  man  hat  also  ein  Hyperboloid.  Diese  Gestalt  würde  z.  B. 
der  hintern  Fläche  einer  Linse  zu  geben  sein,  welche  parallele  Strahlen  in  einen 
Punkt  vereinigen  soll,  wenn  mun  die  vordere  Fläche  eben  und  senkrecht  auf  der 
Richtung  der  Strahlen  machte,  wo  dann  von  der  letztem  keine  Brechung  statt- 
findet. — Selbstverständlich  ist  aber  hierdurch  die  Farbenzerstreuung  nicht  aufge- 
hoben. Indessen  konnte  eine  solche  Linse  möglicher  Weise  für  Sonnenbeob- 
achtungen einigen  Nutzen  gewähren,  wenn  man  ein  einfarbiges  Objcctiv  nähme. 

Um  auch  ein  Beispiel  der  Bestimmung  der  auf  den  gebrochenen  Strahlen 
normalen  Fläche  zu  geben,  denken  wir  uns  die  Strahlen  von  einem  Punkte  aus- 
gehend, also  indem  wir  denselben  als  Anfangspunkt  der  Coordinatcn  annehmen, 
wieder : 


u*  -f  r*  -j-  = r* , 


« 


die  brechende  Fläche  aber  eben  und  der  Ebene  yz  parallel.  Es  ist  dann  £ 

I = 0,  * = 1, 

also  in  den  Gleichungen  6): 

t / — Srr,  ß'  — Sß, 

woraus  sogleich  folgt: 

/*  = 1 - S*  (a*  +/**)  = I - S*  + 

hieraus  folgt  dann: 

Su  Sr  , L S*  / S* 

«'=7.  y ==y1-7 i(-,+«’)=yi-s,  + ^«’; 

Ganz  wie  im  vorigen  Beispiele  ist  auch : 

mu  — £ , mr  zz  mir  = £ , » *m*  = £*  -f  4"  Ca» 


consiant 


also : 


* - (, 


— - = r(l-m) 

y 

u'  — £ ^ mr  (uf  — £)  t*  — q _ mr  (rf  — 17) 
«'  S|  * = S~n 

— £ mr  (tcr — £) 


_ s. + ü ü.  t'ö -»’/«•  + **)+ 1* ' 

f r’  m* 

Setzen  wir  also  Sr-f-const.  = eS,  so  ergibt  sich  ans  den  Gleichungen  14): 
m («'  — i)  =S’l(e  — m),  m (»' — i j)  = S«,  (e — m), 

”*(“>' — C)  = S(e— m)  ^(l  — S1)  C’- 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  ist  { und  , zu  eliminicen,  du  ( constant  ist. 
Die  beiden  ersten  geben : 

^ __  tnu'  ^ mr' 

~ S*e  + (1  — S*)»  ’ ^ - S»e  + (_1  — S*)  m 
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r*m>  = f’  + ij'  + t1 

gesetzt  gibt: 

r’.n»  [S«e  + (1  — S')  m]*  = m»  («' ' + *'»)  + £»  [S»e  + (1  — S»)  »)» 
und  für  { und  ij  in  den  Werth  von  m(tc’  — £)  gesetzt: 
m»  (»'  — {)*  [SJe+(l  — SJ)m]»  = S»(e— m)’ (f  (1  — S>) m»  («'*  + *'•) 

+ [S*e  + (l-S*)m]’C*)- 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  denn  m zu  eliminiren.  Da  die  Glei- 
chung nur  von  ie'  und  u'*  + e'*  abhSngt,  so  stellt  sic  eine  RotationsfUehe  dar. 

Da  Übrigens  e beliebig  ist,  so  kann  man  um  eine  der  normalen  Pl&cben  zu 
finden,  auch  e = 0 nehmen  Setzen  wir  dann  noch  : 

<i"  +e"  = z"tr'  = y, 
so  ergibt  sich  aus  der  ersten  Gleichung: 

r’m’ (1  — S’)*  =*»  + {*(!-  «’)*. 

und  aus  der  letzteren : 

(y  - ()’  (1  - *’)’  = (1  -«*)*•  + S’  (1  - S*)  {' 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 


(y-  0* — *’  = t* s*  • 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  S grösser 
oder  kleiner  aU  Eins  ist,  d.  h.  je  nachdem  der  Strahl  aus  dem  dichtem  oder  dün- 
nem Medien  kommt. 

Das  Bild  des  Punktes  bilden  die  Evolutenflachen.  Diese  bestehen  bei  einer 
Rotationsfläche  bekanntlich  in  der  Rotationsaxe  und  in  der  durch  Rotation  der 
Evolute  der  Erzeugungslinie  um  die  Rotationsaxe  entstandenen  Fläche. 

Wir  haben  also  hier  als  Bilder:  Eine  Grade,  und  die  durch  Rotation  einer 
Ellipsen  - bezüglich  Hyperbel  - Evolvente  um  dieselbe  entstandene  Fläche. 

Der  Fall,  wo  die  eintretenden  Strahlen  parallel  sind,  würde  sich,  wenn  man 
die  Axen  verlegte,  hieraus  leicht  ableiten  lassen.  Es  ist  aber  an  sich  klar,  dass 
die  austretenden  Strahlen  wieder  parallel,  also  auf  einer  Ebene  senkrecht  sind. 

Der  hier  betrachtete  allgemeinere  Fall  ist  der  der  Brechnug  durch  ein  Prisma, 
wenn  der  betrachtete  Punkt  sich  unmittelbar  auf  der  einen  Fläche  befindet.  Auch 
der  Weg  der  Lichtstrahlen,  welche  von  einem  Punkte  innerhalb  eines  ruhenden 
Gewässers  in  die  Luft  treten,  ist  hierdurch  bestimmt. 

Sehr  leicht  lassen  sich  diese  Betrachtungen  auch  auf  brechende  Linien  in  der 
Ebene  anwenden.  wenn  die  einfallenden  Strahlen  alle  in  derselben  Ebene  liegen. 
Es  ist  dann  r,  </  und  17  constant  zu  nehmen.  Der  Fall  ist  genau  derselbe,  als 
wenn  die  brechende  Fläche  und  die  Normalfiäche  der  einfallenden  Strahlen  Cylinder- 
flächen  mit  paralleler  Seite  sind. 

Sind  r nnd  i*  bezüglich  die  Winkel  des  entfallenden  und  der  des  gebrochenen 
Strahles,  9 der  der  Normale  an  die  brechende  Fläche  mit  der  Axe  der  so 
hat  man : 


o = sin  t, 

y — cos  r 

n'  = sin  r'. 

yr  — cos  i' 

i = sin  », 

y — cos  9 

1 - T — 9, 

fit'-l 

G n 

ii 

=9* 

II 

sin  (r* — 9) 
sin  (r  — J>) 

,gr  = ~d«'  = te* 


dC 

di 


and  die  Gleichung  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahlet  bezüglich: 


*—{  = (*—()  tgr,  x — { = (z  — {)tgz\ 


woraus  sich  dann  ergibt: 
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15) 


«-{  = -(«-{) 


dir 

du' 


16)  u'-t  = (»'-{)tg.' 
i'  ist  hier  bestimmt  durch  die  Oleichang: 

17)  sin(r'  — f»)  = S.in(r  — 9) 

Handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  auf  den  gebrochenen  Strahl  normalen 
Linie  (Cylinder),  «o  ist  aus  Gleichung  15j  u zu  bestimmen  und  die  Gleichungen  14) 
oder: 


18) 


u'  — f te'  — t u—t  ir-t 

f = J = S— const.  =S - + const. 

sin  r cos  > sin  r cosr 


in  Gemeinschaft  mit: 

19)  ‘g » = - . tgr 


die 

du 


gestatten  {,  t.  «,  «"  r.n  eliminiren. 

Gehen  z.  B.  die  Strahlen  von  einem  Funkte  aus,  sind  also  auf  einem  Kreise 
normal,  so  ist,  wenn  man  dessen  Mittelpunkt  zum  Anfangspunkt  nimmt  und  den 
Radius  r nennt: 


* 

sin  r = — , 


«e 

cos  r = — 


{ = uiw, 


t — mir 


m»r»  ={»+{*, 


und  die  Gleichungen  18)  werden : 

u'-(  _ 
sin  i'  — cos  r' 


= rS  (1  — «)  + const.  = rS  (e  — »), 


wenn  rS  + const.  = rSe  gesetzt  wird. 

Indess  ist  selbst  in  diesem  einfachen  Falle  die  völlige  Entwickelung  im  All- 
gemeinen noch  schwierig.  Es  verdient  daher  bei  ebenen  Curven  in  vielen  Fillen 
eine  andere  Methode  den  Vorzug. 

Bestimmen  wir  die  Schaar  der  einfallcnden  und  der  gebrochenen  Strahlen 
direct  durch  diejenigen  Curven,  in  welchen  sich  die  einander  unendlich  nahen  be- 
rühren, nicht  auf  welchen  sie  normal  sind,  so  dass  die  der  gebrochenen  Strahlen 
entsprechende  Curvc  die  Caustische  Linie  ist. 

Sei  l der  Winkel,  welchen  irgend  ein  Strahl  AB  vor  der  Brechung,  f (Fig.  422) 
derjenige,  welchen  er  nach  der  Brechung  BO  mit  einer  fetten,  der  Linie  OA  pa- 
rallelen Richtung  macht,  1 der  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  brechenden 
Linie  BC  im  Funkt  B,  wo  der  Strahl  hindurchgeht,  mit  eben  dieser  Linie  OA 
macht,  seien  ferner  s,  *'  die  Bogen  der  bezüglich  die  ursprünglichen  und  gebrochenen 
Strahlen  berührenden  Linien,  a der  der  brechenden  Linie,  von  beliebigen  Anfangs- 
punkten gezahlt.  AC,  CD  benachbarte  Strahlen,  BE  und  BF  Lothe  bezüglich  auf 
BC  und  DC.  Setzen  wir  noch  BA  = a,  OB  = a',  so  ist: 

BE  = aM,  BF  =:  — a’M’, 

Winkel  BCE  = 2R— X— J = R — * 

Winkel  BCF  = i + F = R — «' 

EC=da  — dt,  DC=da’ -dt’, 

wo  t und  s'  wieder  der  Einfalls-  und  Brechungswinkel  sind.  Nun  ist: 

BE  = BC  ein  BCE,  EC  = BC  cos  BCE 

BF  = BC  sin  BCF,  FC  - BC  cos  BCF, 


d.  h.: 

A) 

adl  = 

da  sin  (X  + 1)  = 

da  cos  < 

B) 

d(a-s)  = 

— da  tos  (X  + /)  = 

da  sin  s 

C) 

a'dl'  = 

— da  sin  (X  + t)  = 

— da  cos  e' 

D) 

d(«'-F)  = 

da  cos  (X  -f  F)  = 

da  sin  i'. 
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Fig.  422. 


Die  erste  und  vierte  Gleichung  gibt,  du 

sin  t' 
sin  t 


ist,  auch: 


d(n-t) 

E)  a'  — *'  = S («  — »)  + const. 

Die  Constante  ist  gleich  Null  zu  selten,  wenn  man  für  a = > auch  a'  = s'  setit. 


Auch  gibt  die  Gleichung 


= S noch : 


sin  e 

F)  — cos  (1  + /')  = S cos  (1  4 /). 

Im  Falle  der  Spiegelung  aber,  wo  S = — 1,  hat  man,  da  /'  nicht  gleich  I sein  kann: 


Fa)  2 1 4 I + f = 0. 

Die  Gleichung  F)  ersetzt  eine  der  Gleichungen  C)  und  D).  Wird  mittels  E)  noch 
at  aus  C)  eliminirt,  so  hat  man: 

G)  [s'  4 S(«  - f)]  dV  — — da  sin  (i  4 /'). 

oder  im  Falle  der  Spiegelung : 

(*'  4 * — «)  (2  di  4 dl)  = — de  sin  (i  4 I), 

dies  gibt  wegen  A): 

„)  (2  dl  + d()  = - n dl , 


Ga)  2(s'  + s— «)di4  (s'  + »)d/  = 0. 
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Die  Gleichungen  A).  B),  F)  und  G)  oder  A),  B),  Fa)  und  Ga)  im  Falle 
der  Spiegelung  im  Vcreiue  mit  den  Beziehungen  zwischen  a und  A.,  sowie  zwischen 
s und  / gestalten  s,  /,  #r,  A a zu  eliminiren,  so  dass  eine  Beziehung  zwischen  %f 
und  /'  bleibt,  welche  (vcrgl.  den  Artikel : Transformations - Coordinaten)  die  Gestalt 
der  Curve  bestimmt 

Gehen  z.  B.  die  Strahlen  von  einem  Punkte  aus,  so  ist  *=0.  »Iso  im  Falle 
der  Spiegelung: 

B)  da  ~ — da  cos  (A  4*  /) 

G)  ($'  — a)dk+s'dl=0, 

Sind  die  einfnllcndcn  Strahlen  parallel,  so  ist  auch: 

1 = 0 

Dann  verliert  aber  die  Gleichung  die  Bedeutung,  da  die  Lunge  a nicht  von  dem 
Vereinigungspunkt,  der  ins  Unendliche  fällt,  sondern  von  einer  beliebigen  auf  den 
Strahlen  senkrechten  Richtung  nuszuzählen  ist.  Es  ist  dünn  CE  - a zu  setzen, 
also  die  Gleichung  B)  wird  dann  wieder: 

da  zz  — de  cos  (A  + 0* 

Dagegen  wird  Gleichung  E): 

n'  - »’  = Sa 


und  deshalb  wird  C): 

(Sa  -f  *')  dV  — — da  sin  (A  *4-  O — da  Bin  (A  -f-  /), 
oder  im  Falle  der  Spiegelung : 

(*'  — a ) dV  = da  sin  (A  + /). 

Die  Rechnung  wird  besonders  einfach , wenn  zwischen  den  Winkeln  einer 
linearen  Relation: 

l = «l+ß 

stattfindet.  Setzen  wir  Spiegelung  voraus,  so  gibt  die  Gleichung  Fa) : 

I'  — — (2  + a)L  + ß 


und  Ga): 
d.  h. : 


2 (*'  + *—  fl)  + «(*'  + »)  = 0. 


(2  + «)  (>'  + »)  = 2 fl. 

Die  Gleichungen  A)  und  B)  werden  dann: 


I)  a (2  4*  a)  (sf  -f - s)  dk  zz  2 sin  [ (1  -f-  ir)  A — /?]  da 

II)  (2  4*  w)  d»f  -f-  r>ds  =r  — 2 cos  [(1  4-  er)  A — ß]  da. 

Es  ist  dann  nur  noch  eine  Beziehung  zwischen  $ nnd  / oder  a und  A unzunehmen. 
Ist  z.  B.  die  rcfiectirende  Fläche  ein  Kreis  mit  Radius  r,  so  hat  man ; 

a = r A 

und  somit  aus  Gleichung  I): 

*r(2-f  o)  (*'  + s)  - 2r  sin  [(1  + n)  A — ß) 
und  aus  Gleichung  II): 

cos  [(1  -+*  ft)  A — /*]  dk  — dszz r — r cos  [(1  4-  «)  k — rf]  JA, 

ft 


oder: 


rf»  = — -■■1  + 2"^  co.  [(1  + n)  l - ß]  dk 


wo  der  Anfangswerth  von  s demgemäss  r.u  bestimmen  ist.  Man  hat  also  als 
Beziehung  zwischen  s und  /: 


III) 


«-a  + gfl)  .:./'(!  + *)l  + ß 


$ = t-rr r-  s»n 

« (i + ö) 


in((1+;)l+4 
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Ferner  ißt: 


,'=-,  + ^2+7j8in  IU  + -)*— i fl 


, r(4  + 7«  + 2n>)  . r/i  , 

5 = — 7i~,— Tr-rJT'T  8m  K1  + «)  i - fl, 

d h. 

IV)  r(4  + 7«  + 2«*)  /(J +*)_r±£\ 

' «(l  + «j(2+.)  V 2 + « / 

Die  Gleichungen  2)  sind  beide  Epicycloiden  oder  Hypocycloiden,  dies  gibt 
den  Satz: 

„Wenn  Strahlen,  die  eine  cycloidischc  Linie  berühren,  auf  einen  Kreis  fallen, 
so  werden  sie  nach  einer  andern  cycloidischen  Fläche  zurückgeworfen.“ 

Damit  beide  Curvcn  einander  ähnlich  seien,  müsste  man  setzen: 

2-f-  n = — ff,  a — — 1. 

Dies  gibt  jedoch  für  beide  Curvcn  kein  Resultat,  da  «1er  Nenner  unendlich  wird: 
Setzt  man  aber  direct  u — — 1,  so  ist : 

i=-ß, 

d.  h.  die  Strahlen  fallen  parallel  ein,  man  hat  daun  wogen  B): 
da  — — da  cos  (A  — ß)  = — rdk  cos  (A  — ß) 


Die  Gleichung : 
gibt  dann : 


a = — r sin  (X  — ß)  — r sin  — 2 — * 
(s'-o)  d/'  = da  sin (*  + /) 


dV  . l’  + ß 
r 2"  8111  ~ 2 


Sr  . l’  + ß 
■2  “"-2-’ 


also  auch  in  diesem  Falle  ist  die  rnu- 
stische  Linie  eine  Hypocycloidc.  Es  gibt 
aber  auch  einen  Fall,  wo  die  einlallen- 
den Strahlen  von  einem  Funkte  nusgehen. 

Ist  nämlich  a = — {,  so  wird  nach 
Gleichung  III)  5 = 0,  also  in  der  Thut 
laufen  die  Strahlen  in  einen  Punkt  zu- 
sammen. Gleichung  IV)  gibt  dann: 

, Sr  . /'  + 2ß 

3 ,m  3 * 

In  diesem  Falle  ist  übrigens: 

l = -L-p,  i = — 20»  + f) 

und  nach  dem  Ratze,  dass  der  Ccntri- 
winkel  eines  Kreises  doppelt  so  gross  als 


der  Peripheriewinkel  ist,  ergibt  sich  hier- 
aus, dass  die  einfalleuden  Strahlen  von 
einem  Punkte  in  der  Peripherie  der  spie- 
gelnden Linie  ausgehen  müssen.  Also: 

„Wenn  Strahlen,  die  von  einem  Punkte 
aus  auf  einen  Kreis  fallen,  in  einer  cy- 
cloidischen Curvc  wieder  vereinigt  wer- 
den sollen,  so  muss  dieser  Punkt  in  der 
Peripherie  liegen.“ 

Syzygien  (Astronomie). 

Diejenige  Stellung  der  Planeten , wo 
sie  »ich  mit  der  Sonne  und  der  Enlc  in 
einer  Graden,  also  entweder  in  Conjunc- 
tion  oder  in  Opposition  befinden. 

Beim  Monde  entsprechen  die  Syzygien 
also  dem  Neumonde  und  Vollmonde. 
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Steitigkeit  (Statik)  571. 

Sterbckasse  (praktische  Arithmetik)  573. 
Sterblichkeits- Tafeln  (praktische  Arith« 
metik)  573: 

Stenographische  Projcction  574. 
Stereometrie  574. 

Sternbedeckung  (Astronomie)  574- 
Sternligur  (Geometrie)  574. 

Sternjahr  (Astronomie)  574- 
Sternkunde  574. 

Sternrad  (llvdraulik)  574. 

Sterntag  57? 

Stcrnzcit  (Chronolgie)  574. 

Stetigkeit,  Continuität  (Analysis)  574. 
Steuer  (Hydraulik)  574.  * 

Steuerung  (Maschinenlehre)  574. 

Stirnrad  Maschinenlehre)  574. 

Störungen  (Astronomie)  574. 

Storchschnabel  (Pantograph)  574. 

Storchschnabel  (Maschinenlehre)  574. 
Storniren  (kaufmännische  Rechenkunst) 

aI4 

Stoss  (Uvnamik)  574. 

Strahl  (Geometrie)  503. 

Strahl  (Optik.  Wellenlehre)  593. 
Strauhrad  (Maschinenlehre)  593. 

Stübchen  (Messkunst)  503. 


Digitized  by  Google 


Stützpunkt. 
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Syzygien. 


Stützpunkt  (Hypomochlion.  Statik)  593. 
Stnfcnrad  (Maschinenlehre)  593T 
Stunde  (Chronologie  nn.l  Astronomie)  593 
Stunde  (MarkscheiUckuiist)  593. 
Stundenkreis  (Astronomie)  5937 
Stundenwinkel  (Astronomie)  593 
Stnrmschei  Satz  (Algebra)  593. 
Subnormalc  (Geometrie)  605. 

Substitution  (Algebra  und  Analysis)  G05. 
Substitution,  lineare  (Algebra)  605- 
Subtangente  (üeometric)  685 
Subtraetion,  Abziehen  (Arithmetik)  683. 
Summe  (Arithmetik)  685. 

Supplement  (Trigonometrie)  685 
S u pp I e m e nta rd re i eck , l’ola i d r e i eek 
tSphärik)  6857^ 

Symbol  (Analysis)  685. 


Symmetrie  (Algebra)  690. 

Symmetrisch  (Algebra)  690. 

Symmetrisch  (Geometrie)  690- 
Symmetrische  Determinante  (Algebra) 
691. 

Symmetrische  Functionen  (Algebra)  691. 
Sy nod isolier  Monat  (Astronomie)  694. 
Synthesis  (allgemeine  ürössenlchrc)  694. 
System  allgemeine  Grbssenlchre)  694. 
System  — der  Krvstalle  (Krystallographte) 

ia  4 * 

System  — der  Milchslrassc  (Astronomie) 

System  — mechanisches  (Dynamik)  703. 
System  — optisches  (Optik)  704. 
Sy/ygien  (Astronomie)  729" 


Druck  von  J-  F.  Stsrcke  io  .Berlin, 
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Verbesserungen. 


Seite  193  Zeile  8 von  unten  rechts  ist  nach  dem  Worte  Beweis  zunächst  cinzu- 
schieben : Sei  zunächst  das  Parallelcpipedon  bei  A rechtwinklig. 

Seite  194  Zeile  7 von  oben  links  vor:  „Hieraus  folgt  dann,“  ist  einzusebieben: 
Ist  das  Parallepipedon  schiefwinklig,  so  zerlegt  man  cs  durch  eine  Anzahl 
ABCD  paralleler  Ebenen  in  kleinere  Parallelepipeda.  Wächst  deren  Anzahl 
ins  Unendliche,  so  kann  jedes,  in  dem  man  zwischen  beiden  Grundflächen 
von  den  Eckpunkten  der  unteren  senkrechte  Linien  zieht  durch  ein  recht- 
winkliges ersetzt  werden,  dessen  Unterschied  von  dem  gegebenen  mit  dem 
Zunchmen  der  Anzahl  verschwindet.  Von  jedem  dieser  Parallelepipeda  gilt 
dann  der  obige  Beweis. 


Ausserdem  ist  im  fünften  Bande  folgende  Acnderung  zu  machen, 
Seite  283  Zeile  15  links  von  unten  lies: 

/*i  /•'/(*)  (*  ’t  C*o)  r* i 

/ /'(J'.y)  dydx  — I / f (*,  y)  dx  ,iy 

•'  o •’  o •'  x„ 

/’'/(•*.)  /•* i 

+ / , / , y. 

J '/(■*,)  J '/  <!/) 
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Rabatt  (Praktisches  Rechnen). 

Rabatt  iat  im  Allgemeinen  eine  Ver- 
giitignng  oder  ein  Nachlass,  welcher  dem 
Zahlenden  bei  gewissen  Arten  der  Zah- 
lung vom  Empfänger  zu  gewähren  ist. 
Die  Umstande,  unter  welchen  Rabatt  ge- 
wahrt wird,  sind  verschiedener  Art.  Ein 
ball  ist  der,  wenn  die  Zahlung  in  einer 
bessern  als  der  gewöhnlichen  Geldsorte 
geleistet  wird.  z.  B.  wenn  Silber  statt 
minder  guten  Papiergeldes  gegeben  wird. 
Der  Rabatt  ist  hier  eben  nur  als  die 
Differenz  des  Werthos  beider  Geldsortcn 
zu  betrachten.  Steht  ein  Papier  z.  B. 
6 Procent  schlechter  als  Silber,  d.  h.  sind 
100  Thalcr  Papiergeld  gleich  94  Thaler 
Silbcrgeld,  so  wird  umgekehrt  einer  Zah- 
lung, die  auf  100  Thalcr  Papiergeld  be- 
rechnet ist,  mit  94  Thalern  Silbergcld 
genügt  werden,  und  der  Zahlende  kann 
daher  6 Procent  abziehen,  er  wird  von 
500  Thalern  z.  B.  30  in  Abzug  bringen. 
Man  nennt  dies:  „Rabatt  vom  Hundert." 
Ist  nber  die  bessere  8orte  Geld  die  un- 
gewöhnlichere, so  wird  in  der  Regel  ihr 
Werth  in  Proccntcn  der  schlechteren  ge- 
geben sein,  so  dass  man  z.  B.  sagt : die 
erstere  stände  12  Procent  besser,  als  die 
letztere,  wenn  100  Thalcr  Silber  den 
Werth  von  112  Thalern  in  Papiergeld 
haben.  Es  sind  dann  nicht  von  100, 
sondern  von  112  Thalern  immer  12  ab- 
zuziehen. Z.  B.  auf  800  Thaler  ergibt 
sich  gemäss  des  Ansatzes: 

112  geben  12,  was  geben  800? 

12-800  _ 6-100  600  . 
jjg  — - “y — — 85)  Thalor. 

Diese  letztere  Art  Rabatt  heisst:  „Ra- 
batt auf  Hundert“.  Die  Berechnung  des- 
selben ist  unbequemer,  als  die  des  Ra- 
batts vom  Hundert,  und  daher  der  letztere 
beliebter.  Handelt  es  sich  blos  um  Cours- 
differenzen wie  hier,  so  kann  leicht  der 
Rabatt  aufs  Hundert  in  Rabatt  vom 
Hundert  verwandelt  werden,  indem  man 
eben  berechnet,  welcher  Abzug  auf  je 


100  Thaler  fallt.  Z.  B.  in  unserm  Bei- 
spiel, wo  112  Thalcr  12  Thalei  geben, 
werden  100  Thaler 


100.12  25.3 

112  " 7 


75 
7 ’ 


also  10)  Thalcr  geben;  es  wird  also 
10)  Proccnt  vom  Hundert  zu  gewähren 
sein.  — Et  ist  hieraus  auch  leicht  er- 
sichtlich, dass  bei  einem  gleichen  Pro- 
rentsatze,  der  dem  Namen  nach  statt- 
findet, der  Käufer  beim  Rabatt  vom 
Hundert  sich  besser  steht,  als  beim  Ra- 
batt auf  Hundert,  z.  B.  wenn  bei  800 
Thalern  Zahlung  12  Procent  Rabatt  vom 
Hundert  gewährt  werden,  sind  96  Thalcr 
abzuzichcn,  während  beim  Rabatt  uuf 
Hundert  der  Erlass  nur  85)  Thalcr  be- 
trug. — Dieser  Art  Rabatt  gehört  unter 
Andern  der  sogenannte  Messrabatt  an, 
der  z.  B.  auf  der  Leipziger  Messe  ge- 
geben wurde,  wenn  in  Conventionsgeld, 
statt  in  der  gewöhnlichen  Münze  (so- 
genannter Mcsszahlung),  gezahlt  wurde. 

Eine  ganz  andere  Art  des  Rabattes 
ist,  wenn  eine  später  zu  leistende  Zah- 
lung gleich  geleistet  wird.  Hier  ist  die 
Zinsvergütung  für  die  Zeit,  in  weleher 
eigentlich  die  Stimme  noch  in  den  Hän- 
den des  Zahlenden  zu  verbleiben  hat, 
die  Ursache  des  Rabattes.  Im  Geschäfts- 
leben  wird  auch  dieser  Rabatt  vom  Hnn- 
dert  gerechnet.  Z B.  eino  Schuld  von 
840  Thalern  wird  in  3 Monaten  fällig. 
Beide  Parteien  einigen  sich,  dass  die 
Zahlung  gleich  erfolge.  Was  ist  zu  zah- 
len, wenn  5 Procent  in  Abzug  kommen? 
Der  Ansatz  ist:  100  Thalcr  geben  in 
12  Monaten  5,  wieviel  geben  840  in 
3 Monaten.  In  einem  Monat  sind  ^ Tha- 
5 3 

ler,  in  3 Monaten  für  Hundert,  also: 

840-5.3  , . 

-^2 — 100 — ’ur  Iu  festen.  Dies  gibt 

210.5  21  , , . , 

— jÖQ — = -g-.  also  10)  Thaler  Rabatt. 
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Rabatt  (Praktisches  Rechnen).  2 Rabatt  (Praktisches  Rechnen). 


Die  allgemeine  Formel  ist.  wenn  p die 
Anzahl  der  Proccnte,  C die  ausstchendc 
Summe,  n die  Zeit,  in  welcher  dieselbe 
fällig,  r der  Rabatt  ist: 


in  Abzug.  Man  erhält: 
1000 . 3J 
105  j 


oder 


Cp  . n 
100 
Cp  . n 
1200"  ’ 
Cp  . n 
3GÖÖ0  ’ 


wenn  n in  Jahren, 


wenn  n in  Monaten, 


wenn  n in  Tagen 


1000 . 15 
415 


3000 

83 


= 36U  Thalcr. 


gegeben  ist,  das  Jahr,  wie  im  kauf- 
männischen Leben  üblich,  zu  360  Tagen 
gerechnet. 

Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  dass 
diese  Art  der  Berechnung  des  Rabattes 
für  dieses  Verhältnis*  nicht  als  richtig 
zu  betrachten  ist.  Denn  ersetze  man  in 
unserm  Beispiele  die  3 Monate  durch 
eine  längere  Zeit,  also  z.  B.  durch 
20  Jahre ; bei  5 Procent  Rabatt  würden 
dann  5 . 20=  100  Procent,  d.  h.  die  ganze 
Summe  in  Wegfall  kommen 

Die  richtige  An,  wie  hier  verfahren 
werden  muss,  ergibt  sich  aus  folgenden 
Betrachtungen.  Wenu  eine  in  20  Jahren 
fällige  Forderung,  etwa  5000  Thalcr, 
jetzt  bezahlt  wird,  so  ist  dem  Empfänger 
so  viel  zu  geben,  dass  die  empfangene 
Summe  mit  den  20jährigen  Zinsen  der 
Forderung  gleich  wird.  Denn  mit  dieser 
Summe  ist  er  immer  im  Stande,  sich  in 
das  frühere  Verhältnis«  zurückzuversetzen, 
also  durch  Aufhäufung  der  Zinsen  nach 
20  Jahren  zu  seinen  5000  Thalcrn  zu 
gelangen.  Die  Frage  ist  also  die  fol- 
gende : 

Welche  Summe  wächst  mit  den  20 jäh- 
rigen Zinsen  zu  5 Procent  auf  5000  Tha- 
lcr an? 

Ansatz:  100  Thaler  geben  mit  den 
20jährigen  Zinsen  200  Thalcr,  welche 
Summe  gibt  5000  Thalcr? 

100 : 200  = x : 5000, 

100. 5000 

200  ’ 

x = 2500  Thaler. 

Es  ist  also  hier  die  Hälfte  zu  erlassen.  — 
Sacht  mnn  blos  den  Rabatt,  d.  h.  den 
zu  erlassenden  Theil  einer  Summe,  so 
ist,  wie  leicht  ersichtlich,  der  Rabatt  auf 
Hundert  zu  nehmen.  Z.  B. : 

Wie  viel  Rabatt  ist  auf  1000  Thaler 
in  9 Monaten  zu  gewähren,  wenn  5 Pro- 
cent jährlich  gerechnet  werden. 

100  Thaler  geben  mit  den  Zinsen 

100 -f  = 103 J,  also  von  103}  kommen 

3}  in  Abzug,  wie  viel  kommen  von  1000 


Die  Rechnung  ist  also  in  der  That 
wie  beim  Rabatt  auf  Hundert,  jedoch 
ist  bei  der  Bildung  der  Zinsen  natürlich 
die  Zeit  zu  berücksichtigen. 

Sucht  man  eine  allgemeine  Formel, 
und  behalten  die  früher  gebrauchten  Buch- 
staben Cp  r n ihre  Bedeutung,  «o  ist,  wenn 
wir  für  « Jahre  denken,  100  + rtp  die 
Summe,  welche  jetzt  den  Werth  von 
100  hat,  also 

Cpn 

r=io ö+V 

wäre  » in  Monaten  oder  Tagen  gegeben, 
so  hätte  man  bezüglich: 

r_  c>" 

1200+ »p  ’ 

r = — , wenn  n Tage  sind, 

36500+np  6 

indem  wir  hier  das  Jahr  za  365  Tagen 
rechnen.  Nehmen  wir  das  frühere  Bei- 
spiel, dass  840  Thaler,  die  in  3 Monat 
fällig  sind,  gleich  bezahlt  und  5 Procent 
Rabatt  berechnet  werden,  so  ergibt  sich: 


wenn  n Monate  sind, 


840.5^3 

1215 


840 

81 


280 

27 


= 10$?  Thlr. 


Man  siebt  also,  dass  der  Unterschied  von 
dem  Werthe,  welcher  sich  nach  der  ge- 
bräuchlichen Geschäftsmethode  ergab,  nur 
sehr  klein  ist.  Der  letztere  war  näm- 
lich 10$.  Uebrigcns  wird  derselbe  immer 
zum  Vortheile  des  Zahlenden  Ausfallen, 
wenn  man  den  Rabatt  von  Hundert  statt 
dessen  anf  100  nimmt. 

Um  den  Fehler,  welcher  beim  ersten 
Verfahren  begangen  wird,  zn  finden, 
wollen  wir  den  richtigen  Rabatt  mit  R, 
den  gebräuchlichen  mit  r bezeichnen  und 
nntei  n Jahre  verstehen.  Dividirt  man 
dann  die  bezüglichen  Werthe  von  r nnd  fi, 
so  erhält  man: 

r _ 100+»p 

T~~  ioo 

Dem  Zahlenden  erwächst  also  ein  Vor- 

theil  von  R , welcher  gleich  ist 

dem  Zinssätze,  welchen  der  richtige  Ra- 
batt R in  der  fraglichen  Zeit  bringen 
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Rabatt  (Praktisches  Rechnen). 

würde.  Wo  es  sich  nur  am  kuriere 
Fristen  und  kleinere  Summen  handelt, 
ist  derselbe  also  ohne  grossen  Nachtheil 
zu  vernachlässigen.  — Die  meisten  Ge- 
schäfte, wo  es  sich  um  dies  Verhältnis* 
handelt,  sind  m der  That  derart,  dass 
dies  geschehen  kann.  Das  gewöhnlichste 
ist  das  sogenannte  Discontiren  der  Wech- 
sel. Es  soll  ein  erst  in  einigen  Monaten 
fälliger  Wechsel  verkauft  oder  in  Zah- 
lung gegeben  werden.  Der  Rabatt  ist 
also  auf  diese  Zeit  zu  gewahren,  und 
dies  geschieht  immer  vom  Hundert.  Bei 
grösseren  Zeiträumen  darl  aber  nur  die 
letztere  Methode  angcwnmlt  werden.  Ein 
auch  in  den  Gesetzbüchern  vorgesehenes 
Verhältnis«,  wo  cs  sich  hierum  handelt, 
ist  folgendes. 

Ein  Erblasser  hinterlässt  etwa  einem 
6jährigen  Knaben  1000  Thaler  unter  der 
Bedingung,  dass  ihm  dieselben  von 
einer  andern  Person  nach  znrflckgcleg- 
tem  24.  Lebensjahre  zu  zahlen  sind, 
während  welcher  Zeit  die  letztere  Per- 
son den  Nicssbrauch  der  Summe  hsben 
soll.  Die  Vormünder  des  Kindes  aber 
wollen,  mit  Einstimmung  der  andern 
Partei,  die  ererbte  Summe  zur  Erziehung 
des  Knaben  verwenden.  Rechnen  wir 
4 Frocent  Zinsen,  so  giebt  unsere  Formel: 

_ 1000.4.18  _ 1000.4.18  1000.18 
r~  100+4.18  = 172  = 43 

= 409,*,  Thaler. 

Es  sind  also  statt  1000  nur  zu  zahlen 
5911§  Thaler. 

Es  könnte  sogar  die  Frage  entstehen, 
ob  beim  Rabatt  in  diesem  Falle  nicht 
auch  Zinszinsen  in  Anwendung  kommen. 
In  diesem  Falle  wäre  die  Frage  die : 
Welche  Summe  ist  jetzt  zu  geben, 
wenn  dieselbe  in  n Jahren  mit  den  Zins- 
sinsen zu  p Proecnt  C Thaler  bringen 
•oll?“  Sei  K die  fragliche  Summe,  so  ist: 


der  Rabatt  aber: 

r-C—K. 

Indess  kann  nur  an  solchen  Orten  nach 
dieser  Formel  gerechnet  werden,  wo 
Zinszinsen  gesetzlich  und  gebräuchlich 
sind,  da  es  sich  darum  handelt,  ob  der 
Empfänger  wirklich  im  Stande  ist,  sein 
Geld  in  der  Weise  zu  verwenden,  dass 
#r  in  der  angegebenen  Zeit  desselben 


8 Rabatt  (Praktisches  Rechnen). 

Vortheils  als  des  ihm  ursprünglich  be- 
stimmten theilhaftig  wird.  Bei  der  An- 
wendung von  Zinszinsen  würde  gegen 
die  frühere  Methode  der  Zahlende  im 
Vorthcil  sein.  Wenn  Kaufleute  ihre  For- 
derungen und  Auslagen , (die  sie  gegen- 
seitig haben,  sich  gegenseitig  rabattiren 
und  den  Rabatt  von  Hundert  rechnen, 
so  kann  man  annchmen , dass  der  hier- 
bei gemachte  Fehler  sich  ungefähr  wieder 
ausgleicht,  da  in  der  Regel  ja  zwei  Ge- 
schäftsfreunde einander  ungefähr  den- 
selben Credit  gewähren  werden.  Wenn 
dagegen  Personen  bei  Wechslern  und 
andern  Kaufleuten  Papiere  discontiren 
und  ihnen  das  Disconto  von  Hundert  an- 
gerechnet wird , so  ist  dies  als  eine 
Prämie  zu  betrachten,  welche  ausser  den 
Zinsen  für  die  Zahlung  geleistet  wird, 
und  welche  mit  der  Frist  wächst,  welche 
das  Papier  noch  zu  laufen  hat.  Der 
Gebrauch  des  Discontiren«  von  Hundert 
ist  also  mit  dem  Verlust  zu  vergleichen, 
den  man  bei  der  Cession  von  Hypo- 
theken erleiden  muss,  und  den  sich  der- 
jenige gefallen  lassen  muss,  dem  es  auf 
schnellen  Besitz  von  baarem  Gelde  an- 
kommt. 

Auf  die  beiden  Arten  des  Rabatt  für 
früher  erfolgende  Zahlung  als  der  Zah- 
lende verpflichtet  ist,  oder  für  bessere 
Valuta,  lässt  sich  wohl  jede  andere  Art 
zurückführen.  Dergleichen  sind  z.  B.: 
Rabatt  gewährt  für  gleich  haare  Zah- 
lung bei  Geschäften,  wo  Zahlung  in 
kürzer  oder  länger  laufenden  Wechseln 
gebräuchlich  ist.  Offenbar  ist  hier  der 
Rabatt  abzurechnen  für  die  Zeit , auf 
welche  die  Wechsel  gewöhnlich  laufen. 

Derjenige  Rabatt,  welcher  bei  grösse- 
ren Einkänfen  gewährt  wird , ist  auch 
desselben  Ursprungs.  Der  Verkäufer 
muss  nämlich  darauf  rechnen,  dass  seine 
Waarc  eine  gewisse  Zeit  liegen  bleibt, 
während  welcher  er  keinen  Zinsgenuss 
von  der  aufgewandten  Geldsumme  hat. 
Wird  ihm  nun  eine  grössere  Waaren- 
menge  gleich  abgenommen,  so  ist  dies 
so  aufzufassen,  als  würde  er  in  den  Be- 
sitz einer  später  zu  erwarteten  Summe 
jetzt  gleich  gesetzt,  und  kann  dnher  für 
den  muthroasslichen  Gewinn  an  Zeit  Ra- 
batt gewähren.  Ja  derselbe  wird  wachsen, 
wenn  die  abgenommene  Waarcnmenge 
sich  vergrössert,  z.  B.  wenn  bei  der  Ab- 
nahme von  100  Thalern  Waare  10  Pro- 
cent gewährt  werden , sind  bei  der  Ab- 
nahme zum  Werthe  von  1000  Thalern 
vielleicht  20  Procent  Rabatt  zu  haben. 
Die  billigeren  Preise,  die  Wiederverkäu- 
fen) gewährt  werden,  stammen  aüs  dieser 
Quelle. 

1* 
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Aber  auch  festen  Kunden  giebt  man 
Rabatt,  und  mit  Recht;  denn  da  diese 
ungefähr  zu  bestimmten  Zeiträumen 
wiederkehrend  Waaren  verlangen,  so 
kann  sich  der  Verkäufer  derart  einrich- 
ten, dass  er  gerade  zu  dieser  Zeit  seine 
Waare  vorräthig  hat,  und  spart  also  die 
Verluste,  welche  ihm  durch  das  Lagern 
derselben  erwachsen.  Am  gebräuchlich- 
sten ist  der  Buchhändlerrabatt,  und  wenn 
dieser  ziemlich  hohe  Beträge,  25  bis 
30  Procent  erreicht,  so  ist  dies  dadurch 
zu  erklären , dass  viele  Bücher  sehr  an 
Werth  verlieren,  wenn  sie  lange  lagern, 
da  sie  eben  nur  für  eine  gewisse  Zeit 
und  ein  gewisses  dem  Wechsel  ausgo- 
setztes  Publikum  berechnet  sind.  — 
Gleichbedeutend  mit  den  Ausdrücken 
Rabatt  und  Disconto  ist  auch  Sconto 
und  zuweilen  Decort. 

Rad.  (Maschinenlehre.) 

1)  Allgemeines. 

Rad  ist  ein  fester  Körper  in  der  Form 
eines  Rotationscylinders,  seltener  in  der 
eines  abgestumpften  Rotationskcgels,  von 
in  der  Regel  geringer  Höhendimension, 
der  um  seine  Axe  drehbar  ist. 

Räder  und  Zusammenstellungen  von 
Rädern,  d.  h.  Räderwerke,  bilden  die 
wichtigsten  Zwischenmaschinen  und  dienen 
im  Allgemeinen  zur  Aufnahme  einer  ro- 
tirenden  Bewegung  und  zur  weiteren 
Fortpflanzung,  zugleich  zur  nöthigen  Mo- 
difleation  derselben . so  wie  auch  zur 
Verwandlung  einer  rotirenden  Bewegung 
in  eine  hin  und  her  gehende  oder  fort- 
laufende gradlinige  und  umgekehrt. 

Die  Räder  einer  Uhr  oder  einer  Mühle 
z.  B.  vermitteln  die  Verlangsamung  der 
rotirenden  Bewegung,  so  wie  die  Ver- 
setzung derselben  nach  andern  Punkten 
hin.  Das  Schwungrad  einer  Dampf- 
maschine dient,  um  die  auf-  und  ab- 
gehende Bewegung  des  Kolbens  in  eine 
rotirende  zu  verwandeln;  ein  Zahnrad 
mit  einer  Zahnstange  verbunden  kann 
letztere  in  eine  auf-  und  absteigende 
Bewegung  versetzen,  und  die  Räder 
einer  Locomotive  vermitteln  die  Ver- 
wandlung der  rotirenden  Bewegung,  die 
von  der  Maschine  ausgeht,  in  eine  fort- 
schreitende gradlinige,  durch  das  An- 
haften an  den  Schienen,  welches  sic  ver- 
möge der  Reibung  erleiden. 

Eine  etwas  complicirtere  Thätigkeit 
haben  die  Räder  eines  gewöhnlichen 
Wagens  oder  Karrens.  Da  letzterer  in 
fortschreitender  Bewegung  ist  und  das 
Rad  am  Boden  vermöge  der  Reibung 
zugleich  in  Rotation  versetzt  ist,  so 
dienen  sic  dazu,  die  Reibung  zu  verrin- 


gern, indem  sie  die  fortschreitende  Be- 
wegung zunächst  in  eine  rotirende,  die 
letztere  dann  wieder  in  eine  fortschrei- 
tende verwandeln« 

Selten  sind  Räder  voll  gearbeitet,  son- 
dern die  Peripherie  des  Rades , Kranz 
genannt , ist  durch  strahlenförmige  Rad- 
arme oder  Speichen  ( stangenförmige 
Körper)  mit  der  Hülse  oder  Nabe  ver- 
bunden, welche  sich  im  Centrum  des 
Rades  befindet  und  ein  hohler  Cylinder 
ist,  welcher  die  Radaxe  umgibt,  so  dass 
eine  Drehung  um  dieselbe  erfolgen  kann. 
Letztere  fällt  zuweilen , namentlich  bei 
hölzernen  Maschinenrädern,  ganz  aus. 
wenn  die  Axe  selbst  in  rotirender  Be- 
wegung ist,  die  sich  dann  unmittelbar 
dem  Rade  mittheilt.  Ausserdem  treten 
bei  Zahnrädern  noch  die  Zähne,  bei 
Schaufelrädern  die  Schaufeln  hinzu.  Ri- 
der werden  von  Eisen  oder  Holz  ange- 
fertigt. Gewöhnliche  Wagenräder  sind 
bekanntlich  von  Holz,  der  Radkranz 
ist  dann  aus  bogenförmigen  Holzstücken, 
sogenannten  Radfelgen,  zusammengesetzt, 
bei  Wagenrädern  mit  einem  schmiede- 
eisernen Reifen  oder  Bande  umgeben. 

Die  Speichen  sind  bei  Holzrädern  in 
Nabe  und  Kranz  eingezapft.  Bei  Eisen- 
rädern  kann  das  ganze  Rad  in  einem 
Stück  gegossen  werden,  oder  auch,  was 
bei  grösseren  Rädern  wegen  der  Gefahr 
des  Zerspringens  vorgezogen  wird,  wer- 
den Arme  und  Kranz  besonders  ge- 
gossen und  durch  Schrauben  verbunden. 
Zuweilen  sind  eiserne  Räder  mit  Holz- 
zähnen verbunden,  und  müssen  letztere 
dann  auf  den  Kranz  aufgesetzt  werden, 
welches  durch  eiserne  Stifte  oder  durch 
einen  Keil  erfolgt,  den  man  am  innern 
Radumfange  zwischen  je  zwei  Zahnstielen 
cinklemmt. 

Der  Construction  der  Zähne  ist  be- 
sondere Rücksicht  zu  widmen. 

2)  Das  Rad  an  der  Welle  oder 
die  Radwelle. 

Die  einfachste  Vorrichtung,  auf  welche 
sich  die  meisten  Anwendungen  der  Rä- 
der bei  Maschinen  zurückführen  lassen, 
ist  die  Radwelle  oder  das  Rad  an  der 
Welle  (roue  sur  Varbre , tcheel  and  axle). 
2 Räder  sind  um  eine  gemeinschaftliche 
Axe  drehbar  und  mit  einander  fest  ver- 
bunden. Dasjenige,  welches  den  kleine- 
ren Durchmesser  hat,  heisst  Welle,  das 
mit  grösserem  Durchmesser  versehene 
Rad.  Die  Enden  EF  (Fig.  1),  mit  wel- 
chen die  Axe  auf  einer  stützenden  Vor- 
richtung ruht,  heissen  Zapfen.  Nehmen 
wir  an,  die  Axe  sei  horizontal.  Um  Welle 
und  Rad  sollen  Seile  geschwungen  sein, 
von  denen  das  erster«  der  Last  Q , das 
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Fig.  1. 


teuere  der  Kraft  P als  Angriff  dient.  — 
Möge  Gleichgewicht  herrschen.  — Es  ist 
in  bestimmen,  1)  wie  sich  P und  Q zn 
einander  Verhalten,  nnd  2)  welchen  Druck 
die  Zapfenlager  bei  E und  F erleiden. 
Da  sowohl  P als  Q tangential  gegen  die 
Begrenzung  von  Rad  und  Welle  wirken, 
so  kann  man  die  statischen  Momente 
beider  Kräfte  linden,  wenn  man  von  der 
Axc  aus  Lothe  CA  nnd  OB  nach  den 
Angriffspunkten  zieht,  und  diese  Lothe 
sind  offenbar  die  Halbmesser  von  Rad 
und  Welle.  Sei  a der  erstere,  also  gleich 
CA,  b—DB  der  letztere',  so  sind  die 
Momente  Pa  und  Qb  Also,  damit  Gleich- 
gewicht herrsche,  muss  sein 

Pa  = Qb 

oder 

P _ b 

Q ~ « ’ 


d.  h.  „das  Product  aus  Kraft  und  Rad- 
arm ist  gleich  dem  Product  aus  Last 
und  Wcllenarm.“  Es  ist  hierbei  berflek- 
sichtigt,  dass  Kraft  und  Last  nach  unten 
ziehen,  aber  in  einander  entgegengesetzter 
Richtung  drehen. 

Wir  denken  uns  jeut  in  Zapfen  E und 
F Druckkräfte  angebracht,  welche  das 
Herabsinken  der  Vorrichtung  verhindern. 
Den  in  £ angebrachten  Druck  zerlegen 
wir  in  K,  vertical  und  in  horizon- 
tal, ebenso  den  in  F angebrachten  in  V, 
und  Ht.  Ausser  diesen  Drucken  wirkt 
noch  Kraft  P,  welche  mit  dem  Horizonte 
den  Winkel  a machen  soll,  also  zer- 
fällt in: 


und 


Pl  = Psina  vertical 
P,-P  cos  a horizontal ; 


ebenso  hat  man,  wenn  Q mit  dem  Hori- 
zonte den  Winkel  ß macht, 

Q , = Q sin  ß vertical 

und 

Q,  = Q cotß  horizontal. 

Dann  wirkt  im  Schwerpunkte  das  Ge- 
wicht der  Maschine  G vertical.  Da  alle 
diese  Kräfte  nach  irgend  einem  Punkte 
der  Axe  verlegt  sich  in  Gleichgewicht 
halten,  da  die  Axc  fest  ist,  so  hat  man: 

f.+k.^p.+p.+c, 

//,  + //,  = ?,  + <)., 

mit  Berücksichtigung  der  Richtung  der 
Kräfte. 

Betrachtet  man  nun  E als  Stützpunkt 
eines  Hebels,  auf  welchen  alle  diese  die 
Axe  angreifenden  Kräfto  wirken,  ist 
ferner  l=EF  die  Axenlänge,  d = CE  der 
Abstand  desjenigen  Durchschnittes  des 
Rades,  in  welchem  P angreift,  e — DE 
der  desjenigen  Durchschnitts  der  Welle, 
wo  Q angreift,  c = SE  der  Abstand  des 
Schwerpunktes  von  E,  so  hat  man,  wenn 
man  die  Summe  der  statischen  Momenta 
der  Null  gleich  setzt,  für  den  Vertical- 
druck : 

P./rzP^  + P.e+Cc 
und  für  den  Horizontaldruck: 
H,l=P,»-Q,e, 

also: 

„ _ P,d-Q,e 

"l  “ j » 

„ _ PJ+Q^+Gc 

Betrachtet  man  dagegen  F als  Stützpunkt 
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des  Hebels,  so  ist: 
Kll=F1(/-a)+0l(J-«)+0(l-c)> 
'Hll=Pt  (l-d)-Q,  (l-e), 
also : 

„ F,(l-d)+.yi(l-e)4-Gl(i-c) 

vi-  } 

..  I»,  (!-«)-(*,(/-•) 

i 

Ist  der  Gesammtdruck  auf  E = auf 
F=R ,,  <f(  und  cf,  besüglich  die  Winkel 
mit  dem  Horizont,  so  hat  man: 


wenn  man  der  Symmetrie  wegen  noch 
setzt: 

9 

(Pa-Qb)9  = »(Pa*  + Qb*  + Gkyy 


,g<fl=l/7’  ,g<f>=7ir7’ 


(fn-gt), 

’ ~ Pa’+p&’+G**  ■ 

Die  Beschleunigungen,  mit  denen  die 
Last  steigt,  die  Kraft  sinkt,  werden  be- 
züglich sein  9a  und  9b,  so  dass,  wenn 
q die  erstere,  p die  letztere  ist,  man  hat: 

(Pa-  Qb)ga 
P~ 


r1=V(k]  + h;),  R,=v(y\  + H\). 

Es  finde  jetzt  Bewegung  an  der  Vor- 
richtung statt.  Ist  /’  grosser  als  Q,  so 
wird  diese  in  dem  Sinne  erfolgen , in 
welchem  die  Kraft  dreht,  nnd  das  Mo- 
ment der  Beschleunigung  wird  sein 
Pa=Qb. 

Sei  diejenige  GrOsse,  um  welche  die 
Winkelgeschwindigkeit  der  Vorrichtung 
nach  je  einer  Sccundc  zunimmt,  r die 
Entfernung  irgend  eines  Punktes  der- 
selben von  der  Axc,  u die  Masse  dieses 
Punktes,  so  ist  das  Moment  der  be- 
schleunigten Bewegung  dieses  Punktes 
fir * 9 , da  r9  die  wahre  Geschwindig- 
keit des  Funktei  ist.  Für  alle  Punkte 
des  ganzen  Systems  ist  also  die  Mo- 
mentensumme  SJE/jr*. 

Der  Ausdruck  lyr1  heisst  bekannt- 
lich Trägheitsmoment.  Die  Integral- 
rechnung gibt  einfache  Mittel , ihn  zu 
bestimmen.  In  diesem  Falle  könnte  es 
auch  auf  elementarem  Wege  geschehen. 
Wir  bezeichnen  hier  das  Trägheits- 
moment der  Radwellc  mit  IV.  Es  ist 
dann  9 IV  dos  statische  Moment,  wel- 
ches aus  der  Bewegung  der  Uadwclle 
sich  ergibt.  Mit  demselben  ist  das  sich 
aus  den  Gewichten  ergebende  zu  ver- 
binden. 

Nimmt  man , wio  es  einmal,  vielleicht 
nicht  ganz  zweckmassig,  cingcfQhrt  ist, 
eine  Masse,  deren  Gewicht  gleich  o ist, 

P Q 

als  Massencinheit  an,  so  sind  — , — 

9 9 

die  Massen  von  Kraft  und  Last,  und  da 
dieselben  bezüglich  in  den  Entfernungen 
a und  b von  der  Axe  wirken: 

'S  9 ' 

die  Summe  der  ihnen  entsprechenden 
statischen  Momente.  Man  hat  also, 


» = 


Pa'  + Qb'  + Gk*  ’ 
_ (Pa—Qb)gb 


Fo>  + (fi>  + Gi> 


Ist  « die  Beschleunigung  einer  Bewe- 
gung, die  durch  eine  gleichförmig  be- 
schleunigende Kraft  wie  die  Schwere  be- 
wirkt wird,  so  ist  bekanntlich  nt  die 
Geschwindigkeit  nach  < Secundcn,  Jnf1 
der  zurückgelegte  Kaum;  wenn  man  also 
hier  « nach  einander  durch  9,  p nnd  q 
ersetzt,  so  erhält  man; 
Winkelgeschwindigkeit  nach  ( Sc- 
ennden  = 3«, 

Geschwindigkeit  der  Last  in  ( Se- 
cundcn = fl, 

Geschwindigkeit  der  Kraft  in  I Se- 
cundcn = pl, 

Rotationswinkcl  =^»l>, 

Hebung  des  Lastgewichtes  I1, 

Sinken  des  Kraftgewichtes 

Am  Kraftseile  wirken  einander  ent- 
gegen das  Gewicht  P nach  unten  und  die 
Beschleunigung  der  Bewegung  p,  welche 

P />« 

auf  Masse — wirkt,  also  einen  Zug  — E. 

9 9 

nach  oben  bewirkt;  es  ist  also  die  Span- 
nung des  Seiles,  an  welchem  die  Kraft 
angebracht  ist: 


s=p-Q-=p(  1- 

9 ' 


Am  Lastseile  wirken  zusammen  Ge- 
Qu 

wicht  Q und  Druck  — - , welcher,  da  die 
9 

Bewegung  nach  oben  geht,  als  nach 
unten  ziehend  zu  betrachten  ist.  Die 
Spannung  des  Lastseiles  ist  also: 

s,  = e+Ä=p(i+X); 

Diese  beiden  Druckkräfte  vereinen  eich 
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zum  Zapfendrucke: 


s+s,=/»+e- 


Pp-Ql 


= r+Q - 


(, Pa-Qh)' 

Pa'  + Qb'+Gk'  ' 


Wirken  noch  andere  Kräfte  oder  Wider- 
stände, wie  z.  B.  Steifigkeit  der  Seile, 
Zapfenreibung,  so  sind  die  Momente 
derselben  dem  Kraftmomente  einfach 
hinznzufflgen. 

Ist  die  Welle  nicht  horizontal,  so  ist 
die  Schwere  demgemäss  zu  modificiren 
oder  durch  die  an  ihrer  Stelle  wirkenden 
Kräfte  zu  ersetzen. 


3)  Von  den  Räderwerken  im 
Allgemeinen. 


gleiche,  wenn  sie  sich  von  innen  be- 
rühren . 

Die  Richtung  der  zu  einem  Räderwerk 
gehörigen  Axen  kann  sein : 1)  parallel, 
2)  nicht  parallel  aber  in  einer  Ebene 
liegend,  3)  nicht  in  einer  Ebene  liegend. 
Wir  sprechen  zunächst  von  Räderwerken 
der  ersten  Art.  — Wird  vollkommene 
Mittheilung  der  Bewegung  vorausgesetzt, 
so  muss  die  Geschwindigkeit  von  Trieb- 
rad und  Getriebe  im  Umfange  dieselbe 
sein.  Da  nun  die  wuhre  Geschwindig- 
keit eines  rotirenden  Punktes , dessen 
Entfernung  von  der  Rotationsaxc  r und 
dessen  Winkelgeschwindigkeit  0-  ist,  ge- 
geben ist  durch  die  Formel:  v = 2n r9, 
so  hat  man,  wenn  unter  v,  r,  9 diese  Grössen 
in  Bezug  aufs  Triebrad,  vx,rlt9t  in  Be- 
zug auf  Getriebe  verstanden  werden  : 


Räderwerke  ( rouages , tcheel  - tcorks) 
werden  namentlich  angewandt,  wenn  die 
Geschwindigkeit  und  die  Axe  einer  ro- 
tirenden Bewegung  geändert  werden  soll. 
Sie  bestehen  aus  einer  Anzahl  inein- 
andergreifender  Radwellen  — Einfache 
Räderwerke  bestehen  ans  2 Radwellen, 
deren  eine  in  die  andere  greift  und  die 
von  ihr  ausgehende  Bewegung  der  letz- 
teren mittheilt.  Diese  Mittheilung  kann 
erfolgen  I.  durch  unmittelbares  Eingrei- 
fen des  einen  Rades  in  das  andere,  wenn 
die  Bewegung  nach  geringen  Entfernun- 
gen fortgepflanzt  werden  soll.  II.  Mittels 
einer  umschlungenen  Schnur  bei  grösse- 
ren Entfernungen  beider  Radwellen.  Diese 
letzteren  heissen  Schnur-  oder  Riemen- 
räder werke  (rouages  a courroies , tlraptd 
tchcel  -irorks) , bei  den  crstcren  Räder- 
werken kann  zwar  bei  sehr  kleiner  Kraft 
die  Bewegung  durch  unmittelbare  Be- 
rührung und  dadurch  erfolgende  Reibung 
Übertragen  werden,  in  jedem  andern 
Falle  müssen  die  ineinander  greifenden 
Räder  Zähne  haben,  die  durch  Druck 
ihre  Bewegung  mittheilen.  Man  hat  dann 
ein  Zahnräderwerk  ( engrenages , g erring  s 
oder  toolhed  tcheel-vcorks).  Das  Rad, 
von  dem  die  Bewegung  aasgeht,  heisst 
Triebrad  ( roue  conductrice , drueer),  das 
in  Bewegung  gesetzte  Getriebe  (roue 
conduile , follower  ).  Es  ist  leicht  zu 
sehen,  dass  man  je  nach  der  Art,  wie 
der  Riemen  umgeschlangen  ist.  das  Ge- 
triebe in  derselben  oder  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  als  das  Triebrad  be- 
wegen kann;  ersteres  erfolgt,  wenn  die 
Richtungen,  in  welche  der  Riemen  die 
Räder  berührt,  auf  derselben  Seite  beider 
Axen  sich  schneiden,  letzteres,  wenn  sie 
zwischen  den  Axen  sich  schneiden.  Bei 
Zahnrädern  erfolgt  entgegengesetzte  Rich- 
tung, wenn  die  Räder  sich  von  aussen, 


* = t*|,  r9  = rl9l1 

jL-.Ii. 

r ‘ 

„Die  Winkelgeschwindigkeiten  beider 
Räder  verhalten  sich  umgekehrt  wie  ihre 
Halbmesser.“ 

Hat  das  eine  Rad  also  den  n fachen 
Radius  des  andern,  so  macht  das  letztere 
nmal  so  viel  Umdrehungen  als  das 
crsterc. 

Seien  jetzt  s,  b bezüglich  die  Radien 
des  Rades  und  der  Welle  an  einer, 
al,bl  au  der  andern  Radwelle,  wirke  die 
Kraft  P am  Rade  mit  Radius  a,  die 
Last  Q an  der  Welle  mit  Radius  6,, 
greife  das  Rad  mit  Radius  at  in  die 
Welle  mit  Radius  b , so  wird  zwischen 
beiden  ein  gegenseitiger  Verticaldruck  M 
stattfinden.  Es  wird  also  nach  vorigem 
Abschnitt  einerseits  sein:  * 

Pa  = Mb , 

anderseits : 

Mal=Qbn 

falls  gleichraässige  Bewegung  stattfindet, 
die  beschleunigenden  Kräfte  also  Gleich- 
gewicht halten;  also  wenn  man  M eli- 
minirt: 

Paa  x = Qbb  t 

oder 

P_=bbx 

Q ~ «a  i ’ 

d.  h.  „Kraft  und  Last  verhalten  sich  wie 
die  Producte  der  Wellen-  und  Radarmc.“ 
Sind  wieder  die  Winkclgesehwin- 

if  a.  , 

digkeiten,  so  ist  -j— =— r-i  also 

S-,  6 

P 

Q «» 
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Der  Ausdruck 


Ix. 

9 


wird  euch  Um- 


sclzungezahl  genannt. 

Findet  gleichm&ssige  Bewegung  statt, 
so  ist  aber  anch,  wenn  man  t>,  »,  die 
Geschwindigkeiten  der  Krnft  nnd  Last 
nennt : 

c = a9,  t>l  = bl9„ 

da  jede  Radwelle  constante  Winkel- 
geschwindigkeit hat.  Also: 

_*|3|  _ b i _ 6t,  __  P 
v a9  a na,  Q ’ 
wo  unter  ^ die  Umsetzungszahl  ver- 
standen ist.  Hieraus  ergiebt  sich  auch: 

Pv  = Qtl. 

Diese  Producte  Pt  nnd  (h>,  werden  be- 
kanntlich ..Arbeit“  genannt,  also  „Kraft 
nnd  Last  haben  gleiche  Arbeit“;  oder 
wenn  man  bedenkt,  dass  beide  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  wirken,  also  P 
oder  Q negativ  zu  denken  ist,  „die  Ar- 
beit ist  gleich  Null  “ Bekanntlich  ist 
letzteres  immer  der  Fall,  wenn,  wie  hier, 
die  lebendige  Kraft  nicht  geändert  wird. 

Seien  jetzt  mehrere  Radwellen  vor- 
handen, und  o,  a„  a,  . . . an  die  Radien 

der  Räder,  4,  4,,  6,  ...  4 die  der  Wel- 
len; greife  die  Kraft  P das  Rad  mit 
Radius  o,  die  Last  Q die  Welle  mit 
Radius  4^  an,  so  findet  man,  wenn 

die  Druckkräfte  sind, 

welche  eine  Radwelle  auf  die  andere 
austtbt: 

Pa— Mb,  Mal  — Mlb ,,  .lf,a,  — M,  4,  ... 

also  durch  Mnltiplication  aller  dieser 
Gleichnngen : 

Pan,«,  ...  an=Qbbtb,  ...  4^. 
8ind  ferner 

9 ...  &n 

die  Winkelgeschwindigkeiten,  so  hat  man : 


setzungs  - Geschwindigkeiten  einer  Rad- 
welle , in  Bezug  zur  vorhergehenden, 
so  ist: 

sz  4 . 


0 = — • 0i=  ; 

a x t 

und: 


P«  *n 


0'/'.  = pA-  = — • 

Sind  endlich  r,  r,  die  Geschwindigkeiten 
von  Kraft  und  Last,  so  ist: 

» = «*»  vi  = tn^n> 


also: 


4 9 

r,  _ » » 

t>  ~ a9  ’ 

*,  P 

-V  = -Q’  d.  h.  P.  = 0e, 


oder  auch: 


v , 


p » b 
P n n 


&a 


Das  Product 


$ _ «l  »—  I 

f>,  “ 4 ’ 3,  = 4, -•  # 


oder  wenn  man  alle  diese  Gleichungen 
multiplicirt: 


n— ! 


44, 


9 ss, 


Pa 

'04. 


Sind  ferner  tf>,  tf>,  ■ . . «/•  . die  Um- 

rl  *—  1 


0 0.  0.  •••  0B_,=-j- 

heisst  hier  Umsetzungszahl ; es  drttckt 
das  Verhältniss  der  Anzahl  der  Um- 
drehungen der  letzten  Radwelle  zn  der 
der  erstem  in  irgend  einer  Zeit  ans. 
Aus  diesen  Formeln  folgt: 

I)  Die  Umsetzungszahl  des  ganzen 
Räderwerkes  ist  gleich  dem  Product« 
ans  den  Umsetzungszahlen  je  zweier 
Badwellen,  oder  gleich  dem  Producte 
der  Radien  der  Treibräder,  dividirt  durch 
das  Product  der  Radien  der  Getriebe. 

II)  Die  Kraft  verhält  sieh  zur  Last 
umgekehrt  wie  die  Geschwindigkeit  der 
entsprechenden  Gewichte,  nnd  gleich  dem 
Verhältniss  des  Lastarmes  zum  Kraft- 
arme, multiplicirt  mit  der  Umsetznngs- 
zabl  des  Räderwerkes. 

4)  Riemenräderwerk. 

Während  bei  Zahnräderwerken  die 
Umdrehungskraft  unmittelbar  übertragen 
wird , geschieht  dies  bei  den  Riemen- 
riderwerken vermittelst  der  Riemen- 
spannung. Da  (Fig.  2)  die  das  Getriebe 
D angreifenden  Riementheile  FE  und  GH 
in  entgegengesetzter  Richtung  drehen, 
so  wird,  wenn  S,  nnd  S,  ihre  Spannun- 
gen sind,  die  Reaction,  die  Rad  C auf  D 
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Fig.  2. 


»“»übt  und  die  wir  (Abschnitt  2)  mit  <1/ 
bezeichnet  haben; 

nämlich: 

QI>l=(.Sl-S,)al  = Mal, 

also: 

M=Sl-S,. 

Kann  man  annehmen,  dass  beide  Riemen- 
theile  beinahe  parallel  sind,  so  wird  da- 
gegen auf  die  Radaxe  eine  Zugkraft  aus- 
geübt, die 

N=St+St 

ist,  da  beide  Ricmentheile  in  derselben 
Richtung  ziehen.  Bei  Zahnrädern  würde 
die  Wirkung  auf  die  Axc  dagegen  immer 
gleich  M sein,  da  sie  unmittelbar  über- 
tragen wird,  und  daher  die  Reaction  auf 
die  Axe  sich  bei  beiden  Arten  von  Räder- 
werken verhalten,  wie 

S^S.rS.+S,. 

Sie  ist  also  bei  Zahnrädern  geringer, 
und  in  dieser  Beziehung  sind  sie  also  den 
Riemenräderwerken  vorzuziehen  Bei 
Zahnrädern  wirken  ferner  alle  Kräfte 
vertical , nimmt  man  also  auf  die  Ge- 
wichte der  Räder  keine  Rücksicht,  so 
ist  bei  ihnen  der  Axendruck  der  erste- 
ren  Radwelle: 

R = P+1H=( l + -£-)  P 


Die  Axcnrcibungcn  (bekanntlich  dem 
Druck  proportional,  s.  den  Artikel  Rei- 
bung) sind 

</R  und  <fRt, 

wenn  ijr  der  Reibungscoefficient  ist.  — 
Was  dio  Zapfenreibung  anbetrifft . so 
sei  p der  Zapfenradius  des  Triebrades, 
p,  der  des  Getriebes,  Fund  Ft  die  ent- 
sprechenden Reibungen  also: 

Fa  = '/fR,  F,6,  = yp,Ä, 

oder: 

*•  _yPtRt 

Soll  in  der  Beziehung  zwischen  Kraft 
nnd  Last  die  Reibung  berücksichtigt  wer- 
den, so  ist  zu  ersetzen: 

P durch  P — F,  Q durch  Q +Ft. 
Man  hatte: 

Q~  a»  ’ 

also  jetzt: 

(P~F)a»  = «?+Fl)»14l 

oder  wenn  man  die  Umsetznngszahl 
durch  X bezeichnet: 

Fa^Fa+Qb^  + FJtl 

oder  wenn  man  für  Fund  Ft  ihre  Werthe 
setzt : 


nnd  der  der  zweiten 

at  / 

Bei  Riemenräderwerken  sind  dagegen 
der  Druck  der  Gewichte  P und  Q einer- 
seits nnd  die  Spannung  der  Riemen  N 
andererseits  senkrecht  aufeinander,  sie 
setzen  sich  also  nach  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  zusammen  in: 

r = yP’+y* = K*+(S, +*',)*, 

Ri=\QiT^=VQ'Hsl+s,y. 


Pa  = QblX  + 7(Äp  + Ätp,i). 

Die  Riemenspannung  ist  von  3 Ur- 
sachen abhängig,  von  der  Kraft,  welche 
durch  den  Riemen  übertragen  wird,  M, 
von  ‘dem  Theile  und  dem  Umfange  der 
Räder,  welchen  der  Riemen  überdeckt, 
und  von  dem  Reibungscoefficienten  a. 

Ist  S,  die  Spannung  des  Seiles,  wel- 
ches über  einem  festen  Cylinder  liegt, 
an  einem  Ende,  so  übt  dies  Seil  eine 
Zugkraft  aus,  welche  ist: 

S,  = e VnS,  = (2,  7 1 8 2 8 . . .)  *"S, 


Digitized  by  Google 


Rad.  (Maschinenlehre.)  10  Rad.  (Maschinenlehre.) 


wo  o derjenige  Bogen  ist,  den  das  Seil 
bedeckt,  (in  Theilen  von  n ausgcdrückt). 
E»  wird  daher  die  Reibung  des  Seiles 

■ein:  S, — S,  = (e^rt — 1)S,.  Diese  Rei- 
bung muss  der  nöthigen  Umdrehungs- 
kraft  M gleich  sein,  damit  in  der  That 
Umdrehung  erfolge,  und  man  hat  daher 
zu  setzen: 

M — (e^a — 1)  S, 


S,= 


M 


Sl  = e1"St  = 214,6  Pfund. 

Die  mittlere  Spannung  ist: 

214,6  + 44,6  _ 129  g pfund 

2 

Die  L&ngc  der  Bögen,  welche  die 
Riemen  decken,  ist  gegeben,  wenn  man 
den  Halbmesser  b und  tiL  und  die  Ent- 
fernung <3  beider  Radaxcn  kennt,  ausser- 
dem muss  man  wissen,  ob  die  Riemen 
gekreuzt  sind 


.7« 


-I 


Vd-s.. 

s_-  2 


»7°  — 


Fig.  3. 


Die  Spannung  des  Riemens,  welcher  sich 
auf  das  Treibrad  aufwickclt: 

0 ei“  U 

Sk  = » 

e f — 1 

endlich  die  mittlere  Spannung,  welche 
der  Riemen  vor  der  Bewegung  haben 
muss : 


2 e''n_l’ 
wo  überall  zu  setzen  ist: 

6 o, 

Ist  noch  A das  Arbeitsquantum  des  Rä- 
derwerks in  der  Sccundc,  v die  Geschwin- 
digkeit am  Radnmfangc,  so  ist  offenbar 

Mozi  A ; 

aber  da 

_2 _ 2 *»6  ^ 
v~  ~6D~  “ ~ i 60 

ist, 

wenn  u und  «t  die  Anzahl  der  Umdre- 
hungen der  Rider  in  der  Minute  bezeichnet, 
wo  dann 

, _*t 

tf-_60’  ‘"60 

sein  muss,  so  hat  man  auch: 

30.4  30 A _ 9,549 A _ 9,5494 

~ nau  ~ nblul  au  «,«, 

Beispiel.  Sei  das  Arbeitsquantum  A 
gleich  2 Pferdekräften,  besitze  das  Seil 
eine  Geschwindigkeit  von  6 Fnss,  nnd 
möge  dasselbe  (wie  cs  bei  sehr  grossen 
Entfernungen  anzunehmen  ist)  den  hal- 
ben Umfang  der  Rider  bedecken,  sei 
ferner  y = Man  hat  dann: 

1 _ 481 


oder  nicht  gekreuzt 

Fig.  4. 


Offenbar  ist  im  erstcren  Falle  Winkel 
FDG  = ECH  = a gegeben  durch  die 
Formel : 

n DL  _ aK  -f-  6 
C0B  ¥ - CD  ~ d 

nnd  im  letzteren  durch  die  Formel: 


a _ DL  _ «, — b 


= 2,71828 J 

5 =-2-619_  = i™.  = 44,6  Pfund. 
* 6(4,81 -1)  3,81  ’ 


CD 

Im  ersteren  Falle  gibt  n denjenigen  Bo- 
gen an,  dessen  Ergänzung  zu  2n  also 
2n — n in  beiden  Rädern  durch  den  Rie- 
men gedeckt  wird,  im  letzteren  Falle  ist 
am  kleineren  Rade  Bogen  rr,  am  grösseren 
2 n — « gedeckt.  Was  die  Länge  des 
ganzen  Riemens  anbetrifft,  so  beträgt  sic 
im  ersten  Fall: 

1=  Eh'+GH  (6  -f  «,)  (2n  — er) 

wenn  man  a in  Bogenmaass  ausdrückt, 
also  mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  von 

EF  = GH  - CL  = ä sin-^j- 
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/ = 2>  «in  y + (6  + a ,)  (2 1 - «<), 

wogegen  sich  im  2ten  Falle  ergibt: 

I = 23  «in  + ft.i  + a , (2*  - «). 

Ist  der  Riemen  sehr  lang,  so  kann  man 
n = n oder  gleich  180“  nehmen,  und  es 

ist  also  cos-^-=0,  sin  ~ = 1,  also  in 


beiden  Füllen: 

/=2d  + (4 + «,)*. 

Die  Werth e von  7 sind  je  nach  der 
BeschalTcnheit  der  Riemen  und  der  Rüder 
verschieden;  aus  ihnen  berechnen  sich 

die  Wcrtlie  von  e,a. 

Wir  entnehmen  das  folgende  Tüfclchcn 
für  diese  Grossen  Weissbach’s  Ingenieur- 
und  Maschincnmechanik. 


a 
2 n 

7 =0,50 

gilt  /Sr  neue 
Riemen  auf 
Hol  grade  cn. 

*/  = 0,47  | y=0,28 

gilt  für  gewöhnliche 
Riemen  auf 

Holsridern.  j Eisenradern. 

y=0.38 

für  feuchte 
Riemen  auf 
Eisenridern. 

7=0,50  | 7=0,33 

für  Schnüre  auf  Holxridern 
rauh.  polirt. 

0.2 

1.87 

1,80 

1,42 

1.61 

1,87 

Ul 

0,3 

2,57 

2.43 

1.69 

2,05 

2,57 

1.86 

0,4 

3.51 

3.26 

2,02 

2.60 

3.51 

2,29 

0,6 

4.81 

43* 

2.41 

3,30 

4.81 

2,82 

0.6 

6,59 

5,*8 

2.87 

4.19 

6,58 

3,47 

0,7 

9,02 

7.90 

8,43 

5.32 

9,01 

4,27 

0,8 

12,34 

10.62 

4,09 

6.75 

1234 

5,25 

0.9 

16.90 

14  27 

487 

8.57 

16.90 

6.46 

1,0 

23,14 

19,16 

5,81 

10,89 

23,14 

7,95 

Was  die  Sicherheit  der  Riemen  nnbe- 
trifft,  so  soll  gutes  Rindsleder  (Kernleder) 
250  Pfund  Sieherheitsmodul  haben,  wäh- 
rend der  Elasticitütsmodul  etwa  10,000 
Pfund  beträgt.  Es  würde  sich  sonach  ein 
Ausdehnungsverbällniss  von 

250  

10000  - 40 

ergeben.  Beträgt  die  Riemendicke  J Zoll 
und  ist  die  ;Riemenbreite  gleich  4,  so 
darf  die  Spannung  nicht  überschreiten 
die  Grösse : 

2504 

S,  = — g—  ungefähr  gleich  404;  ' 

und  die  Riemenbreite  muss  bei  gegebener 
Spannung  St  sein : 


Es  war  nun 

S ^ 

Nimmt  man 

7 = 0,28  nnd  — — 0,4  bis  0,5, 


so  dass  der  Riemen  ungefähr  die  Hälfte 
des  Rades  deckt,  so  ist  S,  ungefähr  gleich 
2.1/  und  man  kann  dann  setzen: 

20  “20  V 

wo  L die  Arbeit,  V die  Geschwindigkeit 
an  der  Peripherie  der  durch  den  Riemen 
verbundenen  Räder,  also  MV—L  ist.  D.h. 
„Die  Riemenbreite  verhält  sich  direct  wie 
die  zu  übertragende  Arbeitsgrösse  L,  und 
umgekehrt,  wie  die  Geschwindigkeit  am 
Umfange.“ 

Daraus  folgt,  dass  sich  Riemenräder 
namentlich  für  grosse  Geschwindigkeiten 
und  geringe  Arbeiten  eignen.  — Für 
Guttapercha  stellen  sich  übrigens  die 
Verhältnisse  ziemlich  ähnlich  wie  bei 
Lederriemen. 

Es  kommt  öfter  vor,  dass  die  Umdre- 
hungszahl des  Getriebes  nicht  immer 
dieselbe  sein  soll.  Man  bewirkt  dies 
indem  man  auf  beide  Wellen  mehrere 
Kail  Systeme  aufsetzt  (Fig.  5.),  wobei  dem 
abnehmenden  Radius  der  Treibwelle  der 
zunehmende  des  Getriebes  entspricht.  Et 
muss  dies  Zu-  und  Abnehmen  aber  der 
Art  geschehen,  dass  hierbei  die  Riemen- 
länge nicht  geändert  tu  werden  braucht. 
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Die«  geschieht  folgendcrmaassen  bei  ge-  d.  h.  der  Halbmesser  des  Gctriebrades 
kreuzten  Riemen  wo,  wenn  man  2t—«  um  so  viel  abnehmen,  als  der  der  Treib- 
fiir  n setzt,  also  den  wirklich  umspann*  welle  zunimmt.  Bei  nicht  gekrensten 
ten  Winkel  nimmt:  Riemen  findet  indess  ein  so  einfache« 

Verhältnis«  keines weges  statt.  Es  war 


«i  + i 


f=2*  sin-^ +«(«,  + 4). 

Es  muss  also  wenn  die  Riemenlingc  eich 
nicht  Indern  soll,  constant  bleiben, 


in  diesem  Falle: 

4 

COS  TT  = 


a _ at  — 4 
~ = 4~ 


(=24  sin  + a4  + (2n  — «)«, 
Nun  ist  aber: 


also  angenihert: 


nnd  angenähert 


also: 


a — n — (*  — a) 


_ . 71  “ ft  . M 

71  — U = 2sin  — S — = 2cos  — = 


a_  _ 2(a,  -4) 

2 - 4 ’ 


1 


2(«s  — 4) 

a-n j ■ 


DjIÜrfTlV 

iVÖ 


■ 


' •n*W*®* 


Sonach  ergibt  sich: 


1=  24- 


+(-aV*)‘+(-+a!¥:a)- 


d.  h. 


• b# 

->  dt 


< = 24 + «(«,  + 4)  +(*> 


Sei  noch  /l  das  Umsettungsverhaltniss,  also: 


so  kommt: 
also : 


X _ K - „ . 


b — Xal 


1=24  + n (1  + 1)«,  + --ff'“1*. 


» '* 

• • -ren  ,\F.  tU»  .<ia 

; s t .4  :i.>a,mi 

(<~l 

aas  \>  ä .9 


r* 


eine  quadratische  Gleichung,  aus  der  a,  leicht  tu  bestimmen  ist. 

Wire  der  Abstand  der  Radaxcn  4 im  Verhältniss  tu  dem  Radhalbmesser  «, 
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■ehr  gro«,  so  könnte  du  lettte  Qlied  vernachlässigt  werden,  nnd  men  hatte 
nlherunggweise : 

1-2) 

“‘-«(i  + l)- 

Sollte  eine  bessere  Näherung  gefunden  werden,  so  kann  dieser  Ansdrnck  in  du 
letste  Glied  eingesetzt  werden,  und  men  hat! 


/ = 2J  + n(l  + l)<rl  + 


(1-1)*  (I-  2d)> 

d n’(l  + l)* 


also : 


- l-*a 
"‘“»(l+l)  V1' 
Ein  Ausdruck,  der  schon  eine  gute  Nä- 
herung giebt,  wenn  der  Axenabstand 
6 mal  grösser  ist  als  der  Halbmesser  des 
grössten  Rades.  — Statt  solcher  Radsysteme 
kann  man  aber  aurh  konische  Trommeln 

Fig.  6. 


anwenden,  wo  dann  die  Umsetzungszahl 
continnirlich  geändert  werden  kann.  Je- 
doch bewirkt  der  ungleiche  Durchmesser 


(1-1)*  / — 2J\ 

(ä+1)*  n*d  A 

der  Trommel  eine  ungleiche  Spannung 
des  Riemens  nnd  die  Anwendung  ge- 
schieht daher  hauptsächlich  nur  fllr 
schmale  Riemen.  — In  diesem  Falle  und 
überhaupt,  wenn  die  Arbeit  nicht  gross 
ist,  kann  man  die  Riemen  auch  durch 
Schnüre  von  Hanf  und  Guttapercha  oder 
durch  Darmsaiten  ersetzen,  nnd  werden 
zu  dem  Ende  die  Räder  mit  vertieften 
Spnrcn  oder  Rinnen  versehen. 

Bei  geringerer  Geschwindigkeit  und 
grossen  Luten  dagegen  reicht  selbst  die 
Festigkeit  der  Riemen  nicht  hin,  und 
diese  werden,  falls  beide  Axen  einen 
grösseren  Abstand  haben,  also  Zahn- 
räder nicht  anzuwenden  sind,  durch  Ket- 
ten ersetzt  (Fig.  7.).  Jedes  der  Räder 
hat  eine  Anzahl  Zähne,  welche  in  die 
Glieder  der  Ketten  eingreifen,  was  die 
Ucbcrtragung  erleichtert. 

Soll  bloss  die  Bewegung  nach  einer 


Fig.  7. 


entfernteren  Axe  übertragen,  die  Win- 
kelgeschwindigkeit aber  nicht  geändert 
werden,  so  kann  man  auch  Stangen  an- 
wenden  (Fig.  8.).  Beide  parallel  liegen- 
den Wellen  C und  C,  sind  mit  je  zwei 
Kurbeln  versehen,  die  mit  einander  einen 
rechten  Winkel  machen  AB  und  .4,8,, 
Diese  werden  durch  die  Stangen  AA , 
und  BBl  verbunden,  und  eine  vollstän- 
dige Uebortragung  der  Bewegung  erzielt. 
Sind  die  Räder  sehr  entfernt,  so  reichen  je- 
doch 2 Stangen  nicht  aus,  weil  dieselben  sich 
biegen  und  daher  die  Uebertragnng  durch 
Schnb  unthunlich  wird.  Es  sind  dann  die 
Krummzapfen  doppelt  zu  nehmen,  nnd 


4 Stangen  anzuwenden,  von  denen  je  2 
immer  ziehend  wirken,  während  die  an- 
dern zurückgehn,  also  keine  Arbeit  über- 
tragen. Diese  Vorrichtung  bildet  ein 
sogenanntes  Stangenvorgelege. 

5)  Von  Zahnrädern  im  Allge- 
meinen. 

Bei  Zahnrädern  muss  womöglich  nnr 
ein  Rollen  des  einen  Rades  auf  dem 
andern  und  kein  Gleiten  stattfinden.  Es 
müssen  daher  die  Räder  in  einer  geraden 
Linie  mit  einander  Zusammenhängen. 
Haben  die  Fnnktc  beider  Räder,  welche 
auf  dieser  Linie  liegen,  gleiche  nnd  gleich- 
gerichtete Geschwindigkeit,  so  ist  in  der 
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Fig.  8. 


That  jedes  Gleiten  ausgeschlossen ; je- 
doch ist  dies,  wie  wir  bald  sehen  werden, 
nur  dann  möglich,  wenn  die  Axcn  beider 
in  einander  greifenden  Räder  in  einer 
Ebene  liegen.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  kann  sich  nur  die  Bewegung  des  einen 
Rades  demrt  dem  andern  mittheilcn,  dass 
die  Punkte  der  Coincidcnzlinie  auf  der- 
selben gleiten.  Es  sind  also  die  Bewe- 
gungen der  Räder  in  2 Componcnten  zu 
zerlegen,  die  eine  auf  der  Coincidenz- 
linic  senkrecht,  die  andere  in  derselben 
Linie.  Wenn  die  erstere  bei  beiden  Rä- 
dern gleich  ist,  so  wird  die  Mittheilung 
der  Bewegung  am  vollständigsten  erfol- 
gen. und  die  andern  Componenten  sind 
unabhängig  von  einander. 

Wir  unterscheiden  demnach  3 Fälle 
der  Bcwegungsiibcrtragung. 

I.  Die  Radaxen  sind  parallel, 

II  die  Radaxen  schneiden  sich, 

III.  die  Radaxen  liegen  nicht  in  dersel- 
ben Ebene. 

Fig. 


Fall  I.  Sind  (Fig.  9)  AB  und  CD 
Fig.  9. 


die  Radaxen.  EF  die  Coincidenzlinic,  so 
muss,  damit  blosses  Rollen  statttinde,  die 
Geschwindigkeit  der  Punkte  E und  F sich 

einerseits  wie  die  Radien  AE  und  BF 
und  andrerseits  wie  die  Radien  CE  und 
AE  BF 

DF  verhalten,  so  dass  man  hnt  jjrß 

Da  die  Räder  aber  auf  den  Axen  senk- 
recht stehen,  so  bilden  AC  und  BÜ  ge- 

10 
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rade  Linien,  und  cs  ist  AC=BI).  Ans 

. . . , , AC  Bl) 

unserer  Gleichung  nber  folgt: 

r 

also:  EC— FD , AE  — HF.  .»Beide  Ruder 
sind  llotnlions  - Cylinder,  die  Berührungs- 
linie  ist  beiden  Axen  parallel.  Solche 
Räder  heissen  Cylindrischc  oder  Stirn- 
räder, ( roues  cylindriqucs , cylindrictri 
ir/iee/f).“ 

Fall  II.  Mögen  jetzt  beide  Axen 
nach  einem  Punkte  C hin  convergiren, 
und  seien  (Fig  10)  AH  die  Berührungs- 
linic,  KV.  L\  die  Axen,  so  verhalten 
sich  die  Geschwindigkeiten  der  Punkto 
A und  H.  einerseits  wie  AK  und  HV} 
andererseits  wie  AL  und  H. V',  also: 
AK  AL  , . | 1*11  • 

1>t.=  Dv,  wegen  der  Aehnlichkeit  der 
b itl 

Dreiecke  AKL  und  ÄM,  hat  man  auch: 

i r jr 

-rrr  - 'h,.  und  dn  nuch  LKC x>  MNCiat, 
Jl  UV 

LK KC 

MN  MC 

woraus  dann  folgt,  dass  auch  die  Bc- 
rührungslinic  All  durch  den  Punkt  C 
geht.  l)ic  Räder  sind  Kegel  mit  ge- 
meinschaftlicher Spitze,  sie  heissen  Co- 
nisclie  oder  WinkclrSder  (rour*  coniyues, 
cunical  trhcels  ) 

Fall  III.  Liegen  endlich  die  Axen 
nicht  in  einer  Ebene,  so  lässt  sich  das 
Gleiten  nicht  mehr  vermeiden,  da  die 
AK  AZ 

Proportion  — — g—,  nicht  mehr  erfüllt 
H V H ly 

werden  kann.  Welche  Form  dem  Rade 
dann  zu  gehen  sei,  zeigen  die  folgenden 
Betrachtungen.  Sei  (Fig.  11)  CD  die  Axe 

Fig.  11. 


AU  die  Coincidenzlinie  der  Räder  Beide 
sollen  in  verschiedenen  F.benen  liegen, 
und  heben  daher  ein  gemeinschaftliches 
Lotli  BC=a,  welches  zugleich  ihre  kür- 
zeste Entfernung  ist.  Zieht  man  Linie 
BE^CD,  so  ist  Ebene  ABE  senkrecht 
auf  Ebene  IICD,  und  HC  steht  auf  BE 
und  AB,  also  auf  Ebene  ABE  senkrecht 
und  liegt  in  Ebeno  BCI).  Wir  ziehen  nun 
AE  = u senkrecht  auf  EB,  und  ED-a 
senkrecht  auf  DC  und  setzen  den  Winkel 
ABE,  welchen  Axe  und  Coincidenzlinie 
machen  = <5.  Man  kann  sich  nun  das 
Rad  entstanden  denken,  indem  man 
Linie  AB  um  die  nicht  mit  ihr  in  einer 
Ebene  befindliche  Linie  CU  gedreht  denkt. 
Ist  noch  DC—  BC=x  so  wird 
u = x tg  J . 

Es  ist  hierbei  C als  Anfangspunkt  der 
Coordinaten,  DC  als  Axe  der  x ange- 
nommen. Die  Ebene  der  xy  denkt  man 
sich  beliebig  durch  DC  gelegt,  und  auf 
dieselbe  Loth  AF=  s gefällt,  dann  ist 
ED  = y auf  DC  senkrecht.  Ist  noch  AD 
= B,  so  ergiebt  sich,  da  AE  auf  ED 
senkrecht  steht, 

= y»  + »•  = o»  + x*  tgt/*. 

Und  da  bei  der  ganzen  Drehung  die 
Länge  von  B sich  nicht  ändert,  so  ist 
dies  die  Gleichung  derjenigen  Oberfläche, 
welche  das  Rad  bilden  mnss.  Es  ist 
eine  Gleichung  zweiten  Grades.  Giebt 
man  i einen  beliebigen  Werth,  so  er- 
hält man: 


y 1 x,tg(f1 


— t’  n*  — i* 


1, 


d.  h. : „Alle  der  Ebene  der  xy  parallelen 
Durchschnitte  sind  Hyperbeln.  Die  Fläche 
ist  ein  Rotationshyperboloid.  Die  anf  der 
Axe  der  x senkrechten  Schnitte  stellen 
offenbar  Kreise  mit  Radins 

B — ]4t*  +x’  tg  d 1 

vor.  Denkt  man  sich  B — Y,  so  stellt 
die  Gleichung  >'*  = «•  4-  x*  tg  oder: 

x»  tg  d»  _ 
n»  «*  ~ 

offenbar  Schnitte  vor,  welche  durch  die 
Rotationsaxe  CD  gehen,  und  dies  sind 
ebenfalls  Hyperbeln,  „Die  Räder  heissen 
hyperbolische  oder  hyperboloidische, 
(rouri  hyptrioluiqti(f,hyperboliealitkreD). 
Die  Hulbmesser  derselben  sind  wie  bei 
den  conischen  Rädern  ungleich.  Doch 
gibt  cs  bei  den  ersteren  immer  einen 
kürzesten  Halbmesser  BC  = a;  derselbe 
heisst  Hals-  oder  Kehlhalbmcsser.  Von 
2 Zahnrädern,  die  in  einander  greifen, 
braucht  nur  das  eine  ein  hyperbolisches 
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■u  »ein,  das  andere  kann  ein  cylindrisches 
sein,  wenn  man  die  Coincidenzlinie  der 
Aze  parallel  annimmt,  oder  ein  conisches, 
wenn  dieselbe  die  Axe  in  einem  belie- 
bigen Winkel  schneidet.  Indess  findet 
dann  im  Allgemeinen  in  der  Coincidcnz- 
linie  keine  Berührung  statt,  was  bei 
Zahnrädern  auch  nicht  absolut  nöthig 
ist,  da  die  Coincidcnalinie  hier  nur  eine 
gedachte  ist.  In  jedem  Fall  aber  nimmt 
man  die  Coincidenzlinie  derart,  dass  die 
kürzeste  Entfernunng  beider  Rüder  durch 
dieselbe  geht.  — Sind  also  (Fig.  12)  CD 


müssen  diese  3 Linien  in  einer  Ebene 
liegen.  Nach  dem  oben  Gesagten  lassen 
sich  dann  diese  Bewegungen  in  eine 
gemeinsehaftlichc  auf  GA  senkrechte  Com- 
ponentc,  und  in  eine  parallel  mit  GA 
zerlegen.  Man  kann  aber  die  Form  nnd 
Länge  der  Ilypcrboloidiüder  Tollständig 
bestimmen  durch  die  Bedingung,  dass 
in  der  Coincidenzlinie  Berührung  statt- 
finde. Solche  Rüder  können  auch  ersetzt 
werden,  durch  2 kleinere  conischc  Räder. 
Sind  (Fig.  14)  CX  und  DY  die  Axen 


nnd  EF  dio  Raduxen,  DF  ihre  kürzesto 
Entfernung,  so  muss  im  Falle,  dass  das 
zu  CD  gehörige  Rad  conisch  sein  soll, 
die  Coincidenzlinie  AB  durch  D gehen, 
nnd  anf  FD  senkrecht  stehen.  Im  Falle 
ein  cylindrisches  Rad  gefordert  sein 
sollte,  kann  die  Berührungslinic  durch 
einen  beliebigen  Funkt  A von  DF 
gehn,  muss  aber  parallel  DC  sein. 

Nur  im  Falle,  dass  beide  Räder  hyper- 
bolisch (Fig.  13)  sind,  ist  sowohl  der 
Durchschnittspunkt  A der  Bcrührungs- 
linie  mit  DF  an  sich  beliebig,  und  ausser- 
dem kann  erstcrc  jede  auf  DF  senkrechte 
Richtung  haben.  In  jedem  der  3 Fülle 
wird  erreicht,  dass  die  Umfangbewegung 
der  Funkte  beider  Räder,  welche  in  den 
zu  den  Halshalbmessern  FA  und  AD 
gehörigen  Peripherien  liegen  in  einer 
durch  die  Coincidenzlinie  AB  gehenden 
Ebene  erfolgt,  denn  du  diese  Umfangs-  zweier  conischcr  Räder,  so  kann  man 
bewegungen  AH  und  AK  bezüglich  auf  dieselben  durch  eine  sonst  beliebige  Linie 
den  Halbmessorn  AF  und  AD  also  auf  DC  verbinden,  welche  man  zur  Ümdre- 
FD  senkrecht  sind,  ebenso  wie  IIA,  so  hungsoxe  zweier  andern  coniscbcn  Rüder 


Fig.  14. 


Fig  12. 


Fig.  13. 
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macht,  deren  eine  in  das  zu  DY  gchö-  AL  = r = AC  lin  « 

rige,  da«  andere  in  das  zu  CX  gehörige  t ' l’ 

greift. 

6)  Berechnung  der  cylindri-  — = A = = 4^ 

sehen,  conischen  und  hypcrboloi-  r‘  9 **»f, 

dis  eben  Räder.  oder: 

Seien  bei  2 cy  1 i ndri sch e n Rädern  „Die  Winkelgeschwindigkeiten  vcrhal- 
bczBglich  r und  r,  die  Radhalbmosser,  ten  sich  umgekehrt  wie  die  Sinus  der 
und  die  Winkelgeschwindigkeiten,  Winkel,  welche  Axe  und  Berührungslinie 
, . machen.“ 

dlc  Umsetzungezahl,  so  ist  wie  Es  ist  noch 

bei  den  Riemenrädern  : cf  = t -f  # , 


u =r,»=  r,», 

die  wahre  Geschwindigkeit  am  Umfange 
des  Rades, 


die  Umsetzungszahl.  Sei  noch  e der  Ab- 
stand beider  Axen,  so  ist 

• = r + r„ 

also,  wenn  e und  A gegeben  sind,  lassen 
sich  die  Radien  bestimmen,  nämlich: 
ei  e 


i+r  * ~ i + a’ 

Seien  jetzt  beide  Räder  conisch. 
Mögen  e,  1,  r,  r,,  r ihre  frühere  Bcdentnng 
yebalten,  so  ist  noch  immer 
e = r»  = rl»l 

A = 

» ri 

Seien  jetzt  (Fig.  15)  t und  i,  die 


Fig.  15. 


wenn  J der  Winkel  zwischen  beiden 
Axen  ist,  also: 

A sin  (cf  — »)  = sin  s, 
woraus  sich  leicht  ergibt: 

_ A sin  cf 
^ 1 + A cos  d’ 

und 


A sin  »,  = sin(if  — #,), 
woruus  folgt: 


•g»i 


sin  cf 

A + cos  cf ' 


Diese  Formeln  lehren  s und  finden, 
wenn  A und  cf  gegeben  ist. 

Ist  dagegen  der  Abstand  CA  = l des 
Berührungspunktes  vom  Schnittpunkte 
der  Räder  gegeben,  so  ist: 


r = I sin  i,  r,  — l sin  «1. 
Seien  noch 


CK  = h,  CL  = A„ 

also  die  Höhen  der  Kegel  gegeben,  so 
hat  man : 


Winkel  ACK  und  ACL,  welche  die  Axen 
mit  der  Berühmngslinie  machen,  so  ist 
offenbar : 


AK  = r = AC  sin  t 


. , 1 + A cos  cf 

h — I cot « = r cot  t = — —5 — — r 
A sin  cf 

_ r , + r cos  if 
sin  cf 

ii  . A + cos  cf 

h — l cos  i . = r,  cot  t , = ; — — r. 

sin  cf 

_ r + rt  cos  cf 
sin  cf 

Sei  jetzt  ein  cylindri  sch  cs  Rad 
mit  einem  hyperbolischen  ver- 
bunden. Bezeichnen  wir  mit  r den 
Halbmesser  des  crstcren,  mit  rt  den  des 
letzteren,  so  hat  man : 

R*  = r*- |-x*  tgcf\ 

wo  d der  Winkel  zwischen  der  Axe  des 
hyperbolischen  Rades  und  der  Coincidenz- 
linie,  also  auch  der  Winkel  beider  Axen 
ist,  R ein  beliebiger  Halbmesser  des  hy- 
perbolischen Rades,  x das  zwischen  r, 
und  R liegende  Stück  der  Axe.  Diese 


* 


V 


♦ 
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Formel  reicht  dann  hin,  jeden  beliebigen 
Uulbmesser  R zu  finden. 

Die  Umfangsgeschwindigkeit  beider 
Küder  ist  nicht  gleich;  seien  e n.  r,  diese 
Geschwindigkeiten  bezüglich  des  cylin- 
drischcn  Rades  und  des  zum  Ilnlshnlb- 
messer  gehörigen  Punktes  des  hyper- 
bolischen, so  ist 

t>  = r.9,  »,=  r,9,. 

Zerlegt  man  nun  AB  — r,  (Fig.  IG)  in 


Fig.  IG 


eine  auf  der  Coincidenzlinie  Al)  senk- 
rechte und  eine  derselben  parallele  Com- 
ponente,'  so  ist  die  erstcre  ffC=e,  cos  c 1 ; 
denn  sei  AE  der  Kadaxc  parallel,  so  ist 
EAB  = 90«  mid  EAD  = cf, 
also:  BC  = AB  cos  cf  = r,  cos  cf. 

Dagegen  steht  die  Umfangsgeschwindig- 
keit Ah'—t  des  cylindrisehen  Rades  auf 
AD  selbst  senkrecht,  und  man  hat  also: 
» = » , cos  cf, 

mithin  auch : 


ff  ~ er,  ~ r,  cos  cf 
Ist  noch  die  kürzeste  Entfernung  e bei 
der  Axen  gegeben,  also  ercr+r,,  so 
hat  man  : 

ie  cos  cf  _ e 
r~  1 + 1 cos  cf’  r‘ — 1+1  cos  cf 
Wenn  b e i de  Räder  hy  berb oli sch 
sein,  aber  nicht  sich  berühren  sollen,  so 
l&sst  sich  dies  nuf  verschiedene  Art  be- 
werkstelligen. Man  kann  z.  B.  annch- 
men,  dass  beide  mit  demselben  (gedach- 
ten) cylindrisehen  Rade  und  unter  sich 
gemeinschaftlich  Coincidenzlinicn  haben. 
Sei  in  diesem  Falle  (Fig.  17)  AO  = l die 
Lange  der  Berührnngslinie  vom  Hals- 
halbmcsser  bis  zu  einer  der  äusseren 
Grundflächen  des  Rades,  »u.  #,die  Winkel 
der  Axen  (odor  der  ihnen  parallel  durch 


Fig.  17. 


A gelegten  Linien)  mit  /,  sind  ferner  i 
und  s , die  Projcctioncn  von  I anf  die 
äussere  Radgruntlfläche,  so  ist : 
z = / sin  s,  z,=  f sin  »,, 
da  die  Grundflächen  auf  den  Axen  senk- 
recht stehen.  Sind  noch  d und  cf,  die  Rad- 
dicken,  und  nimmt  man  an,  dass  die 
Räder  nach  beiden  Seiten  vom  Halse 
aus  gleiche  Dicke  haben,  so  ist 
cf  = 2<eos»,  cf,  = 9/ Cos«,. 
Endlich  sind  die  äussern  Kadlmlbmcsscr, 
wenn  man  R uncl  ft,  Tür  dieselben,  und  iu 
der  Formel:  ft,  = n’  + z’  tgef’,  bezüglich 
d cf, 

< u.  > , für  cf,  Y für  * o-  r,  r , für  a setzt, 

««  = .»  + »»,  «,»  = r,*  + *,*. 

Was  die  Geschwindigkeiten  der  Räder 
anbetrifft,  so  ergibt  sich  ganz  wie  int 
Falle  eines  hyperbolischen  und  eines 
cylindrisehen  Rades,  für  diejenige  Com- 
ponente  von  r,,  welche  auf  AB  senk- 
recht stellt,  r,  cos»,,  aber  jetzt  auch  für 
die  entsprechende  Componcntc  von  v : 
r cos  « ; cs  ist  also: 

e cos  » = t , cos  » , 
und  da  im  Uebrigen 

r,  —r,!>, 
ist: 

r9  cos  i=r,J,  cos  »„ 
woraus  sich  dann  ergibt : 

_ 9 , _ r cos  i 
~ ff  r,  cos», 

und  wenn  der  kürzeste  Abstand  e = r-(-rl 
der  beiden  Räder  gegeben  ist: 

1 e cos  r , e cos  t 

T — — - * |*  — 

cos  i-j-i  cos  1 cos  »+1  cos  » , 
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E«  ist  aber  oft  nüthig,  in  den  hyperbo-  eine  gemeinschaftliche  Normale  fiberall 
liscben  Rädern  Hyperboloidstücke  zu  stattfindet.  Dass  dies  immer  geschehen 
nehmen,  welche  den  Halshalbmesser  kann,  zeigen  leicht  die  folgenden  Betrach- 
nicht  in  sich  schliessen.  In  diesem  Falle  tnngen. 

wählt  man  sic  so,  dass  in  der  Coinci-  Sei  (Fig.  18)  AB  wieder  die  Berüh- 
denzlinie  zugleich  eine  Berührung  also  rungslinie,  CD  die  Axe  des  einen  Rades, 


Fig.  18. 


CB  der  Kehlhalbmosser.  Zieht  man  noch 

CE  parallel  mit  AB,  und  AE  senkrecht 
auf  EC,  so  ist  AE-  BC- r,  und  beide 
Linien  stehen  auf  Ebene  ECD  senkrecht. 
Zieht  man  nun  in  A eine  Senkrechte  AD 
auf  AB,  welche  zugleich  CD  schneidet,  so 
ist  leicht  zu  zeigen,  dass  dieselbe  die 
Normale  an  die  Radfl&che  sei.  Denn 
sei  AE  der  Radhalbmcsser,  A . 4 , ein 
Theil  der  Peripherie  des  Radumfanges, 
welcher  durch  Punkt  A geht,  so  ist  A A, 
senkrecht  auf  AF  und  FC  mithin  auch 
auf  der  durch  beide  Linien  gelegten 
Ebene,  und  folglich  auch  auf  AD\ 
da  nun  AD  auf  2 in  der  Berührungs- 
ebene liegenden  Linien  AA,  und  AB 
senkrecht  steht,  so  ist  es  die  Normale. 
Ferner  ist  AE  senkrecht  auf  F.C  und  DC 
also  auf  Ebene  DEC,  und  mithin  Winkel 
EAD  derjenige  Winkel  tf,  welchen  die 
Beriihrungsebene  in  A und  Ebene  DEC 
machen.  Es  ist  also: 

DE  = AE  tg  </  = r tg  tf. 

Ferner  bat  man , wenn  ECD  - 1 der 
Winkel  zwischen  Axe  und  Berührungs- 
linie, EC=l  die  Länge  der  letztem  zwi- 
schen Kehlhalbmesser  r und  dem  belie- 
bigen durch  A gehenden  Halbmesser  R 
ist : DE  — l tg  «,  also : 

l tgi=rtg<y. 


sei,  und  man  hat  daher,  wenn  wir  r, 
gleich  dem  Kehlhalbmcsscr  des  zweiten 
Rades,  e,  ffir  den  Winkel  zwischen  seiner 
Axe  und  der  Berührnngsline  setzen : 

— = = _L. 

tgi  tg  i , tg  7' 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  haben  die 
Radfl&chen  in  jedem  Punkte  A der  Bc- 
rfihrungslinie  gemeinschaftliche  Normale. 
— Wir  müssen  jetzt  die  Umsetzungszahl 
für  diesen  Fall  ermitteln.  Sei  AA,  sehr 
klein,  so  ist  diese  als  grade  zu  betrach- 
tende Linie  der  Umfangsgeschwindigkeit 
v des  Rades  proportional.  Zerlegt  man 
dieselbe  nach  AB  und  senkrecht  darauf 
innerhalb  der  Ebene  AA,B,  so  wird  die 
letztere  Componente  gleich  der  entspre- 
chenden von  e,  sein;  da  diese  beiden 
aber  auch  in  dieselbe  Richtung  fallen, 
so  muss  auch  ihre  Projection  auf  irgend 
eine  auf  AB  senkrechte  Linie,  welche 
mit  der  Projection  von  AA,  auf  diese 
Linie  zusammenfällt,  für  beide  Räder 
identisch  werden.  Eine  solche  Linie  ist 
AE,  und  die  Projection  von  AA,  auf 
dieselbe  ist  gleich  AA,  cos  A,AE.  Nun 
ist  Winkel  Filii  ( = 90*,  also  auch  diese 
Projection  gleich 

FF 

AA,tinFAEz=AA,.^L 

Ar 


Sollen  nun  beide  Radflächen  in  jedem 
Punkte  der  Berührungslinie  gleiche  Nor- 
malen haben,  so  ist  die  Bedingung  aus- 
reichend, dass  tf  für  dieselben  identisch 


Ffir  AA,  ist  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  A also  i>t  zu  setzen,  die  Pro- 
jection derselben  auf  AE  bezeichnen  wir 
mit  «c,  und  haben,  da  AF  —R  ist: 

2* 
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r • EF 


Aber  ans  A EFC,  welches  bei  F rechtwinklig  ist,  ergibt  sieh : 
EF  = I sin  i, 


also : 


r l sin 


und  da  tc  und  l beiden  Rädern  gemeinsam  sind : 

r sin  s c , sin  s, 

R ~~  R~  ‘ 


Es  ist  ferner: 

also : 

nnd 


» = R9,  e,= 

9 sin  i = 9t  sin  i, 


. _ 5,  _ sin  i 
_ 9 ~ sin  ft  ’ 


dieser  Ausdruck  für  die  Umsetzungszahl  ist  derselbe  wie  bei  conischen  Rädern. 
Sei  noch  if  der  Winkel  zwischen  beiden  Axen,  so  hat  man: 

<f  = i + «i 

. I— I«  <f 

...  . Sin  — ;r-  COS 

1—  1 sin  i — sin  i 2 2 


1+i  sin  i + sin  i »— i,  . J ' 


also  : 


. l-f,  1-1  t 
^ 2 ~1-Rtg2’ 

und  aus  diesen  Qleichnngen  kann  man  augenblicklich  i and  «1  berechnen.  Ist 
noch  der  kürzeste  Abstand  e = r+rl  der  Axen  gegeben,  so  ergibt  sich: 

r__Ü81_  r _ «tg*. 

1 tgi+tgi/ 

und  wenn  noch  die  Länge  l der  Bertthrnngslinie  bekannt  ist,  so  hat  man,  da  sc 
die  Axcnlänge  ist: 

I COS  I = X, 

also  auch : 

R’  = r*  + f*  sin  i*,  Äj*  = r,'  + f*  sini,’, 
da 


R’  = r*  + x’  tgi1 


war. 

Wegen  der  grosseren  Zahn-  und  Axcn- 
reibung,  die  bei  hyperbolischen  Rädern 
statttindet,  gibt  man  dem  vorhin  be- 
schriebenen Systeme  Ton  conischen  Rä- 
dern oft  Tor  ihnen  den  Vorzug. 

7)  Fr i cti o n sräde r. 

Durch  blosse  Berohrung  der  Radum- 
fängc  kann  dann  Mittheilung  der  Bewe- 
gung erfolgen,  wenn  die  Kraft  nur  gering, 
die  Reibung  wie  der  Druck  aber  bedeu- 
tend ist.  Sei  ft  der  Kcibungscoefticient, 


K die  zu  Obertragende  Kraft,  p der  nü- 
thige  Druck,  womit  die  Räder  gegen  ein- 
ander zn  pressen  sind,  so  muss  sein 

PQ  = K. 

Damit  der  Druck  nun  nicht  zu  gross  sei, 
kommt  es  darauf  an,  durch  Rauhheit  der 
Berührungsflächen,  und  durch  Auswahl 
des  Stoffes  aus  dem  die  Rädor  bestehen, 
ft  möglich  gross  zu  machen.  Entweder 
macht  man  ein  Rad  von  Holz  und  das 
andere  von  Gusseisen,  oder  beide  tob 
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Holt,  auch  kann  man  ein  Rad  mit  rau- 
hem  Leder  belegen.  Ist  t.  B.  p = so 
mnss  also  der  Druck  doppelt  so  gross 
als  die  tu  übertragende  Kraft  sein.  In 
den  meisten  Fällen  sind  Riemenräder  den 
Frictionsrädcr  vorzutichen,  da  das  Ver- 
haltnies des  Druckes  tur  Kraft  hierbei  ein 
geringeres  ist.  Auch  darf  bei  Frictions- 
rädern  das  eine  Rad  keine  feste  Lage- 
rung haben,  da  der  Druck  p durch  ein 
Axenlager  auf  das  Rad  übertragen  wer- 
den muss. 

In  der  Figur  (Fig.  19)  stellt  ACH  das 


Fig.  19. 


Triebrad  mit  festem  Lager,  EDh'  das 
Getriebe  ror. 

Die  Zapfenlager  der  letzteren  sitzen 
in  dem  um  M drehbaren  gegabelten  He- 
bel KUM,  der  durch  eine  in  K angrei- 
fende Kraft  G auf-  und  niedergedrückt 
werden  kann.  FrictionsrSder  kommen 
jetzt  nur  noch  selten  vor. 

8)  Von  den  Zähnen. 

Zahnräder  sind  den  Frictionsrädem 
weit  rorztuiehen.  Die  Zähne  sind  hier- 
bei so  einznrichten , dass  die  Geschwin- 
digkeit der  Radumfänge,  oder  der  Theil 
derselben,  welcher  auf  der  Berührungs- 
linie senkrecht  steht,  bei  beiden  in  ein- 
ander greifenden  Rüdem  derselbe  sein 
kann,  wie  dies  gefordert  wird  — Zu- 
nächst müssen  die  Zähne  daher  einen 
gleichen  Abstand  von  einander  haben. 
Dieser  Abstand  wird  Theilung  (pat,  pitch ) 
genannt.  Die  Theilung  wird  auf  dieje- 
nigen Kreise,  Theilkreise  oder  Theilrisse 
(cere/es  prxmitifs , pitch  circles)  aufge- 
tragen, die  man  sich  in  Berührung  denkt, 
denn  da  die  Zähne  in  einander  greifen, 
sind  die  Berührnngskrcise  in  der  That 
nur  gedachte.  In  der  Regel  legt  man 


die  Theilkreise  in  die  Mitte  der  Entfer- 
nung der  Radumfänge.  Den  Zähnen  der 
Stirnräder  ist  prismatische  Form  zu  ge- 
ben, derart,  dass  die  Erzeugungslinie  des 
Prisma  der  Axe  parallel  ist,  den  coni- 
schen  und  hyperbolischen  Kadern  gibt 
man  Zähne  von  der  Form  abgestnmpfter 
Pyramiden  deren  Erzeugungslinie  nach 
dem  Berührungspunkte  der  Kehlkreise 
gerichtet  sind.  Die  End  - oder  Stirn- 
flächen der  Zähne  liegen  rechtwinklig 
gegen  die  Seitenflächen.  Bei  den  Stirn- 
rädern bilden  sic  also  eine  Ebene  senk- 
recht auf  der  Axe,  bei  den  conischen 
und  hyperbolischen  Rädern  einen  Kegel- 
mantel. Jeder  Zahn  ist  noch  einzuthei- 
len  in  den  Kopftheil  Ober  dem  Theilkreise, 
und  in  den  Fusstheil  unter  demselben. 
Die  Seitenflächen  des  erstem  bilden  die 
Zahnwölbung,  die  des  letztem  die  Seiten 
oder  Flanken  des  Zahns.  Die  Dimen- 
sionen des  Zahnes  zählt  man  in  folgcu- 
der  Weise: 

Die  Breite  ( largeur , hrealli ) in  der 
Richtung  der  (gedachten)  Coincidenzlinic 
W.V. 

Die  Dicke  ( epaisseur . Ihicknes ) im 
Umfange  des  Thcilkreiscs. 

Die  Höhe  ( longueur , length)  recht- 
winklig zur  Berührungslinie. 

Die  Verzahnung  ist  eine  äussere, 
(engrenage  exterieur,  spur  whecls ) wenn 
die  Zähne  auf  dem  äussern  Radumfange 
sitzen,  wie  dies  in  der  Regel  geschieht, 
eine  innere  (mg.  Interieur,  annutar 
whecls)  wenn  sie  im  innern  Umfange 
sitzen,  — Es  gibt  aber  auch  Räder  mit 
Verzahnung  an  den  Seitenflächen  die 
man  Krön-  oder  Kammräder  nennt,  ( raues 
a chan  ou  n couronne , croicn  ichrels). 
Man  nennt  die  Zähne  Kämme,  ( aluchons , 
cogs)  wenn  sie  in  den  Radkranz  einge- 
setzt sind,  im  Gegensatz  zu  den  eigent- 
lichen Zähnen  ( dents , thcelhs),  die  mit 
dem  Radkränze  ein  Ganzes  ausmachen. 

Sind  die  Zähne  sehr  lang,  so  werden 
sie  mit  2 parallelen  Scheiben  verbunden. 


Fig.  20. 


Ein  solches  Rad  heisst  Drilling  ( lanterne , 
lautem).  Die  Zähne  eines  solchen  wer- 
den cylindrisch  oder  konisch  geformt 
und  Triebstöeke  (futeaux , Stares)  ge- 
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nannt.  Soll  eine  gradlinige  auf-  und 
absteigende  Bewegung  hervorgebraebt 
werden,  so  tritt  eine  Zahnstange  (erd- 
mai/liere,  rack)  an  die  Stelle  des  einen 
Hades;  soll  eine  kreisförmige  aber  hin- 
und  herschwingende  Bewegung  hcrvor- 
gcbraclit  werden,  so  wird  ein  Radscctor 
statt  des  vollen  Rades  angewandt. 

9)  Dimensionen  der  Zähne. 

Ist  der  Eckpunkt  A Angriffspunkt  der 
zu  übertragenden  Umdrehungskraft  A, 


Fig.  21. 


so  muss  die  Stärke  des  Zahnes  so  ge- 
nommen werden,  dass  das  Abbrechen 
der  Ecke  in  der  Fläche  BDEI >'  verhin- 
dert wird.  Zieht  man  AN  senkrecht  auf 
die  angenommene  Bruchfläche  ABEF,  so 
ist  dies  der  Hebelarm  der  Kraft.  Möge 
die  Bruchfläche  mit  der  Stirnfläche  ABO 
den  Winkel  q machen,  so  ist 
AN  = AB  sin  </, 
und  die  Breite  der  Bruchfläche 


cos  tf 


Ist  BD  — b die  Zahndickc,  A’,  der  Fcstig- 
kcitsmodul,  so  hat  man  bekanntlich: 


AN-K  = BF.BD'Üa 


oder: 


. AB  b>K, 

AB  • K sin  q = — — 1, 

cos  q 6 


d.h. 


8 sin  2f 


Für  tf  ist  derjenige  Werth  zu  nehmen, 
welcher  K zum  Minimum,  also  sin  2/ 
zum  Maximum  macht,  also  y = 45°,  wo 
dann  sin  2y  = 1 ist,  also : 


-ys 

zu  geben.  Für  Gusseisen,  wo 
Kl  = 6000  Pfund 
angenommen  wird,  ist  zu  setzen: 

4 = 0,0223  VK 
also  ungefähr: 

4 = 0,03  ViT. 

Die  Kraft  K bestimmt  sich  aus  dem  zu 
übertragenden  Arbeitsquantum  L und 
der  Umfangsgeschwindigkeit  r mittelst 
der  Formel 

K _ 510  L 

v 

wo  1 in  Pferdekräften,  r in  Fussen  ge- 
geben ist.  Man  erhält: 

4 = 0,607  l/^  Fuss 

oder,  wenn  die  Anzahl  der  Umdrehungen 
in  einer  Minute  mit  n,  der  Kadius  in 
Zollen  mit  r bezeichnet  wird,  wo  sich 
dann:  e=2urn-12  ergibt,  wenn  man 
4 in  Zollen  ausdrückt: 

4 = 7,26  Zoll. 

Wenn  hölzerne  Zähne  dieselbe  Festigkeit 
als  eiserne  haben  sollen,  so  ist  ihnen  die 
doppelte  Dicke  zu  geben.  Oft  macht 
man  sie  aber  nur  um  die  Hälfte  stärker, 
da  sie  leicht  durch  neue  ersetzt  werden 
können.  Man  hat  demnach: 

4 = 10,89  j,/ Zoll. 

Messingzähne  erhalten  ein  Drittel  mehr 
Stärke  als  gusseiserne. 

Die  Breite  der  Zähne  wird  bei  lang- 
samer Umdrehung  4 bis  5 mal  so  stark 
als  die  Dicke,  bei  schnellerer  Umdrehung 
6 bis  7 mnl  so  stark  genommen. 

Die  Höhe  ist  von  der  Zahnform  ab- 
hängig. 

In  der  Hegel  setzt  man  sie 
4 = 1,24  bis  1,54. 

Wenn  die  Seitenflächen  der  Zähne  eben 
wären,  so  müsste  4 mindestens  gleich  der 
Summe  der  beiden  Bogenhöhen  AD+DB 
(Fig.  22)  sein.  Sei  t die  Hälfte  der 
Sehne  EF,  welche  Anfangs-  und  End- 
punkt des  Eingriffes  verbindet,  und 
r = CE,  r,  = ME 


es  ist  also  dem  Zahne  die  Dicke  oder  <iie  Radhalbmesser,  so  ist: 
Stärke:  AD (2r - AD)  = «», 
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Fig.  22. 


oder,  WCUD  mau  AD  gegen  2 r vernach- 
lässigt: 


annähernd  alao: 


Wenn,  wie  hier  angenommen,  immer 
2 Paar  Zähne  in  einander  greifen,  ist  s 
der  Theilung  glcichzusctzen,  für  welche 
man  aomit  auch  die  doppelte  Zahndicke 
26  oder  vielmehr  die  Dicke  eines  Zahnes 
oder  einer  Lücke  nehmen  kann , und 
wahrend  für  r und  r,  annähernd  die 
Theilkreishalbmesser  zu  setzen  sind. 

Die  Zahnlücke  wird  wegen  der  Gefahr 
des  Einklemmens  um  ein  Zehntel  grosser 
als  die  Zahndicke  genommen,  (bei  sehr 
genau  ansgeführten  Kadern  nur  ^ grösser, 
bei  wenig  genauen  Rädern  ^).  Im  er- 
sten Falle  erhält  man  also : 

1 = 6 + 1,16  = 2,16. 

Hat,  wie  oft  geschieht,  ein  Rad  hülzerne> 
das  andere  eiserne  Zähne,  nnd  ist  6 die 
8tärkcdcr  letztem,  6,  der  erstem,  so  ist: 
» = 6 + 1,16,. 

10)  Zahl  der  Zähne. 

Ist  > die  Theilung,  so  ist  offenbar  die 
Anzahl  der  Zähne  n gegeben  durch  die 
Formel 

_ 2 nr 

~ i 


Ist  die  Theilungssehno  s,  gegeben,  so 
hat  man: 


s,  = 2r.in^, 


wo  den  in  Theilen  Ton  n gegebenen 
Zr 

Bogen  anzcigt,  oder  in  Winkolmass : 


„ . 90»»  „ . 180» 

» = 2r  sin = 2r  sin . 

nr  n 


Die  Anzahl  der  Zahne  darf  nicht  zu 
klein  sein,  damit  die  Zahnrcibnug  nicht 
zu  gross  wird.  Bei  Drillingen  reichen 
6 Zahne  im  Treibrade,  10  im  Getriebe 
aus,  sonst  sind  8 und  12,  bei  sanftem 
Gange  nicht  unter  20  nöthig.  Auch  soll 
das  grössere  Rad  höchstens  6 mal  so  viel 
Zahne  haben  als  das  kleinere,  damit 
nicht  zu  nnglcichmässige  Abnutzung  er- 
folgt. Ist  also  die  Umsetzungszahl  eino 
sehr  grosse,  so  bedient  man  Bich  lieber 
mehrfacher  Räderwerke. 

Endlich  ist  es  gut,  dass  die  Anzahlen 
der  Zähne  beider  in  einander  greifender 
Räder  relative  Primzahlen  sind,  denn 
offenbar  kommt  nur  in  diesem  Falle  jeder 
Zahn  des  einen  Rades  mit  jedem  des 
Andern  in  Berührung,  wodurch  glcich- 
mässigo  Abnutzung  erfolgt. 

Die  Theilungen  zweier  in  einander 
greifender  Räder  muss  offenbar  dieselbe 
sein,  so  dass, man  hat,  wenn  n und  n,  die 
Zahnnnzahlen  sind, 

2n  r 2n  r, 

-ü.  - -L  - - i 

»»“«•.“  » “ 

Letztere  Formel  gilt  indess  nicht  mehr 
für  hyperbolische  Räder.  Sie  zeigt,  „dass 
Bich  die  Zahnanzahlcn  verhalten  wie  die 
Theilungshalbmesscr,  nnd  umgekehrt  wie 
die  Winkelgeschwindigkeiten.“  Sind  noch 
a,  6 die  Hebelarme,  an  denen  bezüglich 
die  Kraft  P nnd  die  Last  Q arbeiten, 
so  war: 

Pa  = Kr,  Krt  = Qb, 

also : 

P _ rb  _ nb  _ ic, 

Q ~ <tr,  ~ anL  u>  ' 

wenn  w und  ir , bezüglich  die  Geschwin- 
digkeiten der  Kraft  und  Last  sind. 

Bei  mehrfachen  Räderwerken,  deren 
Zahnzahlen  bezüglich  n,  na,  n,  . . . 
sind,  hat  man: 


Es  muss  jedoch  natürlich  die  nächst 
kleinere  ganze  Zahl  genommen  werden. 


P _ n i»,  ...  6 
Q ~ »,». 
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11)  Reibn  ng  derZähne  bei  Stirn*  also; 
rädern. 

Setzt  man  annähernd  die  Kraft,  mit 
der  die  Räder  gegen  einander  drücken, 
der  Kraft  K im  Berührungspunkte  der  Sind  r Zähne  im  Eingriffe,  so  ist 
Theilkrcise  gleich,  und  ist  fx  der  Rei-  y 

bungscoefficient,  setzt  man  ferner  die  * = -=■  *• 

Seitenflächen  ebenfalls  für  annähernde 

Bestimmung  als  eben  voraus,  so  ist  die  weDn  t die  Theilung  ist,  also: 
der  Zahnfläche  AB  parallel  wirkende 
Reibung: 


F—uK. 


Schreitet  die  Bewegung  vom  ersten  Ein-  jr„, , „ . , _ . 

griffe  E eines  Räderpaares  vor  bis  zur  m#n  dc8  Z“bnrade8  eine  Zahn- 
Centrallinie  CM,  so  haben  die  Zähne  8U"BP’  60  ,8t  IU  ,et2en  "'=»  »>«»  = 


selbst  den  Weg  ED  und  die  Ecke  eines 
Zahnes  die  Seitenfläche  des  andern  zu- 


rückgelegt;  bei  dem  Wege  DF  legt  da-  ,,„j  o v.l  , 

gegen  die  Ecke  des  andern  Zahnes  die  und  weDn  nnr  2 Zähne  m emandergre.fen: 


Seitenfläche  des  erstem  zurück,  und  der 
Weg  der  Reibung  ist  also  gleich  AB , 
während  die  Kraft  K den  Weg  DE—a 
macht. 

Nun  war 


r=  inK. 


Der  Faktor  -L  a.  JL 

n h. 


zeigt  offenbar. 


dass  die  Reibung  abnimmt,  wenn  die 
Anzahl  der  Zähne  vermehrt  wird. 
Nehmen  wir  immer  an,  dass  2 Zähne 
Also  die  auf  den  Theilkreis  reducirte  jn  einander  greifen,  so  wird  die  Kraft 
Reibung  ist  gegeben  durch  die  Formel : ’m  Theilkreisc  K durch  die  Reibung  um 
AB  all  1 \ f vern>chrt,  d.  h.  sic  ist: 

f=  -^F=2\V  + vJ'iK- 


Wenn  nur  2 Zähne  gleichzeitig  ein- 
greifen,  so  stellt  <r  offenbar  die  Theilung 
vor,  und  man  hat  dann: 

_ 2nr  a _ n a _ n 
« 2r  ~ n ’ 2r,  _ n, 


1 + 


(1  + 1), 

\n  a,/ 


mal  so  gross  als  ohne  Berücksichtigung 
der  Reibung. 

Bei  einem  einfachen  Räderwerke  hat 
man  aber: 


p=(K+n^,  q=^, 

und  bei  einem  doppelten  Räderwerke: 

d.h.  angenähert:  L - + 1 + i+  i)  „ p 1 -?ü*. 

Y L \n  nt  n%  nj  r J ntn3 

12)  Reibung  der  Zähne  bei  co-  selben  Winkel  t,  s,  mit  den  Radien  r 
nischen  Rädern.  und  r,  bilden,  welche  die  Axen  der 

Bei  conischen  Räderwerken  wird  die  wirklichen  Räder  mit  der  Berührungs- 
Umfangsgeschwindigkeit  AAt,  welche  bei  linie  machen.  Es  wird  also  die  Reibnngs- 
Rädcr  gemeinsam  haben  (Fig.  23)  auf  ar*>eit  durch  die  eben  entwickelte  For- 
der  Coincidcnzlinic  AC  senkrecht  stehen.  mel  noch  gegeben  sein,  wenn  man  darin 
Daher  kann  man  sich  auch  die  unend-  r 0,1,1  ri  bezüglich 
lieh  kleinen  Bogen  AA%,  welche  sich  AB  = r cos  < und  AD  = r,  coa», 
berühren  als  Theile  zweier  Räder  denken,  .....  , . 

deren  Ebenen  senkrecht  auf  AC  stehen,  ,eUt>  80  da8s  n’“n  mt: 
deren  Axen  BF  und  HG  parallel  AC  r /cos » i cos  v 

sind,  und  deren  Radien  AB  und  AH  die-  2 \ r + r,  /■  ' 
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Fig  23. 


» ist  hier  offenbar  die  Theilung  der  wirklichen  Kader.  Ist  noch  d'  der  Winkel, 
welchen  beide  Axen  mit  einander  machen,  so  hat  man  in  Dreieck  EAD, 

< EAD  = 180  — cf, 

also: 


£0*  = r’-f  rl*  + 2rrt  cos -f. 

Da  ferner  Figur  CEAD  mit  den  beiden  rechten  Winkeln  bei  E und  D ein  Kreis- 
riereck  bildet,  so  ist  < EDA  = ECA  = »,  also : 


und  folglich: 


also: 


ED  _ r _ r, 
sin  S ~ sin#  sin»,’ 

r sin  <f 

~ yV*  +rl’4-2rr1cösd ’ 


1 /(— ) + — cos  » + cos  cf 1 . 

— = X - ; , -,r,-5 — = (li  + coscf)  : Vr>+r,*  + 2 rr, 

r f r»+r,*  + 2rr,  cos  cf  \r  / 11  ' 

C°‘  1 1 = (—  +cos  cf)  : \r*  -f-r,  * + 2r  r,  cos  <f 

rt  'ri  ' 


cos  cf 


also  anch: 


daher : 


also : 


— + — + 2 cos  tf 


cos  ( cos»,  r,  r ,/l  1 2 . 

1 1 — . 1 ' — ■ - =1/ 1 1 cos  cf 

r ri  Vr1  + r,  * +2r  r,  cos  cf  f r>  rs*  rri 


nnd  da  man  hat : 


so  ist  anch: 


- tj 1 ,1,2  . „ 

r=2  XTi  + Tr'*"™  * ' 

* 2ct  r _ 2/rr, 


'=  co,<0 
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Ist  wieder  P die  Kraft,  Q die  Last,  a und  b die  entsprechenden  Anne,  so 
folgt:  

~ = [l  + »(Ul/ (i  + + — cos  d)l  — — , 

v L F '***  »i  nni  /J  !i,  n 

Ans  diesen  Formeln  ergibt  sich  für  „Bei  nach  innen  verzahnten  Stirnrä- 
den  Fall,  wo  die  Axcn  auf  einander  dem  ist  aho  die  Reibung  am  kleinsten, 
winkelrecht  stehen : bei  nach  aussen  verzahnten  am  grössten.4* 


Für  den  Fall,  wo  die  Axcn  parallel  sind, 
hat  man  wieder  cylindrischc  Räder.  Je- 
doch ist  der  Fall,  wo  die  Verzahnung  nach 
aussen  stattfindet,  und  wo  J=0,  von  der 
innern  Verzahnung,  wo  JnlW)0  ist,  zu 
unterscheiden.  Man  erhält  in  beiden 
Fällen : 


13)  Reibung  der  Zähne  bei  hy- 
perbolischen Rädern. 

Bei  den  ^hyperbolischen  'Rädern  lässt 
sich  der  Weg  der  Reibung  aus  einem 
Wege  senkrecht  auf  der  Berührungslinie, 
der,  wie  bei  den  tonischen  berechnet 
werden  kann,  und  aus  einem  Wege  längs 
der  Bcrührangslinic  oder  in  der  Zahnbreite 
zusnmmcnsctzcn. 

Wir  können  wieder  imaginäre  Axen 
substituiren , welche  der  Beröhrungs- 
linic  AB  parallel  sind,  (Fig.  24)  und 
durch  die  Punkte  K und  L gehen,  in 
welchen  die  Umdrehungsaxen  der  hyper- 
boloidischen  Räder  von  der  durch  A 


Fig.  24. 


gehenden  auf  AB  senkrechten  Ebene  von 
der  Normale  in  Punkt  !A  geschnitten 
werden.  Seien  M und  />f , die  Längen  von 
AK  nnd  AL.  Zieht  man  noch  AG  senk- 
recht auf  die  durch  DC  gehende  und 
BA  parallele  Ebene,  so  ist  AG  = r der 
Kehlhalbmesser,  < GAK  = tf  (Abschn.  6.) 
also: 

AK=  — = rV/l  + tgT>. 

COB  tf  ' 

oder,  da  rtgy  = ftgs  ist  (Abschnitt  6), 
AK*  - r*  + l tgs*, 
und  ebenso : 

AL'=r>'  + l*  tgs,’, 
wo  l wieder  das  Stück  der  Berührungs- 
linie BA  vom  Kehlkreise  bis  zum  Be- 
rührungspunkt A ist. 

Sei  noch : 

s = Yr'+I’  tgs’,  *t  = VV+f*  tg  ij», 


so  ergibt  sich  der  auf  der  Berührungs- 
linie senkrechte  Rcibungsweg: 


ganz  wie  oben. 

Die  Theilung  s bestimmt  hier  die  auf 
der  Bcriihrung8linie  senkrechte  Bewe- 
gungscomponcntc,  welche  zwischen  dem 
Eingreifen  eines  Zahnes  und  des  näch- 
sten zurückgelcgt  wird.  WaB  die  Ver- 
theilung  längs  der  Berührungslinic  an- 
betrifft. so  ist  zunächst  der  Winkel  v za 
ermitteln,  den  die  Bcrührungslinie  AB 
mit  der  Tangente  der  Uadumfänge  im 
Berührungspunkte  macht.  Ist  (Fig.  25) 
AG  der  Durchschnitt  der  durch  AB  mit 
Axe  DF  parallel  gelegten  Ebene  mit  der 
Grenzfläche  des  Bades,  so  ist  DE  senk- 
recht auf  AG  = r der  Keblhalbmesser. 
Sei  AH  die  Tangente  an  A,  AN  die 
Projection  von  All  auf  die  Berührungs- 


Digitized  by  Google 


Rad.  (Maschinenlehre.)  27jj  Rad.  (Maschinenlehre.) 

Fig.  25. 


linie,  also,  wenn  y der  Winkel  zwischen  also: 

AH  und  AN , ist  AN  = All  cos  v.  Aber:  AN  rsin» 

< ENA=  90°  ; denn  da  sowohl  II N als  ~\f{  ~ ft  — co®  *'• 

HE  auf  AN  senkrecht  stehen,  so  muss  ..  _ . ... 

jede  in  Ebene  HNE  liegende  Linie  also  Nun  ist  offenbar  die  V erschiebung  längs 
auch  AN  diese  Eigenschaft  haben,  woraus  d er  Berthrnngea»,  welche  der  zum  Rade 
sich  ergibt:  HAU  gehörige  Zahn  macht,  und  welche 

_ , . wir  mit  u bezeichnen  gegeben  durch  die 

AN=EA  sin»,  Eormcl 

denn  die  Linien  EA  und  EN  schliessen  m _ s cot  y, 

den  Winkel  < ein.  Ferner  ist:  denn  wenn  v der  Raum  ist,  welchen  das 

Rad  vom  Zeitpunkte  des  Eingreifens 
■d  N _ DA  _ Ä eines  Zahnes  bis  zu  dem  des  andern 

XE  ~ DE~  r ’ zurücklegt,  so  sind  die  Componentcn  von  e : 

u — t>  cos  y s = v sin  y. 


aber 


cot  y = 


Y 1 — cos  v* 

oder  wegen  Ä*  = r*  + /*  sin  t*  : 


cot  v — 


Y H*  — r*  sin  s* 
! rtg# 


mithin: 


Yr'  cos  s*  + I1  sin  s’ 
..  _ " • 


und  ebenso  ist  fürs  andre  Rad : 


»Vtgf, 


Also  die  ganze  BreiteTerschiebung : 

« + wl  = »(l-tgs  + ^tg,|), 

somit  also,  da  u oder  und  M auf  einander  senkrecht  stehen,  für  den  ganzen 
Reibungsweg : 


also : 


o = /(«  + *,)• +Hf*. 


, = ,VT(T+^)’  + (f  tg 
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and  die  Zahnreibung  selbst  reducirt  auf  den  Thcilkreis  mit  den  gedachten  der 
BerOhrungslinie  parallelen  Axcn: 

Wie  schon  erwähnt,  ist  s hier  die  Theilang  auf  den  imaginären  Radumflngen 
genommen. 

Die  Theilungen  I,  tt  auf  den  Hyperboloidridern  haben  offenbar  s *ur  Pro- 
jection,  und  zwar  wird  sein 

s = t sin  y und  * = <t  sin 

wo  ¥ die  obige  Bedeutung  hat,  yt  den  entsprechenden  Winkel  für  das  andere 
Rad  anzeigr.  Nun  ist: 

y — r * sin  **  z cos  # 

sin'  = g 

also : 

z . cos  t . 

sin  = — R— . 

also: 

mR 


I = 


y r1  + P sin  #* 
s cos  s y/s  (in  »*  4.  r*  cos  s 1 


und 


s R , _ VV,  * +/1  sin 

* " »I  «>»'.  ~ YF  sin#,*  4-  r,*  cos#,’ 


wo  für  R und  R , die  Werthe: 

R = VV*  + P sin  I*,  Ä,  = Vr,’ + /*  sin  », * 
su  seuen  sind.  Die  Theilungen  sind  also  liier  keineswegs  fOr  beide  Bilder  gleich. 
Die  Ansahl  der  Zkhne  ist  gegeben  durch  die  Formeln: 


2i  R 2 1 R, 

n _ ( > "i  - t < 


d.  h. 


2ir  t cos  # 


_ 2.1  s , cos  » , 


Seien  jetst  wieder  P und  Q bezüglich  Kraft  und  Last,  a und  i die  Arme,  an 
denen  sie  angreifen,  wahrend  K den  Weg  s,  und  die  Reibung  /uK  den  Weg  t 

2na  2i6 

durchläuft,  wird  P den  Weg  zurücklegen  und  ebenso  Q den  Weg  — » also 

n Sj 

bat  man,  wenn  die  Zahnreibung  nicht  berücksichtigt  wird : 

K.J*™P  = ™Q 

n »«t 

und 

, „ 2 na  a 2nka 

ft  = ftKe-fM  — — F-p—  — Q- 

Also  mit  Rücksicht  auf  die  Reibung: 

P=  2JL4  q + ft  = *1*  Q + ™ L f.  Q = ?=*  Q (l+  f.1) 

p \n  h Ti.:.  j.  1 Vo. irx*t .s. r»t8'i"vi 

und  wegen  der  Werthe  von  s und  n: 

t__  s _ s 

n-2ucoe#’  nl_2ncos#l’ 

also : 
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Da  man  aber  hat: 


also: 


sin  i 


Bin », 


i + *,  = <f, 


n sin  J 


K»'  + »,*  + 2 n »,  cob  <f 
»t  Bin  J 

)/»*  + b,1  4-  2«  »,  cos  tf 
n cob  J + n, 

]/nl  -f-  «,*  + 2n  b,  coa  (I 
n , cob  if  + a 


cob  i,  = 

K»’  + »,*  + 2a»,  cob  if' 
also,  wenn  man  noch  r + rt  = t eetit: 


t=[i+^}/J+5- 


- COS  <f  + 


4e*  sin  cf* 


s*  (»*  + a,"  -t-2aa,  co«  cf 


U±. 

J »i  « 


Anmerkung.  Cm  die  Zahl  der  Zahne  vermehren  an  können,  stellt  man 
öfters  dieselben  in  2 oder  mehreren  Kreisen  hintereinander.  8olche  Räder  heissen 
Stnfenräder  oder  Hooksche.  (Fig.  26)  Die  vorderen  nnd  hinteren  Zahnringt  bei- 


der Räder  greifen  hier  beiüglirh  in  ein- 
ander. In  beiden  tutamincn  sind  also 
2 Zähnepaare  im  Eingriffe,  und  der  Rci- 
bungsweg  ist  also  bo  gross,  als  wenn 
immer  2 in  einer  Reihe  nebeneinander 
stehender  Zähne  eingriffen.  Man  hat 
aleo: 


also  halb  to  groaa  wie  bei  einem  Räder- 
werke mit  einfachen  Zahnringen.  Sind 


in  Zabnrcihen  vorhanden,  to  findet  man 


14)  Form  der  Zähne  bei  S t i r •• 
rädern. 

Die  Form  der  Zähne  muss  to  be- 
schaffen sein,  dass  die  Bewegung  aich 
ohne  alle  Störung  Übertragen  läaat.  Man 
kann  aich  diea  am  einfachaten  in  folgen- 
der Art  voritellen. 
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Betrachtet  man  nnr  die  relative  Be- 
wegung des  einen  Rades  .V  (Fig.  27)  in 

Fig.  27. 


Bezug  auf  das  andere,  so  kann  man  sicli 
das  letztere  als  ruhend  vorstellcn.  In- 
sofern nun  die  Rider  bei  Stirnrädern 
und  auch  bei  conisehcn  nur  auf  einan- 
der rollen,  so  wird  die  relative  Bewe- 
gung des  ersteren  Rades  lediglich  in 
einer  unendlich  kleinen  Drehung  um  die 
Berührungslinie  beider  Räder  als  Axc 
bestehen,  so  dass  also  diese  Axe  von 
von  Moment  zu  Moment  immer  wechselt. 

Zieht  man  also  auf  die  Bewegungs- 


richtung irgend  eines  Punktes  A des 
Rades  .V  eine  senkrechte  AB  nach  der 
Bcrfihrungslinie,  so  ist  diese  der  Radius 
des  Bogens,  welchen  zur  Zeit  Punkt  A 
beschreibt,  und  daher  auch  auf  der  Be- 
rührungslinie senkrecht.  Wenn  aber  A 
der  Punkt  ist,  in  welchem  sich  zwei 
Zähne  berühren,  so  muss  diese  Bewe- 
gung des  Punktes  A ganz  auf  dem  Zahne 
des  als  ruhend  gedachten  Rades  erfolgen, 
weil  sonst  die  Bewegung  gehemmt  wäre. 
Rs  ist  also  die  Linie  AB  zugleich  ge- 
meinschaftlich Normale  der  beiden  Zahn- 
Hachen  in  Punkt  A,  und  man  hat  somit 
die  Regel. 

..Bei  jeder  Stellung  muss  die  gemein- 
schaftliche Normale  im  Berührungspunkte 
beider  Zähne  durch  den  Berührungspunkt 
der  Räilcr,  der  jedenfalls  im  Theilkreiae 
liegt,  gehen.“ 

Mit  dieser  Regel  ist  die  Eorm  der 
Zähne  des  einen  Rades  für  cylindrische 
und  auch  für  conischc  Rüder  völlig  be- 
stimmt, wenn  die  Form  der  Zähne  des 
andern  Rades  gegeben  ist. 

Seien  (Figur  28)  rle,e,  und  d,d1dt 
die  Thcilkreise,  4,44,4,4,  cingegebener, 
s,«,»)«!  der  zugehörige  gesuchte  Zahn. 


Fig.  28. 


rf*‘.  Ubwd 


Wir  nehmen  an,  dass  im  Anfang  der 
Bewegung  die  Punkte  rf,  und  b0  der 
Theilkreisc  in  Berührung  sind.  Man 
mache  die  Stücke  d,dt,  d\dt,  dtdt... 
bezüglich  gleich  den  willkürlich  also 
z.  B.  gleich  angenommenen  /,*„  e,e,, 
Ziehe  lothrecht  gegen  die  gege- 


bene Zahnflächo  1,4,,  e,4,,  e,4,,  e,4„ 
und  ihnen  gleich  die  Linien  d,a„  <f,a|t 
tf,a, , d,a,  derart,  dass  die  Winkel 
ddial  ...  bezüglich  gleich  4/,4„ 
4e,4,  ...  sind,  wenn  die  Rüder  sich  von 
innen,  oder  gleich  ihrem  Supplement«, 
wenn  sie  sich  von  aussen  berühren,  so 
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sind  d,d,d,d,  die  btb,btb,  entspre- 
chenden Funkte  des  andern  Zahns. 

Die  Entstehunf;  der  in  einandergrei- 
fenden Zahne  kann  man  ganz  allgemein 
auf  folgende  Betrachtungen  zurückfuh- 
ren. Sei  C der  Mittelpunkt  des  einen 
Theilkreises  (Fig.  29  und  30),  ABO  eine 
beliebige  Curve,  welche  denselben  be- 
rührt. Man  denkt  sich  dieselbe  um  Kreis 

Fig.  29. 


C derart  gerollt,  dass  sie  immer  mit 
demselben  in  Bcrührnng  bleibt,  so  wird 
Punkt  A dabei  einen  Weg  AA,A,A, 
beschreiben. 

Denkt  man  sich  nun  die  Curve  ABO 
auf  dem  andern  Thcilkreisc  M oder  in- 
nerhalb desselben,  je  nachdem  sich  die 
Bäder  von  aussen  oder  von  innen  be- 
rühren, gerollt,  so  entsteht  die  Curve 
AA'  A" , und  zwar  derart,  dass  die  Curven 
immer  in  einem  Punkte  A in  Berührung 
sind,  wenn  sich,  wie  dies  doch  der  Fall 
ist,  die  Theilkreise  immer  in  O berühren, 
denn  der  YVcg,  den  Punkt  A beschreibt, 
ist  bei  beiden  Bewegungen  ein  kleiner 
Kreisbogen,  mit  Radius  OA;  es  ist  also 
OA  auch  gemeinschaftliche  Normale  von 
AA,  und  AAr  und  diese  geht  also  durch 
den  Berührungspunkt  der  Theilkreise. 
Daraus  folgt  denn,  dass  AA,A,A,  und 
AA'A"  zusammengehörige  Zahuformen 
sind.  D.  h. : 

„Um  zwei  zusammengehörige  Zahn- 
formen zu  finden,  lässt  man  eine  belie- 
bige Curve  die  Theilkreise  in  ihrem  mo- 
mentanen Berührungspunkt  O gleichseitig 
berühren,  und  dieselbe  auf  oder  in  beiden 
Thcilkrciscn  (je  nach  ihrer  anfänglichen 
Lage)  rollen,  ein  beliebiger  Punkt  A 
derselben  beschreibt  dann  die  zusam- 
mengehörigen Zahncurven.“ 

Der  nächstliegcnde  Fall  ist  der,  wo 
die  Curve  ABO  selbst  ein  Kreis  mit  be- 


Fig.  30. 


liebigen  Radius  ist.  Kin  Kreis,  der  auf 
einem  andern  rollt,  während  er  ihn  von 
aussen  berührt , beschreibt  bekanntlich 
eine  Epicycloide,  wenn  er  ihn  von  innen 
berührt,  eine  Hypocycloide.  In  letzterem 
Falle  ist  ausdrücklich  zu  bemerken,  dass 
der  Radius  des  rollenden  oder  Erzeu- 
gungskreises auch  grösser  als  der  des 
ruhenden  sein  kann. 

Bei  zwei  Rädern,  die  sich  von  aussen 
berühren,  sind  also  eine  Hypocycloide 
und  eine  Epicycloidc,  bei  .solchen  die 
sich  von  innnen  berühren,  zwei  Hypo- 
cycloiden  passende  Zahnformen. 


Besonders  zu  merken  ist  der  Fall, 
wenn  der  Halbmesser  des  Erzeugunga- 
kreises  halb  so  gross  ist,  als  der  des 
einen  Theilkreises  C.  Sei  D (Fig.  31) 
Mittelpunkt  des  Erzeugungskreises,  A der 
Punkt,  welcher  die  Hypocycloide  be- 
schreibt, F der  Punkt,  wo  im  Anfang 
die  Berührung  stattfand,  so  dass  Bogen 
EA  gleich  OA  ist.  Es  lässt  sich  dann 
zeigen,  dass  immer  die  Verlängerung  der 
Linie  EA  durch  Punkt  C geht;  denn 
zieht  man  Linie  CA,  die  die  Peripherie 
von  Kreis  C in  E schneidet,  so  ist  Bo- 
gen AO  — EO.  (Sei  nämlich  CO  — r, 
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Fig.  31. 


E>  wird  sich  also  während  der  Bewe- 
gung Punkt  A stets  im  Durchmesser  EC 
befinden,  d.h.: 

„Wenn  der  in  einem  andern  rollende 
Kreis  einen  Halbmesser  hat,  der  die 
Hftl  te  des  Halbmessers  des  letztem  be- 
trägt, so  verwandelt  sich  die  Epicjdoide 
in  eine  grade  Linie  die  radial  gegen 
den  festen  Kreis  gerichtet  ist.“ 

In  unserm  Falle  sieht  man  also,  dass 
wenn  die  Zähne  des  einen  Rades  grad- 
linig und  radinl  gegen  das  Rad  ge- 
richtet sind,  dns  andere  Rad  epicycloi- 
disrhe  bezüglich  hypocycloidische  Zähne 
haben  muss,  welche  durch  Rollen  eines 
Kreises  entstanden  sind,  der  zum  Radius 
die  Hälfte  des  Radius  des  ersten  Rades  hat. 

Denkt  man  sieh  (Fig.  32)  den  Zahn 
des  einen  Rades  als  einen  Punkt  A in 


Fig.  82. 


der  Peripherie  des  Thcilkrciscs  C,  so 

wird  dieser  Punkt  A,  wenn  man  den 
Kreis  C in  oder  auf  dem  andern  Theil- 
kreise  rollen  lasst,  diejenige  Cycloidc  er- 
zeugen, weiche  die  Zähne  des  andern 


Rades  bestimmt.  Also  ..sind  dio  Zahne 

des  einen  Rades  Punkte,  so  sind  die  des 
andern  Cvcloiden , welche  durch  Rollen 
des  betreffenden  Theilkreises  auf  oder 
in  dem  andern  entstanden  sind.“ 

Setzen  wir  den  Radius  des  einen  Theil- 
kreiscs  unendlich  gross,  so  verwandelt 
sich  das  betreffende  Zahnrad  in  eine 
Zahnstagc,  wie  sic  in  Verbindung  mit 
dem  Rade,  für  auf-  und  absteigende  Be- 
wegungen nnzuwenden  ist.  ln  diesem 
Falle  rollt  der  Krzcugungskrcis  auf  einer 
graden  und  bildet  so  eine  Cycloide, 
welche  die  Zahne  der  Zahnstange  gibt, 
wahrend  die  Zähne  des  Rades  Epicy- 
cloiden  bleiben. 

Endlich  kann  der  Radius  des  Erzen- 
gungskreises  unendlich  gross  werden, 
dieser  ist  also  dann  eine  grade  Linie, 
und  man  kann  annebmen,  dass  sie  Kreis 
M von  innen  oder  aussen  berühre;  indem 
sich  diese  Grade  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises  C oder  .*/  wälzt,  beschreibt  einer 
ihrer  Punkte  A eine  Krcisevolrente.  Die 
entsprechcndeu  Zahncnrven  sind  also  hier 
2 Krcisevolvcnten  AB  und  AD,  die  man 
sich  entstanden  denken  kann,  wenn  man 
die  Bogen  OB  nnd  OD  der  beiden  Kreise 
nbwickclt,  wobei  sie  schliesslich  die  Lage 
OA  annehmen,  also  in  die  nnserer  Gra- 
den kommt,  welche  stets  Normale  beider 
Znhncurven  bleibt,  und  auch  immer  durch 
den  Berührungspunkt  A der  Theilkreise 
geht,  wie  dies  verlangt  ist. 

Diese  Constructionen  lassen  sich  noch 
in  folgender  Weise  verallgemeinern.  Seien 
(Fig  33)  BB  und  BC  die  cvcloidisehen 
Zahncurvcn.  Unter  dieser  Gestalt  als 
der  allgemeinsten  lassen  sich  nämlich,  wie 
wir  eben  gesehen , auch  die  Gestalten 
der  graden  Linie  und  der  Kreisevolvente 
bringen.  B ihr  Berührungspunkt,  D die 
gerne iuschafiliche  Normale.  Denkt  man 
sich  nun  durch  alle  Punkte  von  EH, 
Normalen  EH,,  im,,  44,,  re,.  BB,  von 
gleicher  Länge  gelegt,  so  entsteht,  wenn 
man  die  Endpunkte  £,,«,, 4,, r,.  B, dersel- 
ben verbindet,  eine  zweite  KB  parallele 
Curvc;  zieht  man  nun  auch  zu  BC  Nor- 
malen BB„  nrr,,  /»/},,  yy„  CC,  von 
gleicher  Länge  als  ilic  vorigen  aber  in 
entgegengesetzter  Richtung,  und  verbindet 
auch  ihre  Endpunkte,  so  haben  die  Cnr- 
ven  B,C,  und  E,ß,  mit  den  früheren 
BC  uud  EB  immer  gleich  gerichtete 
Normalen,  und  da  sie  den  letstern  pa- 
rallel sind,  so  werden  sie  sich  immer 
gleichzeitig  mit  denselben  berühren.  Die 
Curven  EB,  und  B,C,  sind  also  auch 
passende  Zahnformen.  Sie  lassen  sieb 
leicht  finden , wenn  man  die  cycloidl- 
sclien  hat,  am  bequemsten  so,  dass  man 
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Kg.  32. 


auf  möglichst  viel  Punkten  n,  i, c , . , als  15)  Allgemeinere  Untersuchung 
Mittelpunkten  mit  gleichen  Halbmessern  gen  über  tu sammengehOr ige Zahn- 
«a,  Kreise  schlägt,  und  die  Schnittpunkte  formen. 

derselben,  die  mit  at,6t...  zusammen-  Die  Frage  nach  der  Form  der  in  ein- 
fallen verbindet.  Was  die  Art  dieser  ander  greifenden  Zahne  findet  ihre  all- 
Curven  anbetrifft,  so  bemerke  man,  dass  gemeine  Krlcdigung  in  den  folgenden 
sie  aas  dem  Gründe , dass  sie  mit  # B Betrachtungen.  — Denkt  man  sich  das 
und  Be  gleich  gerichtete  Normalen  ha-  eino  Rad  ruhend,  so  ist  im  vorigen  Ab- 
ben,  offenbar  dieselbe  Lvoluto  als  iB  schnitte  bereits  gezeigt  worden,  dass  der 
und  Be  bezüglich  haben  müssen.  Nun  Berührungspunkt  des  Zahnes  des  bewegt 
sind  letztere  Curven  Cycloidcn  (im  all-  gedachten  Hades  einen  unendlich  kleinen 
gemeineren  Sinne  des  Wortes)  und  be-  Bogen  beschreibt,  dessen  Radius  durch 
kenntlich  haben  diese  Curven  Ähnliche  den  Berührungspunkt  der  Theilkrcise 
Cycloiden  zu  Evoluten.  Die  Curven  tiBi  geht,  und  Normale  beider  ineinander- 
und  ß,e,  sind  also  Cycloidenevolvcntcn.  greifenden  Zahne  ist.  Sei  sonach  (Fig.  33) 
Für  den  Fall,  wo  eine  Cycloide  1 11  r — CA  der  Radius  des  einen  Theilkreises, 
ein  Punkt  wird,  ist  elBl  also  ein  Kreis,  a der  Winkel  den  ein  Punkt  desselben 
Ist  »B  eine  grade  Linie,  so  ist  >lBl  bei  der  Drehung  um  seine  Axe  zurück- 
eine derselben  parallele  grade  Linie.  gelegt  hat,  so  ist  BCA-ia  der  in  einer 


Fig.  33. 


unendlich  kleinen  Zeit  zurückgelegte 
Drehungswinkel.  Sei  ferner  y = AD  die 
gemeinschaftliche  Normale  beider  Zähne, 
welche  nach  dem  momentanen  Berüh- 
rungspunkte A der  Theilkrcise  gerichtet 
ist.  Sei  DAE  — y der  Winkel  dieser 
Normale  mit  der  Tangente  AE  an  den 
Theilkreis.  Bei  s die  Bogenlünge  des 
Badzahnes  bis  zum  Berührungspunkte, 
/ der  Winkel,  welchen  die  gemeinschaft- 


liche Tangente  an  den  Berührungspunkt 
der  Zähne  mit  einer  anfänglichen  Rich- 
tung, z.  B.  mit  der  Tangente  des  an- 
fänglichen Berührungspunktes  macht;  mö- 
gen ferner  den  Ausdrücken  r,  a,  s,  / in 
Bezug  auf  das  andre  Rad  die  Ausdrücke 
(i,  u,  a,  l entsprechen,  derart,  dass  man 
sich  die  Räder  innerlich  berührend  denkt, 
so  dass  f,  a,l  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen genommen  werden , wenn  die 
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Berührung  von  aussen  erfolgt.  Da  zu-  Was  die  Anfangswcrthe  anbetrifft,  so 
nächst  die  Punkte  in  der  Peripherie  bei-  nehmen  wir  an,  dass  man  im  Anfang 
der  Rider  bei  der  Drehung  am  ihre  der  Bewegung  habe: 


Axen  gleiche  Bogen  zurücklegten, 
hat  mau : 

ra  ~ per,  rda  = pd«. 


o = « = /=i  = p = s = o = 0, 
d.  h.,  dass  man  die  Bogen  der  Zähne  > 
nnd  e,  so  wie  ihre  Tangentenwinkel  / 


Sei  BG  die  Normale,  welche  den  Punkt  und  l Ton  dem  punktc  und  der  Rich- 
B des  Theilkxeises  trifft,  welcher  im  (Ung  an  zählt,  wo  sie  den  Theilungskreis 
nächsten  Momente  in  die  Centrallinie  flen.  und  dass  man  die  Drehung  der 

Räder  von  dem  Punkte  an  zählt,  wo  sich 
(wegen  p = 0)  die  Zähne  in  der  Central- 
linie berühren.  Sei  noch  im  Anfänge 
der  Bewegung  y = r,  so  erhalt  man  aus 
unsern  Gleichungen: 

1)  ra  = pa;  2)  yrl-fl+c=l— «+ci 
3)  dp  = rda  cos  y j 4)  dt — pdl  — da  — pdl 
= rda  sin  y. 

Den  Tangentenwinkel  / und  den  Bo- 
gen s kann  man  als  Coordinatcn  einer 
Curve  betrachten,  nnd  ist  durch  dieselben 
ihre  Gestalt  völlig  gegeben,  wenn  man 


tritt,  so  ist: 

BG  = p + dp,  DG  = dt. 

Sei  noch  AB  parallel  BG,  und  All  auf 
BG  senkrecht,  so  wird  sein : 

<ABH=y+dy,  AB  = rda 
also  BH  = r cos  yda, 

aber  auch,  da 

p = HG  = AG  = AD 

BH  = dp 


ist: 


il 


(der  Unterschied  zwischen  dl)  und  Db  ejDC  Gleichung  zwischen  s und  / hat. 
verschwindet  nämlich  gegen  dp),  also : (Vergleiche  den  Artikel:  Trajectorie.) 

dp  = rda  cos  y Will  man  dann  die  Gleichung  der  Curve 

All  — rdn  hin  v >n  rechtwinkligen  Coordinaten  haben,  so 

'*  kann  man  dies  bewerkstelligen  mittelst 

Es  ist  aber  auch  : der  Gleichungen : 

All  = BG  - DG  — DB,  ix  dy 

, , . — =cos  l,  -r  - 1 

und  da  man  hat  dt  dt 

DG  - dt,  DB  = pdl,  indem  man  I eliminirt.  Die  Aufgabe 

denn  dl  ist  der  Winkel,  den  2 uächste  aüs  (\en  Gleichungen  der  Zähne  des  einen 
Tangenten,  also  auch  2 nächste  Normalen  Rades,  die  der  Zähne  des  andern  Rades 
DA  und  BG  parallel  AB  machen,  also : zo  finden , kommt  also  daranf  heraus, 

rfj  - pdl  = rda  sin  v.  wenn  eine  Gleichung  zwischen  t und  1 

1 ' gegeben  ist.  eine  solche  zwischen  a und  l 

Es  ist  ferner : finden.  Die  Lösung  führt  zunächst 

< EAB  = y + dl,  zu  einer  Differenzialgleichung  der  zweiten 

aber  auch,  wenn  ßCdie  Tangente  in  B ist:  Ordnung.  Man  hat  nämlich  wegen  Glei- 

chung  4): 


< RAF  = EAK  + KBG  = da  + y + dy , 
also : 

dy  — dl  — da. 

Wenn  man  diese  Formeln  mit  den  ent- 
sprechenden für  das  andere  Rad  in  Ver- 
bindung bringt,  so  erhält  man  hieraus: 

ra  = po,  rda  cos  y = (/da  cos  y = dp 
rda  sin  y = i>da  sin  y = dt  — pdl=dt—pdl, 
dy  — dl  — da  — dl  — da. 

Die  Zeichen  von  <r,l,p  sind  umznkehren, 
wenn  eine  äussere  Berührung  stattfindet. 


dt  da 

--r*nyTt  = p, 


also: 


dp  __  d 

dl~7l 


/ d*  da\ 

{di-r“aydih 


und  wenn  man  den  Werth  von  aus 

dl 

Gleichung  3),  den  von  n aus  Gleichung  2) 
einsetzt,  woraus  sich  ergibt: 

a = / — y + c,  da  ~ dl  — dy. 


oder: 


oder,  wenn  man 


r“’r=s  (s + 
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»etxt : 

Wenn  man  hierin  setzt: 
•o  ergibt  sich: 


r cos  y = u 
d'i  d'u 

u~~dT*~~dF‘ 

u — A sin  l + B cos  t, 


du  . , „ , , , , dA  .dB 

— A cos  l — B sin  l + sin  ( — -f  cos  l — , 
dl  dl  dl 

und  wenn  man  noch  zur  Bestimmung  von  A oder  B setzt: 


. ,dA  dB  „ 

5m/_  + co,|_=0, 


also : 


dB 

dl 

du 

dl 


, dA 

rfT=-tg'  Ti 

= A cos  f — /?  sin  / 


dA 


d*u  ... 

-jyr  = — A sin  / — ß cos  l + cos  / -yf  — sin  l 
dl 1 dl 

also,  wenn  man  in  die  Differenzialgleichung  einsetzt: 

,dA  . dB  d'. 


, d B 
dl' 


oder : 


dA  ,<P » 

~dF~COtl  dF 


~fcoa,~2f 

s-ftatTr 


so  ergibt  sich  dann: 


. W d'  i rl  d‘  t 

u = sm IJ  cos I— — cos  l J sin  / + «rsin  i + ^ cos /, 

wo  « und  ß die  Integrationsconstanten  sind.  Uebrigcns  ergibt  sich  durch  theil- 
weiscs  Integriren : 

■ ,r  id'>  ■ , ,d‘  ■ ,r-  ,ds 

sin  l J cos  l = sin  l cos  l — + sin  l J sin  / ^ dl 

i r ■ id,‘  ■ i idt  , ( id‘  i 

cos  IJtml  -jj-  = sin  l cos  cos  008 ' 5/  “* 

also:  > 

pl  «1 

u = sin  l I sin  l dt  + cos  ll  cos  I dt  + « sin  / + fl  cos  / 

•J  0 •’  0 

oder  wenn  man  für  u seinen  Werth  setzt  und  bemerkt,  dass  lur  1=0,  y=c  ist: 

V r cos  c = fl. 

Ans  der  Gleichung  4 aber  folgt: 

di  / dy\ 

und  wenn  man  den  Werth  von  u differenziirt : 
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— r «in  y ^ = 77  + co«  J f sin  / ds—  «in  l f co«  l dt+a  co«  I— ß «in  I 
dl  dl  J q J o 

iurch  Vereinigung  beider  Gleichungen: 

fl  fl 

cos  / / sin  / ds  — sin  l I cos  / dt  -f  a cos  / — ß sin  / 4-  P r sin  y = 0f 

J o 0 


also,  wenn  man  / = 0,  y = c,  /»  = 0 setzt: 

er  = — r sin  c. 

Somit  ist. 

I.  r cos  y = r COi  (l  + *)  + ■j  «in  / ds-\-cot  ij'  cot  I dt 

und  II.  p = «in  I C co«  Id»- co«/ C «in  Idt+r  sin  (I  + c)  — r «in  y, 

J 0 */  0 

oder  auch  II«.  p = — r »in  y (l  — jjr). 

Nun  geben  die  Gleichungen  1)  und  2) 

y = i-—  + c = l~  — (f-y  + c)  + c,  also 

e e 

in.  i=  — +*^(y-c), 

e e 

und  au«  Gleichung  4)  erhalt  man: 

IV.  de  — ds  — p (dl  — d/), 

wofür  man  auch  «chreiben  kann,  wenn  man  dl  au«  III  beitimmt : 

IVa.  dc-dt=LZ£p(dl—  dy). 

e 

An«  den  Gleichungen  I und  II  kann  nun  p und  y gefunden  und  in  IVa  einge- 
setzt  werden.  Es  lässt  sich  dann  durch  Quadratur  a als  Function  von  * finden, 
schliesslich  eliminirt  man  dann  aus  I,  II  und  dem  Integrale  von  IVa  l und  y,  so 
dass  man  <r  als  Function  von  X hat. 

In  jedem  Falle  also  lässt  sich  das  Problem  durch  Quadraturen  lösen.  

Tritt  an  die  Stelle  des  Rades  mit  Radius  q eine  Zahnstange,  so  ist  p — co 
zu  setzen.  , 

Die  Gleichungen  I und  II  bleiben  hierbei  unveränderlich,  während  an  die 
Stelle  von  III  und  IV  a.  treten : 

V.  X = y - c 

VI.  da  — dt  = — p (dl  — dy). 

Beispiele.  Es  sei  gegeben  die  Gleichung : 

* = A sin  (m/  + «)  + Bl  + El * + F, 
von  deren  geometrischer  Bedeutung  sogleich  die  Rede  sein  soll. 

Es  ist  dann: 

J'  «inf  <f«  J'  (»in  [(1+»)/+»]  + «in  [(1  + m)l  — n])dl  + llj'  tin  I dl 

+ 2£  r 'l  «in  ldl  = - ffiC0,[(1+m>,+4  + 

J Q 2 V 1+a»  1—»  ' 1— "»* 

- B co«  I + B - 2£f  co«  I + 2£  »in  I, 
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/I  /*^  _ i 

jCo  •/*=  J ^ («>»  [(1  + *)/  + «]+  co»  [(1  - m)  / - „))  dl+  B J cot  Idl 

+ SE  r', — )VI- , tm[(l— m) /— »]\  t Am' sin» 
./o  2 V 1+"  1-rn  / ~ 1— m* 

+ fi*inf+2Eco«/-2E-f  2£/*in  /. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  I ein,  so  ergibt  sich : 

yiffft  yi  ffi 

r co«  y = r co«  (J  + c)  + ~ 2(T^j  ,in + ") 

Am  . , Am • . 

+ »in  / co«  it  + cos  / «in  » + B sin  1 + 2E  - 2E  co«  / 

= - X~"~.lin  (*»*  + »)  + reo«  (f+c)  + j «in  l cos  « 

./4m' 

+ 1 _ m,  cos  / sin  » + B sin  / + 2£  - 2£  co«  /. 

Dm  den  Ausdruck  zu  vereinfachen,  setzen  wir: 

£ = 0 

und 

..  , . . Am  , , Am * 

r cos  (*  + c)  + J— »in  « co«  n + — — co«  / «in  n + B sin  1 = 0, 

d.  h.  wenn  man  die  mit  co«  l und  sin  / mnltiplicirten  Theile  einzeln  gleich  Null  «etzt: 

Am'  , . 

r cos  c + j— — am  n = 0, 

Am 

— r «in  e 4-  co«  is  + B = 0. 

Au«  diesen  Gleichungen  kann  man  von  den  vier  Grossen  A,  m,  B,  n zwei  bestim- 
men, und  man  hat  dann: 

Am* 

r co«  y = — — «in  (ml  + »)• 

Setzt  man  also  noch: 

Am' 

= r’ 

•o  sind  drei  dieser  Grossen  A,  m,  n,  B bestimmt,  nnd  man  hat  dann : 

y = mJ  + » + -£; 


da  für  l — 0,  y = e ist,  so  folgt  hieraus  auch : 

n 


c = » + 


2’ 


wahrend  man  hat: 

co«  c + »in  n = 0 

eine  Gleichung,  welche  mit  der  vorletzten  übereinstimmt,  und 
— nsr  «in  c + r «in  c + m B — 0, 

also: 

n _ r «in  c (m— 1) 

B- , 

r(l— m*)  , , , , r«inc(m  — 1)  _ 

, = — i cos  (ml  + c)  + ± ' l+F, 

y s ml  +e, 

i=  — i + ^-rml  = (m  + -(l-m))l. 

P P \ P / 
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Gleichung  Ila  gibt: 

_ f (1— m ) ,|n  c)  + r ein  c - — — r ein  (ml  + c)  (l  — m), 
r m m 

d.  b. 

p = r — — — [sin  (ml  + c)  — sin  c]. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  IV  ein,  so  ergibt  sich: 

da  = ds  + — — [sin  (ml+c)  — sin  c]  - — - dl, 

m p 

d.  h.  wenn  man  integrirt,  und  für  s seinen  Werth  setst: 

a = — ■ m ^ cos  ( ml+  c)  + r sin  c— — — . / 4-  F 

ma  m 

r (1  — m)*  r — o . , , v r (1  - m)a  . r — p 

i 5.  cos  (ml  4-  c) — sm  c l 4-  G, 

m*  p m q 

wo  G die  Intcgrationsconstante  ist.  Zur  Bestimmung  derselben  und  der  von  F 
setzen  wir  1 = 0,  wo  dann  s = a = 0 wird,  und  die  Gleichungen  für  s und  o 
geben  dann; 

_ r(l-m») 

F =s  — - — ■ cos  c 


r(l  — m)>  r — Q 


m 1 f> 

woraus  sich  ergibt: 

<r  = — (2 m + — (1  — m))  cos  (ml  + c) 

m*  \ p / 


cos  e, 


+ +tfcü9  (s.+u— >f). 


üm  o als  Function  von  l zu  haben,  ist  noch  einznsetzen:  ! = ■ 


mH — (1  — m) 

e 

und  man  sicht,  dass  wenn  die  Gleichung  der  einen  Zahncurve  ist: 
r (1  — m*)  . , . (m  — 1)  r(l  — m») 

m’  m m* 

die  der  entsprechenden  des  andern  Bades  sein  muss: 

ff  = - Tarn  + — (1  - m)l  cos  f h c\ 

m L e J ^m  + A(l— ) ) 

+ r(m-l).inc  r(l-m)co|c/  + JLy 

m m*  \ P / 

Offenbar  hat  diese  Gleichung  eine  ganz  ähnliche  Gestalt  als  die,  welche  s als 
Function  von  1 giebt.  In  diesen  Gleichungen  ist  eine  willkürliche  Constante  m 
enthalten. 

Wir  wollen  jetzt  in  dem  ursprünglichen  Werth  von  s auch  A = 0 setzen,  so 
erhält  man: 

1 = Bl  + El'. 

Es  verschwindet  nämlich  dann  auch  F,  weil  lür  1 = 0,  s = 0 ist. 

Es  ergibt  sich  dann: 

r cos  y—r  cos  (1  + c)  H-  B sin  1 •+•  2E  — 2E  cos  I, 
hierin  setzen  wir,  um  B und  E zu  bestimmen,  noch : 

r cos  (1  + c)  + B sin  1 — 2E  cos  1 = 0, 

oder : 
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d.  h. 

■o  dui  man  hat: 
d.  h. 


r co«  e — 2£  = 0, 
— r sin  c + = 0, 


£ = -g"  coa  c,  B = r sin  c, 

r cos  y - t cos  c, 
y-e. 


In  diesem  Falle  ist  also  y immer  constant;  ausserdem  ergibt  sich: 


und  ans  Ha; 
endlich  aus  IVa: 

oder  integrirt: 


s = r sin  c • l + cos  c/> 

SB 

p = r sine -fr  l cos  c — r sin  c = rl cos  c, 


da  — di  4-  - — -r/cos  cdl, 


t = rl  sin  c + cos  cf*  + rl • cos  c + ff, 

wo  C die  Integrationsconstaute  ist.  Dieselbe  wird  indes«  Null,  da  für  /=0  auch  o 
rerschwindet.  Die  Gleichung  HI  giebt  noch: 

‘■7‘ 

und  wenn  man  mittels  derselben  l aus  dem  Werthe  von  a eliminirt; 


d.  h. 


p*  r — PP1, 

c = sin  c -f  co  b c A*  + ■ A*  co«  c, 

a = pA  ein  e + cos  cA*. 


Was  die  geometrische  Bedeutung  der  eben  gefundenen  iwei  Paare  von  Zahncnrven 
anbetrifft,  so  haben  die  erstercn  die  Form: 

i — A cos  (nf  -f  c)  -f  Bl  -f  £ 
a=Al  cos  (<*,A  + e ) + Bti  -f  Et. 

und  diese  Gleichungen  stellen  die  Evolventen  von  Cycloidcn  (im  allgemeineren 
Sinne,  also  Epicycloiden  und  Hypocycloiden  eingeschlossen)  vor.  (Vergleiche  den 
Artikel:  Evolvente  oder  Trajectorie.) 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  Cycloide,  ansgedrQckt  in  einer  Betiehung 
zwischen  Bogenlänge  S und  Tangentenwinkel  L ist  nämlich: 


S=+«(«  + *)«,.(  * t+c). 


wo  R der  Radius  des  festen,  k der  des  Erzeugungskreises  ist  Haben  R und  k 
gleiche  Vorzeichen,  so  bat  man  eine  Epicycloide;  sind  die  Vorzeichen  ungleich 
eine  Hypocydoide.  Für  die  gemeine  Cycloide  ist  zu  setzen  R = co , und  man  hat 
daher  für  dieselben: 

S = + 4A  cos  (Z  + c). 

Ans  der  allgemeinen  Gleichnng  ergibt  sich  auch : 

DG 

(Ä  + 2*)  arc  cos  ^ (R+k)  = + c (Ä  + 2*)’ 

und  im  Falle: 

*=-* 

2 

ist 

1=0 
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eine  Gleichung,  welche  eine  grade  Linie  vorstellt.  Dies  stimmt  mit  dem  im  vorigen 
Abschnitt  bewiesenen  Saue  fiberein,  dass  diejenige  Hvpocycloide  eine  grade  Linie 
ist,  welche  entsteht,  wenn  der  Erzengangskreis  zam  Radius  den  halben  Radius 
des  festen  Kreises  hat. 

Ist  der  Evolventenbogen  einer  Cnrve  5',  so  ist  deren  Gleichung  gegeben  durch 
die  Integration  der  folgenden: 

dS'  „ 
dL-S  + e’ 

wo  e eine  willkürliche  Constante  ist,  durch  deren  Bestimmung  man  die  unendlich 
vielen  Evolventen  einer  gegebenen  Curve  erhält,  und  S der  Evolutenbogen.  Wenden 
wir  dies  auf  die  obige  Gleichung  an,  so  erhalten  wir: 

"W4>  + *)co.(  * L + c)  + e, 


dl 


oder: 


«'  = ± (Ä  + *)(*  + 2*)  sin  L + c)  + el 

* = ± ^ (« + *)  (*■ + 2*)  cos  L + c')  + tl. 


gesetzt  wird.  Diese  Gleiehnng  aber  stimmt  mit  den  Werthen  von  » and  <r,  die 
wir  zuerst  fanden,  in  der  Form  überein. 

Untersuchen  wir  jetzt,  welchen  Radius  der  Erzen gungskreis  nnd  der  ruhende 
Kreis  hat,  aus  welchen  diejenigen  Cycloiden  entstehen,  von  welchen  die  mit  s nnd  m 
bezeichneten  Bogen  die  Evolventen  sind. 

Für  die  erstere  Curve  ist: 

R 

m~  Ä + 2*’ 

und  fttr  die  leutere,  wenn  man  mit  R',  k'  die  R und  k entsprechenden  Radien 
beseichnet : 

(2m  + j (1  ~ «))  = ^ («'  + *')  (A'  + 2t') 

m R' 


, v ~R’  + W 

m -f  — (1  - m) 

9 

Aut  der  zweiten  Gleichung  ergibt  sich: 

* -.(!-») 

R~  2 m ’ 

nnd  indem  man  dies  in  die  erste  setzt: 

r(l-m>)_8*(l  + ») 

m»  m*  • 

woran!  eich  dann  ergibt: 

* = y d-») 

R = rm. 

Ans  der  vierten  Gleiehnng  erhält  man: 

k'  _ r (1  — m) 

IV  *2mfj 

nnd  indem  man  dies  in  die  dritte  Gleichung  setzt: 
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rJL-^  (am  + L (1  _ „))  = 2*'  (2«  + 1.  (1  - «))  (m  + -l(l_  m)) , 


d.  b. 


oder: 


r(l-«)  = 2*'(m  + -(l-m)) 


e 

r (1  - w») 


2 («  + j (1  - ")) 

R’  = . 

m + — (1  — m) 

e 

Hiermit  sind  die  Curven  völlig  bestimmt,  und  wenn  man  diese  Werthe  beiüglich 
ln  einem  bestimmten  Falle  werden  ans  in  die  erste  nnd  dritte  Gleichung  setat: 


den  Cydoidenevolventen  Cycloiden.  In 
der  That  ist  eine  Evolvente  einer  Cy- 
eloide  immer  wieder  eine  ähnliche  Cnrve 
und  dieser  Fell  entspricht  demjenigen  wo  d.  b. 
« = 0 

ist,  oder: 

(m-l)ain  c . 

IT  — u-  und 


2t(l  + m)_r(l-m’) 


r(l-m) 
2<it  ‘ ’ 
R = r 


2k'  / r \ 

Diese  Gleichnng  wäre  zu  erfüllen  für  • — - (2m  H (1  — m)  1 

m = 1,  indess  würde  sich  dann  m ' e 


t = t'  = 0 

ergeben,  nnd  es  muss  somit 
- e = 0 


also: 


gesetzt  werden. 

Diese  Bedingung  drückt  ans,  dass  der 
Zahn  in  dem  Punkte,  wo  er  den  Theil- 


r (1  — m) 


2m 
H'  = e, 

kreis  schneidet,  radial  gegen  denselben  also  die  Erzeugnngskreise  haben  gleiche 
gekrümmt  ist.  Um  die  Badien  derjeni-  Radien,  und  die  festen  Keise  sind  die 
gen  Kreise  zu  finden,  aus  welchen  die  Theilkreise  selbst,  wie  dies  schon  im 
beiden  Cycloiden,  deren  Bogen  s und  a vorigen  Abschnitte  bewiesen  wurde.  Na- 
tind,  entstehen,  mnss  man  diese  Ans-  mentlich  sind  die  Fälle  zn  merken,  wo 


drücke  mit: 


s=7r<*+*> 


vergleichen. 

Wir  erhalten: 


tv  m* 


H + 2k 


m ~ — 1 

ist  In  diesem  Falle  hat  man 
k—  — r\ 

cs  ist  dann  der  eine  Theilkreis  selbst 
Erzeugnngskreis,  in  welchem  Falle  die 
eine  Cycloide,  welche  den  Bogen  s hat 
in  einen  Pnnkt  übergeht,  da  in  diesem 
Falle  s = 0 wird. 

Ebenso  ist,  wenn 


ein  Fall,  welcher  m = 00  entspricht,  die 
, eine  Oycloidc  eine  grade  Linie;  diese 

Ans  der  zweiten  und  vierten  Gleichnng  Fälle  ,in(1  bereits  erörtert.  — Setst  man 
ergibt  sich  wie  oben:  -m  ,jen  allgemeinen  Formeln  für  die 

k _ 1—  m k'  _ r (1  — m)  Cycloiden- Evolventen  m = — 1,  so  wird: 

R m ’ R’  ~ 2m  f ’ s = 2r  sin  ei. 
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Es  ist  dies  die  Gleichung  eines  Kreises 
mit  Radius  2 r sin  c,  ein  Ausdruck,  wel- 
cher jeden  Werth  annehmen  kann,  der 
kleiner  als  der  Durchmesser  des  ent- 
sprechenden Theilkreises  ist.  Zähne  von 
dieser  Gestalt  kommen  namentlich  bei 
Drillingen  vor.  Einem  solchen  Kreis- 
zahn entspricht  dann  eine  Cycloiden- 
evolvente  mit  der  Gleichung : 

-f  2r  sin  c • X — 4r  ^ cos  c. 

ln  diesem  Falle  hat  man  auch : 
r ...  9 


k>=  ; 


R'  = - 


e <? 

Was  die  Gleichungen  : 

s = r sin  c •/+  J r cos  cf* 

O 

o — p sin  c • 1 cos  cA* 

anbetrifft,  so  stellen  diese  offenbar  Kreis- 
evolventen vor.  Die  Gleichung  eines 
Kreises  mit  Radius  R ist  nämlich 
S-RL 

und  also,  wenn  S'  der  Evolentenbogen  ist 
dS' 

■ = S + e = RL  + e, 


d.  h. 


dL 

S'  = $RL'+eL. 


Für  den  Fall,  wo  c = ~^  *1*°  die 

Zahncurvcn  in  Berührung  mit  den  Thcil- 
kreisen  gedacht  werden,  hat  man : 
t = rl,  a = pA 

also  die  Theilkreise  selbst,  ein  Fall, 
welcher  den  Frictionsrädern  entspricht. 

Im  Falle,  dass  man  das  eine  Rad  durch 
eine  Zahnstange  ersetzt,  ist  p = oo  zu 
nehmen. 

Die  Gleichung  für  s bleibt  unverän- 
dert, während  die  für  <r  wird : 

2 r(l-m)  , . 

fl  = 2 cos  (A  +c) 

m 

r(m  — l)sineA  2r(l  — m) 
m m 

Es  ist  diese  Gleichung  die  der  Evolventen 
einer  gemeinen  Cydoido,  welche  sich  für 
c = 0 in  eine  solche  Cycloide  selbst  ver- 
wandelt. Im  allgemeinem  Falle  hat  man 


u _ r ~ 

2m  ’ 


wodurch  der  Radius  des 


Erzeugungskreises  gegeben  ist,  und  stimmt 
derselbe  mit  dem  Werthe  von  k',  welcher 
sich  im  Falle,  wo  e=0  ist,  ergibt,  überein. 
Für  m = — 1 hat  man  wieder  einen 
Kreis  an  der  Stelle  der  Cycloiden  - Evol- 
venten mit  Bogen  s,  und  diesem  ent- 
spricht als  Znhncurve  der  Stange : 
o = 4r  cot  (A + c)  + 2r  si  n cA — 4r  cos  e. 
Was  die  Zähne  in  der  Form  von  Kreis- 
evolventen  anbetrifft,  so  hat  man  für  die 
dem  RadiuB  p entsprechende  Curve: 


A sin  c-(-  -jj-  cot  c = — , 

i p 


also  wenn  p in  a unendlich  wächst: 


A sin  c + — cos  c = 0. 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  graden 
Linie,  da  A constant,  und  zwar: 

A = — 2 tgc 
ist. 

„Wenn  die  Zähne  des  Rades  Kreis- 
evolvcntcn  sind,  werden  die  der  Stange 
also  gradlinig  sein.“ 

16)  Construction  der  Zahn- 
curvcn durch  Kreisbogen. 

Da  man  es  bei  Zahncurven  nur  mit 
kurzen  Bogen  zu  thun  hat,  so  ist  es  oft 
ausreichend,  dieselben  durch  Kreisbogen 
zu  ersetzen , welche  den  Krümmnngs- 
kreisen  der  Zahncurven  entsprechen. 

Es  soll  dies  zunächst  für  epicycloi- 
dische  Bogen  auseinander  gesetzt  werden. 

Es  sollen  (Fig.  35)  AD  und  AD,  die 
Bogen  der  Theilkreise  um  M und  C sein, 
AEF  derjenige  Kreis,  welcher  durch  Rol- 
len in  den  beiden  Thcilkreisen  die  ent- 
sprechenden Cycloiden  anzeigt,  seien 
ferner  ED  und  ED,  die  Zahncurven. 
MD  und  FE  werden  dann  Tangenten 
an  die  letzteren  sein,  somit  sind  DL  und 
EA  Normalen,  die  sich  in  K schneiden. 
Wäre  K gleich  weit  von  D und  E ent- 
fernt, so  könnte  man  K als  Mittelpunkt 
eines  Kreisbogens  erachten,  der  mit  den 
Cycloidcnbogen  fast  zusammenfällt.  Da 
dies  «ber  nicht  stattfindet,  so  sucht  man 
einen  Kreis,  dessen  Richtungen  in  D und 
E gleichviel  von  den  Cycloidcnbogen  ab- 
wcichcn.  Wird  durch  DEK  ein  Kreis  ge- 
legt, und  in  der  Mitte  N von  DE  ein 
Loth  auf  DE  errichtet,  welches  den 
Kreis  DEK  in  0 schneidet,  so  ist  O Mit- 
telpunkt des  gesuchten  Kreises.  Denn 
< KDO=  KEO,  so  dass  die  Halbmesser 
OD  und  OE  um  gleiche  Winkel  von 
den  Normalen  des  Epicycloidenbogens 
abwcichen.  Um  den  Halbmesser  OD  — a, 
zu  haben,  setzten  wir  Sehne  DE-t, 
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Fig.  35. 


<■  DEE  — li  OE  _ «,  wo  sich  daun  ergibt: 
e 

n = , 

n s « 

2 810  2 

nn<l  cs  sind  noch  e and  a za  bestimmen. 

AF 

Sei  der  Halbmesser  — des  Erzcu- 

gungskreises  = o, 

< AMDz=:ßt  < AFE  — y, 
welche  die  zusammengehörigen  Winkel 
des  Theilungskreises  und  des  Erzeu- 
gungskreises  sind,  so  hat  man: 

AD  = 2r  sin  , AEzz2q  sin  y 

oder  annähernd : 

AI)  = AE  = r,  rß-2iiy 
< ZM£  = 180  - DAM  - EAF 

= 180-  (SO  - £)  - (90  - y)  = | + y, 


also: 

ßi 

d.  h. 


OE  = 2rD.iü?^  = rj(-i  + ,) 

'='*'(•+7)=— sr1’’ 


OOE  = DKE  = 180  - DLM  -EAF 
= 180  - (90-/J)  - (90-y)  =^+y  = «, 
also : 


wofür  auch  annähernd  gesetzt  werden 
kann : 


(r+p)r^»  (r+e)rß 
P+Y  2o(/J+y)  2p+r 
oder,  da  rß  gleich  der  Theilung  s ist: 


a 


- r+e 

_ r+ 2p 


I. 


Um  den  Halbmesser  s,  des  Bogens 
ß,E  zu  finden,  ist  r mit  r , zu  vertau- 
schen, dagegen  der  Halbmesser  p des 
Erzeugungskreises  negativ  zu  nehmen, 
also: 


Ist: 

e = *ri> 

welcher  Fall,  wie  wir  gesehen  haben,  flir 
die  zweite  Zahncurve  eine  grade  Linie 
gibt,  so  ist: 

2r+r,  s 

a — ■ -vr~s 

r+r,  2 

Ist  r—  r„  so  ergibt  sich  für  die  zweite 
Zahncurve  ein  Punkt  und 


„ - r+r»  . _ 
l~  r+2r,  1+2 

Für  eine  Zahnstange  ist  zu  setzen  r,  = oo, 
also : 


«.  = * 

während  der  Werth  von  a bleibt 

Eine  andere  Zabnconstruction  ist  die 
folgende : 

Wenn  sieh  zwei  kreisförmige  Zähne 
berühren,  so  hat  während  des  Eingrei- 
fens ihre  Centrallinie  KO  immer  dieselbe 
Grösse,  nämlich  die  der  beiden  Halb- 
messer UD  + KD  (Fig.  36  und  37).  Die 
Mittelpunkte  O und  K diesor  Kreise 
aber  beschreiben  kleine  Kreisbogen  OO, 
und  Kff,  bezüglich  um  Wund  C.  Schnei- 
den sich  nun  MO  und  KC  in  JV,  so 
kann  man  sich  N als  den  Mittelpunkt 
einer  Drehung  der  Punkte  ’O  und  K, 
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Fig.  37. 


Fig.  36. 


also  der  ganzen  Linie  OK  denken*). 
Die  Linie  OK  geht  aber  in  allen  Stel- 
lungen dnreh  Punkt  A,  denn  dies  war 
die  Bedingung  für  alle  Zahncurven;  es 
wird  sich  also  A nur  innerhalb  der  Linie 
OK  bewegen  können,  also  OK  Tangente 
des  Bogens  sein,  welchen  A beschreibt, 
während  0 Bogen  00,  und  K Bogen 
KKt  zurücklegt.  Somit  liegt  N in  der 


Normale,  welche  in  A auf  Linie  OK  er- 
richtet wird. 

Dm  also  O und  K zu  finden,  kann 
man  durch  A eine  beliebige  Linie  GH 
ziehen,  auf  dieser  ein  Loth  AN  errich- 
ten, und  von  einem  beliebigen  Punkte  N 
desselben  noch  M und  C Linien  ziehen, 
deren  Durchschnittspunkte  O und  K mit 
GH  die  Mittelpunkte  der  Zahnkreise 


*)  Es  folgt  dies  aus  dem  Satze:  „Wenn  eine  feste  Linie  OK  irgend  eine  seh- 
kleine Bewegung  macht,  so  ist  diese  immer  aufzufassen  als  eine  Drehung  um  den 
Punkt  N,  in  welchem  sich  die  auf  den  Bewegungsrichtungen  zweier  Punkte  00 
und  KKl  Senkrechten  NO  und  NK  schneiden.“  Denn  sei  Winkel  0,0A  = 9, 
KlKA  = 9l,  denkt  man  sich  ferner  aus  Mittelpunkt  A kleine  Bogen  mit  Halb- 
messer OlA  und  KtA  gelegt,  so  erhält  man: 

OA  = 0,A  + 00,cos»,  KA  = KtA- KK.coi»^ 
also  durch  Addition:  OA+KA  = OlA+KlA  + OOl  cos  a— A'/f,  cos  a„  aber  da: 
OA  + KA=OtA  + KVA  = OK 
ist: 

00t  cos  a = KKt  cos  a,. 

Ferner  ist  im  Dreieck  NOK: 


NO  cos  a = NK  cos  a,, 


also: 


0,0, KKl 

NO  ~ NK  ’ 


und  die  Bewegungen  stehen  also  einerseits  auf  NO  und  NK  senkrecht,  andrerseits 
sind  sie  den  Entfernungen  der  bewegten  Punkte  von  N proportional,  sind  also 
einer  Drehung  um  N gleich  zu  setzen. 
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sind.  Nimmt  man  noch  D willkürlich 
' auf  OK  an,  so  sind  OD,  KD  deren  Halb- 
messer. 

Wird  AN  auf  die  andere  Seite  von 
OH  gelegt,  so  ist  einer  der  Zahnbogen 
DE  concav,  wahrend  der  andere  convex 
ist.  — Bestimmen  wir  jetzt  die  Lage  von 
O nnd  K.  Sei  < CAK  = 9 der  Winkel, 
nm  welchen  die  gemeinschaftliche  Nor- 
male der  Zahne  von  der  Ccntrullinic  ab- 
weicht, AN  = K,  AO  — x,  AK-xt,  so 


_ kr,  cos  9 
1 * — r,  sin  9‘ 

Ist  die  eine  Zahnfläche  DE  concav,  so 
ergibt  sich: 

_ kr  cos  & _ kr  t cos  & 

— 4r*  1 “ rt  sin  Q + k' 

Setzt  mnn  hier  Ir  = r sin  so  geht  der 
Bogen  DE  in  eine  grade  Linie  über. 
Sind  I*  und  gegeben,  so  ist  für  die- 
sen Fall  der  Radius  r,  den  wir  hier 


sind  die  Lothe  von  den  Mittelpunkten  ^ 

der  Theilkreise  auf  die  Normale  der  mit  p bezeichnen  p = — , und  die  Halb- 

Zahne:  l *'“» 


MG  = r sin  9,  CH  = r,  sin  9 
nnd  die  Abschnitte:  AG  — r cos  9, 

AH  = r,  cos  9 also 

GO  = r cos  9 — x,  KH  = Ox,  — r,  cos  9. 
Ans  den  ähnlichen  Dreiecken  OISA  und 
OMQ  ergibt  sich: 

AO GO 

AIS  GM’ 

also: 

x r cos  9 — x 
t r sin  9 ’ 

woraus  dann  folgt: 

kr  cos  9 
X ~ k + r sin  9 

nnd  ebenso: 

AK  HK 
AN  CH' 

also: 

x, x,  — r,  cos  9 

k r,  sin  9 ’ 

mithin : 


messer  aller  Kader  mit  concaver  Zahn- 
fr 

Bäche  also  stets  grösser  als  - — -.  Seist 
sin  9 

man  den  kleinsten  Werth  p = — — für 
v sin  9 

k in  unsre  Formeln  ein,  so  ergibt  sich: 
_ rg  cos  9 _ r,pcos9 

r~  v ri-fe 

Sind  s die  Theilnng,  r,  s,  s,  die  Zahnen- 
zahlen bei  Halbmesser  (j,  r,  r„  so  kommt: 
2 nQ  _ 2nr  _2«r, 

also: 


vs 
n — y 2n 


s- cos  9,  *,=  - 


— cos  9. 


«,+»<  2x 

Setzt  man  also  9 = 72°,  und  die  kleinste 
Anzahl  der  Zahne  v = 12,  so  ergibt  sich: 

i = 0,4943^-2,  *.=  0,4943^. 


Diese  letztere 
Willis  her. 


Construction  rührt  von 


Fig.  38. 
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Um  die  Mittelpunkte  A und  0 za  er-  17)  Construction  der  Z&hncur- 
mitteln,  kann  man  »ich  eine»  Winkel-  vcn  durch  Od  on  tographe. 
haken»  (Fig.  38)  bedienen.  Derselbe  ist  Odontögraphc  sind  Apparate,  die  den 
mit  STR  bezeichnet.  Sein  einer  Schenkel  Zweck  haben,  die  zu  den  Zalincnrven 
AR  wird  so  an  die  Centrallinie  gelegt,  nöthigen  Cycloidcn  oder  Evolventen  me- 

doss  der  Nullpunkt  des  andern  Sehen-  chanisch  zu  construiren. 

kels  ST  im  Berührungspunkte  A liegt.  Um  eine  Epieycloidc  zu  construiren 

Die  nach  den  eben  gegebenen  Formeln  dient  folgender  Apparat  (Fig.  39).  A. V 

berechneten  Werthe  von  x und  r,  liest  ist  eine  um  Axe  M drehbare,  ACP  eine 
man  dann  auf  der  F.intheilung  von  ST  ab.  um  C drehbare  Scheibe.  Das  Lager  F.F 


Fig.  39. 


der  Axe  C wird  durch  eino  Spiralfeder 
in  Bichtung  CM  gedrückt,  dadurch  ent- 
steht eine  Reibung  an  hen  Riulumfiin- 
gen,  welche  bewirkt,  dass  Scheibe  C der 
Scheibe  M bei  deren  Drehung  mit  glei- 
cher Umfangsgeschwindigkeit  folgt.  Axe 
M sitzt  auf  einer  ebenen  Tafel  fest,  in 
welcher  sich  ein  Spalt  zur  Aufnahme 
der  Feder  und  des  Zapfenlagers  EF  bc- 

Fig.  40. 


findet.  An  der  untern  Flüche  von  UM  G 
wird  ein  Blatt  Fapier  geklebt,  und  an 
dem  Umfang  von  C ein  Stift  P befestigt. 
Dreht  man  nun  Scheibe  M mit  dem 
Fig.  41. 
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Blatte  um  Funkt  M,  so  wird  der  Epicy-  Es  sind  hier  verschiedene  Apparate 
cloidenbogen  OP  abgezeichnet.  — Ganz  für  die  beiden  Fälle  gegeben,  wo  der 

in  ähnlicher  Weise  sind  die  Odonto-  grossere  und  wo  der  kleinere  Kreis  der 

graphe  für  Hypocycloiden  construirt  rollende  ist.  Eine  gemeine  Cycloide 

(Fig.  40  und  41).  (Fig.  42)  wird  dnreh  einen  ähnlichen  Ap- 


Fig.  42. 


parat  gebildet,  wenn  mun  diu  eine  Scheibe  an  die  Scheibe  AC  geschoben  wird,  an 
MOG  durch  ein  Lineal  OG  ersetzt,  an  welcher  sich  Stift  P befindet.  Ein  fast 
welchen  ein  Papier  befestigt  ist,  und  gleicher  Apparat  (Fig.  43),  wo  aber  der 
welches  in  der  Führung  MX  tangential  Stift  P an  dem  Lineal  und  das  Blatt 


Fig.  43. 


Papier  an  der  Scheibe  befestigt  ist,  gibt 

dagegen  offenbar  eine  Kreisevolvcntc. 

18)  Zahnconstruction  der  Dril- 
linge. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die 
Zähne  des  einen  Bades  dnreh  Punkte 
oder  vielmehr  durch  Linien,  welche  der 
Umdrchnngsaxc  parallel  sind,  ersetzt  wer- 
den können.  Bei  einem  Drillinge  treten 
an  die  Stelle  dieser  graden  Linie  cylin- 
drisehe  Triebstücke,  also  der  obigen  An- 
nahme wird  man  um  sehr  näher  kom- 
men, je  dünner  dieselben  sind.  In  jedem 


Falle  weicht  der  Berührungspunkt  von 
dem  oben  angenommnen  tim  die  halbe 
Dicke  Uli'  (Fig.  44)  des  Cvlindcrs  ab, 
und  um  eben  so  viel  müssen  auch  [die 
Vorderflächen  der  Zähne  PlDl  sich  von 
den  Epicycloidonbogcn  PU,  welche  den 
Punkten  entsprechen , entfernen.  Die 
Carvc  PxOx  wird  oft  Aeqnidistantc  der 
Epicycloide  genannt.  Sic  entsteht,  wenn 
man  mit  Halbmesser  PPt  aus  sümmt- 
lichcn  Punkten  der  Epicvcloiden  sich 
Kreise  geschlagen  denkt,  und  die  Ein- 
hüllungscurvc  derselben  bestimmt.  Offen- 
bar haben  die  Cyeloiden  und  ihre  Aequi- 
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Fig.  44. 


dis  tank'  eine  gemeinschaftliche  Evolute, 
und  da  letztere  wieder  eine  Cycloidc  ist, 
ergibt  sich  eine  Cvcloiden  - Evolute,  wie 
dies  schon  in  Abschnitt  13  gezeigt  wor- 
den ist. 

Man  lasst  fast  immer  den  Drilling  von 
dem  Zahnrade  in  Bewegung  setzen.  Der 

Fig. 


Grund  ist  folgender,  ln  diesem  Falle 
erfolgt  der  Eingriff  in  Dt,  wenn  die 
Axe  A des  Triebstockes  in  der  Centrale 
CM  beider  Räder  sich  befindet,  der  Ans- 
tritt in  B ,,  wenn  sich  die  Axe  des 
Triebstockes  um  die  Theilung  AB  von 
der  Centrale  entfernt  hat.  ln  dem  Falle, 
wo  der  Drilling  das  Zahnrad  in  Bewegung 
setzen  würde,  würde  in  B,  der  Ein- 
tritt, in  ß,  der  Austritt  erfolgen.  Da 
beide  Kader  aber  in  A gleiche  Bewe- 
gungsrichtung haben,  so  ist  der  Eingriff 
im  ersteren  Falle  ein  vollkommenerer. 
Es  folgen  hier  Abbildungen  von  Dril- 
lingswerken (Fig.  4ö  und  46).  Die  erste 
Figur  zeigt  einen  Drilling,  der  ein  Rad 
von  aussen  und  eins  von  innen  berührt. 
Die  Zahne  des  Rades  sind  im  ersten 
Falle  Epicycloiden  - Evolventen,  im  letz- 
tem Falle  Hypocydoiden  - Evolventen. 
Die  zweite  Figur  zeigt  einen  Drilling, 
in  den  ein  kleineres  Rad  von  Innen  ein- 
greift.  Berechnen  wir  jetzt  die  Dimen- 
sionen eines  Drillingswerkes. 

Seien  (Fig.  44)  r=MA,  rtz:CA  die 
Halbmesser  der  Theilkreise  , /}  = MD, 
ßk  = ACB  die  Theilwinkel,  b die  Dicke 
eines  Zahnes,  h,  die  eines  Triebstockes, 
welche  beide  der  halben  Theilung  nach 
gleich  sind,  also  wenn  t — AB—AD  die 
Theilung  ist: 


45. 


Ist  die  Thcilungssebne  AD  ~ a,  so  hat  AB  = al 

man:  2AM  sin  £ (AMD)  = er,,  also:  ist, 

« = 2rsin|-  *,s=2rlsin^, 

und  wenn  ferner  in  dem  Dreieck  ABtK 
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AB  = AB  — IIB  — 2 r ,in  £i  —il,  Zahne»  über  die  Sehne  AI)  vor.  Zieht 
i i “ is  g ***  man  davon  ab  die  Bogenhöhe 

ond  Winkel  , . . 

Ä-Z=r(l-co«|-)  = 2rBin^ 


BtAK  = 


&l*o : 


4 " 

so  hat  man  für  die  Höhe  des  Zahnobcr- 
theils : 


• \ • 2 ’W"  2 ßZl  = * = KB, -KL, 

Es  stellt  BtK  aber  die  Erhebung  des  also: 

* = (2r , sin  ^ - i 4 , ) sin  £i£j.  - 2r  sin  ^ , 

oder  wenn  men  annähernd  setzt: 

-5-  = i*»»  2r,  sin ~ = t, 

a.i+£i  = £+iL  = i (i  + i), 

also : 

oder  wenn  man  die  Zahnezahlen  einfuhrt: 

2nr  2nr. 

n = — , n,  = 1, 

j s 1 s * 

•o  ergibt  sich: 

*=(’+£)?• 

In  der  Regel  wendet  man  symmetrische  Zähne  an,  d.  h.  an  das  Zahnvordertheil 
BVKN  wird  ein  congrnentes  Hintcrthcil  angefügt.  Dann  ist  die  Zahndicke  min- 
destens b ~ 2NK  = 2(A D — DN  — AK)  also : 

4 = 2 [2r  sin  1 - (2r,  sin  - 4*»)  cos  £±2i] 

oder,  da  man  nkhernngsweise  bat: 
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und  da  übrigens 


ist: 


*=»[*-$ 


sin 


L-L-tl 

2 " 2 48’ 


,in|‘ 


= 1 - 


_/»■ 
“ 2 

(£+£.) 

8 


£ 

“48’ 


i = r fl  = rjt 


-«[-fi+'HP+O-*-*)“*2] 


und  da 


io  hat  man : 

4 = T (“  ? + “3* + * G,+*>*)  = &ß'  + 18ßßt  + 13'*»*)  iä 

nnd  wenn  man  noch  setzt: 


schliesslich : 


4 = 


18  \ nji 

•i»/  12 


4 ist  im  Maximnm 
gung  erfüllen: 


gleich  -g-. 


also  die  kleinsten  Zähnesahlen 


müssen  die  Bedin 


A4.ii4.ii -ii  =0.608. 

n*  +ss,  s,*  2a* 


Setzt  man  hierin  n = n„  so  ergiebt  sich: 


^7  = 0,608, 


, = -*  = /-ö5 


36 

0,609 


= 7,7. 


Es  sind  also  mindestens  8 Zähne  nöthig. 
Die  Bedingung 

1»  = 00 

entspricht  einer  mit  einem  Drilling  ver- 
bundenen Zahnstange.  In  diesem  Falle 
hat  man : 


Der  Drilling  muss  also  wenigstens  fünf 
Zähne  haben.  Ist  n,  = oo,  so  hat  man 
Triebstöckc  an  der  Zahnstange,  nnd  die- 
selbe ist  mit  einem  Rade  verbunden. 
Es  ergibt  sich  dann : 


also  wenigstens  3 Zähne. 

Bei  einer  innern  Verzahnung  ist  ß 
negativ  zn  nehmen,  und  es  wird  dann: 


2 \ nt 

T/~i 

18  ia\  «j» 

n» , »,  * / 12  ’ 


so  dass  die  Bedingung  für  die  kleinste 
Zähnezahl  wird: 


= 0,608. 


17)  Verzahnung  der  Kumpfe. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Zähne 
des  einen  Rades  gradlinig  sein  können, 
während  die  des  andern  cjcloidisch  ge- 
krümmt sind.  Die  gradlinigen  Zähne 
gehören  gewöhnlich  dem  kleineren  Bade 
an,  welches  in  diesem  Falle  „Kumpfe“ 
genannt  wird.  Diese  Zähne  sind  radial 
gerichtet  (Fig.  47),  während  die  de»  an- 
dern Epicycloidenbogen  bilden , welche 
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E»  ist  ans  demselben  Grande  wie  bei 
den  Drillingsgetrieben  vorzuzichen,  dass 
der  Kumpf  getrieben  wird.  — Setzen  wir 
wieder,  CA  = r„  <ACE  — fi„  so  er- 
halten wir  fOr  die  die  Uühe  des  Zahn- 
obertheils: 

EG  = = CG  — CE  = r,—  r,  cos/9, 

also  : 

a > 

*i  = ri(l  -co»/*.)  = 2r,  sin ~ 
and  bei  annähernder  Bestimmung: 

*1=  irißi*  = 


unter  s wieder  die  Theilung  verstanden. 

entstehen,  wenn  der  Theilkreis  des  Kum-  Die  Höbe  der  Zähne  des  andern  Rades 
pfes  auf  dem  des  andern  Rades  rollt.  M ergibt  sich  durch  die  Formel: 

EF=  h = ME  — !UF  = YMA'  + AE'  - 2JM  • AE  • cos  MAE  - MA 

= iV’+r,'  — r,,iin/9,*+2rr1  sin/9,*  - r„ 

A = Vr*  +r,  (r,  + 2 r)  sin/9,*  — r„ 


oder: 

d.  h.  annähernd : 


Die  Dicke  4 des  Zahnes  beträgt  im  Minimum  2 DF.  2 DF  ist  aber  gleich 
2(AD  — AF)  also: 

4 = 4r  sin  — 2EA  cos  EAF, 

oder: 


oder  annähernd : 


4 = 4r  sin  ~ — 2r,  sin0,  cos  (-^  + /,i) 

4-2^-S  [l 

„ /I  6 8 \ 2is*s 

= c*  t>' + /» o = + sn + -g- 

4 = 1* 


Nimmt  man 
sn,  so  erhält  man 


Ist  noch 
so  hat  man: 

Ist 


^ + - + -?i=  7^  = 0,076. 

n*  as,  »,*  4n* 

Ist  dagegen 


,/  16 
' “ \ 0,076 


si,  — oo , 

also  der  Kumpf  in  eine  Stange  ver- 
wandelt: 


= 14. 


‘ “ i 0,076  ~ 3,6‘ 


■ eo, 


Dem  erstcren  Falle  entsprechen  also 
wenigstens  11),  dem  letztem  wenigstens 
also  tritt  eine  Zahnstange  an  die  Stelle  4 Zähne. 

des  Rades,  so  wird : Für  die  Zahnreibung  fanden  wir  be- 

reits, wenn  wir,  wie  dies  bei  annähern- 
der Bestimmung  geschehen  darf)  ebene 
Zabndächen  voraussetzten : 

4* 


= / 0,076  ~ 


10,25. 
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Setit  man  nämlich  bei  einer  kleinen 
Thcilung  den  Reibungsbogen  DE  seiner 
Höhe  FE  gleich,  so  ist  der  relative  Rei- 
bungsweg, während  der  Zahn  von  A 
nach  F rückt: 


t = DE  — GE  = h — k. 


und  wenn  K der  Druck  ist,  die  Arbeit 
der  Reibung 


L = <'hK  = (±  + V)nMK,. 


Diese  giebt,  auf  den  Tbeilkreis  reducirt 
wie  oben: 


18)  Zusammengesetzte  Zahn- 
fl  ft  eben. 

Zuweilen  soll  der  Eingriff  eben  »o 
weit  vor  der  Ccntrallinie  beginnen,  als 
hinter  derselben  aufhören.  Jeder  Zahn 
besteht  dann  zur  ll&lfte  aus  ciocm  Epi- 
cycloidcnstück , zur  andern  Qftlfte  ans 
einer  graden  Linie  (Fig.  48).  Die  Er- 
zeugungskreise der  Epicycloidcn  HAF 
und  EAK  haben  den  halben  Radius  der 
bezüglichen  Thcilkreise.  Es  istA£=/IF 


Fig.  48. 


dio  Theilung  s.  Die  Epicycloidenbogen 
DE  und  FG  entstehen  durch  Rollen  von 
AE  und  AF  auf  dem  Theilkreise.  Die 
Flanken  DH  und  GK,  welche  radial  ge- 
richtet sind  ergänzen  dann  die  Zähne. 
Die  Hinterilftchen  sind  den  Vorderflächen 
ganz  symmetrisch  zu  formen.  Vor  dem 
Eintritt  in  die  Centrallinie  rückt  HD  auf 
der  Wölbung  FG  fort,  nach  dem  Ein- 
tritt rückt  DE  über  die  grade  Linie  GH 
fort.  Wenn  eins  der  Räder  sehr  klein 
ist  und  der  Druck  sehr  stark,  so  würden 
die  Zahnenden  zu  spitz  nusfallcn.  Der 
Eingriff  von  2 Zfthncnpaarcn  muss  dann 
Wegfällen,  und  man  macht  AE  = AF 

etwa  nur  = |s  oder  = — Bei  dieser 

Construction  hat  man  gegen  die  im  vo- 
rigen Abschnitte  abgehandelte  den  Vor- 
theil, dass  unter  gleichen  Umständen 


hier  doppelt  so  viel  Zähne  arbeiten  als 
dort,  der  Druck  zwischen  je  zwei  Zähnen 
also  nur  die  Hälfte  des  obigen  beträgt. 

Sollte  aber  das  eine  Rad  so  klein  sein, 
dass  wie  eben  gezeigt  wurde,  nur  weniger 
Zähne  arbeiten  dürfen,  so  wird  bei  dieser 
Construction  doch  erreicht,  dass  die  Ab- 
stände der  arbeitenden  Zähne  von  der 
Centrallinie  möglichst  klein  sind,  daher 
die  Krümmung  und  der  Seitendruck  bei 
Anfang  und  Ende  des  Eingreifens  ver- 
mindert wird. 

Sollen  statt  der  cycloidischen  Bogen 
Kreisbogen  genommen  werden,  so  pflegt 
man  auch  wohl  so  zu  verfahren : Man  zieht 
aus  der  Mitte  M der  Sehne  DE,  welche 
zu  dem  gekrümmten  Theil  des  Zahnes 
gehört,  ein  Loth,  welches  man  bis  zum 
Durchschnitte  J mit  dem  Theilkreise  AD 
verlängert  (Fig.  49).  Auch  setzt  man 
den  Halbmesser  JD  wohl  gleich  { s oder 
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gleich  <,  was  jedoch  zu  sehr  abweichende  nungen.  Möge  A der  Berührungspunkt 
Wölbungen  giebt,  wenn  die  Radhalb-  zweier  sich  innerlich  berührender  Theil- 
messer  sehr  ungleich  sind.  kreise  sein  (Fig.  50),  C der  Mittelpunkt 

des  Getriebes.  Wenn  man  Bogen  AE=t 
19)  Innere  Verzahnung.  auf  dcm  xheilkreiso  des  Rades  rollt, 

Auf  ähnliche  Weise  zusammengesetzte  so  beschreibt  E die  Zahnwölbung  ED, 
Zähne  dienen  auch,  zu  inneren  Vcrzah-  und  wenn  AF  = t auf  dem  Tbcilkreise  des 


Fig.  50. 


Getriebes  gerollt  wird,  so  wird  F dio 
Zahnwölbung  FG  beschreiben.  Vor  der 
Berührung  in  der  Centrale  wird  also 
Punkt  D der  Zahncurve  DE  an  FG  hin- 
gleiten, nach  der  Berührung  in  der  Cen- 
trale röckt  Zahnfläche  DE  längs  der 
graden  Linie  GK  weiter  — Zuweilen 
aber,  um  die  fortwährende  Berührung  des 
Anfangspunktes  D der  Zahnwölbung  mit 
der  Fläche  FG,  wodurch  an  dieser  Stelle 
eine  grosse  Abnutzung  erfolgt,  zu  Ter- 
meiden, gibt  man  den  Getrieben  nnr 
ebene  Zähne,  wodurch  freilich  die  Zähne 
erst  mit  dem  Eintritt  in  die  Centrale 


anfangen  zu  arbeiten.  — Haben  r,  r,, 
n,  n,  ihre  frühere  Bedeutung,  so  ist  die 
Zahnhöhe  des  Getriebes  EG=k , gege- 
ben durch  die  Formel: 

*i  = ri  (1  — cos  /},)=  2r,  sin^ä  , 
oder  annäherungsweise : 


Für  die  Zahnhöhe  EF=k  des  Treibrades 
hat  man  dagegen: 


EF  = YäIH'  + AE'—  2AM  ■ AE  cot  E AM  -AM 

oder:  

* = Vr»  + r,  ’ tin  ß,'  — 2rr,  sin  ß, 1 — r 
=■  Vr*  — r,  (2r  — r,)  sin — r, 


d.  h.  näherungsweise: 


a_(2r-rl)r1 (2r-r,)r,^l»  _ (2r-r,)s* 
2r  ‘ Pl  ~ 2 r “ 2rr, 

Die  Zahnbreite  i ist  im  Minimum  2 DF  und 
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2 DF-. 


2(AD  — AF)  = ir  $in  ^~2AEcotEAF, 

tU 


daher: 


b = 4r  sin  ~ — 2 rt  ein  ß , cos  (ß,  — }/J) 


und  näherungsweise : 


. ß ß ß‘ 

810  2 “ 2 48’ 


sinßi=ßl  - 


/»,* 


)/>)* 


also: 


aber: 


«>«  0»t  ~ iß)  = 1 ~ i 0», ' 

4 = 2r(^-  Q - 2r«  (*.  ~ %~)  (i  - 1 0».  ~ i/)3) 

4/>)3. 


r/J*  r.ß  • 

= ~is+-ir+r>t>>v-- 


also: 

ausserdem: 
und  somit  noch: 


rß  = r,ßl  = . 


2t 


'■4: 


3/i  | 


Wird  4 = )»  gesollt,  so  hat  man: 

- — L-j 

6«*  ttn  t 
Für 

n = oo 

ergibt  sich  hieraus: 

nl==  ViÖ5=  10,25, 
also  11  Zähne  wenigstens.  Für 
«1=1» 

hat  man: 

n,  = V/69  = 8,3. 
also  9 Zähne  mindestens. 


= — + 5^7)4 1'» 

\6«a  a/ij  3*,V 

= (g^-^+3^)39'478*- 


20)  Evol  re  n ton- Vcrsahnu  ng. 

Um  Evolventenzähne  m coostruircn, 
errichte  man  im  Berührungspunkte  A der 
Theilkreise  Loth  All  anf  der  Centrale, 
und  mache  dieses  je  nach  Bcdiirihiss 
der  Thcilung  oder  } derselben  gleich. 
Von  B ans  zieht  man  nach  der  Axe  C 
des  kleineren  K&des  eine  Grade  (Fig.  51) 
und  1411t  Loth  AD  auf  II C.  Verlängert 
man  nun  AD  nach  der  andern  Seite  hin, 
und  fällt  von  M ein  Loth  auf  dieselbe, 
(oder  zieht  ML  parallel  DC),  beschreibt 
von  C und  M durch  D und  L Kreisbo- 

gen,  macht  ferner  AF=DA  und  wickelt 

Bei  dem  Durchlaufen  der  Thcilung  Linie  DF  auf  Bogen  DG  und  LD  auf 
“ * ~ • Bogen  LE  auf,  so  sind  FG  und  OE 

Evolventenbogen,  welche  der  gesuchten 
Zahnform  entsprechen.  Dann  ist  auch 
DF  gleich  Bogen  DG,  AD  gleich  Bo- 
gen DH.  Man  hat  also  für  die  Thcilung : 
.-CA  CA 

•-cddh-cd’ad- 

Und  wegen  der  Achnlichkeit  der  Dreiecke 
AB  CA 

BAD  und  ACD  hat  man  -j-=  = j—,  also: 
AU  C U 

AB  — t. 


AD-  AE  = s hat  man: 

L = ft  = (DE  — GE)  fi  K, 
also  näherungsweise: 

= (£  4) 

also  die  Zahnreibung  ist  ganz  wie  oben: 
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womit  die  Bicbtigkeit  der  Conttruction  wo  AU  - AF  = a gesetzt  16t,  woraus  sich 
erwiesen  ist.  dann  annäherungsweise  ergibt: 

Sei  wieder  l \l  = MF  die  Hebnng  des  §nt 

Getriebzahnes  über  die  Theilung,  so  ist:  k , —^T  = 2r*  = ~n~‘ 

NF=CF-CA=YcA,-AD,+FD,  — CA  Die  Zahnbreite  4,  ist  mindestens  =20N, 
= YCÄr+3ÄD>-  CA,  20N=  2 (AO  - AN)  = 2(s-rlVl)  wenn 

•l»o:  <ACF=<f, 

Jk.zty'r^+So^-r,,  ist.  Aber: 


AF-iinFAM  _ <r  sin  CAD 

tgTl  _ CA  + AF  cos  FAM  ~ r^a  cos  CAD~  o 

ri  -t“  ® rl 


c sin  ABD  __  a*rt 

*(v+o 


und  annähernd : 

Nun  hat  man  bekanntlich: 


V.  = ‘«»i  -it8Ti*  + - 

also  in  nnserm  Falle  annähernd : 


also; 


_ s 2s*  s*  _ s 7s3 

r.---r(.  *ri.  = ri  377«’ 


4 n 


»=vn--v,- 

* 6 "1 


s = 184,23 
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Für  die  Höhe  k = DR  des  grösseren  Zahnes  ist: 

DR  = MD  - MA  = YML*  + LDT-  MA  - YmA'-AL*  '+'  LD*  - MA, 

•Iso: 


k=ir'~  (t;0)* + (t;  0 +0)’  - r = ir'  - (r; + 0* 


Man  hat  nämlich: 


AL  = 


AD- MA  _ n 
CA  ~ r,' 


Näherungsweisc  ergibt  sich: 

Die  kleinste  Zahnbreite  ergibt  sich: 

2 RS  -2(AS-AR) 

d.  h. 

b = 2 (1  — r</). 

Ist  q-AMD,  so  kommt: 

dfi-sin  CAD  _ rs 
tg  7 ~ MA  + AD  cos  CAD  " r»+*i*  ’ 


oder: 


«**(«-¥)• 


oder  näherungsweisc: 


Selxen  wir  noch 


= 184,23  i. 

H 7 


s — b -f  b 1 1 

so  erhält  man  die  Bcdingungsgleichung  für  die  kleinste  Zähnczahl: 
d.  b. 

1 


;ü  + ; 


184' 


Ist  n = nlt  so  kommt: 
ist  1»  — cc : 


"=  ^368=  19i 
n,  = Ym  = 13,5. 


Dio  Evolvcntcnzähnc  sind  also  höher 
und  breiter  als  die  Epicvcloidcnzähne, 
und  deshalb  bei  den  ersteren  die  kleinste 
Zäbncanzahl  grösser.  Dies  ist  jedoch 
kein  grosser  Nachtheil,  da  eine  grössere 
Anzahl  Zähne  besondere  Vortheile  mit 
sich  fuhrt.  Im  Ucbrigcn  sind  die  Evol- 
ventenzähne  die  vortheilhaftestcn,  und 
zwar  namentlich  aus  dem  Grunde,  dass 
ein  Bad  mit  Evolventenzähnen  mit  ver- 
schiedenen andern  Bädern  arbeiten  kann, 
da  die  Form  der  Zähne  der  Evolventen- 
ten- Bäder  nur  von  dem  Radius  des 
eigenen  Thcilkrciscs  abhängt , während 


bei  Cycloidischen  auch  der  Badius  der 
Theilkrcise  des  andern  Bades  einwirkt. 
Man  kann  also,  wenn  sich  die  Um- 
setzungszahl  ändert,  eins  der  Bäder  bei- 
behalten, und  cs  mit  einem  andern  von 
angemessenem  Badius  aber  derselben 
Theilung  verbinden.  Was  die  Arbeit 
der  Reibung  anbetrifft,  so  ist  vor  dem 
Eintritt  die  Centrale : 

1 , = f*Kl  (FO  - AU) 

= fiK,  ( FG  -OG-AV+  UV), 
wo  Kl  den  Normaldrnck  zwischen  den 
Zähnen  bezeichnet.  Für  die  Länge  der 
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Evolventen  hat  man  (liehe  den  Artikel:  Hectification) 

FD'  AD' 

fg=‘2CD'  oa=AU  = i 

Ay  — (jy  — fr'T  — Jlhl. 

AV~  2ML'  VV  ~*T  ~ 1ML' 

woraus  sich  ergibt: 

, uK,(FD'-AD'  AL'-FL'\_fiK,(  4«’-«*  Ir  \*  (ra  \»\ 
L'~  2 V CD  ” ML  )~  2 I CD  (r,0)  Vr,  *7  j 

_fiK,  /Zn'  (ir-rl)o*\_pKla' / 3 2r-r,\ 

“ 2 \M>  Jftr,  )~  2 U’O  MLr , E 

Die  der  Normalkraft  K , entsprechende  Tangentialkraft  ist: 


also,  wenn  man  näherangsweise  setzt: 

CD  = CA  = r, 

;W£  = üfA  = r, 

so  kommt: 

*-e5s(Hsr,)-eS!(f*& 

also  die  anf  den  Theilkreis  redneirte  Reibung: 


oder,  da 
ist: 


uK> 

2 ’ 


(=-  = (—  + —) 

* \ r fj/ 

‘2  nr  :=«<;,  2rtrlzznla 

r=(i+^)nf,K' 


also  auch  hier  gilt  die  obige  Formel. 
Bei  dem  Eingriffe  hinter  der  Ccntrallinie 
ist  die  Reibung  ganz  eben  so  gross. 

21)  Verzahnung  nach  der  Wil- 
lis’schen  Con s trn ct ion . 

8oll  die  in  Abschnitt  14)  gegebene  Con- 
struction  durch  Kreisbogen  nach  Willis 
angewendet  werden,  so  ist  folgender- 
maassen  zu  verfahren.  Durch  den  Be- 
rührungspunkt A der  Theilkrcise  (Fig.  52) 
wird  eine  Grade  00,  gezogen,  welche  mit 
der  Centrale  OM  den  Winkel: 

CAO  = MAO , = 76* 
macht;  hierauf  ein  Loth  errichtet,  und 
von  demselben  von  beiden  Seiten  von  A, 
AN  = diV,  beide  kleiner  als  CL  abge- 
schnitten, wo  C die  Axe  des  kleineren 
Rades  ist.  Man  zieht  nun  die  Graden: 
UNO,  CKN,  MK,N,  und  CN,0„  so 
sind  die  Durchschnitte  0 ,K,  K , , O, 
Mittelpunkte  der  Kreisbogen  BD,  FG, 
D,E,,  GH,,  von  welchen  je  zwei  eine 
Zahncnrve  BDE  z=  B ,D  ,E , nnd  FGH 
=zF,G,H,  bilden.  Sollen  2 Zähnepaare 


in  Arbeit  sein,  so  ist  die  halbe  Theilung v 

AD=AD,  = ^ = AG  = AG, 

auf  die  Theilkreise  zu  tragen,  aus  0 Bo- 
gen DB  tu  beschreiben,  ans  K Bogen 
GF,  aus  K , Bogen  D,E ,,  und  aus  0, 
Bogen  G , H ,.  Ebenso  kann  man  aus  K, 
und  0,  die  Bogen  DE  und  GH  abtra- 
gen,  um  zusammenhängende  Zahnformen 
sogleich  zu  erhalten.  Auch  kann  man 
die  Mittelpunkte  0,  K u.  s.  w.  durch  Auf- 
trägen der  Abscissen  AO  = x,  AK=x, 
u.  s.  w.  bestimmen,  nachdem  diese 
Grössen  durch  die  in  Abschnitt  14)  mit- 
gelhcilten  Formeln  berechnet  sind.  Hier- 
bei ist  der  oben  beschriebene  Odonto- 
graph  anzuwenden.  — Soll  innere  Ver- 
zahnung stattfinden,  so  gelten  dieselben 
Regeln.  C und  M liegen  dann  auf  einer 
Seite  von  A und  es  ist  AO  kleiner  als 
AK,.  Das  Fussstück  BD  geht  in  das 
Kopfstück  über  und  umgekehrt,  Kopf- 
stück DE  in  das  Fussstück. 

Bei  einer  Zahnstange  ist  NK  parallel 
N,K,  parallel  CA  tu  nehmen.  — Hier 
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Fig.  52. 


wie  bei  den  Evolventenz&hnen  hangt  di«  jeder  Punkt  H der  Oberfläche  de»  er- 
Zahnform  des  einen  Rades  nur  von  dem  stcrcn  eine  Curve,  die  man  sphärische 
Radius  desselben,  nicht  von  dem  des  ein-  Epicycloide  nennt.  Da  der  Punkt  O bei 
greifenden  ab.  der  ganzen  Bewegung  denselben  Ab- 

. stand  von  S hat,  so  wird  B sich  immer 
22)  Zahnconstruction  der  com-  auf  dcr  mit  Radius  BS  beschriebenen 
sehen  Räder.  Kugcloberfl&chc  befinden.  — Es  wird 

Wenn  ein  Rotationskcgcl  AS0  (Fig.  53)  dies  noch  immer  der  Fall  sein,  wenn  der 
auf  einem  andern  ASN  rollt,  so  beschreibt  rollende  Kegel  kein  Rotationskcgel,  son- 


Fig.  53. 
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dern  einer  mit  beliebiger  Basis  ist.  Nun 

ist  ganz  wie  bei  den  Stirnrädern  zu  zei- 
gen, dass  immer,  wenn  Kegel  ASO  nuf  den 
beiden  Kegeln,  welche  die  in  einander- 
greifenden  conisrhen  Bäder  bilden,  rollt, 
der  Punkt  B,  die  zusammengehörigen 
Zabncurren,  und  die  Linien  SB,  die  zu- 
sammengehörigen Zahnflächen  beschreibt. 

Nimmt  man  hierbei  an,  dass  ASO 
ebenfalls  ein  Hotationskcgel  ist,  so  hat 
man  also  sphärischo  Epicycloiden  als 
Zahnformen.  Dabei  sind  dieselben  F'ällo 
zu  unterscheiden,  wie  bei  den  Stirn- 
rädern. Ist  namentlich  ASO  congrucnt 
dem  einen  Radkegel,  so  wird  dem  Zahne 
dieses  Bades  der  Punkt  O entsprechen, 
während  das  andere  Bad  Zähne  von  der 
Form  sphärischer  Kpirvcloiden  erhält, 
die  entstehen,  wenn  man  AOS  auf  dem 
zweiten  Bade  rollt.  Nat&rlich  tritt  aber 


hier  an  die  Stelle  des  Punktes  die  grade 
Linie  OS,  und  nn  die  ßtello  der  sphäri- 
schen Epicycloide  A , ß,  die  Fläche  A .SB,, 
wenn  man  statt  der  Zabncurren  die  Zahn  - 
flächen  bestimmen  will. 

Ist  ein  Zahnrad  mit  einem  coniscben 
Drilling  zu  verbinden,  dessen  Zahn- 
Tricbstöcke  die  Form  von  Rotations- 
kcgeln  haben,  so  sind  DS,  D ,S  u.  s.  w. 
die  Axcn  der  Triebstöcke,  und  an  die 
Stelle  von  A,BtS  tritt  eino  andere,  deren 
Leitlinie  acquidistnnt  zu  A,B,  ist,  so 
dass  beide  Flächen  gemeinschaftliche 
Evolutenflächen  haben. 

Es  giebt  aber  noch  eine  sehr  einfache 
Constructionsregel  für  die  Zähne  coni- 
scher  Bäder  überhaupt.  — Wenn  durch 
den  Berührungspunkt  A die  grade  Linie 
67/  (Fig.  54)  rechtwinklig  auf  AS  gezo- 
gen wird,  so  dass  sie  beide  Radaxcn. 


SM  und  SC  mit  einander  verbindet,  so 
kann  man  mit  AG  und  AH  um  diese 
Axe  zwei  neue  Kegelflächcn  AGN  und 
AHO  derart  beschreiben,  dass  sie  in  A 
die  den  Kalotten  APN  und  AKO  ent- 
sprechenden Kugclflächen  berühren.  Es 
wird  dann  A das  benachbarte  Bogen- 
Element  DB  in  der  Kegelfläche  AGN , 
und  Element  DE  in  der  Kcgelflächo  HEO 
sich  befinden.  Hieraus  folgt  folgenderSatz: 
„Wenn  man  die  Kegclfläcbcn  AGN 
und  AHO  in  die  Ebene  abwiekclt,  wie 
die  folgende  Figur  anzcigt  (Fig  55),  und 
die  so  erhaltenen  Kreisscctoren  AGN , 
und  AHO , verzahnt,  wie  dies  bei  Stirn- 
rädern geschieht,  und  die  so  entstandene 
Figur  wieder  als  Kegelmantel  aufwickelt, 
so  werden  die  Zähne  Leitlinien  der 


Zahnflächen  beider  Räder.  Legt  man 
durch  jeden  Punkt  derselben  eine  nach 
S gerichtete  Linie,  so  hat  man  die  Zahn- 
flächcn.“ 

Diese  Regel  ist  praktisch  zu  verwehr- 
ten, wenn  man  die  Scctoren  aus  dünnem 
Blech,  auch  wohl  Leder  anfertigt. 

Was  die  Halbmesser  AG  = p,  AH=ft 
der  Kreisscctoren  anbetrifft,  so  seien 
wieder  r,  r,  die  äusseren  Radhalbmesser, 
also  MA  = r,  Ci4  = r,,  SA  — a der  Halb- 
messer der  Kugel,  < ASM  — i,  /1SC=«,, 
und  man  hat  dann: 


p = a tg  i = 


r 

cos  i 


Qi 


-« <6*i  = 


r. 

COB  «, 
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Fift.  55. 


(Abschnitt  10).  Diese  Wcrthe  sind  statt 
r und  r,  in  die  Formeln  von  Abschnitt  14) 
cinzuführcn.  Noch  hat  man; 

_ * 4-  c°»  <?  ^ 
p i ~ tg  i , — 1 + X cos  J 


23)  Verzahnung  der  hyperbo- 
lischen Räder. 

Für  die  hyperbolischen  Rider  gilt  die 
eben  angeführte  Regel  noch  immer.  Die 
Stirnflächen  der  Zahne  denkt  man  »ich 
in  den  Kegelflachen  AIIK  und  ALN 


. 

4 


Fig.  56. 


(Fig.  56)  liegend,  wickelt  dieselben  ab, 
und  verzahnt  sie.  Setzt  man  AKx—t, 
AL , =>,,  so  ergibt  sich  aus  Abschnitt  11): 

»*  = r*  + l1  tg  i* , = r,*  + f*  tg  s,> 

und  wie  bei  den  conischen  Rädern: 


schneiden,  auf  beide  Kreise  MFG  und 
CEH  gewickelt,  welche  bezüglich  M und 
C zu  Mittelpunkten  haben , und  diese 
Grade  HU  berühren.  Die  Evolventen- 
bogen EF  und  GH  sind  dann  die  Zahn- 
formen. 


JL  = ÜL1  = ^ + c°8  ^ 24)  Geschichtliches  und  Lite- 

*i  *8*1  1+lcostf  ratur. 


Bei  dieser  Zahnconstruction  findet  auch 
die  Kreisevolvente  ihre  Anwendung.  Es 
wird  (Fig.  57)  die  Grade  HU,  in  welcher 
sich  beide  Radebenen  AMB  und  ACD 


Die  Zahnconstructionen  sind  von  Olaus 
ROmer  zuerst  angegeben,  spater  haben 
sich  Lahire,  Dcpacieux  und  namentlich 
Euler  damit  beschäftigt. 
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Fig.  57. 


Die  Theorie  der  Zahnräder  ist  ent- 
halten in  Kiteiweins  Statik,  llachelle 
Tratte  elemmlaire  des  machines.  Willis 
Prinriples  of  Meckanism , Olirier  geo- 
metrische Theorie  der  Zahnräder.  Die- 
sem Artikel  ist  namentlich  zu  Grunde 
gelegt.  „Wcisbachs  Lehrbuch  der  Inge- 
nieur, und  Maschinen  - Mechanik.“ 

Rad.  Vergleiche  die  Artikel:  Wasser- 
rad, Wagen. 

Rad  an  der  Veile,  Radwelle  (siehe 
Rad). 

Radicand,  der  Ausdruck,  aus  dem  eine 
Wurzel  gezogen  wird. 

Radius,  Halbmesser,  ist  im  Kreise  die- 
jenige Grade,  welche  vom  Mittelpunkt 
bis  zur  Peripherie  sich  erstreckt. 

Bei  den  Kegelschnitten,  welche  einen 
Mittelpunkt  haben,  also  bei  Ellipsen  nnd 
Hyperbeln,  heisst  Radius  ebenfalls  die 
Grade,  welche  von  demselben  bis  zur 
Curve  gezogen  ist.  Wahrend  die  Radien 
eines  Kreises  gleich  sind,  ist  dies  bei 
denen  der  Kegelschnitte  nicht  der  Fall. 
Dagegen  sind  diejenigen  beiden  Radien, 
welche  in  eine  grade  Linie  fallen,  auch 
bei  den  Kegelschnitten  unter  einander 
gleich ; d.  h.  jede  Grade,  die  von  einem 
Punkte  der  Peripherie  znm  andern  und 
durch  den  Mittelpunkt  geht,  wird  in  dem 
letzteren  halbirt.  Die  Parabeln  haben 
keinen  Radios,  oder  vielmehr  derselbe 
ist  unendlich  gross,  da  der  Mittelpunkt 
einer  Parabel  in  die  Unendlichkeit  nickt. 

Auch  die  Kugeln  nnd  überhaupt  die 
Flächen  zweiter  Ordnnng  haben  Radien, 
und  wird  darunter  die  grade  Linie  ver- 
standen, welche  einen  Pnnkt  der  Ober- 
fläche mit  dem  Mittelpunkte  verbindet, 
Anch  hier  sind  die  zwei  eine  Grade  bil- 
denden Radien  gleich.  Bei  denjenigen 
Flächen  zweiter  Ordnung,  wo  der  Mittel- 


punkt ins  Unendliche  rückt,  ist  ebenfalls 
der  Radios  unendlich  gross  zu  denken, 
nnd  ist  dies  namentlich  bei  den  Para- 
boloiden  der  Fall. 

Radios  Vector,  auch  wohl  gradezu  Ra- 
dius im  allgemeineren  Sinne  genannt, 
ist  diejenige  grade  Linie,  welche  sich 
von  einem  beliebigen  als  fest  zu  bettach- 
tenden Punkte,  dem  Pole,  nach  irgend 
einem  Punkte  einer  Curve  oder  Fläche 
erstreckt  Der  Radius  vector  und  der 
Centriwinkel  oder  das  Argument  bilden 
die  Polorcoordinaten  in  der  Ebene,  der 
Radius  vector  in  Verbindung  mit  zwei 
Winkeln  die  Polarcoordinaten  im  Ramne 
(siehe  hierüber  den  Artikel:  Analytische 
Geometrie). 

Radios  der  Krflmmoog,  Krünunoogs- 
radiOS  ist  der  Radius  eines  Kreisos, 
welcher  eine  einfach  oder  doppelt  ge- 
krümmte Curve  in  einem  gegebenen  Punkte 
so  innig  als  möglich  berührt.  Derselbe 
kann  auch  definirt  werden  als  der  Ra- 
dius eines  Kreises,  welcher  durch  drei 
einander  unendlich  nahe  Punkte  einer 
Curve  geht.  Je  grösser  der  Krümmungs- 
radius ist,  desto  geringer  ist  die  Krüm- 
mung der  Curve.  Bei  einer  geraden 
Linie  ist  in  jedem  Punkte  der  Krüm- 
mungs-Radius unendlich  gross.  Man 
betrachtet  daher  den  umgekehrten  Werth 
des  Krümmungsradius  als  das  Maass  der 
Krümmung.  Wird  unter  dt  das  Element 
der  Bogenlänge  der  Curve,  unter  dl  der 
unendlich  kleine  W'inkcl  verstanden,  den 
zwei  nächste  Tangenten  mit  einander 
bilden,  und  ist  r der  Krümmungsradius, 
so  hat  man: 


dt 


und  cs  ist  folglich: 


das  Maass  der  Krümmung. 

Radix  siehe:  Wurzel.  , 

Radlinie  gleichbedeutend  mit  Cycloide. 
1)  Gemeine  Cycloide. 

Es  wird  unter  Cycloide  im  engeren 
Sinne  diejenige  Curve  verstanden,  welche 
ein  Punkt  der  Peripherie  eines  Kreises 
beschreibt,  der  sich  auf  einer  graden 
Linie  wälzt  oder  rollt,  d.  h.  der  sich  anf 
der  graden  Linie  so  bewegt,  dass  er 
dieselbe  stets  berührt,  nnd  um  den  mo- 
mentanen Berührungspunkt  eine  unendlich 
kleine  Drehung  macht.  Das  abgerolhe 
Stück  des  Kreises  und  der  Tbeil  der 
Graden,  den  er  zurücklegt,  werden  also 
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immer  gleich  sein.  — Diese  Corvc  hat 
verschiedene  merkwürdige  Eigenschaften, 
nnd  ist  in  mehreren  Tbeilen  der  ange- 
wandten Mathematik  von  Wichtigkeit. 
Zuerst  sollen  sich  nach  Wallis  Angabe 
mit  ihr  der  Cardinal  Cusa  und  ein  ge- 
wisser Bovillua  beschäftigt  haben.  Er- 
sterer  schon  nm  das  Jahr  1481,  letzterer 
etwa  um  1500. 

Die  geometrischen  Haupteigenschaften 
der  Cydoide  sind,  dass  ihre  Evolute  eine 
congruente  Curve  ist,  eine  Entdeckung, 
welche  von  Huyghens  herrührt  (Endo 
des  17.  Jahrhunderts).  Schon  viel  frü- 
her hat  Roberval  gezeigt,  dass  sich  ge- 
wisse von  der  Cydoide  begrenzte  F1&- 
chenräume  geometrisch  quadriren  lassen 
(1634).  Das  Tangentenproblcm  in  Be- 
zug auf  diese  Curve  ist  von  Descartcs  und 
Fermat  gelöst  worden.  Huyghens,  Lcib- 
nitz  und  Johann  Bcrnoulli  bestimmten 
andere  Flächcnräume  der  Cydoide,  wolche 
quadrirt  werden  können.  Eben  so  merk- 
würdig sind  die  mechanischen  Eigen- 
schaften der  Cydoide.  Jakob  Bernoulli 
fand  1697,  dass  sie  die  Linien  des  kür- 
zesten Falles  (Brachystochronc)  ist,  d.  h. 
diejenige  Curve,  auf  welcher  sich  ein 
schwerer  Körper  bewegen  muss,  wenn  er 
unter  dem  Einflüsse  der  Schwerkraft 
allein  in  möglichst  kurzer  Zeit  von 
einem  zu  einem  andern  gegebenen  Funkte 
gelangen  soll.  Schon  früher  war  fest- 
gestellt,  dass  ein  Punkt,  welcher  auf 
einer  Cydoide  Pendelschwingungen  macht, 
grössere  und  kleinere  Schwinguugsbogcn 
in  gleicher  Zeit  beschreibt.  Die  Cydoide 
ist  also  auch  Tautochrone,  welche  Eigen- 
schaft Huyghens  auf  Ulirpendcl  anwenden 
wollte,  um  der  Uhr  einen  ganz  glcichmässi- 
gen  Gang  zu  geben,  jedoch  haben  die  cycloi- 
dischcn  l’cndel  andrerseits  zu  grosse  Nach- 
thcile,  auch  nähert  sich  der  Gang  eines 
Kreispendels,  wenn  er  auch  nicht  voll- 
ständig tautochron  ist,  dieser  Eigenschaft 
doch  in  dem  Maassc,  dass  ein  solches  für 
Uhren  völlig  ausreicht. 

Um  die  Gleichung  der  Cydoide  (Fig.  58) 
in  rechtwinkligen  Coordinatcn  zu  entwik- 
keln,  sei  die  Grade,  auf  welcher  der  Kreis  C 
rollt,  0X  zugleich  Axe  der  X.  Im  An- 
fänge der  Bewegung  möge  sich  der  Punkt 
A der  Periphorie,  welcher  die  Cydoide 
beschreibt,  im  Anfangspunkte  O der 
Coordinatcn  befinden.  Ist  M der  momen- 
tane Berührungspunkt,  so  ist  also: 

OM  = Bogen  AM. 

Sei  < ACM  = 8,  r = CA  der  Radius  des 
Kreises,  AN  = y,  ON  = x,  zieht  man 
noch  CP  parallel  MN,  so  ist: 

<ACP=9-%, 


Fig.  58. 


CP  ~r  cos  (.1  — y)  = r sin  9, 


y = AN  = AP+  PN  = AP  + CM, 
x = ON=  OM-NM-  Bogen  AM  — CP 
und  Bogen 

AM  = r9, 

also: 

1)  y = r (1  — cos  8), 

2)  x = r (9  — sin  9). 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann  9 
eliminirt  werden,  und  man  hat  dann  die 
Gleichung  der  Cydoide  in  entwickelter 
Form,  nämlieh: 

„ r — u 
cos  9 = , 

3)  x = r (arccos ^ 

Bequemer  ist  es  jedoch  in  den  meisten 
Rechnungen  sich  der  Formeln  1)  und  2) 
zu  bedienen,  ohne  9 zn  eliminiren. 

Die  Cydoide  ist  eine  transccndeote 
Curve.  Aus  ihren  Gleichungen  sowohl, 
als  auch  aus  der  Entstchnngsart  dersel- 
ben lässt  sich  leicht  ihre  Gestalt  ab- 
lciten.  — Gehen  wir  hierbei  von  den 
Gleichungen  1)  und  2)  aus,  und  setzen 
zunächst: 

9'  = 2n  + 9,  x1  = x-\-2nr, 
so  ergibt  sich  daraus : 
y = r(l  — cos  8'),  x’  — r(8'  — sin  8 r). 

Diese  Gleichungen  haben  ganz  die  Form 
von  1)  und  2)  und  es  folgt  daraus,  dass 
die  Cydoide  in  congruente  Stücke  zer- 
fällt, OMA,  ANB  u.  s.  w.  (Fig.  59),  der- 
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Fig.  59. 


srt,  dass  die  Abscibseunnterschiede  der 

Punkte  O und  A,  A und  B u.  s.  w.  gleich 
der  Peripherie  des  Erzeugungskreises  sind. 

Die  Anzahl  dieser  Stücke  ist  unendlich 
gross,  sie  erstrecken  sich  nach  beiden 
Seiten  der  X-Axe  hin,  da  für  jedes  reelle 
9 reelles  x und  y sich  ergibt.  >'  ist 
immer  positiv,  also  die  Curve  liegt  stets 
über  der  Abscissenaxe.  Sotzt  man  noch : 


diu  Corvo  mit  der  Axc  der  x ist  gege- 
ben durch  die  Gleichung: 


, du  sin  9 . 9 

tg  / = -£■  = = cot 

dr  1 — cos  9 2 


also  : 


/ = 


n - 9 


9,=2it  — 9,  x,  =2  nr  — x, 
so  kommt : 

y = r(l  - cos  9,),  *,  = r(9,  - sin»,), 
Gleichungen,  die  wieder  die  Form  1)  und2) 
haben,  nnd  zerfällt  daher  jeder  Tlicil 
OMA  wieder  in  zwei  symmetrische  Con- 
grnente  OM  und  MA.  Es  ergiebt  sich : 

^ = r(l-cos  9), 

ein  immer  positiver  Ausdruck;  mit  zu- 
nehmenden 9 wird  also  x immer  wach- 
sen. Ferner  ist: 


ein  Ausdruck,  der  von  9 = 0 bis  9 = n , 
also  von  O bis  M positiv,  wo  9 = n bis 
9 = 2n  negativ  ist,  cs  findet  also  in  Hl 
ein  Maximum  stau.  Für  9 = o ist  y = o, 
also  in  Punkt  0,  folglich  in  A u.  s.  w. 
trifft  die  Cnrve  die  Abscissenaxe,  ohne 
sie  jedoch  zn  schneiden. 

Der  Winkel  I der  BcrübrungBÜnie  an 


der  Winkel  der  BerOhrnngslinie  mit  der 
Abscissenaxe  ist  also  gleich  dem  Com- 
plcmcnt  des  halben  Winkels  nm  den 
der  Erzcngungskrcis  fortgerollt  ist.  Dies 
giebt  offenbar  eine  geometrische  Con- 
struction  der  Tangenten.  Für  5=0,  ist 

l = -g-  ; also  die  Curve  steht  in  den 

Punkten  0,  A u.  s.  w.  auf  der  Abscissen- 
axe  senkrecht,  und  da  dies  von  den  bei- 
den Zweigen  OMA  nnd  ANB  gilt,  dis 
sich  z.  B.  in  A treffen,  so  werden  die- 
selben sich  in  A berühren,  nnd  also  in 
den  Punkten  0,  A u.  s.  w.  eine  Spitze 
bilden. 

Was  die  Quadratur  der  Cycloide  an- 
betrifft, so  betrachten  wir  den  Flächen- 
inhalt eines  Stückes  OLK,  wo  wir  OK =*, 
LK  = y setzten.  Es  ist  dann: 


der  gesuchte  Flächeninhalt  also  auch: 


F = J'  y^d9  = r*^  (1  — cos  9)1  tf9  = r*^\l  - 2 cos  9 -f  cos  9*)<M, 


d.  h. 


F=r*J'  2 cos  9 + -i-cos2  d9  = r*  —2  sin  9 + -^-sin  29^. 

Will  man  den  Flächeninhalt  des  Stückes  OMA  haben,  so  ist  9 = 2n  zn  setzen, 
und  man  hat: 

F = 3nr>. 

„Der  Flächeninhalt  des  von  einem  Zweige  der  Cycloide  nnd  der  Abscissenaxe 
eingeachloasenen  Stückes  ist  gleich  dem  dreifachen  Flächeninhalte  des  Erzengunga- 
kreises.“ 
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Soll  die  Länge  S des  Bogens  OL  gefunden  werden,  so  hat  man' 


s =/„V(s)*+  •’*  + (!-  cos  »)’  «»  = 2r/’.in  | d», 


Wird  der  halbe  Zweig  OM  gesucht, 
hat  man  9 = n,  also : 

S=  4r 

und  fflr  den  ganzen  Zweig  OdM : 

S=  8r. 

2)  Verlängerte  und  verkürzte 
Cy  cl  oid  e. 

Denkt  man  sich  statt  des  Punktes  A 
in  der  Peripherie  des  Erzeugungskreises 
einen  beliebigen  mit  diesem  Kreise  fest- 
verbundenen Punkt  B,  so  wird  letzterer, 


i-cosl)- 

während  der  Kreis  anf  der  graden  Linie 
OX  rollt,  eine  Curve  beschreiben,  welche 
man  verkürzte  Cycloide  nennt,  wenn  B 
ausserhalb  des  Erzcugnngskreises  liegt; 
verlängerte  Cycloide,  wenn  B innerhalb 
desselben  liegt.  — Wir  gehen,  um  die 
Gleichungen  dieser  Curven  zu  bestimmen, 
vom  ersteren  Falle  aus.  Sei  wieder  C 
Mittelpunkt  des  Erzengungskreises,  r sein 
Radins,  ziehen  wir  BC , welche  Grade 
den  Kreis  in  A schneidet.  Die  Linie, 
anf  welcher  der  Kreis  rollt,  OX  sei  wie- 
der Abscissenaxe  (Fig.  60),  Anfangspunkt 


Fig.  60 


der  Coordinaten  derjenige  Punkt  O,  in 
welchem  Punkt  A die  Axe  der  X be- 
rührt. und  der  abgcrollte  Winkel  ACM  = 9, 
es  ist  dann  BN  — y,  ON=jc.  Setzen  wir 
noch  BA=a,  und  ziehen  PC  parallel  OX, 


Gleichungen  werden  etwas  einfacher, 
wenn  man  eine  Axe  der  x annimmt, 
welche  der  ersteren  parallel,  aber  um 
die  Entfernung  a von  ihr  absteht. 

Es  ist  dann 


so  ist:  ON  = OM-  MX  = OM  - PC, 
BN=BP+PN  = BP+CM. 

Aber: 

OM  — r», 

PC=(r+a)  cos  (»  — y)=  (r+n)>in 
CM  = r, 

BP-=(r+a)  sin  ^»  — ^ = —(r+u)  cos  ». 
d.  h. 

x z=  r9  — (r  + a)  sin  9 
y = r — (r  + a)  cos  9. 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  ver- 
kürzten Cycloide.  Für  die  verlängerte 
ist  eben  a nur  negativ  zu  nehmen.  Die 


y,  =Jf  + o 

zu  setzen,  also: 

1)  x = r (9  — sin  9)  — a sin  9, 

2)  y,  = (r  + o)(l  - cos»). 

Gehen  wir  von  diesen  Gleichungen  am, 
so  lässt  sich  ganz  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte zeigen,  dass  die  Curve  aus  con- 
gruenten  Abschnitten  OMA,  ANB  u s.  w. 
besteht,  die  wieder  in  zwei  symmetrische 
Theile  OM  und  J VA  zerfallen. 

Hier  ist  jedoch  für  die  verlängerte  und 
die  verkürzte  Cycloide  ein  wesentlicher 
Unterschied  zu  machen.  Es  ist  nämlich 
für  die  erstere 

de  , , „ 

— = r-(r— o)c os» 
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und  für  die  letzere : 

r — (r  + a)  cos  ft. 

Der  erstcrc  Ausdruck  ist  immer  positiv. 
Die  Abscisse  der  verlängerten  Cycloide 
wird  nlso,  wenn  ft  zunimmt,  nach  immer 
tanehmen;  diese  Curvo  wird  sich  also 
hie  selbst  schneiden.  Uebrigens  wird  sie 
in  den  Endpunkten  O,  A . . . der  Zweige 
nicht  wie  die  gewöhnliche  Cycloido  eine 
Spitze  haben,  denn  es  ist: 

^ = (r-«)sin» 


tg  l=^=  (»•-«)»'"» 

dx  r — (r  — o)  cos  ft 

und  für  ft  = 0 auch  1 = 0;  es  findet  also 
in  den  Endpunkten  der  Zweige  Berüh- 
rung statt.  Bei  der  verkürzten  Cycloide, 
. dx 

ist  j-  negativ  (Fig. Gl)  wenn: 

(itr 


also : 


r < (r  + o)  cos  ft. 


cos  ft  > 


r + a 

ist;  dies  ist  für  ft  = 0,  also  in  den  Punk- 


ten O,  A u.  s.  w.  und  in  ihrer  Umgc-  finden,  woraus  dann  folgt,  dass  sieh  je 
bung  sicher  der  Fall,  und  cs  wird  daher  zwei  auf  einander  folgende  Zweige 
um  diese  Punkte  herum  ein  Abnehmen  schneiden  (Fig.  62)  und  eine  Schleife 
der  Abscisse  mit  zunehmendem  ft  statt-  bilden.  Uebrigens  wird  auch  hier  die 


Fig.  61. 


Fig.  62. 


Curvc  die  Axe  der  x,  wo  sic  dieselbe 
trifft,  berühren. 

Was  den  Schnittpunkt  je  zwei  auf 
einander  folgender  Zweige  anbetrifft,  so 


müssen  hier  zwei  Werthe  von  x nnd  y, 
die  ungleichen  ft  entsprechen,  einander 
gleich  werden.  Setzen  wir,  nm  diesen 
Punkt  zu  finden : 


r (ft  — sin  ft)  — a sin  ft  — r (ft,  — sin  ft,)  — a sin#, 


und  i (r  + a)  (1  — cos  ft)  = (r  + a)(l  — cos  ft,) 

so  ergibt  sich  aus  der  letzteren  Gleichung: 


cos  ft  = cos  ft , 

ft , = 2/i  + ft  oder  =2 a — ft  oder  = 4*  — 9 ; 
andere  Werthe  können  nicht  stattfinden,  wenn  ft,  und  ft  zwei  auf  einander  fol- 
genden Zweigen  entsprechen. 

5 
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Die  beiden  ersten  Werthe  in  die  erste  Gleichung  setzend,  erbalten  wir: 
r(9  — sin  9)  — a sin  9 = 2nr  +r  (S  — sin  .*>)  + a sin  9. 

Der  erste  Werth  gibt  kein  Resultat;  aus  dem  letaleren  erhalten  wir: 

' r9  — (r  -f  a)  sin  9 = nr 


9 — n = ^1  + -jf)  sin  9, 


was  ebenfalls  unmöglich  ist,  da  9 — n und  sin  9 ungleiche  Vorzeichen  haben.  Es 
ist  also  9,  =4 1~9  zn  nehmen  Die  zweite  Gleichung  gibt  dann: 


9 — 2*  = ^1  + — ^ sin  9 ; 


damit  9 —2s  nnd  sin  9 gleiche  Vorzeichen  haben,  muss  9 zwischen  2n  und  3z 
liegen. 

Es  ist  diese  Gleichung  immer  zn  erffillcn,  denn  der  Differcnlialquotjent  der 
rechten  Seite  ^ cos  9 ist  im  Anfänge  fiir  9 = 2i  grösser  als  der  der  lin- 

ken Seite  1)  die  rechte  Seite  wird  also  anfänglich  auch  schneller  wachsen,  da  sie 
aber  för  9-  - 3z  ein  Maximum  1 + ~ erreicht,  und  9 — z von  0 bis  n wächst, 

so  mössen  beide  Seiten  einmal  gleich  werden,  nnd  der  entsprechende  Pnnkt  ist 
der  Schnittpunkt.  Gleichung: 

Ur  l = (r  + a)  »in  > 

r — (r  -f  a)  cos  9 

gibt  nach  sin  Mittel  zur  geometrischen  Construction  der  Bertihrungslinie 
Was  die  Quadratur  anbetrifft,  so  ist: 

dx  f* 

y ! — <f.4  r - (r  + a)  I (1  — cos  9)  (r  — (r  + o)  cos  0)  d9 
0 ““  ' 0 

— (r+a)f  (~~Y~  ~ (2r  + a)  cos  9 + cos  29^  d9. 


also : 


F = (L±Ä±f)  * - (r  + „)  (2r  + „)  sin  »+  sin  2». 


Also  wenn  man  den  vom  ganzen  Zweige  eingeschlosscnen  Kaum  berechnen  will, 
wo  dann  £ — 2 1 zu  nehmen  ist : 

F=  (r  -f  a)  (3 r -f-  a)  n. 


3)  Epicycloide  und  Hypocy- 
cloide. 

Nimmt  man  statt  der  graden  Linie, 
auf  welcher  der  Erzeugungskreis  rollt, 
einen  andern  festen  Kreis,  so  beschreibt 
ein  Funkt  der  Peripherie  des  Erzeugungs- 
kreises eine  Curvc,  die  man  im  allge- 
meineren Sinne  auch  als  Cycloide  be- 
zeichnet, und  die  Epicycloide  oder  Hy- 
pocycloide  genannt  wird,  je  nachdem 
beide  Kreise  sich  von  aussen  oder  von 
innen  berühren.  Auch  beschreibt  ein 
Punkt,  der  nicht  in  der  Peripherie  des 
Erzeugungskreises  liegt,  aber  mit  ihm 
fest  verbunden  ist,  eine  verkürzte  oder 
verlängerte  Epicycloide  bezüglich  Hypo- 
cycloide,  je  nachdem  dieser  Punkt  ausser- 
halb oder  innerhalb  des  Erzeugungskreises 
liegt.  Um  die  Gleichungen  dieser  Curven 


zu  entwickeln,  gehen  wir  von  der  ver- 
kürzten Epicycloide  aus.  — Sei  O (Fig.  63) 
der  feste  Kreis,  C der  Erzeugungskreis, 
B der  Punkt,  welcher  die  Curve  beschreibt. 
Wir  ziehen  die  Graden  BC  und  CO,  die 
crstcre  möge  Kreis  C in  A schneiden, 
die  letztere  geht  durch  den  momentanen 
Berührungspunkt  M der  Kreise. 

Sei  F derjenige  Punkt  des  festen  Krei- 
ses, welcher  mit  A in  Berührung  kommt, 
und  sei  XO  Axe  der  x,  also: 

DO  = X,  BD  zz  y, 

setzen  wir  ferner  BAzz  ä,  AC=r,  MOzz  R, 
Bogen  FMzz AM  = s,  so  ist: 

Gß=  CE  = («  + r)  sin  4. 

/I 

F.O  = (ft+  r)  cos  ~ 

Ml 
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Fig.  63. 


Winkel  BCG  = BCO  - GCE  - ECO  = — - n + 

r n 

BG  = BCsmBCG  = - (r  + A)  sin  (-1-  + -i-)  i 

CG  = DE  = BC  cos  BCG  = - (r  + A)  cos  (i-  + -i)  s. 

Also  : BD  = BG  + GD,  DO  = DE+  EO,  d.  h. 

1)  y = (Ä  + r)sin-^-(r+A)sin(i  + ^r)» 

2)  x = (Ä  + r)cos-^  — (r  + A)cos  *• 

Ans  diesen  Gleichungen  wäre  i zu  climinircn,  um  die  Gleichung  der  Curve 
zwischen  x und  y zu  erhalten.  Besser  aber  lasst  man  die  Gleichungen  in  der 
obigen  Gestalt.  Für  die  verkürzte  üypocycloidc  ist  r negativ  zu  nehmen.  Sucht 
man  die  verlängerten  Cycloiden,  so  ist  A negativ  zu  nehmen.  Für  die  eigent- 
liche Epicycloide  und  Hypocycfoide  ist  A = 0 zu  setzen,  so  dass  man  hat  für  die 
Epicydoide  : 

8)  y = (K  + r)»in^— rsin^  + i). 

4)  * = (fl  4-  r)  cos  - r cos  (i  + -i)  s, 

und  für  die  Hypoeycloide: 

6)  y = (A  — r)  sin  + r sin  - -^)  s 

6)  * = (Ä-r)cos^--frcos 

Ist  fl  = oo  , so  hat  man,  wie  leicht  zu  sehen,  die  gemeine  Cycloide,  doch  ist 
in  diesem  Falle  eine  Coordinatcn- Transformation  nüthig,  da  0 in  die  Unendlich- 
keit rückt.  Ist  r = oo,  so  verwandelt  Bich  der  Erzcugnngskreis  in  eine  Grade, 
die  Curve  wird  eine  Kreisevolvente.  Die  Gleichungen  derselben  ergeben  sich  dann 
leicht  a.  B.  aus  3)  und  4).  Es  ist  nümlich  in  diesem  Falle: 

. /I  , 1\  .1  1 , 1.1  . s , s 

r sin  1 — H 1 j =:r  sin  — » cos  — s -f  r cos  -=•  s sin  — s = r sin  4-  * cos  — . 

\ tl  r / Kr  HK  K K 

/ 1 , 1 \ S 1 .t.»  > s 

\ R r / Är  fl  r fl  fl 
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also: 


y -R  sin^  — s cos  -jjp 

„ i s 

X = H cos  — + « sin  — . 

n li 


Die  Gestalt  der  Cycloiden  ist  leicht  aas 
der  Erzeugungsweise  darzustellen. 

Es  sind  hier  die  gemeine  Hypocvcloide 
(Fig.  64)  und  die  Epicycloide  (Fig.  66) 
dargestcllt.  Die  verlängerten  und  ver- 
kürzten Curven  haben  ähnliche  Versclilin- 


Fig.  64. 


Fig.  65. 


gungen  bezüglich  Ausschweifungen,  wie 
dies  bei  der  verlängerten  und  verkürzten 
Cycloide  stattfand  (Fig.  66  und  67).  Es 
ist  auch  leicht  zu  sehen,  dass  im  Allge- 
meinen alle  diese  Curven  aus  unendlich 
viel  Zweigen  bestehen,  dass  dies  aber 
nicht  statttindet,  wenn  die  Kadicn  r und 
R ein  rationales  Verbältniss  haben.  In 
diesem  letzteren  Falle  werden  auch  die 
Gleichungen  der  Curven  algebraisch. 

Denn  setzt  man  R = nr,  , wo 

it  eine  Rationalzahl  ist,  so  wird : 


co6  — = cos  it,  sin  — = sin  o 

ll  li 

C°S  (-Jf  + -^r)*  = cos(n  + l)ir, 

sin  (-i  + -p)  * = sin  (n  -f  1)  it 

und  die  Grossen  cos  o,  cos  ( n + 1)«, 
sin  ii,  sin  (n  -(- 1)  n stehen  immer  in  einem 
algebraischen  Zusammenhang.  Bei  vie- 
len Untersuchungen  in  der  reinen  und 


Fig.  66. 


angewandten  Mathematik  stellen  sich  in  Fall  wäre  der  wo  r negativ  und  n = — 1 
der  That  algebraische  Curven  von  vor-  ist;  dann  haben  die  Gleichungen  1)  und  2) 
schiedenen  Graden  ein,  die  in  die  Reihe  die  Gestalt: 
der  Cycloiden  gehören.  Der  einfachste  y = 0,  x - r — h. 
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Die  Curve  wird  ein  Funkt.  beizen  wir  welehes  die  Gleichung  der  betreffenden 


dagegen  » — 1,  so  haben  wir : 

y = 2 r ein  a — (r  + A)  sin  2a 
* = 2 r co»  a — (r  + A ) coe  2or. 

Beide  Gleichungen  ine  Quadrat  erho- 
ben and  addirt  geben: 

**+y*=:  4r*  +(r+A)J  — 4r(r  + A)coso, 


Cycloide  ist.  Sei  noch 
n = — 2,  so  kommt : 


r negativ  und 


y = r ein  « — (r  — A)  Bin  a 
x = r cos  o + (r  — A)  cos  «. 

Ist  A = 0,  die  Curve  also  eine  gemoine 
Hypocycloide,  so  wird  y = 0. 

, , , . ..  „ „Die  Hypocycloide,  welche  aus  einem 

wahrend  die  letzten  der  beiden  Ursprung-  Erzeugungskreise  entsteht,  dessen  Radius 
liehen  Gleichungen  die  Form  annimmt:  halb  s0  Kro88  als  ,ler  des  feBten  Krei8es 

2r  cos  a — 2(r  -f  A)cos  <**  + r-f  A = x;  ist,  wird  eine  grade  Linie.“ 
eliminirt  man  o,  so  erhält  man  eine  Glei-  Im  allgemeinen  Falle  bat  man : 
chung  vierten  Grades.  y = Asina,  x = (2r  — A)  cos  er, 

Ist  noch  A gleich  Null,  also  die  Curve  &j80 . 
eine  gemeine  Epicydoide,  so  ergibt  die 
letzte  Gleichung: 


cos  a*  — cos  n = 


A>  T (2 r - 


A) 


= 1. 


2r 


-=*±y*+v=*±i/|_^ 

ans  der  vorletzten: 

> + ,>  = 5r»-4r*(*  + |/*-±), 


„Die  verlängerte  oder  verkürzte  Cy- 
cloide ist  also  in  diesem  Falle  ein  Kegel- 
schnitt.“ 

Für  r-h  verwandolt  sich  derselbe  in 
einen  Kreis. 

Im  Falle,  dass  A =0  ist,  lässt  sich  die 
Rcctification  immer  bewerkstelligen. 

Man  hat  für  den  Bogen: 


und  aus  3)  und  4)  ergibt  sich: 
dx  R + r 
Ti  ~ R co 
dy  _ _Ä  + r 
dt  ~ R~ 


d.  h. 
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s =/’  2 i1  + ff)  ""  T d‘  = 4 (l  + ff)  r (l  — co*  £)• 

Für  des  halben  Zweig  der  Cydoide  ist  in  setzen  i = nr,  also: 

S = *'('  + S'). 

und  für  den  ganzen: 

s = M'  + i> 

In  allen  diesen  Formeln  ist  für  die  Hypocycloide  r negativ  zu  nehmen.  Wenn 
die  Werthc  von  S negativ  werden,  so  hat  dies  Zeichen  natürlich  keinen  Einfluss, 
da  es  nur  auf  den  absoluten  Werth  von  S ankommt. 

Die  Gestalt  der  Formeln  1)  und  2)  zeigt  schon,  dass  sich  die  Quadratur  der 
von  Cycloiden  begrenzten  Flichenstücke  für  jeden  Werth  von  A ausführen  lasse. 
Setzen  wir  n&mlich  wieder : 

5 „ 

— = «,  n — nr 

r nr 

wo  jedoch  » ganz  beliebig  ist,  so  haben  wir: 

y = r(l  + »)  sin  a — p sin  (n  + 1) « 
x = r (1  4-  »)  cos  n — p cos  (n-f-l)  «. 

So  ist  ein  von  der  Abscissenaxe  der  Curve  und  einer  Ordinate  begrenzte»  Flachen- 
stück gegeben  durch  die  Formel: 


also: 


dx 

da 


— r (n  + 1)  sin  o 4-  p (»  + 1)  sin  (»  + 1)  er, 


F=  I (rp(»4-l)(»4- 2)  sin  o sin  («4- 1)«  — r*(»  + l)*  sinn*  — n*(»4-l)sin(»4-l)a’)  Ai 
J 0 

=f*(p&±Mi± 2)  (C05  cos  (n+2)„]_r>+M.'  (1_  coe2ft) 

_ [1 — cos 2 (»4- 1) «])  der  = £ (n  + 1)  (»4-2)  (==^  - 

r*(»+l)*/  sin  2r\  p1  (»4-1)  ( sin  2(»4-l)«\ 

2 V“  2 ) 2 V“  2 (»4-1)  )' 


Für 


s = nr,  n = — 


d.  h.  für  den  halben  Zweig  der  Cycloide  ergibt  sich  hieraus : 


2 n 


(f 


. 2 n 
sin  — 

n 

’2(mT) 


)■ 


d.h. 


•»?  (?  + [-c«)+e-l. 


Und  im  Falle,  dass  p = r ist,  also  bei  der  gewöhnlichen  Epicycloide  oder 
Hypocycloide : 
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F = ^ P+(-+l«  - £ - 

Eben  so  leicht  ist  das  Tangentenprublem  zu  lösen.  Wir  haben : 

= r‘(l+»)  cos  a — p (n+1)  cos  (n+1) 
da 

Also  wenn  / der  Winkel  der  Tangente  mit  der  Axe  der  x ist: 

( I dy  _ r cos  « — p cos  (»  + 1)  o 
- <ie  — — rein  « + p sin  (n+1)  n' 


and  für  den  Fall,  wo  p = r ist: 


Da  wir  hatten 


r<=  cos  a — cos  («  +i)n  = ""  (n+2)J} 
5 + •!“<"+!>  “ cos  (n+2)  ~ 

fl 

/_(n+2)  2 - 2nr  ~2r  + Ä* 

S = 4(1  + ^)r(l-cos±), 


so  lässt  sich  leicht  eine  Formel  finden,  welche  die  Bogenlänge  S als  Fnnction 
des  Tangcntenwinkels  / giebt.  Dergleichen  Formeln  sind  Ihr  die  Ableitung  der 
Eigenschaften  der  Curvcn  oft  sehr  wichtig.  (Vergleiche  den  Artikel:  Trajectorie.) 
In  unserem  Falle  ist : 

(R+2r)  s RI 
2 rR  *’  2r~Ä  + 2r’ 


S4r("+r)(l-co*Ä7W- 


Oder  wenn  man  die  Bogenlängen  in  entgegengesetzter  Bichtung  zählt,  und  mit 

dem  Punkte  beginnt,  wo  § — ist,  d.  h.  mit  dem  Punkte,  wo  sich  di« 

n * • ' 

Curve  am  höchsten  über  den  festen  Kreis  erhebt : 

-Ä 


Im  Falle  der  gemeinen  Cycloide,  wo 
Ä = oo 

ist,  verwandelt  sich  diese  Formel  in: 

S = ir  cos  /. 

Im  Falle  der  Kreiscvolvente,  wo 
r = oo 

ist,  hat  man,  wenn  man  Ton  der  ur- 
sprünglichen Formel  ansgeht: 

„ 4r>  fl’/» 

S ~ R 8r*  ’ 

d.  h. 


Diesen  Formeln  kann  man  jedoch  einen 
allgemeinern  Standpunkt  abgewranen. 


4)  Ueber  das  Abrollen  von 
Curven  auf  andern  Curven. 

Als  Cycloide  im  allgemeinsten  Sinne 
kann  man  diejenige  Curve  bezeichnen, 
welche  entsteht,  wenn  eine  beliebige 
Curve  A,  die  wir  Erzeugnngslinic  nennen, 
auf  einer  andern  fl,  die  fest  gedacht 
wird,  sich  rollend  bewegt;  ein  Punkt  M 
der  Curve  A beschreibt  dann  die  allge- 
meine Cycloide.  Wir  wollen  die  Glei- 
chungen für  die  Lösung  dieses  nicht  un- 
wichtigen Problems  aufstellen,  welches 
z.  B.  bei  der  Theorie  der  Zahmäder 
seine  Anwendung  findet  (vergleiche  den 
Artikel : Bad),  uns  aber  darauf  beschrän- 
ken, eine  Beziehung  zwischen  Bogen- 
länge s und  Tangentcnwinkel  l zu  finden, 
aus  der  sich  dann  die  Gleichungen  zwi- 
schen den  rechtwinkligen  Coordinatcn 
leicht  durch  die  Formeln: 
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dx  - cos  / </s.  di/  = «in  Ids  falls  zu  bestimmenden  Graden,  seien  S,  L 

ergeben.  Zu  dem  Ende  seien  a die  Bo-  dieselben  Grössen  in  Bezug  auf  Cunre  B, 
genlänge  der  Cunre  A,  d.  h.  die  Lange  und  s,  l diese  Grössen  in  Bezug  auf  die 
des  Bogens  von  irgend  einem  naher  zu  gesuchte , vom  Punkte  M beschriebene 
bestimmenden  Punkt  gezählt,  i der  Win-  Curve.  Punkt  O (Fig.  68)  «ei  derjenige 
kel  der  Tangente  mit  einer  festen  eben-  Punkt  in  Curve  B,  in  welchem  dieselbe 


mit  Curve  .4  in  Punkt  M znr  Be- 
rührung kommt,  sei  der  Bogen  MN=a 
ON  = S,  so  ist  offenbar  a = S.  Ist  A'iV, 
das  Bogen -Element  der  Curve  A,  NP 
das  der  Curve  B so  lasst  sich  leicht  der 
unendlich  kleine  Winkel  N,NP  finden. 
Derselbe  ist  nämlich  offenbar  die  Diffe- 
renz oder  Summe  der  Winkel,  welche 
zwei  unendlich  nahe  Tangenten  der 
Curve  A und  zwei  der  Curve  B mit  ein- 
ander machen,  da  in  N Berührung  statt- 
findet, je  nachdem  diese  Berührung  (wie 
hier)  von  innen  oder  von  aussen  statt- 
findet. Mat  hat  also: 

Winkel  N,NP  = dX  + dL. 

Es  ist  aber,  wenn  M,  ein  M unendlich 
naher  Punkt  der  von  M beschriebenen 
Curve  ist,  offenbar 

Winkel  MNM,  = N,NP, 
denn  bei  dem  Bollen  dreht  sich  jeder 
Punkt  der  Curve  A und  mithin  auch  M 
um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  nm 
Punkt  JV,  wenn  in  N Berührung  statt- 
findet. Es  ist  also: 

MM.  = MN  (<tt  + dL) 
oder,  wenn  wir  MN  — u setzen : 
dt  = uQIX  + dL). 

Sei  jetzt  MQ  die  in  M an  Curve  A ge- 
zogene Tangente,  und  Winkel  QMN  = 9. 
ZurZeit,  wo  die  Curven  A und  B sich  in 
JV | und  P berühren,  wird  die  Linie  MN 
die  Lage  MlN  annehmen,  wahrend 
M,N,  — u + du 

ist.  Es  ist  also  NMlNl  derjenige  Winkel, 
welchen  die  Linien  u und  u - : du  mit 
einander  machen,  also  gleich  d9.  M ,Ä 
toll  die  Verlängerung  von  MM,  sein, 
M,M,  das  nächste  Element  der  gesuchten 
Curve,  dann  ist 


RM,M,  = /,  NM,M,  = ^, 

also: 

NM,R  = ^ -M/-M*. 

Da  aber 

NMM,  = MNM,  = dX  + dL, 

NM,R  = NMM,  + MNM, 

ist,  so  hat  man: 

dl  + dS  — dX  -f-  dL. 

Die  feste  Linie,  mit  wolcher  die  Tan- 
gente der  Curve  A den  Winkel  L macht, 
soll  jetzt  die  Linie  MQ  sein ; dann  sind 
die  Projcctioncn  von  NN,  = dS  auf  MQ 
und  senkrecht  darauf  offenbar  bezüglich : 
da  cos  X und  da  sin  Ä, 
die  Projectioncn  von  MN  auf  dieselben 
Bichtungen : 

u cos  .1,  u sin  9 
und  die  von  M ,N , also: 
u cos  9 -|-  d (u  cos  9),  u sin  9 4-  d(u  sin  9). 
Und  da  die  Differenz  der  Projectionen 
von  M , N , und  M\  gleich  der  von  JVJV, 
ist,  so  hat  man: 

1)  d (u  cos  9)  = da  cos  ä 

2)  d ( ii  sin  9)  = da  sin  X. 

Mit  diesen  Gleichungen  verbinden  wir: 

3)  dt  = u (dX+dL). 

Noch  war 

dl  + d9  = dX  + dL, 

also: 

I + 3 = JL  -4-  L 4*  C. 

Zur  Bestimmung  der  Constante  C be- 
merken wir,  dass,  wenn  wir  den  Bogen 
von  A in  M zu  zählen  anfangen,  für 
icO  auch  L — 0 und  9 — 0 ist. 

Den  Winkel  A wollten  wir  so  bcatim- 
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men,  dass  derselbe  für  C - 0,  also  in  O 
ebenfalls  gleich  Null  sei,  d.  h.  dass  X 
der  Winkel  einer  beliebigen  Tangente  an 
B mit  der  Tangente  in  Punkt  O an 
dieselbe  Curvc  ist,  und  ebenfalls  für 
s = 0 auch  1 = 0 setzen,  dünn  ist  C = 0, 
»U°;  4)  l = i-^L. 

Mit  diesen  vier  Gleichungen,  sind  dieje- 
nigen beiden  zu  verbinden,  welche  S als 
Function  von  L und  a als  Function  von 
X geben,  nnd  die  aus  der  Natur  der  bei- 
den Curven  folgen.  Seien  dieselben  : 

f {«,))  = o,  V (S,  L)  = 0, 
so  hat  man  da  S = a ist: 


den  Fall  nehmen,  wo  die  Curve  B be- 
liebig, und  die  Curve  A ein  Kreia  iat. 
Wir  hatten  also  den  Fall  eines  Kreises, 
der  auf  einer  beliebigen  Curve  rollt. 
Ks  ist  dann  a = ( ,A , wenn  g der  Radius 
von  A ist.  In  diesem  Falle  geben  die 
Gleichungen  1)  und  2) : 

w 

u cos  9 = I g cos  1dl  = g sin  1 
•'  o 

u sin  8 = / t»sin  1dl  = g (1  — cos  1), 
J 0 

da  für  1 = 0 auch  u = 0 ist. 


5)  f («,  1)  — 0 (»)v(«,l)  = 0. 

Die  Gleichungen  1)  bis  6)  lösen  unser 
Problem  völlig  Da  nämlich  wegen  5)  a 
eine  Function  von  1 ist,  so  geben  1)  und  2) 
u und  9 durch  blosse  Quadraturen  als 
Functionen  von  1.  Die  Gleichungen  5) 
und  6)  geben  dann  L auch  als  Function 
von  1 und  4)  giebt  dann  auch  l als 
Function  von  1 allein.  Durch  Elimina- 
tion lassen  sich  dann  u,  1 und  L auch 
als  Functionen  von  l ausdrücken,  und 
die  Gleichung  gibt  dann  die  gesuchte 
Beziehung  zwischen  s and 

„Diese  Gleichung  ist  also  immer  durch 
blosse  Quadraturen  und  Eliminationen  au 
finden.“ 

Beispiele.  Das  erste  Beispiel 
sei  der  in  der  Theorie  der  Zahnräder 
wichtige  Fall,  wo  die  Curve  B ein  Kreis 
ist.  Wir  wollen  den  Radius  desselben 
gleich  r setzen,  dann  ist:  S — rL  also 
auch  a - rL.  Die  Gleichungen  3)  4)  und 
5)  werden  also: 

ds  = »^dA  + ^yj,  . 


Dividirt  man  die  erstere  Gleichung 
durch  die  letztere,  so  kommt: 


odet : 


sin  1 

I — cos  <t 


= cot  8, 


cot  — = cot  9 , 


d.  h. 

A = 2», 

woraus  dann  folgt: 

. A ,,  „.A*" 

u sm  -^  = p(l  — cos  A)  = 2«  sin  -g-  , 

oder; 


m =2*.  sin -g-. 

Vermöge  dieser  Gleichung  und  des  Wer- 
thes  von 

»-T 

geben  die  Gleichungen  3)  nnd  4) 
dt  = 2p  sin  — (di  + dL), 


r(r,L,  A)  = 0, 

wahrend  die  Gleichungen  1)  und  2)  durch 
Einsetzen  dieser  Werthe  die  Gestalt  an- 
nehmen : 


fda 


COS  X = 


ds 

j cos 

,,  — da 

dX+  — 


(-Tt) 


dk-\ 


Da  e als  Function  von  A gegeben  sein 
muss , so  enthalten  diese  Gleichungen 
nur  A,  f und  s geben  also  nach  der  Eli- 
mination von  A die  Gleichung  zwischen 
l nnd  S. 

Als  zweites  Beispiel  wollen  wir 


wozu  dann  noch  wegen  6)  kommt: 

t (e>  l< L)  - o. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  reichen 
hin,  um  aus  der  ersten  L und  A zu  eli- 
miniren.  Ist  auch  die  Cnrve  B ein  Kreis 
mit  Radius  r,  findet  also  der  Fall  der 
Epicyeloide  oder  Hjrpocycloide  statt,  so 
tritt  an  die  Stelle  der  letzten  Gleichung! 


und  man  hat: 
also : 
und 


pA  = rL 
2 ^ r’ 


A = 


2rf 
r + 2? 
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L = 


2p  I 

r T 2p  ’ 


ds 


-f  4p  ein 


rl  r + q 
r+2p  rÖT2p 


dl 


, 4p  . — , rl 
* = ± — (r+  e)  'o.  Tqr^,, 

eine  Gleichung,  die  mit  der  im  vorigen 
Abschnitte  entwickelten  Qbereinstimmt. 

Wenn  statt  der  Curvc  ß eine  grade 
Linie  gegeben  ist,  ein  Fall,  welcher  dann 
die  gemeine  Cycloidc  giebt,  wenn  die 
Curve  A ein  Kreis  wird,  so  ist  L constant. 

Es  wird  dann  Gleichung  3)  die  Form 
annehmen : 


ds  ~ udk. 


Die  übrigen  Gleichungen  bleiben  unver- 
ändert. 

Ist  die  Curvc  A ein  Kreis,  so  gilt  die 
vorletzte  Form  wieder,  in  der  r = ao  zu 
nehmen  ist,  so  dass  man  hat : 

s =r  + 4p  cos  l, 

w'ic  ira  vorigen  Abschnitte.  Das  Vor- 
zeichen kann,  wie  bei  allen  Formeln  die 
% als  Function  von  l geben  -f  oder  — 
genommen  werden,  da  man  die  positi- 
ven Bogen  soviel  nach  der  einen  als 
nach  der  andern  Richtung  vom  Anfangs- 
punkte aus  z&hlcn  kann.  — Nehmen  wir 
hier  das  positive  Zeichen,  und  suchen 
wir  die  Gleichung  derjenigen  Curve, 
welche  ein  Punkt  der  Cycloide  beschreibt, 
wenn  letztere  auf  einer  graden  Linie  rollt. 
Es  ist  also  hier  zu  setzen: 
o — 4p  cos  A, 


cos  & ~ — 4o  C sin  A cos  A dl  = p (cos  2A  — 1), 
J 0 

sin  & = — 4p  r sin  A*rfA  = p(sin2A  — 2A), 

n 


also,  wenn  man  beide  Gleichungen  ins  Quadrat  erhebt  und  addirt : 

u*  = p*  (1-j-  4A*  — 4A  sin 2A  — 2 cos  21), 

y»A  ___________ ___ 

ds  = udl  = p / ]/\  + 4i*  — 41  »in  2l  — 2 cos  21  dl; 
J 0 


dividirt  man  den  Ausdruck  für  u sin  ff  durch  den  für  « cos  ff,  so  kommt : 


tgff  = 


sin  21  — 21 
cos  21  — 1 ' 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  in  Verbindung  mit 


1 = 1-9  + 1 
lösen  dann  das  Problem. 

Ist  die  Curve  A eine  Grade,  so  bat 
man  die  Aufgabe,  die  Curve  zu  bestim- 
men, welche  ein  Punkt  einer  Graden 
beschreibt,  welcher  sich  rollend  auf  einer 
gegebenen  Curve  bewegt,  oder  die  Curve 
zu  finden,  welche  erzeugt  wird,  wenn 
man  eine  Grade  von  einer  gegebenen 
Curve  abwickclt.  Bekanntlich  heisst  die 
Curve,  welche  durch  diese  Abwickelung 
entsteht,  Evolvente  der  gegebenen,  und 
die  letztere  Evolute  der  so  entstan- 
denen Curve.  6'  and  L sind  also  Bo- 
genlänge und  Tangentenwinkel  der  Evo- 
lute, s und  l die  der  Evolvente,  während 
I eonstant  zu  setzen  ist. 

Die  Gleichungen  l)nnd2)  geben  nun: 
« cos  9 = (<r  — ff,)  cos  1, 
ii  sin  ff  = («  — ff,)  sin  I, 

also: 

o — ff,  =u,  9 = 1,  l = +L. 


Die  Gleichung  3)  nimmt  also  die  Form  an : 
ds  = + vdL  = (u  — c,)  dl, 

d.  h. 

rl 

t = I adl  — In,. 

J 0 

Es  ist  hier  angenommen,  dass  für  u = 0 
ir  = <7,  sei.  Es  ist  hier  offenbar  c.  die 
Entfernung  desjenigen  Punktes  der  Gra- 
den, welcher  die  Evolvente  beschreibt, 
vom  anfänglichen  Berührungspunkte,  o, 
kann  also  jede  beliebige  Grösse  haben, 
und  es  werden  also  zn  jeder  Curve  un- 
endlich viel  Evolventen  gehören.  Setzen 
wir  lieber  <r,  = — a,  und  mit  Benutzung 
der  immer  gültigen  Gleichung  a = S 
werden  wir  haben : 

* = f'sdl  + at; 

J 0 

die  Tangentenwinkel  l und  L können 
hier  als  identisch  betrachtet  werden. 
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5)  Eigenschaften  der  Epiey- 
cloiden  und  Hy  pocy  cl  oid  en , die 
(ich  aus  den  Beziehungen  zwi- 
schen Bogenlänge  und  Tangen- 
ten w in  kcl  ergeben.  — 

Die  Gleichung: 

1 — A cos  nl 

(teilt  immer  eine  der  Cycloiden  vor;  da 
cos«/=  cos(—  a t),  und  das  Vorxcichen 
ron  A beliebig  genommen  werden  kann, 
so  kann  man  sich  A und  « immer  po- 
sitiv denken.  Vergleichen  wir  diesen 
Ausdruck  mit  dem  oben  gefundenen 

* = + — (r + p)  cos  -Jt-  /, 

— r v r 4-  2<# 

so  ist  immer,  wenn  die  unteren  Zeichen 
gelten,  also  für  alle  Epicycloiden : 

A = — (a  + p) , a = — ^-jr-  • 
r ' r + 2p 

woraus  sich  ergibt: 

2u«  . 2g , . 

V = — , A = — (1  + «), 

1 — n n 

d.  b. 

Au  _ An' 

e “ 2 (1  + o) ’ r-  T^- 

Da  r und  p positiv  sein  sollen,  so  ist 
also  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Curve 
eine  Epicycloide  sei,  die,  dass  n kleiner 
als  l sein  imiBB.  — Was  die  Hypoevcloi- 
den  anbetrifft,  so  unterscheiden  wir  je 
nach  der  Grösse  von  p 3 Falle  und  neh- 
men als  ersten  Fall  den.  wo  r grösser 
als  2p  ist,  d.  h.  der  Radius  des  Erzeu- 
gungskreises weniger  als  die  Hälfte  von 
dem  des  festen  Kreises  beträgt  In  die- 
sem Falle  ist: 

. 4? , . r 

A = _(r-p),  « = T^-, 


(r-p),  a - , 


_ 2pn 

r“  TT«’ 


i _ 2p(<r—  1) 


e~2(a-l)’  r~a‘-l' 

Auch  hier  ist  die  Bedingung,  dass  a 
grösser  als  Eins  sei,  hinreichend*.  Man 
sieht  hieraus,  dass  man  sich  eine  Hypo* 
cycloide  immer  durch  dng  Rollen  zweier 
Erzeuguugskreise  in  demselben  festen 
Kreise  entstanden  denken  kann.  Denn 
die  Werthe  von  r stimmen  in  den  bei- 
den letzten  Fällen  überein,  während  man, 
wenn  p,  pt  die  Radien  der  Erzeugungs- 
kreise  sind,  6etzen  kann : 


*~2(«+l)’  Pl”2(«-1)* 

also: 

p « — 1 

e.  — « + !’ 

oder,  da  man  hat: 


_ 2p 


2pa 

r = ^T’ 


A=^(«  + \), 


« — 1 — - 

r - 2p  i 

2(r-p) 

+ 1—  r — 2p  ’ 


p,  + p = r, 
woraus  sich  dann  ergibt: 

„Die  Radien  der  beiden  Erxeugungs- 
kreise,  welche  dieselbe  Hypocycloide 
geben,  sind  zusammen  gleich  dem  Radius 
des  festen  Kreises.“ 

Der  letzte  Fall  ist  endlich  der,  wo  r 
kleiner  als  p ist.  Hach  den  oben  ange- 
gebenen Definitionen  müssen  wir  diesen 
Fall  zunächst  als  den  einer  Hypocycloide 
bezeichnen.  Es  ist  dann: 


A n An 1 

e— 2(1+7)’  r— 

Es  muss  also,  damit  r und  p positiv 
seien,  a grösser  als  / sein. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat 
man  2o  = r — — , und  da  - — - jeden- 


r - A - 2?  (1_") 

«+!’  « ’ 


:2(l-o)’ 


falls  ein  echter  Bruch  ist,  2p  < r,  wie  Die  Bedingung  ist  die,  dass  « kleiner 
dies  verlangt  war  ' als  / ist.  Diese  Bedingung  fand  aber 

Der  zweite  Fall  der  Hypocycloide  ist  auch  bei  der  Epicycloide  statt,  und  folg- 
der,  wo  r grösser  als  p,  aber  kleiner  als  lieh  ist  die  gefundene  Curve  immer  einer 
2p  ist.  In  diesem  Falle  ist  zu  setzen : Eiprycloide  congnient.  Nimmt  man  also 


Digitized  by  Google 


Radlinie. 


76 


Radlinie. 


nicht  auf  die  jedesmalige  Entstehung 
sondern  nur  auf  die  Form  der  Cnrven 
Rücksicht,  so  sind  Hypocycloiden  nur 
alle  diejenigen,  deren  Erzeugungskreis 
kleiner  als  der  feste  Kreis  ist,  wo  das 
Rollen  wirklich  innerhalb  des  festen 
Kreises  statttindet.  Epicycloiden  würden 
dagegen  nur  Curven  sein,  deren  Erzeu- 
gungskreis den  festen  Kreis  entweder 
von  Aussen  berührt,  oder  ihn  zwar  von 
innen  berührt,  wo  aber  der  Erzcugungs* 
kreis  grösser  als  der  feste  ist. 

Indess  ist  es  bei  Anwendungen  in  der 
Mechanik  oft  gerathen , wie  dies  hier 
z B.  in  dem  Artikel : Rad  geschehen  ist, 
die  Namen  bloss  auf  die  Erzeugung  zu 
beziehen,  und  alle  Curven,  die  bei  in- 
nerer Berührung  beider  Kreise  entstehen 
als  Hypocycloiden  zu  bezeichnen. 

Buchen  wir  noch  die  Bezeichnung  zwi- 
schen den  Radien  zweier  Erzeugungs- 
kreise, welche  dieselbe  Cycloide  bilden, 
wenn  a kleiner  als  Eins  ist.  Es  war: 
Au  _ An 

<?  = 2(o+l)’  ^ ‘ - 2 (i—ö)’ 

Q _ 1 — “ 


also : 


l-o  = 
d.  h. 


<,-r+2e’ 


_2p_ 

r+2p’ 


l + « = 


2(r+e) 

r+2?  ’ 


oder 


ei  — e = ' 


e _ g 
e i r+e 
„In  diesem  Falle  ist  also  die  Different 
der  Radien  beider  Erzeugungskreise 
gleich  dem  des  festen  Kreises.“ 

Ist  die  Geichung: 

t=A  cot  a l 


gegeben,  so  hat  man  also  eine  Hypocy- 
cloidc,  wenn  « grösser  als  / ist,  eine  Epi- 
cycloide,  wenn  « kleiner  als  l ist,  eine 
gemeine  Cycloide,  wenn  a = 1 ist. 

6)  Evolventen  and  Evoluten 
der  Cycloiden. 

Die  Grössen  s und  l sind  als  Coor- 
dinaten  tu  betrachten,  welche  die  Gestalt 
der  fraglichen  Cnrve  ergeben.  Die  em- 
sige Transformation,  welche  man  diesen 
Coordinaten  geben  kann,  besteht  offen- 
bar darin,  dass  man  den  Punkt  ändert, 
von  welchen  aus  man  die  Bogen  s zählt 
nnd  die  feste  Linie  oder  Richtung,  mit 
welcher  die  Tangente  den  Winkel  l macht. 
Da  übrigens  s und  l nach  einer  oder  der 
andern  Seite  hin  als  positiv  betrachtet 


werden  können,  so  sind  die  allgemein- 
sten Transformationeformeln,  wenn  «,  l 
die  alten,  V die  neuen  Coordinaten 
sind: 

wo  k und  k beliebige  Constanten  sind. 
Ist 

>=r(o 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve,  so 
muss  die  einer  congruenten  Curve  die 
Gestalt  haben: 

*'  = f(0. 

wo  $'  und  V durch  irgend  eine  Trans- 
formation von  der  obigen  Gestalt  sich 
aus  * nnd  l ergeben. 

Soll  eine  Curve  derjenigen  ähnlich 
sein,  welche  die  Gleichung  s = /*(/)  hat, 
so  muss  ihre  Gleichung  sein: 

*' = »/•(*'), 

wo  m die  Verhältnisszahl  dieser  Curve 
in  Bezug  auf  die  gegebene,  also  constant  ist. 

In  Abschnitt  4)  fanden  wir,  dass,  wenn 
S und  L die  Coordinaten  einer  Curve 
sind,  diese  Grössen  für  ihre  Evolvente 
sich  ergeben  aus  den  Gleichungen: 

s=  / lSdL+aLy  / = £. 

o 


Das  doppelte  Vorzeichen  von  L ist  weg- 
zulassen, da  dasselbe  durch  eine  Coor- 
dinaten-Transformation  sich  wiederher- 
stcllen  lässt.  Ist  die  Gleichung  der 
Evolventen  zwischen  * und  l gegeben 
und  man  sucht  die  der  Evolute,  deren 
Coordinaten  S und  / sein  mögen,  so  ist : 


Sei  also: 


ds  c 1 

Tl=S^a. 

s ~ A cos  n I, 


also  di.  Evolvente  eine  Cycloide,  so  ist : 
S = — .4  o sin  ß/  + aß, 


also  wenn  wir  setzen  : 


.'=  -S-fn 


so  ergibt  sich  für  die  Evolute: 
i'  = Aa  cos  al'} 

d.  h.  die  „Evolute  irgend  einer  Epicy- 
cloide  oder  Hypocycloide  ist  eine  der 
gegebenen  ähnliche  Cnrve.“  Die  Ver- 
hältnisszahl « ist  bei  den  Hypocycloiden 
grösser  als  1,  bei  den  Epicycloiden  kleiner 
als  1,  bei  der  gemeinen  Cycloide  gleich  1, 
also: 

„Die  Evolute  einer  gemeinen  Cycloide 
ist  derselben  congruent.“ 
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Suchen  wir  jetzt  die  allgemeine  For-  </* x _ „ dy  d'y  dx 

mel  für  die  Evolventen  der  Cycloide.  Es  m ~ ” = mJ  “ ** 

ist  in  diesem  Falle  zu  setzen:  , . , . 

„ , _ Also  wenn  man  die  erstere  G ciebung  mit 

S = A cos  (« /)  ^ 

■ ilm  Int'rfnrn  mit  ■_  mnltmlinu^  nml 


und  man  hat: 


» = A C cos  (« I)  d l + a I , 

•*  n 


s = — sin  «/-f 


oder,  wenn  man: 


. n „ , . ftrt 

,=  ¥*~V'  * = ,+2ä 


ein  führt : 


l'  " — co tal'  — aV. 


■j-,  die  letztere  mit  mnltiplicirt  und 
dl  dl 

beide  flddirt,  hat  man: 

dy  (dx  d*x  dy  d‘iy\ 

m9dt~m\dt  ~dti  + di  dt*)’ 

aber: 

dx  <f»j:  rfy  d»y  _ /rfrJ  dy'\ 

dl  dt 1 ' dt  dl * * \dl*  + dl'/ 

- 1 i.  f-V 
~ * di  w * 

also : 

m9dy  = i<‘(~y, 


Nur  der  Fall,  wo  a = 0 ist,  gibt  eine  der 
gegebenen  ähnliche  Curve. 

Die  Curven,  welche  einem  beliebigen 
*o  entsprechen,  kann  man  als  Cycloiden- 
cvolventen  bezeichnen.  In  der  Theorie 
der  Verzahnung  der  Hader  spielen  sie 
eine  wichtige  Rolle.  (Siche  den  Artikel: 
Rad.)  Uebcr  die  weitere  Ausführung 
dieses  Gegenstandes  müssen  wir  auf  die 
Artikel : Evolvente , Trajectorie  ver- 


woraus  sich  dann  ergibt: 

(jD  = 2"* &-*•)• 

wo  u0  die  Anfangsgeschwindigkeit,  also 

der  anfängliche  Werth  von  und  yt 

die  Ordinate  in  diesem  Punkte  ist.  Wir 
nehmen  an,  dass  der  Punkt  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit falle  und  erhalten: 


weisen. 

5)  Mechanische  Eigenschaften 
der  Cycloiden. 

Wir  berühren  noch  die  Eigenschaften 
der  gemeinen  Cycloide  als  Tautochrone 
und  Brachyatochrone. 

Wenn  sich  ein  Punkt  von  der  Masse 
m unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  auf 
einer  Curve  bewegt,  so  wirkt  anf  ihn 
ausser  der  Beschleunigung  der  Schwere, 
welche  wir  mit  y bezeichnen,  noch  der 
Druck  der  Curve  R in  der  Richtung  der 
Normale  in  derselben.  Nehmen  wir  an, 
dass  die  Cnrvc  sich  in  einer  durch  die 
Richtung  der  Schwere  gehenden  Ebene 
befinde,  dass  die  Axe  der  y in  der  Rich- 
tung der  Schwere  und  von  oben  nach 
unten  gerichtet  sei,  so  werden  die  Co- 
sinus der  Winkel,  welche  die  Normale 
mit  den  Axen  der  x und  der  y macht, 

bezüglich  sein  wo  j der  Bogen 

di  ds 

ist.  Es  wirkt  also  nach  ersterer  Rich- 
tung nur  die  Kraft  R nach  letzterer 
di 

mg  und  — R so  dass  die  Gleichnn- 
ds 

gen  der  Bewegung  sind: 


>/2mS( y -y.) 

Sei  die  Curre  nun  eine  gemeine  Cy- 
cloide, welche  entstanden  i«t,  indem  ein 
Kreis  mit  Radins  r unterhalb  der  hori- 
zontal gedachten  Axe  der  * eich  rol- 
lend bewegt.  Damit  in  diesem  Falle  1 
derjenige  Winkel  sei,  welchen  die  Tan- 
gente mit  der  Axe  der  * macht,  kann 
die  Gleichung: 

> = 4r  cos  l 

genommen  werden.  Wir  fanden  nlmlich  in 
Abschnitt  1)  unter  dieser  Voraussetzung: 

S = 4r  (l  — cos  und  9 = n — 2/; 

es  ist  also  zu  setzen  : 

t = 4r  (1  — sin  t) 

und  ebenfalls  nach  Abschnitt  1): 
y = r (1  — cos  9)  = r (1  + cos  2 1), 
woraus  sieh  dann  ergibt: 
j _ — 4c  cos  I dl 

V 2 mgr  (cos  2 J — cos  2 /„) 

— 2r  cos  l dl. 

\; mgr  (sin  /, * — sin  l') 

also: 
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2 ]/  r d Bin  I 

Y ”>9  ./  / V “in  f,1  - sin  /»’ 

und  lässt  man  den  bewegten  Punkt  bis 
zu  dem  tiefsten  Punkte  in  der  Cyeloide 
fallen,  so  ist  / = 0,  da  in  diesem  Punkte 
die  Curve  der  Abscissenaxe  parallel  ist. 
Man  hat  nun: 


l = 


-j£(. 

Y ”9  ' 


sin  / 


oder  wenn  1 = 0 ist : 


Dieser  Aasdruck  für  die  Fallzeit  ist  völlig 
unabhängig  von  /„  und  somit  wird  der 
bewegte  Punkt,  von  welcher  Stelle  der 
Cyeloide  aus  er  auch  zu  fallen  beginnt, 
immer  zu  gleicher  Zeit  im  tiefsten  Punkte 
anlangen.  Bei  Pendelschwingungen  wird 
dieselbe  Zeit  die  beim  Falle  bis  zum 
tiefsten  Punkt  vergeht,  nnch  bis  zum 
Steigen  nach  dem  höchsten  Punkte  auf 
der  andern  Seite  hin  stattflnden,  und 
somit  ist  die  Cyeloide  in  der  That  eine 
Tautochronc,  d.  h.  diejenige  Curve,  auf 
welcher  ein  Punkt  (mit  Vernachlässigung 
der  Reibung  und  des  Luftwiderstandes) 
Pendelschwingungen  macht,  deren  Schwin- 
gungsdauer ganz  von  der  Schwingungs- 
weite unabhängig  ist.  Iiuyghcns,  der 
diese  Eigenschaft  fand,  wollte  durch  deren 
Anwendung  nuf  Uhrpendel  einen  gc- 
naureen  Gang  derselben  bezwecken.  In- 
dess  bediente  er  sich  nicht  etwa  eines 
schweren  Punktes  der  an  einem  Faden 
befestigt,  sich  innerhalb  einer  cycloidi- 
schen  Rinne  bewegt,  sondern  er  wandte 
die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragra- 
phen an.  Ist 


s = 4r  cos  / 

die  Gleichung  der  Cyeloide,  so  wird  ( 
der  Winkel  sein,  welchen  die  Tangente 
mit  der  Axe  der  jr  macht.  Die  Glei- 
chung der  Evolute  ist  dann: 

, di 

» = jj  = — 4r  6in  I = 4r  cos  f, 
wo 


ist.  Es  wird  also  die  Erzeugungslinie 
dieser  Cyeloide  auf  die  der  Evolvente 
senkrecht  gerichtet  sein. 

Die  allgemeine  Evolvente  einer  Cy- 
cloide  hatte  die  Gleichung: 

s = 4r  sin  / + a I 

wenn 

S = 4r  cos  l 

die  Gleichung  der  Evolute  war.  Soll 
ersterc  wieder  eine  Cyeloide  sein,  so  ist 
n d.  h.  die  Entfernung  der  Punkte  der 
Graden,  welche  die  Evolvente  beschreibt, 
vom  Anfangspunkte  der  Bogen  S gleich 
Rull  zu  setzen. 

Da  nun  S = P für  lt=  ~ ist,  und 

f=-g-  dem  Punkte  der  Cyeloide  ent- 

spricht,  wo  zwei  Zweige  Zusammentreffen, 
so  muss  man  von  diesem  Punkte  aus  die 
Abwickelung  beginnen  lassen,  und  den- 
jenigen Punkt  in  welchen  sich  zu  Anfang 
der  Bewegung  Grade  und  Cyeloide  be- 
rühren zur  Beschreibung  der  Evolvente 
bestimmen.  Diese  Bedingungen  (Fig.  $9) 
werden  erfüllt,  wenn  wir  uns  die  beiden 
halben  Zweige  einer  Cyeloide  BA  und 
AC,  welche  in  A sich  berühren,  in  der 
Vertikalebene  so  gelegt  denken,  dass  die 
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Tangente  in  A vertikal,  A aber  der 
höchste  Punkt  ist.  Ein  Faden  AÜr  wel- 
cher zu  Anfang  in  B diese  Curve  be- 
rührt, wird  dann  vermöge  der  Schwere 
sich  pcndelförmig  bewegen,  wobei  sein 
Endpunkt  D die  Evolvente  der  Curve 
und  zwar  die  congruente  Cycloide  be- 
schreibt. Ist  BAC  eine  feste  Kinne,  so 
wird  also  ebenfalls  die  Schwingungszcit 
des  Pendels  AD  eine  von  der  Schwin- 
gungsweite unabhängige  sein.  Diese 
Art  der  Verbesserung  der  Uhren  schei- 
terte indess  an  der  Unzweckmässigkeit 
von  biegsamen  Pendeln,  auch  ist  bei 
sorgfältiger  Anfertigung  und  bei  kleiner 
Schwingungsweite  der  Gang  gewöhnlicher 
Kreispendel  völlig  ausreichend. 

Was  die  Eigenschaft  der  Cycloide  als 
Brachystochrone  anbetrifft,  so  lö9t  die- 
selbe folgende  Aufgabe.  Ein  schwerer 
Punkt  bewege  sich  von  einem  höhern 
Punkte  A nach  einem  tiefern  B unter 
Einfluss  der  Schwere  allein,  und  zwar 
aul  einer  Curve.  Welcher  Art  muss  die 
letztere  sein,  damit  diese  Bewegung  in 
möglichst  kurzer  Zeit  zurückgelegt  wird? 
— Sei  die  Anfangsgeschwindigkeit  in  A 
gleich  t/#,  so  muss  sein: 
ds 

+2my(y-y,); 


entwickelte  Theil  und  es  ist,  damit  ein 
Minimum  stattfinde,  zu  setzen: 

g 0. 


aUo : 


d,V  1 + «’  (>/  ~ Jo) 


•-r: 


ds 


X,  y*1.*  + 2ms  (S— s.) 


wird  also  ein  Minimum  sein,  wo  x#,y0 
die  Coordinaten  des  festen  Punktes  A , 


dx 

wo  c eine  willkürliche  Constante  ist. 

Diese  letzte  Gleichung  nimmt  nun  die 
Gestalt  an: 

oder: 

(e*  — 1 — «» (j/  — y,))  rf«*  - c*  dy', 
d.  h. 

yc*-l-»»(y-y,) 

woraus  sic)i  dann  ergibt : 

= l-u*(y-y)). 

Ist  noch  l der  Winkel,  welchen  die  Tan- 
gente an  die  Cunre  mit  der  Axe  der  * 
macht,  so  iat: 

Hy  = sin  Idt, 

also  wegen  der  vorletzten  Gleichung: 

c sin  / = ]/c*  — 1 — u3  (y  — y,), 

und  wenn  man  y — y0  aus  der  letzten 
Gleichung  berechnet : 


n y , die  von  B sind.  Setzt  man  noch : t-s,  = — (y^TITi  — c sin  / ). 


dt  = Ydx*  -f-  dy',  — £■  = 
so  ist: 

,=f’'-gSE=  =aw. 

Ji.V‘ +«•(>-».) 

Bilden  wir  die  Variation  des  Integrals, 
indem  wir  x um  Jx  ändern  (siehe  den 
Artikel  : Variationsrechnung),  so  ist: 

jl- f**1 dxdJx 

' *o  +dy*  Vl  + u'd^J 

aber  durch  theilweises  Integrircn  erhält 
man: 


Also  wenn  gesetzt  wird : 

, 2c*  . , 

s = — — sin  I, 

u1 

was  offenbar  die  Gleichnng  einer  Cycloide 
ist.  — „Es  ist  mithin  die  gemeine  Cy- 
cloidc  die  Brachystochrone.“ 

Radwelle  siehe  Und  an  der  Welle, 
Rad. 

Räderwerk  siche  Rad 
Rammbär  siehe  Ramme. 


Jl  = 


Hx,  i(z, Jx,  dx, 

ds,  Kl  + «*(y  — y.)  *• 


dx 


Jx  d — , - — 

*,  *K1  + u'  (y-y„) 


Wegen  Jx,  ~ Jx,  = 0 verschwindet  der 


Ramme  (angewandte  Mechanik). 

Ramme  (tonnette,  pi/e  - engine)  ist 
eine  Maschine,  welche  den  Zweck  hat, 
eine  Last,  den  sogenannten  Rammklotz 
oder  Rammbär,  zu  einer  geringen  Höhe 
zu  erheben.  Durch  das  senkrechte  Nie- 
dcrlallen  des  Letzteren  auf  einen  Pfahl 
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soll  dann  der  letztere  in  die  Erde  ein- 
geschlagen  werden,  nm  einen  Pfahlrost 
oder  eine  Spundwand  zu  bilden.  Die 
Pfahle  werden  in  Form  einer  vierseitigen 
Pyramide  des  leichteren  Eindringens  we- 
gen zugespitzt,  auch  wohl  mit  einer 
Eisenspitze  (Schuh)  versehen. 

Der  Rammbär,  5 bis  15  Centner  schwer, 
besteht  aus  Eichenholz  oder  Gusseisen. 
Im  ersteren  Falle  ist  er  mit  Eisenringen 
versehen. 

Handramme  ist  eine  solche  Vorrich- 
tung, wo  das  Heben  des  Rammbären 
mittels  der  freien  Hand,  Zugramme,  wo 
es  mittels  eines  über  eine  Rolle  gespannten 
Seiles  erfolgt.  Da  hier  mehrere  Arbeiter 
gleichzeitig  ziehen,  so  muss  das  Seil  in 
eine  Anzahl  Leinen,  eine  für  jeden  Ar- 
beiter, Auslaufen.  Bei  der  Kunst  ramme 
wird  der  Rammbär  mittels  mechanischer 
Vorrichtungen  gehoben. 

Die  Handramme  besteht  aus  einem 
Klotze  (Fig.  70)  der  mit  vier  Bügeln  ver- 


Fig.  70. 
ä 


ß 


sehen  ist,  an  welchen  ihn  vier  Arbeiter 
emporheben.  Im  Durchschnitt  beträgt 
die  Hebekraft  eines  Menschen  30  Pfund. 
Der  Rammbär  darf  also  nicht  mehr  als  120 
Pfund  wiegen,  und  ist  nur  zum  Einrum- 
men  schwacher  Pfähle  anwendbar. 

Die  Zugramme  (Fig.  71)  ist  mit 
einer  Führung  versehen,  die  aus  zwei 
Ruthen  (Läufern)  besteht',  an  welchen 
der  Klotz  R auf-  und  niedersteigt.  Der 
letztere  hat  daher  Arme , welche  die 
Ruthen  umfassen.  Das  Gerüst  ABC  ruht 
auf  einem  beweglichen  Sch  well  werke  A DE 
mit  einem  Dielenboden  (Stube)  für  die 
Arbeiter  versehen.  Im  oberen  Ende  der 
Ruthe  FOH  befindet  sich  die  Ramm- 
scheibe //,  welche  das  Tau  RHK  vom 
Klotz  nach  der  Stube  führt.  --  Winde 
LM  dient  zum  Setzen  der  Pfähle  P. 
Das  Zapfenlager  der  ersteren  ruht  auf 
den  hintern  Stäben  des  Gerüstes.  Das 
Windetau  MNST  geht  über  zwei  Rollen 
in  den  Krahnbalken  C auf  dem  obern 
Ende  der  Ruthe. 

Um  den  Klotz  zu  grösserer  Höhe  zu 


heben,  ihm  ein  grösseres  Gewicht  geben 
zu  können,  und  eine  anhaltendere  Ar- 
beit zu  erzielen,  bedient  man  sich  aber 
der  Kunstrammen. 

Die  K unetrammc  (Fig.  72)  ist  mit 
einer  Welle  P versehen,  welche  mittels 
einer  doppelten  Kurbel  A von  den  Ar- 
beitern in  Bewegung  gesetzt  wird.  Durch 
die  Zahnräder  E und  P geht  diese  Be- 
wegung auf  Trommel  G über,  nm  welche 
das  Rammtau  gewickelt  ist.  Ist  der 
Rammbär  Q nach  einer  passenden  An- 
zahl von  Umdrehungen  zur  nöthigen 
Höhe  gestiegen , so  wird  mittels  des 
Hebels  CDE  die  Welle  B verschoben, 
wodurch  die  Zahnräder  E und  F ausser 
Eingriff  kommen,  und  der  Rammbär  fällt 
auf  den  Pfahl  herunter.  Da  aber  hier- 
bei das  Rammtau  sich  schnell  ab  wickelt, 
so  wird  cs  bald  abgenutzt  und  kann 
übrigens  auch  leicht  in  Unordnung  gc- 
rathen.  Deshalb  pflegt  man  den  Ramm- 
bären mittelst  eines  Hakens  an  das  Ramm- 
tau zu  hängen,  dieser  Haken  löst  sich 
von  selbst  und  lässt  bei  einer  gewissen 
Steighöhe  den  Bären  hcrunterfallcn.  Auch 
ist  die  Zange  (Fig.  73)  gebräuchlich. 
Der  Rammbär  ist  dann  in  einer  Führung 
zwischen  den  beiden  Rothen  befindlich 
nnd  mit  eiuem  Oelire  versehen,  womit 
er  in  der  aus  den  bei  den  Haken  HOK 
bestehenden  Zange  steckt,  welche  mittels 
der  Bolzen  O auf  dem  Fallblock  F sitzen 
Dieser  Block  ist  an  das  Rammtau  be- 
festigt, und  ebenfalls  in  der  Führung 
beweglich.  Die  Stahlfedern  J drücken 
die  Schenkel  II  der  Zange  nach  aussen, 
und  somit  das  Gebiss  K zusammen. 
Oben  angelangt,  werden  die  Schenkel  H 
von  den  daselbst  angebrachten  Seiten- 
backen zusammengedrückt,  wobei  dann 
also  das  Gebiss  K sich  öffnet,  und  der 
Rammklotz  frei  wieder  herabfällt.  So 
wie  dies  geschieht,  werden  mittelst  der 
oben  beschriebenen  Vorrichtung  die  Zahn- 
räder ausser  Eingriff  gebracht,  so  dass 
Auch  der  Fallhlock  herunter  fällt.  Beim 
Aufschlagen  öffnet  sich  das  Gebiss  von 
selbst  nnd  fasst  das  Oehr  des  Bären  von 
Neuem.  Bei  dieser  Vorrichtung  kann 
ein  Rammbär  von  700  bis  1500  Pfunden 
mit  3 bis  6 Arbeitern  15  bis  30  Fuss 
gehoben  werden. 

Natürlich  können  statt  der  Arbeiter 
auch  mittels  besonderer  Vorrichtung 
Thierkräftc  nnd  Wasserräder  zur  Arbeit 
benutzt  werden.  In  neuerer  Zeit  wendet 
man  auch  Dampframmen  an. 

Die  Danipframmen  heben  einen 
sehr  schweren  Kolben  zu  allerdings  nur 
geringer  Höhe,  wiederholen  dies  aber 
sehr  oft  in  einer  gegebenen  Zeit.  Es 
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kann  hierbei  der  Rammbär  unmittelbar 
von  der  Stange  des  Dampfkolbens  gehoben 
werden,  und  eben  deshalb  muss  die  Steig- 
höhe eine  geringe  sein.  Während  bei 
einer  gewöhnlichen  Kunstramme  nur  etwa 
10  bis  40  Schläge  in  der  Stunde  erfol- 
gen, geschehen  bei  der  Dampframme 
70  bis  80  in  einer  Minute.  Der  Bär 
kann  ein  Gewicht  von  50  Centnem  (4 
bis  6 mal  grösser  als  bei  der  gewöhn- 
lichen Kunstramme)  haben,  wobei  freilich 
die  Steighöhe  nur  etwa  3 Fuss  beträgt. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  mechanische 
Arbeit  einer  Kamme. 


Sei  0 das  Gewicht  des  Rammbären, 
A die  Steighöhe  desselben,  so  ist  die  bei 
jedem  Schlage  verrichtete  Arbeit  gleich 
Qh.  Erfordert  also  das  Einrammen  eines 
Pfahles  n Schläge  und  sind  m Pfähle  ein- 
zuschlagen,  sei  ferner  L die  dazu  nöthige 
Arbeit,  so  hat  man: 


Bei  allen  Arbeiten,  wo  eine  Last  mittels 
eines  über  einer  Bolle  gespannten  Seiles 
gehoben  wird,  ist: 
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die  Arbeitszeit  ( = 6 Stunden. 

Also  das  tägliche  Arbeitsquantum: 

KO  = 38  • 0,64  • 6 • 60  • 60  = 525300  Fusspfund. 

Bei  der  täglichen  Leistung  eines  Menschen  an  der  Kurbel  hat  man  dagegen 
zu  nehmen : 

K — 17  Pfund,  C — 2,4  Fuss,  ( = 8 Stunden, 

also : 

KO  = 1176040 
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und  cs  wird  bei  der  letzteren  Uebertra- 
gung  der  Arbeit  eich  ein  noch  2|  mal  so 
grosses  Resultat  wie  bei  der  enteren  er- 
geben, was  seinen  Grund  darin  hat,  dass 
bei  der  enteren  Arbeit  eine  ungünstigere 
also  anstrengendere  Ucbertragnng  der 
Kraft  also  längere  Pansen  eintreten; 
(man  rechnet  auf  J bis  1 Minute  Arbeit 
2 bis  3 Minuten  Pause). 

Sei  jetzt  P die  Kraft  eines  Arbeiters, 
« ihre  Anzahl,  « der  Winkel,  um  wel- 
chen die  Zugleinen  von  der  vertikalen 
abweichcn,  es  kommt  dann  nor  die  ver- 
tikale Componentc  P cos  a zur  Vcrwer- 
thung,  ist  also  Q das  Gewicht  des  Hamm- 
btren,  so  hat  man: 


< ros  « 


Bei  der  Kunstrammc  sei  a die  Länge 
des  Knrbelarmes,  4 die  des  Hebelarmes, 
an  dem  die  Last  befestigt  ist,  n die  An- 
zahl der  Zahne  des  kleineren  Triebrades  E, 

und  »,  die  des  grösseren  F,  so  ist  — auch 

wi 

das  V erhül tniss  der  Raddurchmester,  und 
es  ergibt  sich: 

P-—  — 9- 

nl  a s ' 

Für  die  Dampframme  geschieht  dieUeber- 
tragung  unmittelbar.  Man  hat  also: 

P = Q. 


Suchen  wir  jetat  die  Tragfähigkeit 
des  eingerammten  Pfahles.  Es  ist  dabei 
zu  berücksichtigen,  dass  bei  jedem  Stosse 
der  Pfahl  zusammengedrfickt  wird.  Se- 
hen wir  zunächst  vom  letzteren  Umstande 
ab.  8ei  A die  Fallhöhe  des  Bären,  G 
sein  Gewicht,  G , das  des  Pfahles,  C die 
Geschwindigkeit  mit  der  der  Bär  auf- 
schlägt, g die  Beschleunigung  der  Schwere. 
Es  ist  dann  nach  den  Gesetzen  des 
Falles 


e = \2gh. 

Diese  Geschwindigkeit  nnn  wird  sich  zum 
Theil  dem  Pfahle  mittheilen,  und  somit 
eine  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  s 
für  Klotz  und  Pfahl  entstehen,  so  dass 
man  hat : 


Ge 

G + Gt' 

Diese  Geschwindigkeit  entspricht  einer 
Fallhöhe : 

2g  \G  + Gj  2g-\G  + Gl) 

Sinkt  der  Pfahl  hierbei  um  die  Tiefe 
so  ist  der  Widerstand  des  Erdreichs 
und  mithin  die  Tragfähigkeit  dea  Pfahles: 


Es  ist  hierbei  nicht  darauf  Rücksicht  ge- 
nommen, dass  auch  das  Gewicht  des 
Pfahles  und  des  Rammbären  entgegen- 
wirkt. Eigentlich  würde  man  daher  haben : 

r = T G~+ g7  + + G 

doch  ist  dies  letste  Glied , welches  in 
der  Regel  sehr  klein  gegen  P ist,  zn 
vernachlässigen.  Ist  G,  viel  kleiner  als 
G so  kann  man  auch  setzen: 


Ist  der  Widerstand  P sehr  gross,  also 
s unbedeutend , so  muss  anf  die  Zu- 
sammendrückung des  Pfahles  s,  Rück- 
sicht genommen  werden.  Sind  H nnd  Ä, 
die  Härten  des  Rammbären  nnd  des 
Pfahles,  die  man  der  Zusammendrückung 
umgekehrt  proportional  annimmt,  so  ist: 


nnd  die  anf  diese  Zusammendrückung 
zn  verwendende  Arbeit: 


L = Ptl 


Da  hierbei  die  Geschwindigkeit  ,e  in  Ge- 
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schwiodigkeit  v umgeseUt  wird,  so  wird 

Q 

die  Masse  M — — die  mechanische  Arbeit: 

9 

c*  — r • 

verrichten,  und  es  ist  somit: 


r ( 

1 

l\ 

P, 

27"C-V 

H + HJ 

2 ’ 

/■ 

1 1 

1 

\H  + H. 

) 0 

Ps  = 


GkT 

2s* 


welche  zum  Eindringen  des  Pfahles  ver- 
wendet wird.  8ic  nähert  sich  um  so 
mehr  der  zum  Heben  des  Rammbären 


erforderten,  je  kleiner  *77  + 77-,  d.  h.  je 

n n , 

grösser  die  Härten  von  Pfahl  und  Bär 
sind.  — Es  dürfen  jedoch  in  der  Praxis 
die  Pfähle  höchstens  mit  TO  des  durch 
die  Formel  gefundenen  Widerstandes  P 
belastet  werden. 


Es  tritt  also  erst  dann  ein  Eindringen 
des  Pfahles  in  den  Erdboden  ein,  wenn 
man  hat : 

c’C 


(— + p’. 

\H 

>sse  wird  also  v 

(-A-  -u  zum  Zugammendrücken, 

II  r 2 


Nach  jedem  Stosse  wird  also  verbraucht 
die  Arbeit: 


P* 


zum  Eintreiben  des  Pfahles 
um  die  Tiefe  s, 


und  somit  ergibt  sich,  da  =~  G die  auf 

*9 

den  Stoss  -verwandte  lebendige  Kraft  ist: 
c*G  l 1 1 \ P*  n 

27  = ,,h  - (77 + ir)  j + Pt' 

und  somit  die  Tragkraft  des  Pfahles: 


UH,  /(H  + W.JrUf 

+ 9IIUl 


Ist 


(Ul.)  - 


gegen  s sehr  klein, 


so  kann  man  in  erster  Näherung  setzen: 

eine  zweite  Näherung  erhält  man,  wenn 
man  diesen  Werth  für  P in  das  Glied : 

(I  + ±)  ' 

\M  + tf,/  2 

einsetzt,  wo  man  dann  hat: 


also: 


P- 


Uh 


(I +_!)£* 

2s 

Hieraas  ergibt  sich  die  Arbeit: 


Rammklotl  - Rammbär  siehe  Ramme. 

Rampe  (angewandte  Mechanik)  heisst 
jede  schiefe  Ebene.  Der  Ausdruck  ist 
namentlich  gebräuchlich  bei  starken  Auf- 
steigungen bei  Eisenbahnen.  Für  solche 
Strecken  bedient  man  sich  an  der  Stelle 
der  Lokomotiven  stehender  Dampfma- 
schinen. Mittels  einer  solchen  wird  ein 
starkes  Seil  um  eine  Trommel  gewickelt, 
und  zieht  hierbei  den  daran  befestigten 
Wagenzug  mit  empor.  Um  das  Seil  zu 
unterstützen,  sind  längs  der  ganzen  Bahn 
eiserne  Seilscheiben  angebracht.  Ohne 
dass  die  Bewegung  des  Zuges  unterbro- 
chen wird,  muss  das  Seil  leicht  ange- 
hängt und  abgelöst  werden  können. 
Damit  aber  beim  Weiterfahren  die  Trom- 
mel selbst  nicht  hinderlich  sei,  ist  die- 
selbe unterhalb  der  Erde  zu  legen.  — 
Steht  der  ganze  Zug  auf  der  horizontalen 
Bahnstrecke,  so  wird  das  Seil  ausge- 
bängt,  und  eine  Lokomotive  angewendet. 
Beim  Heruutcrgehen  von  der  Rampe  ist 
durch  Bremsen  des  Zuges  und  des  Kor- 
bes die  Gcechwindigkeit  zu  verzögern.  — 
Auch  kann  man  die  Ueberwucht  eines 
herabgehenden  Zuges  dazu  verwenden, 
um  einen  gleichzeitig  heraufgehenden  zu 
unterstützen.  Es  werden  die  Seile  beider 
Züge,  die  sich  natürlich  jeder  auf  einem 
besonderen  Geleise  befinden,  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  auf  den  Seilkorb  ge- 
legt, so  dass  sich  das  eine  abwickelt, 
während  das  andere  aufgewickclt  wird. 
Es  kann  Vorkommen , dass  auf  einer 
Eisenbahn  grade  die  schwerbclastetcn 
Züge  immer  nach  einer  Richtung  und 
zwar  die  Rampe  abwärts  gehen;  in  die- 
sem Falle  braucht  man  gar  keine  Dampf- 
maschine, wenn  das  Uebcrgcwicht  des 
abwärts  gehenden  Zuges  hinreicht,  den 
aufwärts  gehenden  in  Bewegung  zu  setzen. 
Dergleichen  Bahnen  sind  bei  Bergwerken 
namentlich  Kohlenbergwerken  in  Ge- 
brauch, wo  sie  den  Namen  „Bremsberge“ 
führen.  Hierbei  gehen  die  mit  Kohlen 
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belasteten  Wagen  hergab  und  treiben 
durch  ihr  Uebergewicht  die  leeren  Wa- 
gen bergauf. 

Raum.  Es  möchte  schwer,  wo  nicht 
unmöglich  sein  .ein©  genaue  Definition 
des  Begriffes  „Raum“  zu  geben. 

Bekanntlich  fasst  Kant  Raum  und 
Zeit  gar  nicht  als  Begriffe  sondern  als 
aprioristische  Anschauungen  auf,  welche 
ausser  uns  keine  Realität  haben.  Es 
kann  hier  nicht  die  Absicht  sein,  diese 
Kantischc  Definition  zu  kritisiren  oder 
überhaupt  vom  philosophischen  Stand- 
punkte aus  auf  diesen  Begriff  einzuge- 
hen. Es  soll  eben  nur  dasjenige  ent- 
wickelt werden,  was  für  die  klare  Er- 
kenntnis der  geometrischen  Begriffe  und 
Sätze  dem  Räumlichen  zu  entnehmen  ist. 

Zu  der  Vorstellung  des  Raumes  ge- 
langen wir  durch  die  Erfahrung,  dass 
Körper,  welche  in  allen  ihren  Merkmalen 
übercimtimmen,  doch  als  von  einander 
getrennt  aufzufassen  sind;  wir  sind  also 
gezwungen,  etwas  sie  Unterscheidendes 
anzu nehmen,  und  nennen  dies  ihren 
Kaum. 

Wir  sagen,  dass  sie  einen  verschiede- 
nen Raum  einnehmen.  In  dieser  Verschie- 
denheit sind  wir  aber  genöthigt,  ein  Mehr 
und  ein  Minder  anzunehmen,  indem  wir 
erkennen,  dass  die  rftumljcho  Verschie- 
denheit zweier  Körper  A und  H eine 
geringere  sein  kann  als  die  zweier  an- 
dern V und  D.  ßomit  lassen  wir  den 
Raum  als  theilhar  und  zwar  als  conti- 
nuirlich  theilbar  auf.  Da  nun  die  räum- 
liche Verschiedenheit  zweier  Körper  in 
der  Vorstellung  sow  ohl  unter  alle  Grenzen 
klein  nnd  über  alle  Grenzen  gross  ange- 
nommen werden  kann,  so  sehen  wir  uns 
auch  genöthigt,  dem  Raume  die  Eigen- 
schaft beizulegcn,  dass  er  unendlich  sei, 
und  auch  sich  ins  Unendliche  theilen  lasse. 
Die  Erfahrung,  dass  die  räumliche  Be- 
ziehung zweier  Körper  nicht  immer  die- 
selbe sei,  sondern  «ich  ändern  könne, 
führt  uns  auf  den  Begriff  der  Bewegung, 
d.  h.  der  continuirlichcn  Raumümlerung 
der  Körper.  Es  wird,  beiläufig  bemerkt, 
durch  diesen  Vorgang  auch  die  Vorstel- 
lung der  Zeit  in  uns  hervorgebracht. 
Jedoch  ist  von  diesem.  Als  nicht  der 
Geometrie  angehörig,  hier  ganz  abzusehen. 
Dagegen  ist  die  Bewegung  selbst  in 
dieser  Wissenschaft  nicht  zu  entbehren, 
und  müssen  wir  daher  auf  diesen  Begriff 
noch  mit  einigen  Worten  eingehen.  Von 
zwei  Körpern,  die  in  allen  Merkmalen 
übereinstimmen  und  dennoch  von  einan- 
der getrennt,  also  räumlich  verschieden 
sind,  kann  man  den  einen  continuirlich 


sich  dem  andern  angenähert  denken,  dies 
folgt  aus  dem  Obigen,  und  eben  diese 
continuirliche  Annäherung  fassen  wir 
als  Bewegung  auf.  Es  wird  der  letzte 
Erfolg  einer  solchen  sein,  dass  beide 
Körper  denselben  Raum  einnehmen. 
Man  sagt  dann  die  beiden  Körper  decken 
sich.  Ohne  den  Begriff  der  Bewegung 
kann  man  also  zu  dem  für  die  Geometrie 
so  wichtigen  Prinzip  der  Deckung  in 
keiner  Weise  gelangen.  — Nicht  jede 
zwei  Körper  können  sich  decken.  Con- 
gruent  nennt  man  sie,  wenn  dies  bei 
ihnen  eintreten  kann.  — Dass  es  eon- 
gruente  Körper  gibt,  muss  in  der  Geo- 
metrie als  Postulat  angenommen  werden. 
— Da  der  Kaum  bis  ins  Unendliche 
theilbar  ist,  so  sehen  w'ir  uns  genöthigt, 
unendlich  kleine  Räume  anzimehmen, 
die  wir  Punkte  nennen.  Wir  betrachten 
die  Punkte  als  völlig  bestimmungslos 
nnd  einheitlich.  Eine  continuirliche  Reihe 
von  Punkten,  oder,  was  nach  dem  Obigen 
dasselbe  ist,  das  Resultat  der  Bewegung 
eines  Punktes  nennen  wir  Linie.  Eine 
Linie  kann  begrenzt  sein,  oder  sich  vom 
Anfangspunkte  aus  oder  nach  zwei  Rich- 
tungen ins  Unendliche  erstrecken.  Im 
ersten  Falle  unterscheiden  wir  nament- 
lich Anfnngs-  und  Kudpunkte  aus  der 
continuirlichen  Punktreihe. 

Wir  nennen  eine  Linie  geschlossen, 
wenn  Anfangs--  und  Endpunkt  zusam- 
menfnllcn.  — Es  muss  als  Erfalmjngs- 
satz  oder  als  Postulat  betrachtet  werden, 
dass  zwischen  Anfangspunkt  und  End- 
punkt sich  unendlich  viel  Linien  ziehen 
lassen,  hieraus  folgt  auch,  dass  ferner 
von  demselben  Anfangspunkte  ans  un- 
endlich viel  Linien  gezogen  werden  kön- 
nen, in  denen  alle  Punkte  bis  auf  den 
ersteren  räumlich  von  einander  verschie- 
den sind;  endlich  folgt  hieraus,  dass 
man  sich  unendlich  viel  continuirlich  aus 
einander  entstehende  und  räumlich  von 
einander  getrennte  Linien  denken  kann. 
Es  kann  also  auch  eine  Linie  durch 
Bewegung  in  unendlich  viel  Lagen  ge- 
bracht werden.  Die  Aneinanderreihung 
solcher  unendlich  vieler  Linien  führt  uns 
auf  den  Begriff  der  Fläche. 

Wenn  wir  eine  Aneinanderreihung  von 
räumlichen  Gegenständen  als  Ausdeh- 
nung bezeichnen,  so  hat  ein  Punkt  keine, 
eine  Linie  eine,  eine  Fläche  zwei  Aus- 
dehnungen. Die  Möglichkeit  einer  An- 
einanderreihung von  Flächen  ist  Postulat 
und  führt  auf  den  Begriff  des  Körpers 
mit  drei  Ausdehnungen.  Dass  der  Raum 
nur  drei  Ausdehnungen  hat,  also  durch 
Aneinanderreihung  von  Körpern  oder 
Bewegung  eines  Körpers  immer  nur 
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wieder  ein  Körper  entsteht,  ist  ebenfalls 
als  Postulat  zu  nehmen,  und  möchten 
wohl  alle  Versuche,  diese  höchst  wich- 
tige Eigenschaft  des  Raumes  aus  dem 
Begriffe  der  Ausdehnung  abzulcitcn,  voll- 
ständig scheitern.  — Aus  diesen  Be- 
trachtungen folgt  auch  leicht,  dass  ein 
Körper  von  Fliehen,  eine  Fliehe  von 
Linien,  eine  Linie  von  Punkten  begrenzt 
sei,  wogegen  der  umgekehrte  Weg,  der 
in  den  Anfangsgründen  der  Geometrio 
oft  eingeschlagen  wird,  und  wonach  man 
Fliehen  als  die  Grenzen  von  Körpern. 
Linien  als  die  Grenzen  von  Fliehen, 
Punkte  als  die  Grenzen  von  Linien  de- 
finirt,  zu  weniger  genauen  Vorstellungen 
gelangen  lässt,  namentlich  was  die  Aus- 
dehnungen des  ltanmcs  anbetrifft,  und 
möchte  unter  beiden  Wegen  der  hier 
eingesehlagene  den  Vorzug  verdienen. 

Der  Begriff  der  Congruenz,  der  oben 
entwickelt  wurde,  führt  leicht  auch  zu 
dem  Begriffe  der  Kaumglcichheit.  Wir 
nennen  zwei  Gebilde  (Linien,  Flächen,  Kör- 
per) nämlich  rauuigleich,  wenn  deren  jedes 
aus  Aneianderreiimug  von  Stücken  ent- 
standen gedacht  werden  kann,  welche 
entsprechend  den  Stücken  des  andern 
Gebildes  congrnent  und  an  Anzahl  gleich 
sind,  ohne  dass  hierbei  die  Anordnnng 
dieselbe  zu  sein  braucht.  Auch  können 
diese  Stücke  gegen  das  ganze  Gebilde 
unendlich  klein  gedacht  werden  (wie 
z.  B.  ein  Kreis  und  eine  Ellipse  raum- 
gleich sein  können,  beide  aber  nur  dann 
als  aus  entsprechend  congruentcn  Drei- 
ecken zusammengesetzt  gedacht  sein  kön- 
nen, wenn  mau  die  in  der  Peripherie 
liegenden  Grundlinien  dieser  Dreiecke 
sich  unendlich  klein  denkt).  Mit  diesen 
Begriffen  und  Definitionen  kann  man 
sich  in  der  Geometrie  begnügen , um 
darauf  die  Kenntniss  und  die  Eigen- 
schaften der  Raumgrössen  zu  bauen. 

Rinmgrösse. 

Linien,  Flächen  und  Körper,  mit  deren 
Entstehung  wir  uns  im  vorigen  Artikel 
beschäftigt  haben , sind  fähig  vermehrt 
oder  vermindert  zu  werden.  Sie  sind 
also  Grössen  und  können  also  als  Raum- 
grössen bezeichnet  werden.  Ausser  diesen 
sind  anch  die  Winkel  Kaumgrössen. 
Diese  vier  Arten  von  Grössen  kommen 
allein  in  der  Geometrie  vor. 

Es  soll  hier  dasjenige  von  ihren  Eigen- 
schaften entwickelt  werden,  was  zum  Be- 
ginn des  Studiums  der  Geometrie  notlt- 
wendig  ist.  — Sprechen  wir  zuerst  von 
den  Linien.  — Die  Linien  entstanden 
nicht  allein  aus  der  Bewegung  eines 
Punktes,  sondern  die  vorauszusetzenden 


Eigenschaften  des  Raumes  brachten  es 
anch  mit  sich,  dass  die  Linien  selbst 
beweglich  seien.  Bei  jeder  solchen  Bewe- 
gung gebt  eine  Linie  in  eine  andere 
über.  Wir  können  aber  bei  diesen  Ueber- 
glngen  zwei  verschiedene  Arten  unter- 
scheiden. Entweder  die  neu  entstandene 
Linie  geht  ans  der  alten  durch  eine  Be- 
wegung hervor,  in  welcher  alle  Punkte 
dieselbe  Beziehung  zu  einander  behalten 
wie  bei  der  letztem,  also  sich  nur  der 
absolute  Raum,  den  sic  cinnimmt  ändert; 
man  sagt  dann,  dass  beide  Linien  sich 
nur  in  der  Lage  unterscheiden,  and  dass 
sic  sich  decken.  Oder  diese  Beziehung 
ist  nicht  in  allen  Funkten  dieselbe;  man 
sagt  dann,  dass  die  Linien  bei  der  Be- 
wegung eine  Formänderung  erlitten  habe, 
und  beide  Linien  unterscheiden  sieb  nicht 
allein  durch  die  Lage,  sondern  auch 
durch  die  Form  von  einander. 

Betrachten  wir,  von  diesem  Prinzipe 
ausgehend,  jetzt  zwei  gegebene  Linien 
A und  B.  Diese  Linien  können  entwe- 
der so  beschaffen  sein,  dass  die  eine  A 
durch  Aenderung  der  Form  und  Lage 
in  die  andere  H übergeht;  man  sagt 
dann : „beide  Linien  sind  gleich,“  — oder 
ihre  Beschaffenheit  ist  derart,  dass  dies 
nicht  der  Fall  ist,  und  es  ist  dann  selbst- 
verständlich, dass  jedenfalls  die  eine,  die 
A sein  möge,  durch  Aenderung  der  Form 
und  der  Lage  in  einen  Theil  von  ß 
übergebt , und  man  sagt  dann ; „die 
Linie  A iBt  kleiner  als  B,  B grösser  als 
A .“  — Leicht  ersichtlich  ist  es  hiernach, 
was  es  heisse  B sei  2,  3 mal  so  gross 
als  A,  wenn  man  überlegt,  dass  auch 
durch  Aenderung  der  Form  und  Lage  A 
in  den  noch  übrig  bleibenden  Theil  der 
Linie  B übergeben  kann,  in  welchem 
Falle  B 2 mal  so  gross  ist  als  A u.  s.  w. 
Es  kann  also  jede  Linie  als  Maass  einer 
andern  betrachtet,  und  somit  jede  Linie 
gemessen  werden.  Unter  den  Linien 
sind  namentlich  die  graden  Linien  her- 
vorzuheben. Für  grade  Linien  hat  man 
verschiedene  Definitionen.  Die  beiden 
gebräuchlichsten  sind : — 1)  die  grade 
Linie  ist  eine  solche,  welche  in  allen 
ihren  Theilen  dieselbe  Richtung  hat,  — 
2)  die  grade  Linie  ist  die  kürzeste  zwi- 
schen 2 Punkten.  Gegen  die  erste  De- 
finition möchte  cinzuwenden  sein,  dass 
eben  der  Begriff  der  Richtung  erst  durch 
den  der  graden  Linie  in  uns  entsteht, 
d.  h.  dass  wir  eben  2 Linien  gleich  ge- 
richtet nennen,  wenn  sie  in  einer  graden 
liegen.  (Man  müsste  dann  den  parallelen 
Linien,  wie  allerdings  oft  geschieht,  auch 
gleiche  Richtung  zuschreiben,  was  jeden- 
falls, wenn  man  die  Sache  genau  über- 
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legt,  der  Auseinandersetzung  etwa*  Vage» 
und  schwer  xd  Verdeutlichendes  gibt). 
Was  die  xweitc  Definition  anbetrifft,  so 
lasst  sieh  gewiss  Nichts  gegen  ihre  Rich- 
tigkeit einwenden,  jedoch  will  cs  uns 
scheinen,  dass  diese  Erklärung  wenig 
geeignet  sei,  gewisse  Eigenscharten  der 
Graden  daraus  xu  entwickeln,  die  man 
doch  sehr  nöthig  in  den  Elementen  der 
Geometrie  braucht,  x.  B.  schon  den  Satx, 
dass  xwischen  2 Punkten  nur  eine  grade 
Linie  möglich  sei.  Wir  halten  es  daher 
für  besser,  von  den  oben  gegebenen  Be- 
trachtungen ausgehend  auf  eine  andere 
Art  xur  Definition  der  graden  Linie  xu 
gelangen 

Denke  man  sich  eine  beliebige  Linie 
in  ihren  beiden  Endpunkten  fest,  so  kann 
im  Allgemeinen  nach  dem  Vorigen  nichts 
destoweniger  dieselbe  ihre  Lage,  zugleich 
aber  auch  muss  dieselbe  ihre  Form  an- 
dern. Ist  nun  eine  Linie  so  beschaffen, 
dass  sie  xwischen  ihren  Endpunkten  nur 
eine  einzige  Lage  annehmen  kann,  so 
soll  sie  eine  grade  heissen.  — Es  soll 
gezeigt  werden,  dass  aus  dieser  Defini- 
tion die  andern  Eigenschaften  der  gra- 
den Linie  sehr  leicht  hervorgehen. 

Sätze  von  graden  Linien. 

I.  Jeder  Thcil  einer  graden  Linie  ist 
wieder  eine  solche. 

Denn  könnte  ein  Theil  n der  graden 
Linie  A xwischen  seinen  Endpunkten 
seine  Lage  ändern,  so  geschähe  dies 
gleichzeitig  auch  mit  der  ganzen  Linie  A. 

II.  Die  grade  Linie  ist  kleiner  .als 
jede  andere  zwischen  ihren  Endpunkten. 

Denn  angenommen,  es  liessc  sich  zwi- 
schen den  Punkten  AB  (Fig  74)  ausser, 


Fig.  74. 


der  Graden  AB  noch  eine  zweite  nicht 
grössere  Linie  AUB  zeichnen,  so  wäre 
letztere  entweder  gleich  AB,  und  cs  müsste 
diese  durch  Formänderung  in  ADB  über- 
gehen können,  was  der  Definitton  der 
gTadcn  widerspricht,  oder  cs  w&re  ADB 
kleiner  als  AB,  so  könnte  erstere  durch 
Hinzufügung  einer  Ansbiegung  DEFD , 
in  eine  Linie  ADEFUB  verwandelt  wer- 
den, welche  gleich  AB  wäre,  was  also 


auch  unmöglich  ist.  Hieraus  folgt  so- 
gleich : 

III.  Zwischen  zwei  Punkten  ist  nur 
eine  Grade  möglich. 

Denn  wären  AB  und  ADB  beide 
grade,  so  wären  sie  beide  die  kürzesten 
zwischen  A und  B also  gleich  gross, 
was  dem  vorigen  Satze  widerspricht. 

IV.  Zwei  grade  Linien  decken  sich 
ganz  oder  theilweise. 

Denn  immer  können  sie  so  auf  einan- 
der gelegt  werden,  dass  die  Endpunkte 
der  kleineren  mit  zwei  Punkten  der 
grösseren  zusammenfallen,  und  da  zwi- 
schen diesen  Punkten  dann  nur  eine 
Grade  möglich  ist,  zo  findet  Deckung 
statt. 

Indess  hat  diese  Definition  der  graden 
Linie  auch  ihre  schwache  Stelle.  Es  ist 
die,  dass  vorausgesetzt  werden  muss,  es 
gebe  immer  zwischen  zwei  Punkten  wirk- 
lich eine  Grade.  Ueberhaupt  ist  es  un- 
möglich, dergleichen  Voraussetzungen  in 
den  Anfängen  der  Raumlehre  zu  ver- 
meiden. Wir  nehmen  nämlich  in  der 
Anschauung  des  ltaumcH  gewisse  Eigen- 
schaften desselben  zugleich  in  uns  auf, 
welche  eben  als  vorhanden  betrachtet 
weraen  müssen,  und  die  man  nicht 
weiter  begründen  kann,  so  die  Möglich- 
keit der  3 Dimensionen,  der  Beweglich- 
keit der  Raumgrössen,  des  Vorhanden- 
seins der  graden  Linien  u.  s.  w. 

„Jede  nicht  grade  Linien  nennen  wir 
krumm,  gebrochen,  gemischt,  je  nachdem 
entweder  kein  Theil  eine  grade  bildet, 
oder  sie  nur  aus  Graden  besteht,  oder  zum 
Theil  Ersterea  zum  Theil  Letzteres  ein- 
tritt.“ 

Wie  unter  den  Linien  die  grade,  so 
ist  unter  den  Flächen  die  ebene  Fläche 
oder  Ebene  hervorzuheben. 

Die  gewöhnliche  Definition  der  Ebene : 

„Sie  ist  eine  solche  Fläche,  in  welcher 
»ich  zwischen  jeden  zwei  Punkten  eine 
grade  Linie  ziehen  lasse“,  muss  als  die 
beste  anerkannt  werden,  und  lässt  sich 
wohl  jede  andere  Definition  auf  diese 
zurückführen.  Ihre  schwache  Stelle  ist 
eben  nur  die  unvermeidliche,  dass  sie 
das  Vorhandensein  einer  Fläche  von  der 
bezeichneten  Eigenschaft  ohne  Weiteres 
voraussetzt.  Von  den  Grundeigenschaf- 
ten der  Ebene  gehören  hierher  nur  die 
Folgenden : 

L „Durch  eine  grade  Linie  lassen  sich 
unendlich  viel  Ebenen  legen.“ 

Es  ist  nämlich  möglich,  eine  Ebene 
so  zu  bewegen,  dass  eine  Linie  in  ihr 
der  Lage  nach  unverändert  bleibt,  und 
nimmt  die  Ebene  hierbei  unendlich  viel 
Stellungen  an. 
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II.  Durch  eine  grade  Linie  und  einen 
Punkt,  der  nicht  in  ersterer  liegt,  (oder 
va s dasselbe  ist,  durch  drei  Punkte,  die 
nicht  in  einer  Graden  liegen)  lässt  sich 
stets  eine  und  nur  eine  Ebene  legen. 

Bei  der  eben  beschriebenen  Bewegung 
muss  die  Ebene  nämlich  einmal  in  eine 
Lage  kommen,  wo  sie  einen  beliebigen 
Punkt  in  sich  aufnimmt.  Selbstverständ- 
lich sied  diese  Auseinandersetzungen  in 
I.  und  II.  nicht  als  Beweise  zu  betrach- 
ten. Sie  geben  eben  nur  diejenigen 
Eigenschaften  des  Raumes,  welche  man 
in  den  Anfängen  der  Raumlehre  mit 
Bezug  auf  die  Ebene  voraussetzen  muss. 

Jede  nicht  ebene  Fläche  heis6t  krumm. 
(Man  kann  auch  gebrochene  und  ge- 
mischte Flächen,  welche  ähnlich  wie  die 
entsprechenden  Linien  zu  definiren  sind, 
von  den  krummen  absondern.) 

Eine  neue  Art  der  ltaumgr06scn  ist 
der  Winkel.  Wir  sprechen  hier  nur  von 
Winkeln  zwischen  Linien.  Winkel  zwi- 
schen Ebenen  und  Winkel  zwischen  einer 
Linie  und  einer  Ebene  werden  in  der 
Körperlcbrc  oder  Stereometrie  auf  Winkel 
zwischen  Linien  zurückgeführt. 

Von  der  gewöhnlichen  Definition  der 
Winkel:  „Ein  Winkel  ist  der  Unterschied 
in  der  Richtung  zweier  Linien“,  glauben 
wir  als  einer  nicht  klaren  absehen  zu 
müssen.  Eben  durch  den  Winkel  dcu 
zwei  Linien  machen,  kommt  uns  zum 
Bewusstsein,  dass  sic  ungleich  gerichtet 
sind.  Wir  messen  den  Unterschied  ihrer 
Richtung  eben  durch  den  Winkel,  wel- 
chen sie  machen,  und  ist  uns  nicht  ein- 
leuchtend, wie  man  ohne  diese  Messung 
vorher  vornehmen  zu  können,  von  einem 
grossem  oder  kleineren  Unterschied  der 
Richtung  sprechen  will.  Ueberhaupt 
scheint  cs  nothwendig  bei  der  Definition 
der  Winkel  die  Ebene  zu  Hülfe  zu  neh- 
men. Man  kann  nämlich  einen  Winkel 
nur  messen  oder  thcilen,  wenn  man  zwi- 
schen seinen  Schenkeln  und  zwar  in 
deren  Ebene  sich  andere  Linien  gezogen 
denkt,  so  dass  nothwendig  die  Ebene 
eine  Stelle  in  der  Definition  des  Win- 
kels finden  muss.  Um  eine  solche  zu 
geben,  scheinen  uns  folgende  Betrach- 
tungen nöthig  zu  sein. 

I.  Eine  grade  Linie  kann  ihre  Lage 
derart  verändern  und  zwar  auf  unend- 
lich viel  Arten,  dass  sie  in  einer  Ebene 
bleibt  und  ein  Punkt  derselben  A seine 
Lage  nicht  ändert. 

II.  Setzt  man  diese  entsprechende  Be- 
wegung der  Graden  in  dieser  Weise 
fort,  so  kommt  die  grade  Linie  schliess- 
lich in  ihre  frühere  Lage  zurück. 

Das  Letztere  muss  als  Voraussetzung 


angenommen  werden,  und  lässt  sich  nicht 
beweisen,  sondern  Führt  immer  auf  die 
Anschauungen,  welche  uns  mit  dem 
Raume  zugleich  gegeben  sind,  zurück. 

Bei  dieser  Aenderung  der  Lage  denkt 
man  sich  die  Grade  vom  festen  Punkte 
A aus  nach  einer  Richtung  ins  Unend- 
liche verlängert;  die  Bahn,  welche  die 
Grade  bei  einer  solchen  Bewegung  be- 
schreibt, nennen  wir  Winkel. 

Ein  Winkel  lässt  sich  also  auch  de- 
finiren  als  ein  Theil  einer  Ebene,  wel- 
cher begrenzt  ist  von  zwei  Graden,  die 
sieh  in  einem  Punkte  A schneiden,  und 
von  diesem  aus  nach  einer  Richtung  hin 
ins  Unendliche  verlängert  gedacht  wer- 
den. Der  Punkt  A heisst  Spitze  oder 
Scheitelpunkt,  während  die  begrenzenden 
Linien  Schenkel  genannt  werden.  Ein 
Winkel  ist  also  nicht  vollständig  be- 
grenzt. 

„Wird  die  Bewegung  der  Linie  so  lange 
fortgesetzt,  bis  sie  in  ihre  frühere  Lage 
zurückfällt,  60  nennen  wir  den  entzie- 
henden Winkel  einen  vollen.“  — Dass 
Winkel  Grössen  sind,  wird  bewiesen, 
wenn  man  zeigt,  dass  dieselben  der  Mes- 
sung fähig  sind,  und  kann  dies  auf  fol- 
gende Weise  geschehen. 

Zwei  Winkel  P und  Q können  offen- 
bar so  auf  einander  gelegt  werden,  dass 
je  ein  Schenkel  und  die  Scheitelpunkte 
zusammenfallcn.  Decken  sich  hierbei  auch 
die  andern  Schenkel  so  werden  die 
Winkel  gleich  genannt.  Geschieht  dies 
nicht,  so  wird  der  eine  Winkel  P den 
andern  Schenkel  des  Winkels  Q in  sich 
enthalten  und  man  sagt  dann:  Winkel  P 
sei  grösser  als  Q.  In  diesem  Falle  ist 
ein  Theil  von  P gleich  Q.  Sonach  lässt 
sich  jeder  Winkel  thcilen,  indem  man 
vom  Scheitelpunkte  aus  Linien  zwischen 
seinen  Schenkeln  gezogen  denkt.  1 s ist 
somit  auch  klar,  was  die  Hälfte,  der  vierte 
Theil  u.  s.  w.  eines  Winkels  sei.  Zu 
dem  Folgenden  ist  ein  Satz,  der  an  sich 
klar  ist,  nöthig: 

I.  Zwei  volle  Winkel  sind  gleich. 

Es  fallen  nämlich  die  beiden  Schenkel 
eines  jeden  von  ihnen  zusammen,  und 
somit  decken  sich  dieselben,  da  ja  jede 
zwei  Graden  sich  decken. 

Es  ergeben  sich  hieraus  folgende  De- 
finitionen : 

„Die  Hälfte  eines  vollen  Winkels  heisst 
gestreckter,  die  Hälfte  eines  gestreckten 
rechter  Winkel.  Jeder  Winkel,  der  klei- 
ner als  ein  rechter  ist,  spitzer,  der  grösser 
als  ein  rechter  und  kleiner  als  ein  ge- 
streckter ist,  stumpfer,  jeder  der  grösser 
als  ein  stumpfer  und  kleiner  als  ein 
voller  Winkel  ist,  erhabener  oder  con- 
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vexer  Winkel,  während  jeder,  welcher 
kleiner  als  ein  gestreckter  ist.  als  hohler 
oder  concaver  Winkel  bezeichnet  wird.“ 

Ans  Satz  I.  folgt  dann  augenblicklich: 

II.  Jede  zwei  gestreckten  Winkel  sind 
gleich.  — Jede  zwei  rechten  Winkel  sind 
gleich.  — Ausserdem  lässt  sich  leicht 
der  folgende  Satz  beweisen : 

III.  Die  Schenkel  eines  gestreckten 
Winkels  bilden  eine  grndc  Linie.  Denn  be- 
wegt man  die  grade  Linie  BA  (Fig.  75)  so 
in  ihrer  Ebene,  dass  A festbleibt  und  so 
lange,  dass  sie  in  die  Lage  AC  kommt, 
die  mit  B in  einer  Graden  liegt,  und 
setzt  die  Bewegung  fort  bis  BA  in  ihre 
frühere  Lage  kommt,  so  ist  Winkel 
ft  AB  in  zwei  andere  BDAC  und  CR  AB 

Fig.  75. 


gctheilt.  Diese  sind  gleich , denn  die 
Graden  BDAC  und  BRAC  decken  sich, 
und  folglich  auch  die  Winkel.  Jeder 
derselben  ist  also  die  Hälfte  des  vollen 
und  mithin  ein  gestreckter  Winkel. 

Hieran  ist  noch  die  Definition  zu 
knüpfen : „Wenn  man  einen  gestreckten 
Winkel  in  zwei  Theile  theilt,  so  heissen 
dieselben  Nebenwinkel.“  Und  hieraus 
folgt  dann  sogleich: 

IV.  Zwei  Nebenwinkel  sind  entweder 
beide  rechte,  oder  der  eine  ein  spitzer 
der  andere  ein  stumpfer.  Immer  aber 
betragen  sie  zusammen  einen  gestreckten 
oder  zwei  rechte  Winkel. 

Mit  diesen  Definitionen  und  Sätzen 
wäre  dass  für  die  Anfangsgrönde  der 
Geometrie  in  Bezug  auf  die  Raumgrössen 
Noth wendige  gegeben.  Es  sind  aber 
hieran  noch  einige  Erläuterungen  zu 
knüpfen,  die  namentlich  Schwierigkeiten 
begegnen  sollen,  welche  in  den  höhero 
Theilen  der  Geometrie  oftmals  entgegen- 
treten. 

In  dem  man  die  grade  Linie  gleichsam 
als  das  erste  Element  und  als  diejenige 
betrachtet,  auf  welche  man  alle  Linien 
zurückführen  kann,  sieht  man  sich  in 
der  Theorie  der  krummen  Linien  ver- 
anlasst zu  der  Annahme,  dass  jede  sol- 
che Linie  in  ihren  kleinsten  Theilen  sich 
der  graden  annäberc , derart  nämlich, 
dass  ein  sehr  kleiner  Theil  einer  krum- 


men Linie  um  so  näher  einer  graden 
komme,  als  ihre  Grösse  abnimmt,  und 
schliesslich  mit  derselben  zu  identiticircn 
sei.  Nur  in  einzelnen  Punkten  einer 
jeden  Linie  kann  von  dieser  Regel  Ab- 
weichung stattfinden.  In  den  sogenann- 
ten Spitzen  der  krummen  Linien  wird 
derjenige  Theil  derselben,  welcher  von 
zwei  Punkten  begrenzt  wird , die  auf 
beiden  Seiten  der  Spitze  liegen,  nie  einer 
graden  gleich  zu  setzen  sei,  so  sehr  man 
diese  Punkte  auch  der  letztem  näher 
rücken  lasse.  Diese  Betrachtungen  setzen 
auch  voraus,  dass  je  zwei  nächste  Stücke 
einer  beliebigen  Linie,  also  solche  die 
man  jedes  als  grade  betrachten  kann 
einen  Winkel  mit  einander  machen,  wel- 
cher nur  um  unendlich  w enig  von  einem 
gestreckten  Winkel  abweichen  kann  ; denn 
da  sich  die  Richtung  dieser  Stücke  gc» 
gen  einander  bis  auf  jede  Grenze  der 
einer  Graden  annähem  muss,  wie  eben 
gezeigt  wurde,  muss  diese  Richtung  einem 
gestreckten  Winkel  entsprechen.  Aus- 
nahmen können  nur  in  einzelnen  Punkten 
stattflnden,  und  dies  sind  eben  bei 
krummen  Linien  die  Spitzen,  bei  gebro- 
chenen Linien  aber  die  Endpunkte.  Da 
nun  in  der  Erklärung  einer  Linie  als 
eine  Aneinanderreihung  von  Punkten  oder 
als  die  Bahn  eines  bewegten  Punktes 
von  solchen  Beschränkungen  Nichts  ent- 
halten ist,  so  sind  dieselben  anderweitig 
zu  begründen.  An  sich  nämlich  kann 
man  z.  B.  in  der  gebrochenen  Linie 
abcdeftjhklmnjKi  (Fig.  76),  die  man  sich 

Fig.  76. 
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jedenfalls  als  Bahn  eines  Punktes  den- 
ken kann,  die  einzelnen  graden  Stücke 
ah.  bc  a.  s.  w.  so  aneinander  rücken 
lassen,  dass  sämmtlichc  Winkel  bed  u.  s.  w. 
immer  kleiner  werden,  und  man  wird 
dabei  immer  noch  annebmen  können, 
dass  die  gebrochene  Linie  die  Bahn  eines 
Punktes  bleibe.  Wenn  sich  aber  die  An- 
zahl der  Strecken  dabei  ins  Unendliche 
vermehrt,  so  stellt  die  so  gebildete  Bahn 
gleichzeitig  einen  Theil  der  Ebene  vor, 
was  doch  dem  Wesen  einer  Linie  zn 
widersprechen  scheint.  Dergleichen  Bah- 
nen, möge  man  sie  nun  als  Linien  be- 
zeichnen oder  nicht,  müssen  also  in  den 


Raumgrösse. 


90 


Raumgrösse. 


geometrischen  Betrachtungen  ausgeschlosr 
sen  werden.  Von  der  Nothwcndigkcit 
dieser  Ausschliessung  überzeugt  man  sich 
wohl  am  leichtesten  auf  folgende  Weise. 
Jede  Linie,  die  in  der  Geometrie  be- 
trachtet wird,  muss  durch  irgend  ein 
Gesetz  gegeben  sein,  welches  man  auf 
eine  Bewegung  zurückführen  kann.  Jede 
Bewegung  aber  lässt  sich  schliesslich 
zurückführen  auf  fortschreitende  und 
drehende  Bewegungen.  Die  ersteren  ge- 
ben grade  Linien,  die  letzteren  Kreise. 
Ist  nun  das  Bewegungsgesetz  zugleich, 
einzelne  Punkte  höchstens  ausgenommen, 
ein  Continuirlichcs , wie  dies  ja  sein 
muss,  da  sich  sonst  nicht  ein  allgemeiner 
Ausdruck  für  dasselbe  finden  liesse,  so 
muss  die  Linie  durch  Aneinanderreihung 
continuirlich  aus  einander  entstehender 
graden  Linien  und  Kreise  sich  bilden 
lassen,  und  kommt  es  dann  eben  nur 
darauf  an,  zu  zeigen,  dass  die  Thcile 
einer  Kreislinie  sich  einer  graden  annä- 
hern, wenn  sic  an  Grösse  abnehmen. 
Dies  aber  hat  keinerlei  Schwierigkeit 
und  wird  in  dem  die  Kreislinie  behan- 
delnden Theil  der  Kaumlehre  ausgeführt. 
Eben  so  einfach  ergibt  sich  dies  Prinzip, 
wenn  man  annimmt,  dass  die  Curvcn 
nur  der  Betrachtung  unterliegen,  welche 
durch  eine  Gleichung  zwischen  gradlini- 
gen Coordinaten  (siehe  den  Artikel:  , ana- 
lytische Geometrie“)  gegeben  sind.  Da 
die.  grade  Linie  selbst  eine  lineare  Glei- 
chung zwischen  den  Coordinaten  voraus- 
setzt, jede  beliebige  Gleichung,  welche  y 
als  Function  von  x gibt,  aber  als  linear 
betrachtet  werden  kann,  wenn  x und  y 
unendlich  klein  sind  (es  folgt  dies  näm- 
lich aus  den  Grundsätzen  der  Differen- 
zialrechnung oder  dem  Taylorschen  Satze. 
Vergleiche  den  Artikel : Quantitäten), 
einzelne  Werthe  von  y höchstens  aus- 
genommen, so  folgt  die  Eigenschaft  der 
krummen  Linien,  sich  continuirlich  an 
grade  anzuechliesscn . einfach  aus  dem 
Continuitätsprinzipe.  Wir  fügen  hier  hoch 
hinzu,  dass  Achnlichc»  von  den  krummen 
Flächen  in  ihrem  Verhältnis»  zu  den 
Ebenen  gilt,  und  in  gleicher  Weise  zu 
entwickeln  i6t.  Die  Ausführung  dieser 
Betrachtungen , welche  geometrische 
Kenntnisse  voraussetzt,  bleibt  indessen 
den  Artikeln:  Rectification , Tangente 

überlassen. 

Raumgrössen  (positive  und  ne- 
gative). 

Die  Berücksichtigung  der  Vorzeichen 
bei  Raumgrössen  ist  bekanntlich  von 
grosser  Wichtigkeit.  Sie  macht  os  mög- 
lich Resultate,  die  durch  Rechnung  sich 


auftinden  lassen,  in  aller  Allgemeinheit 
durch  eine  einzige  Formel  zu  geben, 
welche  sonst  in  eine  Anzahl,  oft  in  eine 
sehr  grosse  Anzahl,  einzelner  Fälle  aus- 
einandcrfallen,  und  einen  ganz  besonde- 
ren Aufwand  von  Rechnung  nothwendig 
machen  würde.  — Jedoch  ist  dio  Rich- 
tigkeit von  dergleichen  Betrachtungen 
um  so  mehr  zu  begründen,  als  sie  vielen 
Geometern  derartige  Schwierigkeiten  zu 
machen  scheinen,  dass  man  sehr  aus- 
führlicher Auseinandersetzungen  zu  de- 
ren Ueberwindung  für  nothwendig  ge- 
halten hat,  wie  dies  z.  B.  in  Carnots: 
Geometrie  de  potition  durch  lange  Be- 
trachtungen geschehen  ist,  welche  die 
Berücksichtigung  der  Vorzeichen  ersetzen 
sollen.  — Gehen  wir  beispielsweise  von 
Linien  aus,  so  möchte  allerdings  fest- 
steheu,  dass  eine  begrenzte  Linie  an  sich 
weder  positiv  noch  negativ  sei,  wie  auch 
ihre  Lage  beschaffen  sei.  Zwischen  den 
Theilen  der  Linie  AC,  BC  und  BC{ Fig.  77) 

Fig.  77. 
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macht  sich  durchaus  kein.Gegcnsatz  gel- 
tend, und  was  die  Linien  BC  und  CB 
anbetrifft,  so  sind  ja  diese  vollständig 
identisch,  und  um  so  weniger  hier  ein 
Gegensatz  vorhanden.  Letzterer  aber 
tritt  ein,  wenn  wir  die  Linie  als  Entfer- 
nung des  Anfangspunktes  vom  Endpunkte 
oder  wie  wir  uns  hier  ausdrücken  wollen, 
um  einen  auch  auf  Flächen  und  Körper 
übertragbaren  Ausdruck  zu  haben , als 
ihren  Zwischenraum  betrachten.  Wir 
wollen  dies  hier  etwas  genauer  zu  be- 
gründen suchen. 

I Unter  Zwischenraum  zweier  Punkte 
A und  B , welche  auf  einer  gegebenen 
(graden  oder  krummen)  Linie  liegen,  ver- 
stehen wir  den  zwischen  ihnen  befind- 
lichen Theil  dieser  Linie  mit  der  Maass- 
gabc,  dass  der  Zwischenraum  zugleich 
angibt,  welchen  Punkt  man  als  Anfangs- 
punkt und  welchen  als  Endpunkt  des- 
selben betrachtet.  Es  sind  also  die 
Zwischenräume  AB  und  BA  nicht  iden- 
tisch, da  der  erstere  die  von  A nach  B 
führende  Strecke,  der  letztere  die  von 
B nach  A führende  angeben  soll. 

II.  Die  Zwischenräume  zweier  Punkte 
auf  Linie  AC  sind  entweder  gleich  ge- 
richtet mit  AB  oder  mit  BA,  z.  B.  AC, 
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OB,  BC,  denn  hier  ist  immer  rom  An- 
fangspunkte uns  nach  derselben  Richtung 
wie  von  A nach  B vorzu  sc  h reiten,  um 
zum  Endpunkte  zu  gelangen,  o lcr  sie 
sind  gleich  gerichtet  mit  BA , wie  BO, 
CB.  Ausser  diesen  beiden  Richtungen 
gibt  es  keine  weiteren. 

III.  Der  Zwischenraum  zweier  belie- 
bigen Punkte  A nnd  B lässt  sich  als 
Summe  anderer  glcirhgcrichtetcrZwUchcn- 
räume  Ausdrücken,  z.  B. : 

A B = A O + OB  = A C*+  CC"  + 1 ” B . . 
wenn  O,  O*  . . . beliebige  Punkte  sind, 
die  zwischen  A und  B liegen. 

IV.  Der  Zwischenraum  zweier  Punkte 
A und  li  lässt  sich  nls  Differenz  von 
zwei  Zwischenräumen  AC  — BC  Aus- 
drücken, wenn  C ein  beliebiger  nicht 
auf  der  Strecke  AB  liegender  Punkt  ist, 
also  der  Zwischenraum  CB  und  BA  gleich 
gerichtet  ist.  Unterscheidet  man  nun  die 
beiden  Richtungen,  welchen  Zwischen- 
räume haben  kennen,  durch  das  Vorzei- 
chen, nimmt  also  an,  dass  unter  — AB 
immer  die  Strecke  BA,  unter  — BA 
die  Strecke  Ali  verstanden  werde,  so  ist: 

BC  — - CB, 

also: 

AB  - AC+  CB. 

Es  war  vorhin  AB  =.  AO  -f  OB  und 
die  in  III.  und  IV.  gegebenen  Sätze 
lassen  sich  somit  in  folgenden  enger  zu- 
sammenfassen. 

V Wenn  man  alle  mit  AB  gleich 
gerichteten  Zwischenräume  als  positiv, 
alle  mit  BA  gleich  gerichteten  als  ne- 
gativ betrachtet,  so  ist  der  Zw’ischenranm 
zweier  Punkte  A und  B gleich  der  Summe 
aller  Zwischenräume  von  A und  C,  C 

und  a,  C'  und  C"  ...  C(")  uud  B,  wo 

C'  und  C"  . . . beliebige  Punkte 

auf  der  nach  beiden  Seiten  unendlich  zu 
denkenden  Linie  AB  sind. 

Es  ist  namentlich  die  Entfernung  des 
Punktes  gleich  AB  — AB  =:  0 oder  auch 
gleich  AB  + BA  Diese  Gleichung  zeigt, 
dass  sich  Zwischenräume  aufheben  kön- 
nen. — Da  nun  in  der  Arithmetik,  (siche 
den  Artikel : Quantität)  eine  negative 
Grösse  — a als  eine  solche  detinirt  wird, 
welche  zu  a addirt  Null  gibt,  so  zeigt 
sieb,  dass  man  bei  allen  Rechnungen, 
denen  Linien  unterworfen  werden  können, 
die  bekannten  Regeln  des  Rechnens  mit 
positiven  nnd  negativen  Zahlen  anwen- 
den kann,  in  der  Voraussetzung,  dass 
die  Vorzeichen,  die  Richtung  der  Zwi- 
schenräume andeuten.  Das  Gesagte  lässt 
sich  nnn  ohne  Weiteres  auf  andere  Ratun- 


grössen (Flächen,  Körper,  Winkel)  über- 
tragen. Wir  geben  daher  nur  ein  Bei- 
spiel. Seien  AC,  Bl)  (Fig.  78)  zwei  be- 

Fig.  78. 


liebige  ins  Unendliche  sich  erstreckende 
Linien,  BA,  EF  zwei  andere,  welche 
dieselben  schneiden,  so  ist:  BAEF,  d.  h. 
das  von  BA  und  EF,  Bl)  und  AC  be- 
grenzte Viereck,  der  Zwischenraum  zwi- 
schen AB  und  CD  zu  unterscheiden  von 
EFAB.  Im  erstem  Falle  ist  nämlich 
BA  die  Anfangsbegrenzung,  im  letztem 
Falle  EF  und  immer  ist: 

BAEF  - BAL'D'+  CD'EF 

und 

BAEF  = BACD  - F.FCD, 
zwei  Gleichungen,  die  anl  eine  gemein- 
schaftliche Form  zuröckkommen , wenn 
mau  setzt : EFCD  — — CDEF,  so  dass 
diese  Voraussetzung  das  Rechnen  mit 
negativen  Grössen  auch  für  Flächen 
rechtfertigt. 

Raumlehre  (Geometrie). 

I)  Einleitung. 

Raumlehre  oder  Geometrie  ist  bekannt- 
lich derjenige  Theil  der  Grössenlehre 
( Mathematik,) , welcher  sich  mit  den 
Raumgrössen  beschäftigt. 

Sie  muB8  insofern  als  die  älteste  der 
mathemathischen  Wissenschaften  betrach- 
tet werden,  als  sie  zuerst  zu  einem 
völlig  geordneten  Zusammenhänge  (Sy- 
stem) verbunden  ist.  Es  ist  ein  solches 
geometrisches  System  zuerst  von  Euklid 
bearbeitet  worden,  und  ist  im  Wesent- 
lichen seine  Art  des  Vortrags,  nament- 
lich was  die  Elemento  anbetrifft,  noch 
jetzt  beibehaltcn  worden,  ohne  dass  je- 
doch anzunehmen  ist,  dass  alle  in  Euklids 
Werke  vorhandenen  Sätze.Aufgaben  n.s.w. 
ihrem  Inhalte  oder  ihrer  Form  nach  auch 
von  ihm  herrühren.  Vielmehr  haben 
Jahrhunderte  vor  ihm  schon  bedeutende 
Geometer  die  Wissenschaft  mit  ihren 
Entdeckungen  bereichert,  jedoch  ist  Eu- 
klid hier  ergänzend , berichtigend  und 
verbindend  eingetreten,  und  somit  ist  er, 
was  den  geometrischen  Vortrag  in  Form 
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eines  Systems  anbetrifft,  als  dessen  Ur- 
heber zu  betrachten. 

Was  die  Euklidische  Methode  anbe- 
trifft, welche  auch  in  den  übrigen  mathe- 
matischen Wissenschaften  nachgeahmt 
worden  ist,  so  darf  sic  nicht  mit  der 
mathematischen  Methode  überhaupt  iden- 
tifleirt  werden.  Wenn  die  letztere  darin 
besteht,  dass  jede  vorgetragene  Wahr- 
heit in  strenger  Weise  und  in  deductiver 
Auseinandersetzung  auf  Früheres  zurück- 
zuführen ist,  so  pflegt  man  nnter  Eukli- 
discher Methode  die  eigentümliche  uus- 
scro  Form,  deren  sich  aus  guten  Grün- 
den Euklid  hierbei  bediente,  zu  verstehen. 
Es  wird  die  Euklidische  Methode  auch 
oft  als  geometrische  Methode  bezeichnet, 
und  auch  sic  ist  mit  mehr  oder  weniger 
Glück  auf  verschiedene  Wissenschaften 
nicht  bloss  mathematische,  sondern  auch 
philosophische,  selbst  technische  über- 
tragen worden.  Das  Wesen  dieser  Me- 
thode lässt  sich  wohl  in  kurzer  Weise 
so  definiren  : „dass  die  einzelnen  Wahr- 
heiten aus  denen  das  System  besteht, 
nicht  in  fortlaufendem  Vortrage  gegeben 
werden,  sondern  in  viele  kleine  Theile, 
die  immer  der  Form  nach  in  gewisser 
Weise  ein  Ganzes  bilden,  und  jeder  eine 
Wahrheit  enthalten,  aus  einander  fallen.“ 
Ein  solcher  Theil  ist  entweder  ein  Lehr- 
satz (Theorem),  wenn  er  eine  neue  be- 
merkenswerthe  Eigenschaft  der  Grössen, 
von  welchen  die  Wissenschaft  handelt,  mit- 
theilt, oder  eine  Aufgabe  (Problem),  wenn 
es  darauf  ankommt,  die  schon  gegebenen 
Wahrheiten  und  Erkenntnisse  zur  Errei- 
chung gewisser  Zwecke  zu  verwenden. 

Der  Lehrsatz  verlangt  stets  einen 
Beweis,  die  Aufgabe  eine  Auflösung, 
und  letztere  wieder  einen  Beweis.  Beide 
letztere  sind  derart  aus  einander  zu  hal- 
ten, dass  die  Auflösung  eben  die  Mittel 
giebt,  welche  zur  Erreichung  des  Zweckes 
nothwendig  sind,  und  alle  Begründung 
des  Verfahrens  dem  Beweise  überlassen 
bleibt. 

Was  die  Beweise  anbetrifft,  so  gibt  es 
von  denselben  zwei  llauptarten,  den 
directen  und  den  indirecten.  Der  erstere 
geht  von  irgend  einem  passenden  An- 
fangspunkte aus,  und  führt  uns  auf  dc- 
ductivem  Wege  allmälig  zur  Richtigkeit 
des  in  Rede  stehenden  Satzes,  der  letz- 
tere setzt  das  Gegen  theil  des  zu  bewei- 
senden Satzes  voraus , und  zeigt  dann 
aus  früheren  Sätzen,  dass  diese  Annahme 
zu  einem  Widerspruche  führt.  — Der 
indirectc  Beweis  also  verlangt  jedenfalls, 
dass  der  zu  beweisende  Satz  zuerst  ge- 
nannt werde.  Der  directe  Beweis  kann 
seiner  Natnr  nach  vor  dem  Beweise  ge- 


nannt werden,  oder  zuletzt  als  Resultat 
der  Constrnctionen  und  Deductionen  ge- 
geben werden.  In  der  Euklidischen  Me- 
thode wird  immer  der  erstere  Weg  ge- 
wählt. In  neueren  Lehrbüchern  geht 
man  hiervon  zoweilcn  ab  (jedoch  ist  auch 
im  Euklid  die  Möglichkeit  hierzu  durch 
die  Form  des  Scholion  gegeben).  Die 
Reihenfolge,  welche  Euklid  befolgt,  ist 
dann  immer  die  beste,  wenn  der  Beweis 
complicirt  ist,  Aufwand  an  Constructioit 
und  Anknüpfung  an  verschiedene  Sätze, 
die  vorher  gegeben  sind,  erfordert.  Es 
bildet  bei  alle  diesem  der  vorher  ange- 
führte Satz  gewissermaassen  das  natür- 
liche Band,  zu  dem  als  Zielpunkt  diese 
Beweismittel  hinstreben,  welche  ohne 
Kenntniss  dieses  Zweckes  als  zufällig 
und  in  der  Luft  schwebend  erscheinen 
würden.  Ist  dagegen  der  Beweis  nur 
einfach  nnd  knüpft  auf  ungezwungene 
Weise  an  vorhandene  Sätze  sich  an,  so 
ist  es  vielleicht  besser,  wie  ja  anch  jetzt 
namentlich  in  den  höhern  Theilen  der 
Geometrie  nnd  Mathematik  im  Allge- 
meinen hänflg  geschieht  — die  Beweis- 
mittel in  Form  einer  Betrachtung  an  den 
vorher  gegebenen  Satz,  auf  welchen  sich 
der  neue  stützt,  auzuknüpfen  und  dann 
eben  diesen  neuen  Satz  folgen  zu  lassen. 
Eg  gelingt  so  namentlich  anch  oft,  in 
kürzerer  Weise  mehrere  Sätze  durch 
dieselben  Beweismittel  abzulciten. 

Man  kann  also  sagen,  dass  von  der 
Euklidischen  Methode  desto  mehr  abge- 
gangen werden  muss,  je  mehr  das  Sy- 
stem an  Einfachheit  und  Natürlichkeit 
mit  dem  Fortschreiten  der  Wissenschaft 
gewinnt.  — Erfordemiss  eines  guten  Be- 
weises ist  möglichste,  Kürze  und  Durch- 
sichtigkeit. Es  wird  dies  namentlich  er- 
reicht durch  passende  Aufeinanderfolge 
der  Sätze , die  Beziehung  auf  mehrere 
schon  gegebene  kürzt  oft  den  Vortrag 
sehr  ab. 

Was  dagegen  die  Auflösungen  der 
Probleme  anbetrifft,  so  ist  bei  einer  gu- 
ten Auflösung  nicht  allein  erforderlich, 
dass  dieselbe  sich  kurz  mittheilen,  son- 
dern, dass  sie  sich  auch  in  möglichster 
Kürze  ausführen  lasse.  Letzteres  ist 
nun  nicht  der  Fall,  wenn  man  dieselbe 
auf  Lösung  mehrerer  früheren  Aufgaben 
zurückführt,  da  ja  jede  eine  neue  Con- 
struction  nöthig  macht,  und  es  oft  mög- 
lich ist,  besondere  Erleichterungen  ein- 
zuführen, wenn  man  diese  als  ein  Ganzes 
zusammenfasst.  Es  werden  dann  näm- 
lich gewisse  Linien,  welche  eine  Con- 
strnction  erfordert,  in  einer  vorangegan- 
genen schon  gegeben  sein  können.  Billig 
sollte  also  eine  Auflösung  sich  bestreben. 
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dies  Anzugeben,  nnd  so  zu  zeigen,  wie 
das  beabsichtigte  Ziel  uin  einfachsten 
sich  erreichen  lasse.  Selbstverständlich 
muss  die  Aufgabe  immer  vor  der  Auf- 
lösung genannt  sein.  Dagegen  kann 
man  statt  der  letztem  den  Beweis  folgen 
zu  lassen,  derselben  eine  Betrachtung 
voranschicken,  welche  schrittweise  zur 
Erreichung  des  Zieles  fuhrt.  'Dergleichen 
Betrachtungen  machen  sich  oft  sehr  be- 
quem, wenn  man  die  Aufgabe  als  bereits 
gelöst  annimmt,  und  von  diesem  Ziele 
surückgehend  Beziehungen. zwischen  den- 
jenigen Grössen,  welche  gesucht  sind,  zu 
denen  ermittelt,  welche  sich  zu  einer  Lösung 
verbinden  lassen.  Dies  Verfahren  bezeich- 
nen die  griechischen  Mathematiker  als  geo- 
metrische Analyse.  Sic  ist  dem  Verfahren 
in  der  Algebra  zu  vergleichen,  wo  die 
unbekannten  Grössen  ebenfalls  als  be- 
kannt angenommen  werden,  und  man 
von  ihneu  ausgehend  die  Lösung  zu  er- 
reichen sucht.  Gcwissermaassen  durch 
Umkehrung  der  Analyse  folgt  dann  die 
Auflösung.  Wenu  die  alten  derselben 
noch  einen  Beweis  folgen  lassen,  so  ist 
die«  streng  genommen  überflüssig,  da 
die  Analyse  ja  schon  die  Auflösung  be- 
gründen muss. 

An  die  Haupttheilc  des  Systems : Lehr- 
satz und  Aufgabe  knüpfen  sich  nun 
nachfolgende  Nebenglieder  im  Euklidi- 
schen Systeme. 

Das  Axiom  oder  der  Grundsatz,  ein 
Satz,  der  keines  Beweises  bedarf  oder 
keines  Beweises  fähig  ist.  Dasselbe  ist 
der  Fall  bei  den  einfachen  Wahrheiten, 
welche  den  Anfängen  der  Mathematik 
oder  im  besondern  der  Geometrie  zu 
Grunde  liegen.  Dergleichen  Grundsätze 
sind  z.  B.  die  : 

„Der  Kaum  hat  3 Dimensionen/* 
„Zwischen  zwei  Punkten  ist  eine  Grade 
immer  möglich.“ 

Gewöhnlich  rechnet  man  auch  dazu 
die  rein  logischen  Sätze  von  der  Gleich- 
heit, die  in  der  Mathematik  so  oft  An- 
wendung finden. 

Zwei  Grössen,  die  einer  dritten  gleich 
sind,  werden  unter  einander  gleich  sein. 

Das  Ganze  ist  gleich  der  Summe  sei- 
ner Theile. 

Gleiches  zu  Gleichem  gezählt,  oder  von 
solchem  abgezogen  gibt  gleiches. 

Indessen  mag  man  dieselben  einfach 
aus  der  Definition  der  Gleicheit  ableiten 
können: 

„Zwei  Grössen  werden  gleich  genannt, 
wenn  man  die  eine  für  die  andere 
setzen  kann.1* 


Zuweilen  zweigt  man  von  den  Axio- 
men auch  ab : 

Das  Postulat.  Man  versteht  unter 
demselben  die  geforderte  Auflösung  oder 
Möglichkeit  der  Auflösung  einer  einfachen 
Aufgabe. 

Es  ist  also  z.  B.  Postulat: 

„Zwischen  zwei  Punkten  eine  Grade 
zu  ziehen.*' 

und  setzt  dieselbe  öas  Axiom,  dass  solche 
Grade  immer  möglich  sei,  voraus.  Von 
den  Lehrsätzen  zweigt  man  noch  ab : 

Den  Zusatz  (Corollarium),  ein  ein- 
facher Satz,  der  augenblicklich  ans  einem 
Lehrsätze  folgt. 

Den  Lehnsatz  (Lemma),  ein  einem 
andern  als  dem  grade  behandelten  Ge- 
biete entnommener  Satz , wacher  zur 
Lösung  einer  Aufgabe  nöthig  ist. 

Für  Lehrsatz,  Lebnsatz  und  Aufgabe 
hat  man  auch  den  gemeinschaftlichen 
Nnmen:  Proposition. 

Zu  diesen  Theilen  kommt  noch: 

Das  Scholion,  eine  Betrachtung  ir- 
gend einer  Art,  also  z.  B.  eine  Erwei- 
terung oder  eine  Beschränkung,  welche 
sich  an  irgend  einen  Satz  knöpft. 

Die  Euklidische  Methode  in  den  hier 
gegebenen  Sätzen  ist  also  als  etwas  rein 
Aeusscriiches  zu  betrachten,  und  bezieht 
sich  eben  nur  auf  die  Art,  wie  die  geo- 
metrischen Wahrheiten  und  ihre  Be- 
gründung mit  einander  verbunden  wer- 
den, namentlich  auf  die  Reihenfolge.  — 
Indessen  muss  auch  die  ganze  Art  und 
Weise  der  Ableitung,  deren  sich  Euklid 
bedient,  in  ihrer  innern  Beziehung  auf- 
gefasst und  von  andern  Methoden  unter- 
schieden werden.  Man  bezeichnet  hier- 
bei die  Euklidische  Weise  als  synthetische 
Geometrie  und  setzt  ihr  entgegen  die 
analytische  Geometrie,  als  deren  Be- 
gründer Descartes  anzuschcn  ist.  — Der 
Unterschied  zwischen  beiden  Methoden 
ist  folgender. 

Die  synthetische  Geometrie  gewinnt 
ihre  Resultate  hauptsächlich  durch  Be- 
trachtungen, welche  an  die  Raumgrössen 
als  solche  anknüpfen,  also  aus  den  Be- 
griffen der  Deckung  und  Aehnlichkeit, 
während  die  analytische  Geometrie  Dur 
weniges  den  Raumgrössen  als  solchen 
entnimmt,  und  ihre  Eigenschaften  so  viel 
als  möglich  auf  Sätze  zurückführt,  die 
der  allgemeinen  Grösscnlehre  (Arithmetik, 
Algebra)  entnommen  sind.  Es  geschieht 
dies  (wie  zu  seiner  Zeit  weiter  ausge- 
führt werden  soll),  indem  Linien  und  Fli- 
ehen als  eine  Reihe  von  Punkten  be- 
trachtet werden,  die  man  durch  ihre 
Entfernung  von  oder  sonstige  Beziehung 
zu  gewissen  als  unveränderlich  betrach- 
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teten  Linien  oder  andern  Raumgrössen 
definirt.  Der  Zusammenhang  zwischen 
allen  Punkten,  welche  eine  Linie  oder 
Flache  bilden,  ist  dann  durch  eine  Glei- 
chung gegeben,  und  Aufgabe  der  analy- 
tischen Geometrie  ist  es  dann,  aus  dieser 
Gleichung  alle  Eigenschaften  des  betref- 
fenden Raumgebildes  nbzulcitcn.  — Beide 
Methoden  bieten  sich  oft  einander  er- 
gänzend und  erläuternd  die  Hand.  Selbst- 
verständlich ist  eine  analytische  Geometrie 
ohne  die  Anfangsgrüudc  der  synthetischen 
undenkbar.  Im  Uebrigen  ist  die  erstere 
der  letzteren  an  Fülle  der  Resultate,  an 
Allgemeinheit  derselben  und  an  Einfach- 
heit der  Methoden  unverhältnissm&ssig 
überlegen. 

Dagegen  führt  die  synthetische  Geo- 
metrie, was  einzelne  Probleme  anbetrifft, 
oft  auf  kürzerem  Wege  zum  Ziel  und 
au  einfacheren  Resultaten.  Der  Grund 
ist  der,  dass  bei  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ausgangspunkt  ein  gegebener 
ist,  während  in  der  synthetischen  der- 
selbe beliebig  genommen  werden  kann. 
Erstcrcs  erleichtert  allerdings  das  An- 
greifen einer  Aufgabe,  und  macht  die 
Verallgcmeineiung  derselben  leicht  mög- 
lich, während  die  Einfachheit  des  Resul- 
tats in  irgend  einem  einzelnen  Falle 
durch  passende  Ausgangspunkte,  wie  sic 
die  synthetische  Geometrie  freistellt,  ge- 
fördert werden  kann.  — Viele  neuere, 
sogeuanntc  analytische  Methoden  sind  in 
Wahrheit  als  gemischte  zu  bezeichnen, 
und  in  der  That  gelingt  es  auf  diesem 
Wege,  sieb  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
der  Vortheile  beider  Ilauptmcthodcn  zu 
bemächtigen.  — 

Die  zunächst  folgenden  Abschnitte 
dieses  Artikels  sind  bestimmt,  die  An- 
fangsgründe der  Raumlehre  auf  möglichst 
kurzem  Wege  ahzuleiicn.  Wir  beginnen 
mit  der  ebenen  Geometrie,  um  daran  die 
Geometrie  im  Raume  zu  knüpfen. 

Was  die  Definitionen  anbetrifft,  so  be- 
ziehen wir  uns  dabei  auf  das  im  Artikel: 
Raumgrösse  Gesagte. 

2)  Von  graden  Linien  und  Win- 
keln in  der  Ebene. 

I.  Bezeichnungen.  Ein  Punkt 
wird  durch  einen  Buchstaben  bezeichnet, 
A,  B (Fig.  79).  Eine  grade  Linie  durch 
zwei,  die  sich  an  ihren  Endpunkten  der- 
selben befinden,  wenn  die  Linie  begrenzt 
ist,  (AB)  oder  an  zwei  beliebigen  Punk- 

ten derselben  (CD),  wenn  sie  unbegrenzt 
gedacht  ist.  — Die  Bezeichnung  eines 
Winkels  ist  eine  doppelte.  Er  wird  durch 
drei  Buchstaben  bezeichnet  (ABC,  CBA) 
wovon  sich  zwei  auf  den  Schenkeln,  der 


Fig.  79. 


dritte  am  Scheitelpunkte  befindet,  wel- 
chen man  beim  Schreiben  immer  in  die 
Mitte  setzt,  oder  durch  einen  Buchsta- 
ben 0,  der  innerhalb  des  Winkelraums 
gesetzt  wird.  Ist  kein  Missverst&ndniss 
zu  befürchten,  so  kann  man  auch  den 
am  Scheitelpunkt  befindlichen  Buchstaben 
B zur  Bezeichnung  verwenden. 

II.  Definition  und  Satz.  Wenn 
man  beide  Schenkel  eines  Winkels  P 
(Fig.  80)  verlängert,  so  schliessen  die 


Fig.  80. 


Verlängerungen  einen  zweiten  Winkel  Q 
ein;  derselbe  wird  Scheitelwinkel  von  P 
genannt.  Also: 

Definition.  „Scheitelwinkel  sind 
solche  Winkel,  wo  die  Schenkel  des  einen 
die  Verlängerungen  der  Schenkel  des 
andern  sind.“ 

P und  Q haben  offenbar  den  gemein- 
schaftlichen Nebenwinkel  R.  Sic  werden 
also  von  demselben  Winkel  zu  einem  ge- 
streckten ergänzt,  und  sind  folglich  gleich. 
Dies  gibt  ulso  den  Satz : 

Lehrsatz  1.  „Jede  zwei  zusammen- 
gehörige Scheitelwinkel  sind  gleich.*2 * 4 

III.  Scholion  und  Definitionen. 
Man  sagt  von  zwei  Linien,  dass  sie  sich 
schneiden,  wenn  sie  einen  Punkt  gemein 
haben.  Zwei  Linien,  die  sich  schneiden, 
schliessen,  wenn  man  sie  ins  Unendliche 
nach  beiden  Seiten  hin  verlängert,  dem- 
nach immer  vier  Winkel  ein  J(P,  Q,  Ä,  S), 
von  denen  immer  zwei  P und  (j  einer- 
seits und  R und  S andrerseits  Scheitel- 
winkel, also  gleich  sind,  von  denen  ferner 
immer  zwei  P,  Rund  Q,S  oder  P,  Sund  Q,R 
Nebenwinkel  sind,  also  zusammen  je  einen 
gestreckten  Winkel  betragen,  und  die 
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deshalb  alle  vier  zusammen  einen  vollen 
oder  vier  rechte  Winkel  betragen.  — 
Es  können  aber  auch  zwei  Linien  (Fig.81) 

Fig.  81. 


in  einer  Ebene  liegen  und  sich  in  keiner 
Verlängerung  schticideu,  wie  AB  und 
Bl).  „Solche  Linien  werden  parallel  ge- 
nannt.“ Das  Zeichen  der  Parallelität 
zweier  Linien  ist  folgendes:  =f=. 

IV.  Defini tonen.  Werden  zwei 
Linien  (Fig.  82)  AB  und  CD  von  einer 


Fig.  82 


A 

/E 
“ //■ 

c 

~Jpr~ 
1 u 

j) 

r 

dritteu  EF  geschnitten,  so  entstehen  an 

jedem  der  Schnittpunkte  vier,  also  im 
Ganzen  acht  Winkel.  Von  diesen  nen- 
nen wir  diejenigen  vier,  welche  zwischen 
den  beiden  geschnittenen  Linien  liegen, 
also  y,  dt  *,  £ innere  Winkel,  die  andern 
vier  also  «,  /?,  17,  ft  äussere  Winkel.  Wir 
bezeichnen  jede  zwei  änsseru  und  jede 
zwei  innern  Winkel  als  gleichartige, 
einen  ftussern  und  einen  innern  dagegen 
als  ungleichartige,  und  unterscheiden  in 
ihrer  Beziehung  zu  einander  noch  fol- 
gende Arten  von  Winkeln: 

A)  Gegenwinkel  heissen  je  zwei 
gleichartige  Winkel  auf  einer  Seite  der 
schneidenden  Linie  aber  an  verschiedenen 
Schnittpunkten. 

Zusammengehörige  Gegenwinkel  sind 
also:  a und  #,  y und  17,  ß und  d und  ft. 

B)  Wechsel winkcl  heissen  je  zwei 
gleichartige  Winkel  auf  verschiedenen 
Seiten  der  schneidenden  Linie  und  an 
verschiedenen  Schnittpunkten. 

Zusammengehörige  Wechselwinkel  sind 
also:  a und  ß und  17,  y und  f,  « und  cf. 

V.  Lehrsatz  2.  Werden  zwei  Linien 
von  einer  dritten  geschnitten,  und  cs  sind 


zwei  Gegenwinkel  oder  zwei  Wechsel- 
winkel gleich,  so  sind  alle  zusammen- 
gehörigen Gegenwinkel  und  Wechsel- 
winkel gleich. 

Bew eis.  Seien  zunächst  zwei  Ge- 
genwinkel gleich,  also  etwa  a = #,  so 
sind  auch  deren  Nebenwinkel  gleich, 
also  y = 17,  und  die  Nebenwinkel  von  die- 
sen olso  J = .*>,  cudlich  die  Nebenwinkel 
auch  von  diesen,  also  ß =r  £.  Es  sind 
also  in  der  Thut  alle  Gegenwinkel  gleich. 

Was  nun  die  Wechselwinkcl  anbetrifft, 
so  ist  n — J als  Scheitelwinkel,  mithin 
auch  J zz  f.  Deren  Nebenwinkel  sind 
y und  {,‘also  y-  C»  und  als  Neben- 
winkel von  diesen  « = ft  9 endlich  ß = 17 
wieder  als  Nebenwinkel  der  zuletzt  ge- 
nannten. — Es  sind  also  auch  alle 
Wechselwinkcl  gleich.  — Nehmen  wir 
jetzt  an,  es  seien  zwei  gleiche  Wechsel- 
winkcl gegeben,  also  etwa  d = #,  so  ist 
n = d als  Scheitelwinkel,  folglich  a = *, 
und  da  dies  Gegenwinkel  sind,  so  folgt 
aus  dem  Vorigen  die  Gleichheit  aller 
übrigen  Gegen-  und  Wechselwinkcl. 

VI.  Lehrsatz  8.  Werden  zwei  Linien 
von  einer  dritten  geschnitten,  und  es  sind 
zwei  Gegenwinkel  oder  zwei  Wechsel- 
winkcl (mithin  alle  Gegen  - und  Wechsel- 
winkel) gleich,  so  sind  die  geschnittenen 
Linien  parnllel. 

Beweis.  Nehmen  wir  an  die  ge- 
schnittenen Linien  AB  und  OD  (Fig.  83) 


Fig.  83. 


wären  nicht  parallel,  so  müssten  sie  sieb 
auf  einer  Seite  der  schneidenden  Linie 
EF  schneiden,  z.  B.  in  K.  Man  denke 
sich  nun  den  Theil  der  Figur  AGtHtO 
auf  DIIGB  so  gelegt,  dass  AG  t in  DH 
und  Punkt  Gt  in  II  fällt,  so  werden 
auch  die  andern  Schenkel  G.Ht  und 
HG  der  Winkel  AG ,// t und  DHG  zu- 
sammenfallen, da  diese  Winkcl  Wccbsel- 
winkel  und  also  gleich  sind.  Da  aber 
die  Linien  GH  und  HiGl  gleich  sind, 
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(beide  Bezeichnungen  «teilen  ja  dieselben 
Linien  vor),  so  müssen  such  die  andern 
Endpnnkte  H L und  G znsammenfnllcn, 
also  die  einen  Schenkel  und  die  Scheitel- 
punkte der  Winkel  HGB  und  GlHlO. 
Es  sind  aber  diese  Winkel  gleich,  nnd 
somit  fallen  auch  deren  andere  Schenkel 
GB  and  H ,0  zusammen.  Da  nun  auch 
AG , mit  HD  zusammcnfällt,  so  werden 
die  Linien  AG  t und  Off,  sich  schneiden 
müssen,  da  die  mit  ihnen  zusammenfal- 
lenden DH  nnd  GB  sich  schneiden,  und 
daraus  würde  folgen,  dass  die  graden 

Fig. 


Linien  AB  und  OD  sich  nicht  allein  in 
E sondern  auch  auf  der  andern  Seite 
von  EF  schneiden.  Zwei  grade  Linien 
können  sich  aber  nur  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  somit  ist  überhaupt  kein 
Schnittpunkt  K möglich.  Es  sind  also 
die  Linien  AB  und  OD  parallel. 

Scholion.  Es  ist  dieser  Beweis  im 
Gegensätze  zu  den  bis  jetzt  vorgekomme- 
nen ein  indirccter. 

VII.  Lehrsatz  4.  Denkt  man  sich 
zwei  parallele  Linien  AB  nnd  CD,  welche 
von  einer  dritten  EF  (Fig.  84)  ge- 

84. 


schnitten  werden,  nach  beiden  Seiten 
von  derselben  ins  Unendliche  verlängert, 
so  entstehen  die  Räume  BGIIO  und 
AGHC,  die  allerdings  nicht  vollständig 
begrenzt  sind.  Es  lässt  sich  nun  zeigen, 
dass  wenigstens  einer  dieser  Räume  ge- 

fen  den  von  dem  darüber  liegenden  Winkel 
'GB  oder  EGA  gebildeten  Kaum  ver- 
schwindend klein  ist. 

Beweis.  Es  sind  hierbei  drei  Fälle 
möglich. 

Entweder  der  Winkel  EGB  ist  gleich 
GIID,  oder  EGB  ist  grösser  nls  GIID, 
oder  endlich  EGB  ist  kleiner  als  G 'HD. 
Nehmen  wir  zunächst  da«  erste  an. 
Man  kann  dann  das  Stück  B’G’IID 
auf  EGB  so  gelegt  denken,  dass  II  in 
G,  HD  mit  GB  zusammcnfällt;  cs  wird 
dann  auch  G'H  auf  EG  fallen,  da  die 
Winkel  GfHD  und  EGB  gleich  sind. 
Nimmt  dann  für  G'B'  die  Lage  Gf,B " an, 
so  ist  offenbar  Winkel  EG"B"  mit  EGB 
identisch.  In  den  Winkelraum  EG"B " 
wird  nun  B"G"GB  oder  B'G'HD  so 


gelegt,  dass  wieder  H mit  G " und  HD 
mit  Gn B"  zusammenfällt,  es  wird  dann 
wieder  gezeigt  werden  können,  dass  GB 
in  die  Loge  G'"B"'  fällt,  und  fährt  man 
so  fort,  so  werden  die  Linien  ins  Unend- 
endliche  erstreckt,  in  dem  Winkel  EGB  un- 
lich  viel  Räume,  BGG"B ",  B"'Q"G'"B" 
enthalten  sein,  deren  jeder  gleich  B'G'HD 
ist.  Mithin  ist  dieser  Raum  gegen  den 
Winkel  EGB  unendlich  klein.  — Sei 
jetzt  (Fig.  85)  Winkel  EGB  grösser  als 
GHD.  Man  legt  dann  das  Flächenstück 
B'G'HD  so  auf  EGB , dass  Punkt  H in 
Cr,  G'  in  G"r  also  die  Linie  G und  GH 
in  einer  Richtung  fallen,  es  mnss  dann 
HD  innerhalb  des  Winkelraumes  EGB , 
also  in  die  Lage  GD'  fallen,  da  Winkel 
GHD  kleiner  als  EGB  ist,  während  G'B ' 
in  die  Lage  G"B"  fällt,  nnd  Winkel 
EG"Bf,r=.  EGB  ist.  Legt  man  in  Winkel- 
raum EG"B"  wieder  DHG'B\  so  dass 
HD  in  die  Lage  G"D"y  G'B'  in  die 
Lage  G'"B"'  fällt,  und  fährt  so  fort,  so 
wird  der  Winkelraum  EGB  in  unendlich 
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Fig.  84. 


viel  Räume  BGG" B" , B"G"G','B'"  u.s.w. 
gctheilt,  die  alle  gleich  sind,  und  deren  je- 
der grösser  als  B”G"I!W  = B'G'IID  ist. 
Dieser  Raum  B'G'HD  ist  also  gegen 
den  von  Winkel  EGB  gebildeten  ver- 
schwindend klein. 

Sei  endlich  Winkel  EGB'  kleiner  als 
EIID,  so  wird  EGB  von  EGA,  und  EIID 
von  EIIC  zu  einem  gestreckten  ergänzt; 
es  ist  also  Winkel  EGA  grösser  als 
F.HC,  und  somit  nach  dem  Vorigen  der 
Fl&chenruum  AG  UV  gegen  EGA  ver- 
schwindend klein. 

Lehrsatz,  Zusätze  und  Scholion. 

VIII.  Lehrsatz  5.  Werden  zwei 
parallele  Linien  von  einer  dritten  Linie  ge- 
schnitten, so  sind  alle  zusammengehörigen 
Gegenwinkel  und  Wcchselwinkel  gleich. 

Beweis.  Es  ist  nur  zu  beweisen, 
dass  ein  Paar  von  Gcgcuwiukeln  gleich 
ist,  da  sich  dag  Uebrigc  aus  V.  ergibt. 
— 8eien  die  Gegenwinkel  EGB  und  Elll) 


Fig.  85. 


nicht  gleich,  so  kann  jedenfalls  EGB 
grösser  als  EHD  angenommen  werden, 
da  man  im  Falle  EGB  kleiner  als  EIID 
wäre,  man  nur  die  Nebenwinkel  EGA 


und  EIIC  zu  betrachten  brauchte.  Legt 
man  nun  EHD  auf  EGA,  so  dass  die 
Scheitelpunkte  G und  II,  so  wie  die 
Schenkel  EG  und  Gll  Zusammenfällen, 

60  wird  IID  innerhalb  des  Winkelraumes 
EGB  in  die  Lage  GD'  fallen,  also  um 
das  8tück  D'G II  kleiner  sein  als  EGA. 

Dies  Stück  ist  gegen  F.GH  nicht  ver- 
schwindend klein , da  EGB  und  D'G II 
gewisse  Theilc  eines  gestreckten  Winkels 
sind.  Andererseits  zerfällt  aber  EIID 
in  die  Räume  EGB  und  BGIID , von 
denen  der  letztere  gegen  den  ersteren 
nach  vorigem  Satze  verschwindend  klein 
ist.  Dor  Unterschied  beider  Winkel  kann 
also  keine  endliche  Grösse  betragen,  uud 
somit  muss  III ) mit  GB  zusammcnfallcn. 

Zusatz  1.  Da  somit  auch  Winkel 
A G E = CHE , so  werden  beide  Räume 
AGIIC  und  BGIID  gegen  die  darüber- 
liegenden  und  somit  gegen  jeden  Winkel 
verschwindend  klein  sein.  D.  h. : 

„Der  zwischen  zwei  parallelen  Linien 
und  einer  sie  schneidenden  dritten  Linie 
liegende  Raum  ist  verschwindend  klein 
gegen  den  Winkel.“ 

Zusatz  2.  Winkel  EGB  und  BCII 
sind  Nchenwinkel  also  zusammen  gleich 
einem  gestreckten  oder  zwei  Rechten.  , 
EGB  = EIID,  also  auch  EIID  + BGII 
gleich  zwei  rechten  Winkeln.  D.  li. : 

„Wenn  zwei  parallele  Linien  von  einer 
dritten  geschnitten  werden,  so  sind  die 
beiden  inneren  Winkel  auf  einer  Seite 
der  schneidenden  Linie  zusammen  gleich 
zwei  Rechten.“ 

Findet  Letzteres  nicht  statt,  so  kön- 
nen also  auch  die  Linien  nicht  parallel 
sein.  Sic  müssen  sich  also  auf  einer 
Seite  der  Linie  EF  schneiden. 

Sind  nun  IID  und  GD'  (Fig.  85)  zwei 
von  EF  gcschnittcno  Linien,  und  ist 
D,GH  -)-  GDI)  grösser  als  zwei  Rechte, 
so  wird  sein  EGD ' + D'GH  = 2 Rechten 
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als  Nebenwinkel,  also  EGD'  kleiner  als 
GHD,  und  wenn  GB  parallel  mit  HD 
ist,  EGD'  kleiner  als  EGB\  es  wird 
also  GD ' sich  von  HD  noch  mehr  als 
die  parallele  Linie  GB  entfernen,  und 
kann  auf  dieser  Seite  von  EF  nicht  HD 
schneiden.  Daraus  folgt: 

Zusatz  3.  Zwei  Linien,  die  von 
einer  dritten  geschnitten  werden,  so  dass 
die  inneren  Winkel  auf  der  einen  Seite 
der  schneidenden  Linie  nicht  zwei  rechte 
Winkel  zusammen  betragen,  werden  sich 
immer  auf  der  Seite  schneiden,  auf  wel- 
cher diese  Winkelsummc  kleiner  als  zwei 
Rechte  ist. 

Scholion.  Die  Sätze  V.  bis  VIII., 
enthalten  die  Theorie  der  Parallel-Linien. 
Den  Zusatz  3.  dieses  Paragraphen  gibt 
Euklid  als  ein  Axiom,  d.  h.  als  eine 
Wahrheit,  die  des  Beweises  nicht  bedarf 
Indess  ist  es  wohl  nur  ein  Satz,  für  den 
eben  kein  Beweis  von  ihm  gefunden 
worden  ist.  Seitdem  ist  unzählich  oft 
versucht  worden,  einen  Beweis  dafür  zu 
geben.  Es  lässt  sich  dann  nämlich,  wenn 
man  von  Zusatz  3.  ausgeht,  die  Reihe 
derjenigen  Sitze,  welche  die  Theorie  der 
Parallelen  bildet,  durch  einfache  Betrach- 
tungen beweisen.  Die  hier  gegebenen 
Entwicklungen  stützen  sich  auf  die  De- 
finition des  Winkels,  welche  in  dem  Ar- 
tikel : Kaumgrösse  gegeben  ist,  nnd  den- 
selben als  einen  Theil  der  Ebene  erklärt, 
was  wie  dort  gezeigt  wurde,  auch  aus 
andern  Gründen  uns  nothwendig  scheint. 
Diese  Betrachtungen  sind,  wenn  wir  nicht 
irren,  zuerst  in  ihren  Grundzügen  von 
Crelle  angestellt.  Die  Geometrie  dieses 
Verfassers  enthält  im  Wesentlichen  den 
hier  gegebenen  Beweis  des  Lehrsatzes, 
der  uns  jedoch  zur  vollständigen  Schärfe 
einer  Ergänzung  zu  bedürfen  schien, 
welche  hier  durch  Lehrsatz  4.  gegeben  ist. 

2)  Von  den  Figuren  insbeson- 
dere den  Dreiecken. 

I.  Definitionen.  A)  DieVerbindung 
von  einer  Anzahl  grader  Linien  in  der 
Ebene,  von  denen  jede  folgende  die  als 
vorhergehend  gedachte  schneidet,  wird 
Viel  sei  t und  je  nachdem  die  Anzahl  der 
Graden  3,  4,  5 . , . n ist,  Dreiseit,  Vicr- 
seit,  Fünfsei t, .. . n-seit  genannt.  Schneidet 
jede  der  Graden  alle  Uebrigen,  so  heisst 
die  Verbindung:  .,  vo  1 1 s t änd iges 

»-seit.“  Die  Linien,  welche  das  n-seit 
bilden,  heissen  Seiten,  ihre  Schnitt- 
punkte Ecken.  Verbindet  man  zwei 
Ecken  durch  eine  Linie,  welche  nicht 
Seite  ist,  so  heisst  dieselbe  Diagonale 
des  n-seits. 

B)  Wenn  von  einer  beliebigen  Anzahl 


von  Punkten  jede  zwei  durch  eine  von 
diesen  beiden  Punkten  begrenzte  Grade 
verbunden  werden,  so  heisst  das  ent- 
entstehende  Gebilde  ein  vollständ  iges 
Vieleck,  also  vollständiges  3-eck,  4-eck 
. . . n-eck.  Auch  hier  nennt  man  die  Ver- 
bindungslinien Seiten,  die  gegebenen 
Punkte  Ecken.“ 

Der  Hauptunterschicd  zwischen  einem 
vollständigen  Viclseit  und  einem  Vieleck 
ist.  dass  bei  dem  erstcren  die  graden 
Linien  als  unbegrenzt  bei  dem  andern 
als  begrenzt  gedacht  werden.  Ein  voll- 
ständiges Vieleck  braucht  selbstredend 
nicht  in  der  Ebene  zu  liegen. 

C)  Ein  endlicher  Theil  der  Ebene, 
welcher  überall  begrenzt  ist,  heisst  Figur. 
Die  Begrenzung  einer  Figur  kann  ans 
krummen  oder  graden  oder  aus  krummen 
und  graden  Linien  bestehen.  Eine  nur 
von  graden  Linien  begrenzte  Figur  heisst 
gradlinig.  Eine  solche  heisst  auch  Vieleck 
(Polygon),  Dreieck,  Viereck  . . . n-eck, 
wenn  sie  von  3,4.  ...  n Linien  begrenzt 
ist.  — Wenngleich  die  Bezeichnung  n-cck 
sonach  einen  Doppelsinn  hat,  so  ist  ein 
Irrthum  nicht  gut  mOglicb,  da  dem  in 
Definition  B)  betrachteten  Gebilde  die 
Bezeichnung  vollständig  hinzugefügt  ist. 

Die  Linien,  welche  eine  Figur  be- 
grenzen, heissen  Seiten ; sie  sind  immer 
als  endlich  anzunchmen.  Die  Punkte, 
in  welchen  zwei  Seiten  Zusammentreffen, 
heissen  Ecken. 

Ein  Vieleck  kann  man  entstanden 
denken,  wenn  man  (Fig.  86  und  87)  von 


Fig.  86. 


einer  Anzahl  in  der  Ebene  befinlicher 
Punkte  A,  B,  C,  D,  E den  ersten  A mit  dem 
zweiten  B,  den  zweiten  mit  dem  dritten 
C u.  s.  w.,  den  letzten  E wieder  mit  dem 
ersten  A verbindet.  AB,  BC  u.  s.  w.  sind 
dann  die  Seiten  der  Figur.  Die  Seiten 
sind  also  hier  immer  begrenzt,  nnd  zwar 
sind  ihre  Grenzen  die  Ecken.  Es  wird 
ferner  immer  jeder  der  Eckpunkte  mit 
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Fig.  87. 


r<f 

if 

c 

zwei  und  nur  zwei  underen  durch  eine 
Grade  verbunden  sein.  Eine  grade  Linie, 
welche  zwei  Ecken  verbindet,  ohne  eine 
Seite  za  sein,  wie  AC  oder  AU  heisst 
Diagonale  der  Figur. 

Ein  Vieleck  hat  eben  so  viel  Seiten 
als  Ecken,  da  hier  die  erste  Ecke  mit 
der  zweiten,  die  zweite  mit  der  dritten, 
endlich  die  letzte  mit  der  ersten  durch 
eine  Seite  verbunden  ist. 

Welchen  Punkt  man  bei  der  Bildung 
eines  Vielecks  als  den  ersten,  welchen 
als  den  darauf  folgenden  u.  s.  w. 
annimmt,  ist  im  Allgemeinen  beliebig. 
Jedoch  versteht  man  gewöhnlich  unter 
Vieleck  nur  solche  Figuren,  wo  die  Sei- 
ten (natürlich  so  lange  sie  nicht  verlän- 
gert werden)  nur  in  den  ursprünglich 
gegebenen  Eckpunkten  Zusammentreffen, 
also  einander  nicht  durchschncidcn. 

Diese  Bedingung  ist  nicht  erfüllt,  wenn 
(Fig.  87)  z.  B.  die  Seiten  DE  und  DC 
die  Linie  AB  in  <z  und  4 durchschneidcn. 

Im  Allgemeinen  wird  in  der  elemen- 
taren Geometrie  von  der  Betrachtung  von 
dergleichen  Vielecken  Abstand  genommen. 

An  jeder  Ecke  eines  Vielecks  befindet 
sich  ein  Winkel,  welchen  man  Vielcks- 
winkel,  (Polygonwinkel)  nennt. 

Da  zwei  Linien,  welche  sich  schneiden 
einen  Winkel,  also  kein  endliches  nnd 
völlig  begrenztes  Stück  der  Ebene  ab- 
schneiden, so  muss  ein  Vieleck  wenig- 
stens drei  Seiten  haben,  und  wird  dann 
Dreieck  genannt.  — Jedes  andere  Viel- 
eck lässt  sich  in  Dreiecke  zerlegen.  Er- 
füllen seine  Seiten  die  eben  gegebene 
Bedingung,  so  kann  dies  durch  diejenigen 
Diagonalen  geschehen,  welche  von  einem 
Endpunkte  gezogen  sind,  z.  B (Fig.  86) 
durch  die  Diagonalen  AC,  AD. 

Seien  (Fig.  88)  aber  unter  den  Polygon- 
winkcln  solche,  die  grösser  als  ein  ge- 
streckter sind,  wie  AFE  nnd  BCD,  so 
kann,  wenn  man  die  Diagonalen  zieht, 


Fig.  88. 


das  Vieleck  möglicher  Weise  statt  durch 
eine  Summe,  durch  eine  Differenz  von 
Dreiecken  ausgedrückt  werden:  so  ist 
ABCDEF  = Dreiock  ABC+ACD+AÜE 


— AEP.  In  diesem  Falle  können  die  ab- 
gezogenen Dreiecke  als  negativ  betrachtet 

werden. 

D)  Ein  Vieleck  heisst  regelmässig, 
wenn  alle  Polygonwinkel  und  alle  Seiten 
desselben  unter  einander  gleich  sind. 
Es  heisst  gleichseitig,  wenn  alle 
Seiten  gleich  sind. 

E)  Ein  Dreieck  heisst  gleichschenk- 
lig, wenn  zwei  Seiten  desselben  gleich 
sind.  Ein  Dreieck,  welches  weder  gleich- 
seitig noch  gleichschenklig  ist,  heisst  un- 
gleichseitig. 

F)  Die  Dreiecke  werden  auch  nach 
der  Beschaffenheit  ihrer  Winkel  einge- 
theilt.  Ein  Dreieck  heisst  rechtwink- 
lig, wenn  es  einen  rechten  Winkel 
enthält,  stumpfwinklig,  wenn  es 
einen  stumpfen,  spitzwinklig,  wenn 
es  nur  spitze  Winkel  enthält. 

Zur  Begründung  dieser  Definitionen 
ist,  wie  bald  geschehen  wird,  noch  zu 
zeigen,  dass  in  jedem  Dreiecke  wenig- 
stens zwei  spitze  Winkel  vorhanden  sind. 

II.  Aufgaben  und  Lehrsätze. 

Aufgabe  1.  Die  Anzahl  der  Eck- 
punkte eines  vollständigen  »-seit  zu  finden. 

Auflösung.  Jede  Seite  des  n-scit 
schneidet  alle  n— 1 übrigen;  man  würde 
also  für  jede  der  »Seiten  »—1,  also  im 
Ganzen  n (n  — 1)  Schnittpunkte  haben. 
Da  aber  unter  diesen  Schnittpunkten  so- 
wohl der  vorkommt,  wo  irgend  eine 
Seite  AB  eine  andere  BC,  als  der,  wo 
die  letztere  BC  die  erstere  AB  Bchneidet, 
diese  Punkte  aber  zusammcnfallen.  so 
wird  sich  die  Anzahl  der  Schnittpunkte 
auf  die  Hälfte  von  »(»— 1)  beschränken, 

und  diese  Anzahl  sei  gleich  " — Q 
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Beispiel  e.  Sie  wird  also  beim  Dreieck, 
Viereck,  Fünfeck.  Sechseck  bezüglich 
betragen : ■ 


3-2 

2 


4-3 


5-4 


10, 


<¥--1 5. 


Beispiele.  Es  hat  also  das  Dreieck 

4 • 1 

keine  Diagonale,  das  Viereck:  = 2, 

5-2 

das  Fünfeck:  — ^ = 5 Diagonalen. 


Man  kann  diese  Aufgabe  auch  in  die 
Form  eines  Lehrsatzes  umstellen. 

Lehrsatz  1.  n grade  Linien  ken- 
nen sich  in  höchstens  — Funkten 
schneiden 

Aufgabe  2.  Die  Anzahl  der  Seiten 
eines  vollständigen  n - ccks  zu  finden. 

Auflösung.  Je  zwei  Ecken  lassen 
sich  durch  eine -Seite  verbinden. 

Man  erhält  also  aus  denselben  Be- 
trachtungen wie  in  Aufgabe  1.  wieder 

die  Zahl 

Lehrsatz  2.  Zwischen  n Punkten 
lassen  sich  höchstens  — *g- ~ Verbin- 
dungslinien ziehen. 

Scholion.  Nur  im  vollständigen 
Dreiscit  und  Dreieck  ist  die  Anzahl  der 
Ecken  und  Seiten  gleich,  also  3. 

Dagegen  hat  schön  ein  vollständiges 
Vierscit  6 Ecken  und  ein  vollständiges 
Viereck  6 Seiten.  — Wir  bemerken  noch, 
dass  die  Lehrsätze  1.  und  2.  darum  nur 
die  grösst -mögliche  Anzahl  der  Schnitt- 
punkte bezüglich  Verbindungslinien  ge- 
ben, weil  im  ersten  Fülle  mehrere  Linien 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  wo  dann 
die  entsprechenden  Schnittpunkte  nus- 
fallen, im  letzteren  Falle  mehrere  Punkte 
in  einer  Graden  liegen  können,  wo  dann 
aus  der  Anzahl  der  Verbindungslinien 
einige  wegfallen.  Auch  können  im  cr- 
steren  Falle  eiuigc  der  gegebenen  Linien 
parallel  sein. 

Aufgabe  3.  Die  Anzahl  der  Diago- 
nalen eines  n -ecks  zu  finden. 

Auflösung.  Von  jedem  Endpunkte 
lassen  sich  nach  allen  übrigen,  mit  Aus- 
nahme der  beiden  angrenzenden,  also 
durch  Seiten  verbundenen  Diagonalen  zie- 
hen, und  da  es  n — 3 solcher  Punkte 
gibt,  so  würden  für  alle  n Ecken  mithin 
n (n  — 3)  Diagonalen  vorhanden  sein. 
Von  dieser  fällt  jedoch  wie  bei  den 
früheren  Untersuchungen  dieses  Ab- 
schnittes die  Hälfte  weg,  da  die  Diago- 
nale. welche  Ecke  A mit  B verbindet, 
derjenigen,  welche  B mit  A verbindet 
identisch  ist,  und  somit  ist  die  Anzahl 

1 TV  i *(w—  3) 

der  Diagonalen  g • 


Diese  Aufgabe  enthält  den  Satz. 

Lehrsatz  3.  Jedes  «-eck  hat  — 
Diagonalen. 

Scholion.  Wir  haben  auch  von  den 
Diagonalen  vollständiger  n-seite  gespro- 
chen. Deren  Anzahl  trifft  mit  der  hier  gege- 
benen keineswegs  zusammen.  So  z.  B. 
hat  das  vollständige  Vierscit  (Fig  89) 


Fig.  89. 


b, 

€ 
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A 

V 

ABC  BEI'  die  drei  Diagonalen  AF , BO 

und  CE  im  Gegensatz  zu  dem  Vierecke, 
welches  nur  zwei  Diagonalen  hat. 

III.  Definitionen  und  Lehr- 
sätze. 

Definition.  Wenn  man  eine  Seite 
eines  Dreiecks  AC  (Fig.  90)  verlängert. 


Fig.  90 


so  bildet  die  Verlängerung  CO  mit  der 
anstossenden  Seite  BC  einen  Winkel  BCO. 
welchen  man  Aussenwinkel  nennt.  — Da 
jede  Seite  nach  zwei  Richtungen  hin  ver- 
längert werden  kann,  z.  B,  AC  über  A 
und  über  D hinaus,  so  hat  jedes  Dreieck 
im  Ganzen  sechs  Aussenwinkel. 
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Lehrsatz  4.  Der Aussenwinkel eines 
Dreiecks  ist  so  gross  als  die  beiden 
Dreieckswinkel  zusammen,  die  nicht  scino 
Nebenwinkel  sind. 

Beweis.  Es  soll  bewiesen  werden, 
dass  Aussenwinkcl  BCD  — A -f  B ist. 

(Die  Winkel  A,  B sind  hier  mit  einem 
Buchstaben  bezeichnet,  da  kein  Missver- 
ständnis möglich  ist ) 

Mnn  zieht  Linie  CE  parallel  mit  AB. 
Es  werden  dann  die  Parallelen  AB  und 
CE  von  AU  geschnitten,  und  sind  somit 
die  Gegenwinkel  A und  ECU  gleich. 
Es  werden  aber  auch  AB  und  CE  von 
BC  geschnitten,  und  deshalb  sind  die 
Wechsel winkel  B und  BCE  gleich. 

Man  hat  also : 

A + B = BCE  -f-  ECU, 
die  beiden  Winkel  rechts  aber  bilden  den 
Winkel  BCÜ , womit  unser  Satz  bewie- 
sen ist. 

Der  Winkel  BCU  ist  der  Nebenwinkel 
von  BCAy  wird  also  von  demselben  zu 
zwei  Rechten  ergänzt,  somit  muss  auch 
BCAy  d.  h.  der  dritte  Drcicckswinkel 
A-\-B , also  die  beiden  andern  zu  zwei 
Rechten  ergänzen,  und  dies  gibt  den 
neuen  wichtigen  Satz: 

Lehrsatz  5.  Die  Winkel  eines 
Dreiecks  betragen  zusammen  zwei  Rechte. 

Scholion.  In  diesem  Satze  liegt 
auch  der  Grund,  dass  zwei  Dreieekswinkcl 
nothwendig  spitze  sein  müssen,  da  wenn 
zwei  rechte  vorhanden  wären,  der  dritte 
Winkel  gleich  Null  sein  müsste.  Noch 
weniger  kann  natürlich  ein  Dreieck  zwei 
stumpfe  oder  einen  rechten  und  einen 
stumpfen  Winkel  haben.  Dagegen  hin- 
dert nichts,  dass  alle  drei  Winkel  spitze 
sind. 

Aus  dem  Lehrsätze  5.  folgt  noch  ein 
wichtiger  Zusatz,  den  wir  an  folgende 
Erklärung  knüpfen: 

„Eine  Linie  steht  auf  einer  andern 
senkrecht  (winkelrecht,  oder  ist  ein  Loth 
auf  dieselbe),  wenn  sie  mit  derselben 
einen  rechten  Winkel  bildet.“ 

Zusatz.  Von  einem  Punkte  ausser- 
halb einer  Linie  lässt  sich  nur  eine  senk- 
rechte auf  dieselbe  ziehen,  denn  liessen 
sich  von  ß aus  (Fig.  90)  die  beiden  Lothe 
RA  und  BC  auf  AC  fällen,  so  wäre  BAC 
und  BCA  rechte  Winkel,  was  unmöglich 
ist,  da  ein  Dreieck  nicht  zwei  dergleichen 
haben  kann. 

IV.  Aufgabe  und  Lehrsatz. 

Aufgabe.  Die  Summe  der  Polygon- 
winkel eines  Vielecks  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Wir  setzen  voraus,  dass 
keine  Seite  des  Vielecks  die  andere  durch- 


schneide, da  nur  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  folgende  Entwicklung  richtig 
ist.  Nehmen  wir  ferner  vorläufig  an.  es 
gäbe  einen  Punkt  O innerhalb  des  Viel- 
ecks (Fig.  91  und  92),  von  welchem  aus 


Fig  91. 


sich  Linien  nach  allen  Eckcu  derart  zie- 
hen lassen,  dass  keine  der  Seiten  durch- 
schnitten wird.  Bei  einem  Vielecke,  welches 
keinen  erhubenen  Winkel  hat  (Fig.  91), 
ist  dies  bei  jedem  Punkte  innerhalb  des 
Vielecks  der  Fall. 


Fig.  92. 


Durch  diese  von  O nusgezogene  Linien 
wird  das  Vieleck  offenbar  in  so  viel 
Dreiecke  zerlegt  als  cs  Seiten  hat,  also 
in  n,  wenn  die  Figur  ein  n-eck,  und  da 
die  drei  Winkel  eines  solchen  zwei  Rechte 
betragen,  so  erhält  man  2n  Rechte  als 
Summe.  In  derselben  sind  alle  Polygon- 
winkel, ausserdem  nber  die  um  0 lie- 
genden Winkel  enthalten.  Die  letzteren, 
welche  zw’oi  gestreckte  oder  vier  rechte 
betrügen,  sind  also  abzuziehen,  und  man 
erhält  als  Summe  der  Polygonwinkcl 
2»  — 4 Rechte, 

Diese  Betrachtungen  würden  nicht  mehr 
gelten,  wenn  es  keinen  solchen  Punkt  O 
gäbe,  von  welchem  aus  das  Vieleck  ohne 
die  Seiten  zu  durehschneiden  in  Dreiecko 
gctheilt  werden  könnte.  Um  dies  zu 
umgehen,  wollen  wir  daher  noch  anf  einem 
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andern  Wege  das  obige  Resultat  zu  er-  indem  man  von  n Punkten  immer  jeden 
reichen  suchen.  vorausgebenden  mit  dem  folgenden  ver- 

Wie  auch  das  Vieleck  beschaffen  sei,  bindet.  Seien  nun  zuerst  (Fig.  93)  eine 
so  kann  es  entstanden  gedacht  werden,  Anzahl  von  n Punkten  A,  B,  C,  D,  £,  F, 


Fig.  93. 


G,  H gegeben,  welche  auf  eine  Weise 

verbunden  sind,  dnBs  je  zwei  Seiten  sich 
nicht  durch8chneiden  und  sei  i die  Summe 
seiner  Polygonwinkel.  Kommt  nun  noch 
ein  Punkt  hinzu,  60  wird  derselbe  ent- 
weder ausserhalb  des  Vielecks  wie  K, 
oder  innerhalb  desselben  wie  Kl  liegen. 

Im  ersten  Falle  wird  das  Vieleck  in 
AKBCDEFGHA  verwandelt,  und  es 
kommen  zu  der  Polygonwinkel- Summe 
noch  die  drei  Winkel  von  Dreieck  AKB 
hinzu,  so  dass  man  jetzt  s + 2 Rechte 
hat.  Liegt  aber  K'  innerhalb,  so  kommt 
der  erhabene  Winkel  AK'B  hinzu,  den 
wir  mit  K'  bezeichnen,  um  ihn  von  dem 
hohlen  Winkel  AK'B  zu  unterscheiden, 
und  es  sind  die  Winkel  K' AB  und  K'BA 
abzuaichen.  Diese  werden  von  dem  hoh- 
len Winkel  AK'B  zu  zwei  Rechten 
ergänzt.  Man  hat  also  zu  der  Polygon- 
winkel-Summe  zuzuzahlcn: 
K'-(2R-AK’B)  = K'+AKB-IR*). 
Da  aber  die  Winkel  K'  + AK'B  zusam- 
men 4ß  betragen,  so  ist  4Ä  — 2R  = 2 R 
zuzuzahlcn,  also  die  Summe  der  Polygon- 
winkcl  wieder  s + 2 Rechte.  Bei  einem 
Dreiecke  nun  ist  t — 2,  also  beim  Vierecke 
2 + 2 = 4,  beim  Fünfecke  2 + 4=6, 
u.  s.  w„  so  dnss  man  fürs  n-eck  wieder 
wie  oben  2«  — 4 Rechte  erhält. 

Dies  gibt  folgenden  Satz: 

Lehrsatz  6.  In  jedem  n-eck,  worin 
sieh  zwei  Seiten  nicht  durchschneidcn, 
beträgt  die  Summe  der  Polygonwinkel 
2«  — 4 Rechte. 


•)  Wir  bedienen  uns  in  dem  Folgen- 
den Öfter  des  Zeichens  R für  einen  rech- 
ten Winkel. 


V.  Definitionen.  Von  den  Viel- 
ecken kommen  hauptsächlich  noch  die 
Vierecke  in  Betracht.  Die  Summe  der 
Polygonwinkel  eines  solchen  beträgt  also 
vier  Rechte.  Ein  Viereck  hat  ferner 
zwei  Diagonalen.  (Ein  vollständiges  Vier- 
eck deren  drei).  Sind  in  einem  Viereck 
je  zwei  Seiten  einander  parallel,  so  heisst 
dasselbe  Parallelogramm.  Sind  nur 
überhaupt  zwei  Seiten  parallel,  so  heisst 
es  Trapez.  — Sind  in  einem  Parallelo- 
gramm alle  Winkel  rechte,  so  heisst 
cs  Rechteck  (Oblong);  sind  alle 
Seiten  gleich  so  heisst  es  Raute 
(Rhombus);  werden  diese  beiden  letzt- 
angegebenen  Bedingungen  erfüllt , so 
nennt  man  das  Parallelogramm  Qua- 
drat. Wird  keine  derselben  erfüllt,  so 
wird  cs  auch  wohlRhomboid  genannt. 

3)  Von  der  Congrucnz  der 
Dreiccko. 

I.  Vorbemerkung  und  Defini- 
tionen. Nach  der  allgemeinen  Defini- 
tion der  Congrucnz  sind  Dreiecke  dann 
congruent,  wenn  sie  60  auf  einander  ge- 
legt werden  können,  dass  sic  sich  decken. 
Es  werden  dann  natürlich  die  entspre- 
chenden Seiten  und  Winkel  zusamnien- 
fallen,  also  gleich  sein,  und  umgekehrt, 
findet  dies  statt , so  werden  sich  die 
Dreiecke  auf  einander  gelegt  decken. 
Der  Begriff  der  Congrucnz  von  Dreiecken 
und  überhaupt  von  Vielecken  lässt  sieh 
aber  auch  so  feststellen,  dass  alle  ent- 
sprechenden Seiten  und  Winkel  des  einen 
denen  des  andern  gleich  sind.  Die  Lehre 
von  der  Congrucnz  der  Dreiecke  hat 
zum  Zweck,  zu  zeigen,  dass  man  schon 
aus  der  Gleichheit  von  einigen  dieser 
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Stücke  auf  die  Congrncnz,  also  auch  auf 
die  Gleichheit  der  übrigen  schlicssen 
könne.  Wenn  man  weise,  dass  aus  ge- 
wissen Stücken  (den  drei  Seiten  und  den 
drei  Winkeln)  eines  Dreiecks  sich  über- 
haupt nur  ein  Dreieck  bilden  lasse,  so 
ist  auch  klar,  dnss  jedes  andere,  welches 
diese  Stücke  ebenfalls  hat,  dem  gege- 
benen Dreiecke  eongruent  sei.  — Schliess- 
lich merken  wir  noch  um  Weitläufigkeit 
zu  vermeiden  folgende  Definitionen.  — 
Jeder  Winkel  eines  Dreiecks  hat  zu 
Schenkeln  zwei  Seiten  desselben. 

Die  dritte  Seite  nun,  welche  nicht 
Schenkel  eines  gegebenen  Winkels  ist, 
heisst  Gegenseite  desselben,  und  um- 
gekehrt nennt  man  Gegenwinkel 
einer  gegebenen  Seite,  denjenigen  Winkel, 
dessen  Schenkel  dieselbe  nicht  ist.  — 
Das  Zeichen  der  Congmenz  ist 

II.  Lehrsätze.  Wenn  in  einem 
Dreiecke  ein  Winkel  A (Fig.  94)  und  die 


Fig.  94. 


Länge  seiner  Schenkel  AB  und  AC  ge- 
geben sind,  so  sind  offenbar  die  anderen 
Endpunkte  der  letzteren  B und  C völlig 
bestimmt.  Da  nun  zwischen  B und  C 
•ich  nnr  eine  Grade  BC  ziehen  lässt,  so 
ist  diese  Linie  ihrer  Länge  und  ihrer 
Lage  nach  völlig  bestimmt,  also  auch 
das  ganze  Dreieck  kann  nur  einerlei 
Gestalt  haben,  und  jedes  nnderc,  welches 
Winkel  A nnd  Seite  AB  und  AC  hat, 
ist  ihm  congraent.  Dies  giebt  den  ersten 
Satz  von  der  Congruenz: 

Lehrsatz  1.  „Wenn  in  zwei  Drei- 
ecken zwei  Seiten  und  der  eingeschlos- 
sene Winkel  des  einen  den  entsprechen- 
den Stücken  des  andern  bezüglich  gleich 
sind,  so  sind  die  Dreiecke  eongruent.“ 
Ist  Seite  AB  gegeben  und  dazu  die 
anliegenden  Winkel  A und  B,  so  ist 
auch  die  Richtung  der  Linien  AB  und  A C 
völlig  bestimmt,  und  da  sich  zwei  gege- 
bene Linien  nur  in  einem  Funkte  schnei- 
den können,  so  ist  auch  der  Schnittpunkt  C, 
mithin  das  ganze  Dreieck  ein  völlig  be- 
stimmtes, jedes  andere,  worin  eine  Seite 
nnd  die  beiden  anstossenden  Winkel  be- 


züglich mit  AB,  A und  B flbereinstim- 
men,  ihm  eongruent.  — Dies  gäbe  einen 
zweiten  Lehrsatz  von  der  Congmenz, 
den  wir  aber  noch  etwas  allgemeiner 
ausdrücken  wollen.  Wenn  in  zwei  Drei- 
ecken zwei  beliebige  Winkel  bezüglich 
gleich  sind,  so  muss  dies  offenbar  auch 
mit  den  dritten  stattfinden,  denn  diesen 
dritten  erhält  man  ja,  wenn  man  die 
Summe  der  beiden  gegebenen,  also  für 
beide  Dreiecke  dieselbe  Grösse  von  zwei 
liechten  abzieht.  Wenn  also  in  zwei 
Dreiecken  eine  Seite  und  zwei  beliebige, 
aber  gleichliegende  Winkel  Ubercinstim- 
men,  so  werden  jedenfalls  auch  die  der 
gegebenen  Seite  anliegenden  Winkel 
gleich  sein.  Also : 

Lehrsatz  2.  „Zwei  Dreiecke  sind 
congraent,  wenn  eine  Seite  nnd  zwei 
Winkel  des  einen  den  entsprechenden 
(gleichlicgenden)  Stücken  des  andern 
bezüglich  gleich  sind.“ 

III.  Definition  und  Lehrsätze. 
Es  sollen  aus  den  eben  gegebenen  Sätzen 
einige  Folgerungen  für  gleichschenklige 
und  gleichseitige  Dreiecke  gezogen  wer- 
den. — Wir  merken  zunächst  folgende 
Bezeichnungen: 

Die  den  andern  ungleiche  Seite  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  wird  Grund- 
linie oder  Basis,  der  Eckpunkt,  welcher 
dem  Gegenwinkel  der  Grundlinie  ent- 
spricht, Spitze  genannt.  Die  beiden  glei- 
chen Seiten  nennt  man  zuweilen  auch 
Schenkel.  AB  und  AC  (Fig.  95)  sind 

Fig.  95. 


die  Schenkel,  AE  die  Grundlinien,  B die 
Spitze.  — Denkt  man  sich  jetzt  den 
Winkel  H an  der  Spitze  durch  Linie 
BO  in  zwei  gleiche  Theilc  getheilt,  so 
entstehen  zwei  Dreiecke  ABO  nnd  CBD, 
in  diesen  ist  AB  — BC,  und  CD  beiden  ge- 
meinsam, ausserdem  Winkel  ABD  - CB D ; 
es  sind  also  zwei  Seiten  und  der  ein- 
geschlossenc  Winkel  gleich.  Somit  hat 
man  den  Satz : 

Lehrsatz  3.  „Wenn  man  den  Winkel 
an  der  Spitze  eines  gleichschenkligen 
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Dreiecks  in  zwei  gleiche  Thetle  theilt, 
so  wird  durch  die  Thcilungslinie  das 
Dreieck  in  zwei  congruentc  Dreiecke 
gcthcilt.“ 

Indem  man  die  gleichlicgcnden  Stücke 
dieser  Dreiecke  vergleicht,  gelangt  man 
zu  neuen  wichtigen  Sätzen.  — Es  liegen 
Winkel  A und  C der  gemeinschaftlichen 
Seite  BD  gegenüber,  sind  also  gleich,  d.  h. : 
Lehrsatz  4 „In  jedem  gleichschenk- 
ligen Dreiecke  sind  auch  die  Winkel 
an  der  Grundlinie  (oder  die  Gegenwinkel 
der  Schenkel)  gleich.“ 

Winkel  EDA  liegt  AB,  und  BDC  der  BC 
gegenüber,  es  Bind  also  auch  diese  Winkel 
BDA  und  BDC  gleich.  Da  sie  aber  Ne- 
benwinkel sind,  so  müssen  sie  rechte 
sein.  Es  sind  ferner  AD  und  DC  gleich- 
liegende Stücke,  da  sie  den  Winkeln 
ABD  und  CBD  gcgenüberliegen,  also 
ebenfalls  gleich.  Wir  fassen  beide  Re- 
sultate in  einem  einzigen  Satz  zusammen: 
Lehrsatz  5.  „Die  Linie,  welche 
den  Winkel  an  der  Spitze  in  zwei  gleiche 
Theile  theilt  oder  halbirt,  halbirt  auch 
die  Grundlinie,  und  bildet  mit  letzterer 
rechte  Winkel,  (steht  senkrecht,  winkel- 
recht  auf  derselben).“ 

Da  es  nun  nur  eine  Linie  gibt,  die 
aus  der  Mitte  D von  AC  gezogen  auf 
derselben  senkrecht  steht,  so  muss  dies 
die  Ilalbirungslinic  des  Winkels  B sein, 
also: 

Lehrsatz  6.  „Die  Linie,  welche 
aus  der  Mitte  der  Gmndlinie  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  gezogen  auf  der- 
selben senkrecht  steht,  geht  durch  die 
Spitze  des  Dreiecks  und  halbirt  den 
Winkel  an  derselben.“ 

Es  lässt  sich  ferner  nur  eine  Linie 
ziehen,  welche  die  Spitze  B init  der 
Mitte  D der  Grundlinie  AC  verbindet, 
also: 

Lehrsatz  7.  „Die  Linie,  welche  die 
Spitzo  eines  gleichschenkligen  Dreiecks 
mit  der  Mitte  der  Grundlinie  verbindet, 
halbirt  den  Winkel  an  der  ersteren,  und 
steht  senkrecht  auf  der  letzteren.“ 


Auch  lässt  sich  nur  eine  Linie  von  B 
senkrecht  auf  AC  ziehen,  also: 

Lehrsatz  8.  „Die  Linie,  welche 
von  der  Spitze  senkrecht  auf  die  Grund- 
linie gezogen  wird,  halbirt  die  letztere 
und  den  Winkel  an  der  ersteren.“ 

Nehmen  wir  jetzt  an,  in  Dreieck  ABC 
(Fig.  95)  sei  Winkel  A-C.  Wir  hnl- 
biren  wieder  den  Winkel  B durch  Linie 
AU,  und  cs  entstehen  dann  ebenfalls 
die  congruenten  Dreiecke  ABD  und 
CBD , da  die  Winkel  bei  B,  A-C  und 
HD  sich  selbst  gleich  also  entsprechend 
eine  Seite  und  zwei  gleichliegende  Winkel 
übercinstimmcn.  Gleichliegende  Stücke 
aber  sind  dann  AB  und  CB,  also  ein- 
ander gleich. 

Dieser  Satz  bildet  die  Umkehrung  des 
Lehrsatzes  4.  nämlich: 

Lehrsatz  9.  „Wenn  in  einem  Drei- 
ecke zwei  Winkel  gleich  sind,  so  sind 
auch  ihre  Gegenseiten  gleich.  (Das 
Dreieck  ist  also  gleichschenklig.)“ 

An  diese  Sätze  sind  noch  folgende 
Betrachtungen  zu  knüpfen.  — Ist  AC 
(Fig.  95)  eine  beliebige  Linie,  BD  aus 
ihrer  Mitte  senkrecht  gezogen,  und  ein 
beliebiger  Punkt  B von  BD  mit  A und 
C verbunden,  so  entstehen  die  congruen- 
ten  Dreiecke  ABD  und  CBD.  In  ihnen 
ist  nämlich  AD -CD,  HD  — BD,  Winkel 
ABD  = CBD  als  rechte,  also  zwei  Seiten 
und  der  eingeschlossenc  Winkel  gleich. 
Es  6ind  also  auch  die  gleichliegenden 
Stücke  AB  und  CB  gleich,  d.  h.  Punkt  B 
ist  von  A und  C gleich  weit  entfernt. 
Also: 

Lehrsatz  10.  „Wenn  man  aus  der 
Mitte  der  Verbindungslinie  zweier  gege- 
benen Punkte  eine  Senkrechte  auf  der- 
selben errichtet,  so  ist  jeder  Punkt  der 
letzteren  von  beiden  gegebenen  Punkten 
gleich  weit  entfernt.“ 

Es  kann  aber  auch  keinen  Punkt 
ausserhalb  BD  geben,  der  von  A und 
C gleich  weit  entfernt  wäre.  Denn  wäre 
E (Fig.  96)  ein  solcher,  so  könnte  man 
EC  und  EA  ziehen,  von  denen  die  er- 


Fig.  96. 
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Stere  BD  ln  F schneidet,  und  wäre 
dann  n»ch  unserem  Satzo  A F = CF.  nach 
der  Annahme  aber  AE=CE—  CF + FE 
z:AF+FE.  Mithin  die  grade  Linie  AE 
gleich  der  gebrochenen  AFE,  wa9  un- 
möglich ist,  da  die  grade  die  einzige 
kürzeste  zwischen  zwei  Punkten  ist. 

Eine  Linie,  welche  alle  Funkte  nnd 
nur  solche  Punkte  enthält,  welche  eine 
gewisse  Eigenschaft  gemein  haben,  nennt 
man  Ort  dieser  Punkte.  Es  folgt  also 
aus  dem  Vorigen: 

Lehrsatz  11.  „Die  aus  der  Mitte 
der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  ge- 
zogene Senkrechte  ist  der  Ort  aller  Punkte, 
welche  Ton  den  gegebenen  gloich  weit 
entfernt  sind.“ 

Wir  wollen  diese  Linie  als  Mittellinie 
der  Punkte  A und  C oder  der  Linie  AC, 
auch  als  die  des  gleichschenkligen  Drei- 
ecks ABC  bezeichnen. 

Von  den  Sätzen  dieses  Abschnittes 
lassen  sich  leicht  Anwendungen  auf  das 
gleichseitige  Dreieck  machen.  — Da  in 
letzterem  jede  zwei  Seiten  gleich  sind, 
so  sind  nach  Lehrsatz  4.  auch  jede  zwei 
Winkel  mithin  nlle  drei  unter  einander 
gleich.  Da  nun  alle  Winkel  eines  Drei- 
ecks zwei  Rechte  betragen,  so  ist  im 
2 

gleichseitigen  jeder  Rechten  gleich. 
Also: 

Zusatz  1.  „Ein  gleichseitiges  Dreieck 


hat  auch  drei  gleiche  Winkel,  deren  jeder 

2 

— Rechte  beträgt.  Das  gleichseitige 

Dreieck  ist  mithin  zugleich  ein  regel- 
mässiges.“ 

Sind  in  einem  Dreiecke  alle  Winkel 
gleich,  so  sind  nach  Lehrsatz  9.  je  zwei 
•Seiten,  mithin  alle  drei  unter  einander 
gleich. 

Zusatz  2.  „Wenn  in  einem  Dreiecke 
alle  Winkel  gleich  sind,  so  ist  dasselbe 
ein  gleichseitiges.“ 

Auch  ist  noch  eine  Folge  Tür  das 
gleichschenklige  Dreieck  zu  ziehen,  Sei 
n die  Grosse  des  Winkels  an  der  Spitze,  fl 
die  des  einen  an  der  Grundlinie,  also 
dann  auch  die  des  andern  gleich  fl,  so  ist 
a + 2fl  = 2Ä, 
woraus  sich  ergibt : 

fl  = R-  “-,  « = 2(R-j»). 

Diese  Formeln  lösen  die  Aufgabe : 

„Wenn  in  einem  gleichschenkligen 
Dreiecke  ein  Winkel  gegeben  ist,  die 
beiden  anderen  zn  finden.“ 

IV.  Lehrsatz  12.  Zwei  Dreiecke 
sind  congruent,  wenn  alle  drei  Seiten 
des  einen  bezüglich  den  drei  Seiten  des 
andern  gleich  sind. 

Beweis.  Seien  (Fig.  97)  ABC  und 
DEF  die  gegebenen  Droieckc,  und  zwar 
AB  = BE,  BC-EF,  AC=  BF. 


Fig.  97. 


Man  lege  das  letztere  Dreieck  so  an 
das  erstcre,  dass  Punkt  D in  A , Seite  BF 
in  AC,  Punkt  E aber  in  G auf  der  anderen 
Scito  von  AC  als  der  Punkt  H fällt, 
und  ziehe  BO.  — Es  ist  dann: 

AB  - BE  = AO,  BC=EF=CG\ 

also  die  Dreiecke  BAG  und  BCG  gleich- 
schenklig. Mithin  Winkel  ABO  = AGB, 
und  CBG  — CGB . Durch  Addition  bei- 
der Gleichungen  ergibt  sich  dann  Winkel 
ABC  — AGE,  und  da  die  diese  Winkel 
einschlicssenden  Seiten  auch  einander 
bezfiglich  gleich  sind,  so  ist  Dreieck 
ABC  £ AGC  oder  >£  BEF,  da  die  bei- 


den letzteren  Dreiecke  identisch  sind, 
womit  dieser  Satz  erwiesen  ist. 

V.  Lehrsätze.  Mit  einem  noch  zu 
entwickelnden  Satze  von  der  Congrucnz 
lässt  sich  diese  Theorie  abschliessen. 
Indcss  hat  dieser  Satz  nicht  die  Ein- 
fachheit der  früheren.  Wir  geben  ihm  zu- 
nächst eine  möglichst  allgemeine  Gestalt. 

Lehrsatz  13.  Wenn  in  zwei  Drei- 
ecken zwei  Seiten  und  die  Gegenwinkel 
je  einer  Seite  gleich  sind,  so  sind  die 
Dreiecke  entweder  congruent,  oder  die 
Gegenwinkel  der  andern  gleichen  Seiten 
ergänzen  sich  zu  einem  gestreckten.“ 
Beweis.  Seien  ABC  und  DEF 
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Fig.  9«. 


(Fig.  98)  die  gegebenen  Dreiecke,  und 

zwar  AB — DE,  AC-DF,  Winkel  C=F. 
So  kann  man  jedenfalls  DEF  so  auf 
ABC  legen,  dass  die  Winkel  C und  F 
znsammcnf&llen,  cs  wird  dann  Punkt  I) 
in  A und  Punkt  E entweder  in  B selbst, 
wo  dann  die  Dreiecke  congruent  sind, 
oder  auf  die  nöthigen  Falls  zn  verlän- 
gernde Seite  BC  fallen.  Man  kann  aber 
annehmen,  dass  immer,  wenn  die  Drei- 
ecke nicht  congruent  sind,  E zwischen 
B nnd  C fällt,  denn  tritt  dies  nicht  ein, 
so  kann  man  Dreieck  ABC  auf  DEF 
legen,  und  wird  dann  B zwischen  E und 
F fallen,  also  die  ganze  Betrachtung  ist 
dann  mit  Vertauschung  der  Dreiecke 
noch  anwendbar.  Falle  somit  Punkt  E 
in  G,  so  w&ro  Dreieck  AGC'CL  DEF, 
also  AG  = DE— AB.  Mithin  im  gleich- 
schenkligen Dreiecke  ABG  Winkel 
ABG  = AGB,  also  ABG+AGC=2R  und 
da  AGC=  DEF  ist,  auch 

ABE  + DEF=2B, 

womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Da  von  drei  Winkeln  nicht  jeder  den 
andern  zn  zwei  rechten  ergänzen  kann, 
so  hat  man  auch  den  Satz : 

Lehrsatz  14.  „Wenn  in  drei  Drei- 
ecken immer  2 Seiten  nnd  der  Gegen- 
winkel der  einen  entsprechend  gleich 
sind,  so  sind  wenigstens  zwei  der  Drei- 
ecke congruent “ 

Wenn  sich  ferner  zwei  Winkel  zu  zwei 
Rechten  ergänzen,  so  sind  entweder  beide 
Rechten,  oder  der  eine  grösser,  der  andere 
kleiner  als  ein  solcher. 

Im  ersteren  Falle  sind  unsere  Dreiecke 
congruent,  da  dann  ausser  den  Seiten 
noch  zwei  Winkel  gleich  sind  (Lehrsatz  2). 
Man  kann  also  dem  Lehrsatz  13.  auch 
die  Form  geben  : 

Lehrsatz  15.  „Zwei  Dreiecke  sind 
congruent,  wenn  in  ihnen  entsprechend 
zwei  Seiten  und  der  Gegenwinkel  der 
einen  gleich  sind,  der  Gegenwinkel  der 
andern,  aber  bei  beiden  entweder  gleich- 
zeitig spitz,  gleichzeitig  recht,  oder  gleich- 
zeitig stumpf  ist.“ 

Indcss  ist  an  diesen  Congruenzsatz 
noch  eine  wichtige  Bemerkung  zu  knüpfen, 
welche  noch  einige  Vorbereitung  nöthig 
macht. 

VI.  Lehrsätze.  Es  beziehen  sich 


diese  Sätze  auf  die  Ungleichheit  der 
Seiten  und  Winkel. 

Lehrsatz  16.  „Wenn  in  einem 
Dreiecke  zwei  Seiten  nngleich  sind,  so 
ist  derjenige  von  ihren  Gegenwinkeln 
der  grössere,  welcher  der  grösseren  Seite 
gegcnübcrlicgt.“ 

Beweis.  Sei  (Fig.  99)  ABC  das  ge- 


Fig.  99. 


gebene  Dreieck,  und  AB  grösser  als  BC, 
so  soll  bewiesen  werden,  dass  auch  der 
Gegenwinkel  von  AB,  nämlich  C grösser 
ist  als  A,  der  Gegenwinkel  von  BCA. 
Mnn  schneide  von  AB  Stuck  BD  — BC 
ab,  und  ziehe  ÜC,  so  ist  in  dem  gleich- 
schenkligen Dreiecke  BDC  Winkel  BDC 
gleich  BCO,  also  jedenfalls  BCA  oder  C 
grösser  als  BDC.  Letzterer  Winkel  aber 
ist  Ausscnwinkel  von  Dreieck  ADC,  also 
gleich  den  Winkeln  DAC  und  DCA  zu- 
sammen, also  grösser  als  DAC  oder  A\ 
es  muss  nlso  um  so  mehr  C grösser  als 
A sein,  was  zu  beweisen  war.  — Dieser 
Lehrsatz  ist  oincr  Umkehrung  fähig,  d.  h. : 

Lehrsatz  17.  „Wenn  in  einem 
Dreiecke  zwei  Winkel  nngleich  sind,  so 
ist  diejenige  ihrer  Gegenseiten  die  Grös- 
sere, welche  dem  grösseren  Winkel  ge- 
gcnüberlicgt.“ 

Beweis.  Sei  (Fig.  99)  Winkel  C 
grösser  als  A,  so  soll  auch  AB  grösser 
als  BC  sein.  Sei  letzteres  nicht  der 
Fall,  so  wäre  entweder  AB  = BC,  in  wel- 
chem Falle  das  Dreieck  gleichschenklig, 
also  Winkel  A = C sein  müsste,  was 
der  Voraussetzung  widerspricht,  oder  es 
müsste  BC  grösser  als  AB  sein,  in  wel- 
chem Falle  nach  dem  vorigen  Satze  auch 
Winkel  j4>C'  wäre.  Es  bleibt  also  nur 
die  unserm  Satze  entsprechende  Mög- 
lichkeit, dass  AB  grösser  als  BC  ist. 

Scholion.  Da  in  einem  rechtwink- 
ligen oder  stumpfwinkligen  Dreieck  jeden- 
falls der  rechte,  bezüglich  stnmpfe  Winkel 
der  grössestc  im  Dreieck  so  ist,  so  muss 
auch  dio  demselben  gegenüberliegende 
Seite  die  grössestc  im  Dreiecke  sein. 

Definitionen.  Im  rechtwinkligen 
Dreiecke  wird  die  dem  rechten  Winkel 
gegenüberliegende,  also  grösseste  Seite 
Hypotenuse  genannt,  die  beiden  an- 
dern heissen  Katheten. 
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Zusatz.  „Wenn  von  einem  Punkte  .4 
(Fig.  100)  aus  nnch  einer  Graden  BD 


Fig.  101. 


beliebige  Linien  gezogen  werden,  All, 
AC,  AI),  worunter  eine  senkrechte  .1/1 
so  ist  diese  die  kürzeste,  und  die  Linien 
werden  immer  grösser,  je  mehr  sie  sieh 
von  der  senkrechten  entfernen.“ 

Es  ist  nämlich  im  rechtwinkligen 
Dreieck  ABC  die  dem  rechten  VViukcl 
gegenüberliegende  Seite  AC  grösser  als 
AB,  im  stumpfwinkligen  Dreiecke  ACU 
die  dem  stumpfen  Winkel  gegenüberlie- 
gende Seite  AI)  grösser  als  AC,  u.  s. w. 

Hier  zu  nennen  ist  auch  der  selbst- 
verständliche Satz: 

Lehrsatz  18.  „Zwei  Seiten  eines 
Dreiecks  sind  immer  grösser  als  die 
dritte.“  — Denn  zwei  Seiten  AC  und 
CB  bilden  eine  gebrochene  Linie,  welche 
zwei  Punkte  A und  ß verbindet,  wäh- 
rend die  Grade  AB,  also  die  dritte  Seite 
die  kürzeste  Verbindung  derselben  ist. 
Aus  diesem  Satze  folgt  dann  leicht  der 
folgende: 

Lehrsatz  19.  „Wenn  man  von  einem 
Punkte  I)  im  Innern  eines  Dreiecks  ABC 
(Fig.  101)  zwei  Grade  nach  den  Eck- 
punkten A und  B zieht,  so  sind  sie  zu- 
sammen kleiner  als  die  Seiten  AC+BC.lt 


Ile  weis.  Map  verlängere  AI)  bis 
zum  Schnittpunkte  E mit  BC,  so  ist 
nach  dem  vorigen  Satze  AE  kleiner  als 
AC  + CE,  also  wenn  man  auf  beiden 
Seiten  das  Stück  EB  liinzutügt,  AE+EB 
kleiner  als  AC+CB.  Ferner  DB  kleiner 
als  UE  + EB,  also  wenn  man  auf  beiden 
Seiten  das  Slück  AI)  hinzufügt:  AD+DB 
kleiner  als  AE  + EB  und  um  so  mehr 
als  AC+CB. 

Lehrsatz  20.  „Wenn  in  2 Dreiecken 
jo  2 Seiten  bezüglich  gleich,  die  einge- 
schlosscnen  Winkel  aber  ungleich  sind, 
so  ist  die  dritte  Seite  in  demjenigen 
Dreieck  die  grössere,  wo  ihr  der  grössere 
Winkel  gcgenübcrliegt.“ 

Beweis.  Wir  haben  3 Fälle  zu  un- 
terscheiden. Immer  nämlich  kann  man 
das  eine  Dreieck  so  auf  das  andre  legen, 
dass  eine  Seite  des  einen  AB  mit  der 
des  andern  zusammenfällt.  Die  andere 
Seite  BD  des  einen  wird  daun  mit  AB 
gleichen  BC  des  andern  nicht  zusam- 
mcnfallen,  und  es  kann  Punkt  U a)  aus- 
serhalb des  Dreiecks  ABC,  b)  in  die 
Seite  AC,  c)  innerhalb  des  Dreicks  fal- 
len. Fall  a)  (Fig.  102)  Möge  BD  die  AC 
in  E schneiden,  so  ist  AD  kleiner  als 


Fig.  102. 


AE+ED,  BC  kleiner  als  BE+EC,  also  als  AC  sein,  wie  zu  beweisen  war.  — 
durch  Addition  AD  + BC  kleiner  als  Fall  b):  hier  ist  der  Satz  selbstverständ- 
AE  + ED+BE+EC,  d.  h.  als  BD  + AC,  lieh  wahr.  — Fall  c)  (Fig.  103)  Aus 
da  aber  BD—BC , so  muss  AD  kleiner  Lehrsatz  19.  folgt  unmittelbar,  dass 
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Fig.  103. 


AD-\-DB  kleiner  als  AC  4*  CB  ist,  und 
da  DB  — CB,  so  muss  AD  kleiner  als 
AC  sein.  Dieser  Satz  ist  einer  Umkeh- 
rung fähig. 

Lehrsatz  21.  „Wenn  in  2 Dreiecken 
2 Seiten  des  einen  bezüglich  denen  des 
andern  gleich , die  dritten  Seiten  aber 
ungleich  sind,  so  liegt  in  demjenigen 
Dreiecke,  wo  diese  dritte  Seite  die  grös- 
sere ist,  ihr  auch  der  grössere  Winkel 
gegenüber. 

Beweis.  Denn  seien  (Fig.  98)  AB-  DE, 
AC—  DF  und  BC  grösser  als  EF.  Neh- 
men wir  dann  an,  Winkel  A wäre  gleich 
D , so  wären  die  Dreiecke  congruent, 
(2  Seiten  und  der  cingcschlosscne  Win- 
kel gleich,)  mithin  gegen  die  Voraus- 
setzung BC—EF.  W&re  ferner  D grös- 
ser als  At  so  müsste  nach  dem  vorigen 
Satze,  aber  ebenfalls  gegen  die  Voraus- 
setzung, EF  grösser  als  BC  sein;  cs 
bleibt  also  nur  der  dritte  Fall  als  mög- 
lich übrig,  dass  Winkel  A grösser  als 
D ist. 

VII.  Lehrsatz  und  Scholion. 

Mit  Hülfe  der  Betraclu ungen  des  vori- 
gen Paragraphen  lasst  sich  in  einem  be- 
stimmten wichtigen  Falle  dem  Lehrsatz  15. 
eine  andere  Form  geben. 

Lehrsatz  22.  „Zwei  Dreiecke  sind 
congruent,  wenn  in  ihnen  entsprechend 
2 Seiten  und  die  Gegenwinkel  der  grös- 
seren Seite  gleich  sind.“ 

Bew'eis.  Da  nur  der  grössesten  Seite 
eines  Dreiecks  ein  rechter  oder  stumpfer 
Winkel  gegenüber  liegen  kann,  so  sind 
die  Gegenwinkel  der  andern  gegebenen 
Seite  immer  gleichzeitig  spitz.  Es  er- 
füllt sich  also  die  Bedingung  des  Lehr- 
satzes 15.  von  selbst. 

Scholion.  Wir  stellen  hier  die  vier 
oder  5 Sätze  von  der  Congrucnz  noch- 
mals zusammen. 

Zwei  Dreiecke  sind  congruent; 

A.  Wenn  2 Seiten  und  der  eingeschlos- 
sene Winkel, 

B.  wenn  eine  Seite  und  2 Winkel, 

C.  wenn  alle  3 Seiten, 


D.  wenn  2 Seiten  und  der  Gegenwinkel 

der  grösseren  von  ihnen. 

E.  wenn  2 Seiten  und  der  Gegenwinkel 
der  kleineren 

entsprechend  gleich  siud.  Im  letzteren 
balle  mit  der  Massgube,  das  man  ausser- 
dem noch  wissen  muss,  ob  die  Gegen- 
winkel der  kleineren  Seite  beide  gleich- 
zeitig spitz  oder  recht  oder  stumpf  sind. 

Mit  dieser  wohl  zu  berücksichtigenden 
Ausnahme,  kann  man  sagen,  Dreiecke 
seien  congruent,  wenn  ihnen  entweder 
alle  3 Seiten,  oder  2 Seiten  und  ein 
Winkel  oder  eine  Seite  und  2 Winkel 
gleich  seien,  kurz  wenn  von  den  b Stücken, 
die  ein  Dreieck  enthält  den  3 Seiten  und 
den  3 Winkeln  überhaupt  3,  die  jedoch 
nicht  alle  gleichzeitig  Winkel  sein  dür- 
fen, gleich  sind. 

Was  die  Bezeichnung  der  Congruenz 
anbetrifft.  so  wollen  wir  noch  folgende 
Bemerkung  machen.  — Sagt  man  z.  B. 
Dreieck  ABC  sei  congruent  DEF,  so  ist 
damit  an  sieh  noch  nicht  festgestcllt,  wel- 
ches die  gleichen  Seiten  bezüglich  Winkel 
der  Dreiecke  sein.  Wir  werden  nun 
durchgehend  festsetzen,  dass  die  3 Buch- 
staben, welche  ein  Dreieck  bezeichnen, 
so  geschrieben  werden  sollen,  das6  die 
Bezeichnungen  der  gleichen  Winkel  und 
Seiten  in  gleicher  Ordnung  folgen.  Schrei- 
ben wir  also  ABC  'C  DEF , so  heisst 
die»,  dass  Winkel  A = D,  B~E,  C=F, 
und  Seite  AB -DE,  BC-EF , AC=DF 
ist.  Es  ist  also  die  Reihenfolge  der 
Buchstaben  nur  bei  einem  der  congruen- 
ten  Dreiecke  als  w illkürlich  zu  betrachten. 

Was  die  Congruenz  der  Vielecke  an- 
betrifft, so  gilt  für  dieselben  folgender 
selbstverständliche  Satz : 

Zusatz.  „Zwei  Vielecke  sind  con- 
gruent,  wenn  sic  sich  in  irgend  einer 
Weise  in  derselben  Reihenfolge  in  gleich- 
liegende  eongruente  Dreiecke  zerlegen 
lassen.“ 

Ist  die  Reihenfolge  der  congrticnten 
Dreiecko  nicht  dieselbe,  oder  liegen  die- 
selben nicht  gleich,  so  sind  die  Vielecke 
zwar  nicht  congruent  aber  fläehcngleich. 

Die  Sätze  von  der  Congruenz  verein- 
fachen sich  natürlich  für  gccichschenk- 
lige  und  für  rechtwinklige,  noch  mehr 
für  gleichseitige  Dreiecke. 

Da  namentlich  in  den  letzteren  die 
Winkel  gegeben  sind,  so  sind  sic  con- 
gruent, w enn  in  beiden  eine  Seite  gleich  ist. 

VIII.  Definitionen  und  Lehr- 
sätze. Die  folgenden  Betrachtungen 
beziehen  sich  auf  Parallelogramme,  in 
Bezug  auf  welche  sich  aus  der  Con- 
grucnz der  Dreiecke  wichtige  Folgerun- 
gen ergeben. 
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Fig.  104. 


Definition.  Sei  AUCH  (Fig.  104) 
ein  beliebiges  Parallelogramm,  dessen 
eine  Diagonale  AC  ist.  Beiläufig  be- 
merkt, wird  oft,  wenn  kein  Missverständ- 
nis! tu  befürchten  ist,  das  ganze  Paral- 
lelogramm durch  die  Buchstaben  AC\ 
welche  sich  an  den  Endpunkten  einer 
Diagonale  befinden,  bezeichnet.  Je  zwei 
Seiten  eines  Parallelogramms  sind  ent- 
weder an  s tos  sende,  wie  AD  und  AH, 
oder  gegenüberliegende,  wie  AI) 
und  BC\  A H und  CI).  Eben  so  heissen 
die  Winkel  A nnd  Dt  welche  an  einer 
Seite  liegen  anstossende,  A und  C ge- 
genüberliegende. 

Die  Diagonale  tlicilt  das  Parallelo- 
gramm in  2 Dreiecke  ADC  nnd  JCBA ; 
offenbar  haben  dieselben  die  Seite  AC 
gemein,  es  ist  ferner  \^lnkcl  l)AC~  BCA , 
und  DCA—  HAC  als  Wechsel  winkel,  mit- 
hin sind  die  Dreiecke  congrucnt.  Also 

Lehrsatz  23.  „Jede  Diagonale  thcilt 
ein  Parallelogramm  in  zwei  congrucnte 
Dreiecke.“ 

Ist  Dreieck  ACD  gegeben,  und  zieht 
man  AB  parallel  DC,  CB  parallel  ADy 
so  entsteht  mithin  ein  Parallelogramm, 
welches  ein  dem  gegebenen  congruentes 


Dreieck  enthält,  also;  doppelt  so  gross, 
als  erstcres  ist. 

Zusatz.  „Jedes  Dreieck  kann  nls 
die  Hälfte  eines  Parallelogramms  be- 
trachtet werden,  welches  mit  ihm  2 an- 
stossendc  Seiten  gemein  hat.“ 

Aus  dem  letzten  Lehrsätze  folgt  noch: 
AD-BC,  DC-B.4 , Winkel  D=B , auch 
ist  A — C,  da  beide  aus  zwei  entsprechend 
gleichen  Winkeln  zusammengesetzt  sind, 
d.  h. : 

Lehrsatz  24.  „In  jedem  Parallelo- 
gramm sind  die  gegenüberliegenden  Sei- 
ten, und  die  gegenüberliegenden  Winkel 
gleich.“ 

Man  kann  den  ersten  Theil  dieses 
Satzes  auch  anders  Ausdrücken.  Zieht 
man  zwischen  zwei  parallelen  Linien  AB 
und  CD , zwei  andere  AD  und  BC  so 
entsteht  offenbar  ein  Parallelogramm, 
und  es  muss  AB  — CD,  AD  — CB  sein, 
oder : * 

Zn s atz.  „Parallelen  zwischen  Paral- 
lelen sind  gleich.“ 

Zieht  man  namentlich  von  der  einen 
Seite  AB  eines  Parallelogramms  (Fig. 
105)  ans  senkrechte  Linien  HC  und  RS 
nach  der  Gegenseite  CD , so  sind  diese 


Fig.  105. 


parallel,  da  die  Gegenwinkel  AP(J , ARS 
rechte,  also  gleich  sind,  cs  werden  auch 
diese  Senkrechten  unter  einander  gleich 
sein. 

Definition.  Eine  Senkrechte  PQ} 
von  einer  Seite  auf  die  Gegenseite  des 
Parallelogramms  gezogen  heisst  Höhe 


desselben.  Die  Seite  CD.  auf  welche 
die  Hohe  gefällt  ist,  wird  Grundlinie 
genannt.  Nehme  man  AC  als  Grundlinie, 
so  wäre  TU  die  Höhe.  Ein  Parallelo- 
gramm hat  also  zwei  Grundlinien  und 
zwei  Höhen. 

Wenn  mau  von  der  Winkelspitze  4 
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einei  Dreiecks  ACD  aus,  (Fig.  105)  eine 
Senkrechte  auf  die  Gegenseite  CD  sieht, 
so  heisst  auch  diese  HOhedcsDrciecks 
und  CD  selbst  seine  Grundlinie.  Beide 
hat  das  Dreieck  mit  dem  Parallogramm 
ABDC,  das  doppelt  so  gross  als  das 
Dreieck  ist,  gemein.  Da  ein  Dreieck  drei 
Winkelspitzen  hat,  so  besitzt  es  auch 
drei  Höhen.  Es  folgen  jetzt  einige  Sätze, 
welche  erkennen  lehren  unter  welchen 
Umständen  ein  Viereck  ein  Parallelo- 
gramm ist. 

Lehrsatz  25.  „Jedes  Viereck,  worin 
je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  einan- 
der gleich  sind,  ist  ein  Parallelogramm.“ 
Beweis.  Seien  in  AUCD  (Fig.  104) 
AB  — CD,  AD  — BC,  ziehen  wir  die  Dia- 
gonale AC,  so  ist  Dreieck  A DC  £ CBA, 
wegen  Gleichheit  der  drei  Seiten,  also 
Winkel  DAC-ACB,  und  da  diesWech- 
ielwinkel  sind,  DA  parallel  CB,  ebenso 
Winkel  DCA  — BAC,  also,  da  dies  eben- 
falls Wechsel  winkel  sind,  AB  parallel  CD, 
das  Viereck  also  ein  Parallelogramm. 

Lehrsatz  26.  „Jedes  Viereck,  worin 
zwei  Seiten  sowohl  gleich  als  parallel 
sind,  ist  ein  Parallelogramm.“ 

Beweis.  Sei  AB  gleich  und  parallel 
CD  (Fig.  104). 

Die  Diagonale  AC  ziehend,  erhält  man 
wieder  congruentc  Dreiecke,  denn  cs  ist 
AB — CD , AC-AC,  und  die  eingeschlos- 
senen Winkel  BAC-DCA  als  Wcchsel- 
winkel  paralleler  Linien.  Es  folgt  dann, 
dass  auch  DC=AB , also  auch  die  an- 
dern Seiten  gleich  sind,  mithin  die  Figur 
ein  Parallelogramm  ist. 

Lehrsatz  27.  „Die  Diagonalen  eines 
Parallelogramms  halbircn  sich.“ 

Beweis.  Es  sollen  (Fig.  106)  im  Pa- 
rallelogramm ABCD  AO  — OC,  DO  — OB 

Fig.  106. 


sein;Dreicck  AOB'C.  COD , «lann.l  B = CD, 
Winkel  OAB  — OCD,  OBA  = ODC,  wo- 
raus sich  unser  Satz  ergibt. 

Ist  in  einem  Parallelogramm  ein  Winkel 
ein  rechter,  so  ist  dies  auch  mit  seinem 
Gegenwinkel  der  Fall.  Für  die  beiden 
andern  Winkel  bleiben  noch  zwei  Rechte 
übrig,  und  da  diese  gleich  sind,  muss 
auch  jeder  ein  rechter  sein.  D.  h. : 


Lehrsatz  28.  „Wenn  in  einem  Pa- 
rallelogramm ein  Winkel  ein  rechter  ist, 
so  ist  dasselbe  ein  Rechteck  oder  ein 
Quadrat.“ 

Ist  in  einem  Parallelogramm  ein  Winkel 
spitz,  so  ist  die  Summe  desselben  und 
seines  Gegenwinkels  kleiner  als  zwei 
rechte,  mithin  die  beiden  anderen  Gegen- 
winkel zusammen  grösser  als  zwei  recht«, 
und  da  sie  gleich  sind,  jeder  davon  grö- 
sser nls  ein  rechter,  mithin  ein  stumpfer. 
D.  h.: 

Lehrsatz  29.  „Die  Rhomben  und 
Rhomboiden  enthalten  immer  zwei  spitze 
und  zwei  stumpfe  Winkel.“ 

Die  folgenden  Sätze  geben  charakte- 
ristische Eigenschaften  der  Rechtecke, 
Quadrate  und  Rhomben. 

Sei  ABDC  (Fig.  107)  ein  Rechteck, 
AD  und  BC  seine  Diagonalen,  so  ist 


Fig.  107. 


Dreieck  ACD™  BDC,  da  Winkel  D = C 
al<  rechte,  AC-BD,  OC=DC  ist,  mit- 
hin auch  BC=AD.  D.  h.: 

Lehrsatz  30.  „Die  Diagonalen  einet 
Rechtecks  sind  gleich.“ 

Ist  ABDC  (Fig.  108)  ein  Rhombus, 


Fig.  108. 


AD  und  CB  seine  Diagonalen,  so  id 
AB -DB , also  BO  die  Mittellinie  des 
gleichschenkligen  Dreierks  ADB,  und 
sie  steht  somit  auf  der  Grundlinie  DB 
senkrecht  (Lehrsatz  7).  also : 

Lehrsatz  31.  „Die  Diagonalen  einei 
Rhombus  stehen  auf  einander  senkrecht.“ 
Das  Quadrat  gehört  sow  ohl  den  Recht- 
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ecken  an,  da  seine  Winkel  rechte,  als 
auch  den  Rhomben,  da  seine  Seiten 
gleich  sind:  es  nimmt  also  an  den  Eigen- 
schaften beider  Theil.  D.  h. : 

Lehrsatz  32.  „Die  Diagonalen  eines 
Quadrates  sind  einander  gleich,  und  ste- 
hen auf  einander  senkrecht.“ 

4)  Ucber  die  F lache n gl  e ic hh ei  t 
unddieAusmcssung  der  Vielecke. 

I.  Lehrsätze.  Der  folgende  Satz 
liegt  den  Betrachtungen  dieses  Abschnit- 


tes zu  Grunde,  und  ist  daher  als  Haupt- 
lehrsatz zu  bezeichnen. 

Lehrsatz  1.  „Zwei  Parallelogramme, 
die  gleiche  Grundlinien  und  gleiche  Höhe 
haben,  sind  flachengleich.“ 

Beweis.  Seien  ABCI)  und  EFGH 
(Fig.  109)  die  Parallelogramme,  also  die 
Grundlinien  AH  = EF,  und  ebenso  die 
entsprechenden  Höhen.  Wir  legen  diese 
Parallelogramme  so.  dass  AB  und  EF 
in  einer  graden  Linie  liegen,  ohne  zu- 
sammenzufallen  ; es  ist  dann  ersichtlich, 


Fig.  109. 


dass  auch  CD  uud  Oll  in  einer  Graden 
liegen,  da  sonst  die  Hohen,  d.  h.  die 
senkrechten  Entfernungen  dieser  Linien 
von  AB  und  EF  nicht  gleich  sein  könn- 
ten. Betrachten  wir  nun  die  Trapeze 
ADHE  und  BCGF,  so  sind  in  densel- 
ben alte  Winkel  bezüglich  gleich,  denn 
es  sind  z.  B.  DAE  und  EBF  Gegen- 
winkel paralleler  Linien,  und  gleiches 
gilt  ron  den  andern  Winkeln.  Auch  sind 
alle  Seiten  entsprechend  gleich,  nämlich 
AD^zBC,  HE  = GF  als  Gegenseiten  von 
Parallelogrammen,  AE  = BF,  da  sie  ans 
den  gleichen  Stücken  AB  = EF  und  dem 
gemeinschaftlichen  BF.  bestehen,  ebenso 
DH  = CG,  da  sie  CII  gemein  haben,  und 
ÜC=HG  ist.  Es  sind  also  die  Trapeze 


congruent,  also  jedenfalls  flächengleich. 
Zieht  man  von  beiden  aber  das  gemein- 
schaftliche Stück  BEIIC  ab,  so  bleiben 
ADCB  und  EHGF,  und  diese  Parallelo- 
gramme sind  also,  wie  zu  beweisen  war, 
flachengleich. 

Dieser  Satz  ist  umzukehren: 

Lehrsatz  2.  „Parallelogramme,  die 
gleiche  Grundlinie  und  ungleiche  Höhe, 
und  gleiche  Höhe  und  ungleiche  Grund- 
linie haben,  können  nicht  flächengleich 
sein.“ 

Beweis.  Denn  habe  von  den  Paral- 
lelogrammen. IBCD  und  EFGH  (Fig.110), 
wo  DC  — IIG  ist,  das  letztere  die  grös- 
sere Höhe  EK,  so  lässt  sich  KL  gleich 
der  Höhe  von  ABCD  abschneiden  und 


Fig.  110. 


durch  L ziehen  MN  parallel  IIG.  Duuu 
ist  Parallelogramm  MN  GH  flächenglcich 
mit  ABCD,  es  kann  also  EFGH,  welches 
grösser  ist,  diese  Eigenschaft  nicht  haben. 

Seien  jetzt  die  Grundlinien  ungleich 
aber  die  Höhen  gleich  (Fig.  111)  und  zwar 
HG  grösser  als  DC  j wird  dann  HK—  DC, 
KL  parallel  EH,  so  ist  ELKH  = ABCD, 
also  kann  EFGH  diese  Eigenschaft  nicht 
haben. 


Hierauf  folgt  daun  leicht. 

Lehrsatz  3.  „Parallelogramme  von 
gleicher  Grundlinie  und  gleichem  Flä- 
cheninhalt haben  gleiche  Höhe,  Paralle- 
logramme von  gleicher  Höhe  und  glei- 
chem Flächeninhalt  gleiche  Grundlinie. 

Beweis.  Denn  wären  die  Höhen  be- 
züglich Grundlinien  nicht  gleich,  so  er- 
gäben sich  nach  dem  vorigen  Satze  un- 
gleiche Flächeninhalte. 
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Fig.  111. 


Die  Sülze  1),  2)  und  3)  finden  un- 
mittelbar auch  auf  Dreiecke  Anwendung; 
denn  mau  kann  ein  Dreieck  ABC  immer 
als  die  Hälfte  eines  Parallelogramms  den- 
ken, welches  mit  ihm  gleiche  Grundlinie 
und  gleiche  Hohe  hat.  Somit  also  na- 
mentlich ; 

Zusatz.  „Dreiecke  von  gleicher  Grund- 
linie und  Höhe  haben  gleichen  Flächen- 
inhalt, Dreiecke  von  gleicher  Grundlinie 
und  Flächeninhalt  gleiche  Hohe,  Drei- 
ecke von  gleichem  Flächeninhalte  und 
Höhe  gleiche  Grundlinie.  Haben  ferner 
ein  Dreieck  und  ein  Parallelogramm 

Fig. 


gleiche  Grundlinie  und  Hohe,  so  ist  Er- 
stcres  doppelt  so  gross  als  das  Letztere. 

II.  Lehrsätze.  In  dem  Folgenden 
gehen  wir  noch  zwei  Sätze  über  Flächen- 
gleichheit. 

Lehrsatz  4.  „Werden  durch  einen 
beliebigen  Punkt  der  Diagonale  eines 
Parallelogramms  zwei  Linien  parallel  den 
Seiten  gezogen,  und  somit  das  Paralle- 
logramm in  vier  andere  getheilt,  so  sind 
von  diesen  Theilen  diejenigen  beiden 
lläehenglcich,  durch  welche  die  Diagonale 
nicht  geht.“ 

Beweis.  Sei  ABCD  (Fig.  112)  das 

112. 


Parallelogramm.  Durch  Punkt  O seiner  Lehrsatz  5.  „Scheitel-Dreiecke  sind 
Diagonale  ist  gezogen,  RS  parallel  AD,  gleich,  wenn  die  Verbindungslinien  je 
PQ  parallel  AB.  Diejenigen  zwei  Pa- 
rallelogramme durch  welche  B D nicht 
geht,  sind  PS  und  QR,  und  diese  sollen 
flüchenglcich  sein. 

Da  eine  Diagonale  ein  Parallelogramm 
in  zwei  eongrnente  Dreiecke  thcilt.  ist 
BAD  £ BCÜ,  RBO£POB.  DSO£()QD. 

Zieht  man  die  Summe  der  Dreiecke  links 
und  rechts  der  beiden  letzten  Congruen- 
zen  von  denen  in  der  ersten  ab,  so  blei- 
ben die  Parallelogramme  PS  und  IIQ 
übrig,  womit  deren  Flächcnglcichhcit  er- 
wiesen ist.  Den  folgenden  Satz  knüpfen 
wir  an  eine  Definition. 

Definition.  Scheitel -Dreiecke  heis- 
sen solche  Dreiecke,  worin  ein  Winkel 
des  einen  Scheitelwinkel  von  einem  des 
andern  Dreiecks  ist.  — Es  sind  somit 
OAB  und  OCD  (Fig.  113)  Scheitel- 
Dreiecke. 


Fig.  113. 
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zweier  Ecken,  die  nicht  den  Scheitel- 
winkeln *ngehüren,  parallel  sind.“ 

Beweis.  Es  sind  diese  Verbindungs- 
linien AC  nnd  BD  (Fig.  113),  wenn  diese 
parallel  sind,  so  haben  die  Dreiecke  ACB 
and  ACD  gemeinschaftliche  Grundlinie 
AC  nnd  gleiche  Hohe,  sie  sind  also  flü- 
chenglcich.  Zieht  man  von  beiden  das 
gemeinschaftliche  Stack  AOC  ab,  so  blei- 
ben die  Scheitel-Dreiecke  übrig,  und  so- 
mit ist  unser  Satz  erwiesen. 

III.  Lehrsätze.  Die  folgenden  Satze 
geben  höchst  wichtige  Eigenschaften  der 
rechtwinkligen  Dreiecke.  Wir  knüpfen 
dieselben  zunächst  an  eine  Definition. 

Definition.  Wenn  man  von  den 
Endpunkten  einer  begrenzten  Linie  (Fig. 
114)  AB  Senkrechte  auf  eine  andere 


Fig.  114. 


Linie  FC  fällt,  so  schneiden  dieselben 
ein  Stück  derselben  DE  ab,  welches  man 
die  Projecti  on  von  AB  auf  FC  nennt. 
Wenn  beide  Linien  AB  und  AC  sich  in 
A schneiden,  nnd  man  zieht  von  B ans 
Loth  BD  auf  AC,  so  ist  AU  die  Pro- 
jection  von  AB  auf  AC. 

Lehrsatz  6.  „In  jedem  rechtwink- 
ligen Dreiecke  ist  das  Ober  einer  Ka- 
thete errichtete  Quadrat  gleich  einem 
Rechtecke,  welches  zu  Seiten  hat  die 
Projection  dieser  Katheten  auf  die  Hy- 
potenuse und  die  Hypotenuse  selbst.“ 

Beweis.  Sei  Dreieck  ABC  (Fig. 
116)  bei  A rechtwinklig,  also  BC  die 
Hypotenuse,  AH  senkrecht  auf  BC. 
BF=BC  nnd  senkrecht  darauf,  BFGII 
ein  Rechteck,  BD  nnd  AE  senkrecht  auf 
BA  und  gleich  dieser  Linie,  so  ist  IIF  das 
bezeichnete  Rechteck,  BAED  das  Qua- 
drat. Wir  ziehen  die  Linie  DC  und  AF, 
so  wird  sein:  Dreieck  DCB'CAFB.  Denn 
DB  = AB  sind  Seiten  eines  Quadrates,  HF 
war  gleich  BC  gemacht,  dio  eingeschlos- 
senen Winkel  DBC  nnd  A BF  sind  gleich, 
da  beide  einen  Rechten  und  ansserdem 
das  gemeinschaftliche  Stück  ABC  ent- 
halten. Non  hat  Dreieck  ABF  Grund- 
linie BF  und  Höbe  BU  mit  Rechteck 


Fig.  115. 


HF  gemein,  wahrend  Dreieck  DCB 
Grundlinie  DB  und  Hohe  BA  mit  dem 
Quadrate  BAED  gemein  hat,  und  hier- 
aus folgt  die  Gleichheit  von  Rechteck 
und  Quadrat,  da  sie  doppelt  so  gross 
als  die  Dreiecke  sind.  — Errichtet  man 
auch  Ober  AC  das  Quadrat  ACLK  und 
zieht  CM  senkrecht  auf  BC,  GM  in  der 
Verlängerung  von  FG,  so  ist  CM  — BF 
(Parallelen  zwischen  Parallelen)  also 
BCMF  ein  Quadrat.  Nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze  ist  IIM  flächengleich 
mit  dem  Quadrate  ACLK.  Also,  wenn 
man  beide  Rcehtccko  nnd  beide  Qua- 
drate addirt , BFMC  = ABDE  + ACLK 
oder: 

Lehrsatz  7.  „Das  Quadrat  Ober  der 
Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate,  welche 
Ober  beiden  Katheten  errichtet  sind.“ 

Scholion.  Dieser  wichtige  Satz  ist 
der  sogenannte  Fythagoracischc,  der  hier 
gegebene  Beweis  ist  unter  den  vielen, 
welche  man  fiir  ihn  gefunden  hat,  der 
gewöhnlichste  und  schon  von  Euklid  ge- 
geben, ob  auch  von  ihm  zuerst  gefunden, 
ist  unbekannt.  Mit  den  Lehrsätzen  6. 
nnd  7.  ist  noch  der  folgende  zn  verbinden. 

Lehrsatz  8.  „Wenn  man  vom  Scheitel 
des  rechten  Winkels  ein  Loth  nuf  die 
Hypotenuse  zieht,  und  somit  dieselbe  in 
zwei  Abschnitte  theilt,  so  ist  das  Qua- 
drat dieses  Loths  gleich  dem  Rechtecke, 
welches  beide  Abschnitte  der  Hypotenuse 
zu  Seiten  hat.“ 

Beweis.  Sei  A (Fig.  116)  der  rechte 
Winkel,  AD  senkrecht  auf  BC  gezogen, 
BF=BC  nnd  BE  ein  Rechteck,  so  ist  in 
dem  rechtwinkligen  Dreiecke  BAD  nach 
8 
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Fig.  116. 


dem  letzten  Satze  das  (Quadrat  Uber  AB 
geich  der  Sum  me  derer  über  Hl)  und  AU, 
zugleich  aber  nach  Lehrsatz  6 , das  erst- 
genannte Quadrat  gleich  dem  Kcchtcckc 
BK,  also  dieses  Rechteck  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  über  Bl)  und  l)A. 
Macht  man  BG  gleich  BD , und  zieht 
GH  parallel  BD,  so  ist  BGIID  dns  Qua- 
drat über  BD,  also  Rechteck  GE  gleich 
dem  Quadrate  über  AD.  Aber  GH  — BD, 
GD  = BD-BG  = BC-DB-DC,  so  dass 
dieses  Rechteck  zu  Seiten  DB  und  DC 
also  dio  Abschnitte  der  Hypotenuse  hat, 
und  ist  dasselbe,  wie  zu  beweisen  war, 
gleich  dem  Quadrate  über  AU. 

IV.  Erläuterungen  und  Defi- 
nitionen. Eine  Raumgrösse  ausmes- 
sen heisst  finden,  wie  oft  eine  andere 
gleichartige  in  ihr  enthalten  ist.  Die 
letztere  heisst  das  Maass.  Das  Maass 
einer  Linie  ist  also  immer  eine  Linie, 
das  einer  Fläche  eine  Fläche,  u.  s.  w. 
Im  Uebrigcn  ist  das  Maass  an  sich  will- 
kürlich. Die  Zahl,  welche  angibt,  wie 
oft  das  Maass  in  einer  gegebenen  Raum- 
griisse  enthalten  ist,  heisst  Zahlenwerth 
derselben.  Sie  wird  nicht  immer  eine 
ganze  Zahl  sein.  Ist  sie  ein  echter  oder 
15  v 

nnechter  Bruch  -g-  oder  — , so  heisst 
8 9 

dies,  dass  die  zu  messende  Grösse  15(/>) 
mal  den  8tcn  (ftea)  Theil  des  Maasses 
enthalte.  Nimmt  man  also  als  Maass 
den  pten  Theil  des  ursprünglichen,  so 
ist  die  Zahl  eine  ganze.  Lässt  sich  von 
zwei  gegebenen  gleichartigen  Grossen 
keine  durch  einen  genauen  Bruch  durch 
die  andere  ausdrücken,  so  nennt  man 
die  Grössen  incommensurabcl.  Nimmt  man 


dann  einen  beliebigen  Theil  der  einen 
als  Maass,  bo  wird  dies  in  der  andern 
immer  eine  gewisse  ganze  Anzahl  von 
Malen  enthalten  sein , aber  dabei  ein 
Stück  übrig  bleiben,  welches  kleiner  als 
das  Maass  ist.  Da  nun  letzteres  so  klein 
als  man  will  genommen  werden  kann, 
so  lässt  sieh  die  eine  Grösse  immer  durch 
die  andere  mittels  eines  Bruches,  wenn 
auch  nicht  völlig  genau,  doch  mit  einem 
beliebig  klein  zu  machenden  Fehler  aus- 
d rücken. 

Das  Maass  der  Linien  und  der  Flä- 
chen ist  allerdings  beliebig  und  von  ein- 
ander unabhängig,  jedoch  bieten  sich 
grosse  Bequemlichkeiten  dar,  wenn  man 
beide  in  eine  gewisse  Beziehung  setzt, 
und  zwar  ist  dieselbe  folgender  Art. 

Als  Maass  der  Linien  bestimmt  man 
eine  Grade  von  beliebiger  Länge,  als 
Maass  der  Flächen  ein  Quadrat,  welches 
diese  Linie  zur  Seite  hat.  Diese  Be- 
stimmung ist  bei  den  folgenden  Betrach- 
tungen immer  vorausgesetzt.  — Was 
das  Maass  der  Winkel  anbetrifft,  so  bietet 
sich  als  solches  von  selbst  der  gestreckte 
oder  der  rechte  Winkel  dar.  Sind  klei- 
nere Maassc  nöthig,  so  nimmt  man  den 
90sten  Theil  des  rechten  Winkels,  Grad 
genannt,  hierzu.  Der  60ste  Theil  des 
Grades  wird  Minute  (mmulum  primum), 
der  GOste  Theil  der  Minute,  Sccunde 
(mimifurn  secundum)  genannt.  — Selbst- 
verständlich findet  bei  Linien  and  Flä- 
chen ein  solches  sich  natürlich  dnrbie- 
tende  Maass  nicht  statt.  — Statt  des 
Ausdrucks  Maass  kann  man  auch  den 
der  Einheit  (des  Messens)  anwenden. 

V.  Lohrsätzc. 

Lehrsatz  9.  „Wenn  man  die  beiden 
anstossenden  Seiten  eines  Rechtecks  in 
eine  Anzahl  gleicher  Theile  theilt,  die 
eine  Seite  in  p die  andere  in  9 solcher 
Theile,  so  wird  dadurch  das  Rechteck 
in  eine  Anzahl  von  p • 9 .Quadrate  ge- 
thcilt,  deren  jedes  einen  solchen  Theil 
zur  Seite  hat. 

Beweis.  Sei  z.  B.  das  Rechteck 
ABDC  (Fig.  117)  gegeben,  und  Seite  AB 
in  vier  Theile  na',  a'a",  a"a"',  a"'B.  AC 
in  deren  sechs  Ab,  bc,  cd,  de,  ef,  fC  ge- 
theilt,  dio  alle  unter  einander  gleich  sind. 
Zieht  man  durch  jeden  der  Thcilpunkte 
von  AB  Linien  parallel  mit  AC,  und 
durch  jeden  Theilpunkt  von  AC  solche 
parallel  mit  Aß,  so  entsteht  eine  Anzahl 
Vierecke,  dio  wir  zunächst  als  Rechtecke 
bezeichnen  können,  da  alle  Winkel  rechte 
sind.  Es  ist  aber  auch  Aa'  = bbf, 
a'a"  — b'b"  ...,  Ab-a'b',  bc  = b'c'... 
immer  als  Parallelen  zwischen  Parallelen. 
Es  sind  also  auch  alle  Seiten  gleich,  die 
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Fig.  117. 


Vierecke  also  Quadrate  und  haben  die- 
selben einen  Thcil  Aa'  als  Seite.  Was 
die  Anzahl  derselben  anbetrifft,  so  gren- 
zen vier  davon  an  AB,  über  denselben 
befinden  sich  ebensoviel,  und  dies  wie- 
derholt sich  so  oft  als  AC  Theile  hat, 
so  dass  man  4 - 6.  oder  wenn  dieselbe 
Zahl  der  Theile  bezQglich  p und  q ist, 
p • q solcher  Quadrate  erhält. 

Zusatz.  Nimmt  man  statt  des  Recht- 
ecks ein  Quadrnt , und  wird  die  eine 
Seite  in  p Theile  getheilt,  so  wird  auch 
die  andere  Seite  in  ebensoviel,  das  ganze 
Quadrat  also  in  p*p  = p1  kleinerer  zer- 
legt. 

Auf  diesem  Satze  beruht  die  Messung 
der  Rechtecke  und  Quadrate. 

Lehrsatz  10.  „Der  Flächeninhalt 
eines  Rechtecks  wird  gefunden,  wenn 
man  den  Zahlenwerth  zweier  anstossen- 
den  Seiten  mit  einander  multiplicirt.“ 

Erläuterung.  Es  heisst  dies  nach 
IV.,  dass  man  durch  Multiplication  bei- 
der Zahlenwerthe  findet,  wie  oft  die 
Flächeneinheit  also  ein  Quadrat,  welches 
die  Linieneinheit  zur  Seite  hat  in  dem 
Rechtecke  enthalten  ist.  Haben  z.  B.  die 
Beiten  bezüglich  4 oder  5 Zoll,  so  ent- 
hält das  Rechteck  4*5=20  Quadratzoll, 
d.  h.  Quadrate,  deren  Seite  1 Zoll  beträgt. 


Beweis.  Es  ist  dieser  Satz  selbst- 
verständlich, wenn  das  Maass  eine  ganze 
Anzahl  von  Malen  in  beiden  Seiten  ent- 
halten ist;  denn  sind  p • q diese  Zahlen, 
so  kennen  diese  Seiten  in  />  und  q Theile 
getheilt  werden,  deren  jeder  dem  Maasse 
gleich  ist,  und  nach  vorigem  Satze  wer- 
den dadurch  pq  Quudrate,  deren  jedes 
der  Flächeneinheit  gleich  ist,  gebildet.  — 
Seien  jetzt  die  Zahlenwerthe  Brüche  und 
ct  y 

etwa  — , — t-.  Nimmt  man  denn  deften 
ß d 

Thcil  des  Maasscs,  so  enthalten  die  Sei- 
ten des  Rechtecks  bezüglich: 

-^-ßd  = ad,  und  ßd  = yß, 

also  beide  ganze  Anzahl  von  Thei- 
len.  Dadurch  wird  das  Rechteck  in 
ntf  • yß  Quadrate  getheilt.  Die  Flächen- 
einheit, d.  h.  das  Quadrat,  welches  die 
Linieneinheit  zur  Seite  hat,  enthält  aber 
ßd  • ßd  solcher  Quadrate,  da  ja  eine  Seite 
p die  Seite  eines  solchen  ßd  mal  ent- 
hält, und  somit  ist  die  Flächeneinheit 

in  dem  Rechteke  n<j  mftl 

ßd-ßd  ß d 

enthalten,  was  zu  beweisen  war.  — Ist 
aber  eine  Seite  oder  beide  mit  dem  Maasse 

8* 


Digitized  by  Google 


Raumlehre. 


116 


Raumlehre. 


incommcnsurabel,  «o  denke  man  eine  be- 
liebige Linie  n,  die  dem  sten  Theile  des 
Maasses  gleich  ist.  Werden  dann  Seiten 
AB  und  AD  (Fig.  118)  in  Theile  ge- 

Fig.  118. 


theilt,  die  gleich  n sind,  so  bleibt  von 
AB  ein  Stück  KB  übrig  und  von  AD 
ein  Stück  GD,  welche  beide  kleiner  als 
n sind.  Es  entsteht  dabei  ein  Rechteck 
AEFG,  welches  kleiner  als  ABCD  ist, 
nnd  das  genau  sich  durch  ein  Quadrat 
mit  Seite  n,  also  durch  den  s • j ten  Theil 
des  Flüchenmaasses,  also  mittels  eines 
Bruches  ganz  wie  oben  gezeigt,  durch 
das  Flächenmaass  selbst  ausdrücken  lässt. 
Enthalte  jetzt  AK  die  Linie  n pmal,  AG 
dieselbe  final,  so  ist  um  ABCD  zu  fin- 
den, noch  das  Stück  EBCH+DGFH  hin- 
luzunclimen.  Da  EB  kleiner  als  n ist, 
so  enthält  EBCH  das  Quadrat,  welches 
n zur  Seite  hat  weniger  als  final,  und 
DFHG  dasselbe  weniger  als  p mal.  Da  nun 
« beliebig  klein  genomnien  werden  kann, 
so  lässt  sich  der  Fehler  EBCH+DGFH 
so  klein  machen,  dass  er  ein  beliebiger 
Theil  des  Flächenmaasses  wird,  also  auf 
jede  gegebene  Grenze  der  Genauigkeit 
mit  letzterem  übereinstimmt. 

Zusatz.  „Der Flächeninhalt  cincsQua- 
drats  wird  gefunden,  wenn  man  den  Zah- 
lenwerth der  Seite  mit  sich  selbst  mul- 
tiplicirt,  d.  h.  ins  Quadrat  erhebt.“ 

Es  folgt  dies  einfach  daraus,  dass  ein 
Quadrat  ein  Rechteck  mit  gleichen  Sei- 
ten ist. 

Scholion.  Ein  Zahl  mit  sich  selbst 
mnltiplidrt  giebt  bekanntlich  eine  andre. 


die  man  das  Quadrat  der  enteren  nennt. 
Es  ist  einleuchtend,  wie  dieser  Ausdruck 
der  eben  gegebenen  geometrischen  Be- 
trachtung entnommen  ist.  Man  bezeichnet 
aber  auch,  die  arithmetische  Ausdrucks- 
weisc  anschliessend,  das  Quadrat,  welches 
AB  zur  Seite  hat,  mit  AB »,  auch  das 
Rechteck,  welches  AB  und  AD  zu  Seiten 
hat  mit  AB  • AD,  indem  man  für  die 
Linien  und  Flächen  ihre  Zahlcnwerthe 
substituirt  denkt.  Arithmetische  Säue 
zeigen  nun  leicht,  wie  man  aus  Zablen- 
wcrlhen  von  Quadraten  und  Rechtecken 
die  Seiten  finden  kann.  Auch  führen 
arithmetische  Betrachtungen  leicht  tu 
geometrischen  Sätzen,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  jedes  Prodnct  von  Zahlen 
unter  deren  Einheit  man  sich  eine  Linie 
denkt  den  Flächeninhalt  eines  Rechtecks 
vorstellt.  Z.  B.  Sei  m der  Zahlenwcrth 
eines  Quadrats,  x der  von  dessen  Seite, 
so  ist 


d.  h. : 

„Der  Zahlenwcrth  der  Seite  eines  Qua- 
drats wird  aus  dem  des  leutcren  ge- 
funden, wenn  man  die  Quadratwurzel 
auszieht.“ 

Sei  ferner  a der  Zahlenwcrth  der  einen 
Seite  einet  Rechtecks,  m der  Flächen- 
inhalt, und  suchen  wir  die  andere  Seite  x, 

so  ist 

m 

ax  = m,  x— — . 

d 

Seien  a nnd  b die  Katheten  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  (Zahlcnwerthe  dersel- 
ben), so  ergibt  sich  die  Hypotenuse  x 
in  folgender  Weise.  Nach  dem  Pytha- 

goraeischen  Satze  ist: 

x*=za‘  + 6*  also  + 4’ 

u.  s.  w.  Die  bekannte  arithmetische 
F ormel : 

(n  + 4)«  = a*  + 4*  + 2a4 

giebt  wenn  man  sich  unter  a und  4 
Linien  denkt  folgenden  wichtigen  Sau  : 

A)  „Theilt  man  die  Seite  eines  Qua- 
drats in  zwei  beliebige  Theile,  so  wird 
das  Quadrat  aus  vier  Stücken  bestehen, 
wovon  zwei  Quadraten  gleich  sind,  welche 
immer  eins  der  Stücke  zu  Seiten  haben, 
und  die  beiden  andern  Rechtecken,  welche 
beide  Stücke  zu  Seiten  haben.“ 

B)  „Ein  Quadrat  dessen  Seite  die  Dif- 
ferenz zweier  gegebenen  Linien  ist,  ent- 
hält das  Quadrat  jeder  dieser  Linien 
weniger  zwei  gleichen  Rechtecken,  die 
beide  zu  Seiten  haben.“ 

Der  folgende  Paragraph  giebt  eben- 
falls eine  Anwendung  dieser  Betrach- 
tungen. 
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VI.". Lehrsätze.  andern  Seiten,  weniger  einem  doppelten 

Lehrt  atz  11.  „In  jedem  Dreiecke  Hechteck,  welches  die  eine  dieser  Seiten 
ist  das  Quadrat  einer  Seite,  welche  einem  und  die  Projection  der  andern  auf  die- 
spitsen  Winkel  gegenüber  liegt,  gleich  selbe  zu  Seiten  hat.“ 
der  Summe  der  Quadrate  der  beiden  Beweis.  Sei  (Fig.  119)  C ein  spitzer 


Fig.  119. 


Winkel,  BD  senkrecht  auf  AC,  also  DC 
die  Projection  von  BC\  es  ist  also  zu 
beweisen,  dass  man  hat: 

AB • = AC‘  + CB'  -2AC  ■ CD 
wo  die  arithmetischen  Zeichen  die  im 
vorigen  Paragraphen  cingeführte  Bedeu- 
tung haben.  Im  rechtwinkligen  Dreieck 
ADB  ist: 

AB'=AC'  + DB', 

da  man  aber  hat: 

AD=AC-DC, 

also: 

AD'  = AC' + DC*- 2 AC-DC, 


Scholion.  Die  Lehrsätze  11.  und  12. 
künnen  als  Erweiterungen  des  Pythago- 


Fig.  120. 


so  ergibt  sich: 

AB'  = AC'  + DC'  + DB'  -2AC-DC 
und  da  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
BDC  ist: 

DB'  + DC'  = BC', 

so  ergibt  sich  endlich,  wie  der  Satz  ver- 
langt: 

AB'  = AC'  + BC'  - 2 AC-DC. 

Lehrsatz  12.  „In  jedem  stumpf- 
winkligen Dreieek  ist  das  Quadrat  der 
dem  stumpfen  Winkel  gegenüberliegen- 
den Seite  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate der  beiden  andern  Seiten  vermehrt 
um  das  doppelte  Hechteck  aus  einer 
dieser  Seiten  und  der  Projection  der 
andern  auf  dieselbe. 

Beweis.  Es  soll  (Fig.  120)  C ein 
stumpfer  Winkel,  BD  das  Loth  auf  AC 
sein,  so  ist 

AB'  = BD ' 4-  DA'  = BD'  + (AC+  CD)  • 

= BD'  + AC'  + CD'+2AC-CD 

BD'  + CD ' = BC',  also: 


raeischcn  Satzes  auf  stumpf-  und  spitz- 
winklige Dreiecke  betrachtet  werden  Sie 
fallen  beide  in  einen  Satz  zusammen, 
wenn  man  die  Betrachtungen  Uber  das 
Vorzeichen  der  Raumgrössen  (siehe  den 
Artikel:  HaumgrOsscn)  berücksichtigt. 

Nimmt  man  nkmlich  an  CD  (Fig.  120) 
sei  positiv,  so  wird  (Fig.  119)  CD  ne- 
gativ zu  nehmen  sein,  da  Punkt  0 in 
der  entgegengesetzten  Kichtung  von  AC 
zu  suchen  ist  wie  im  ersten  Falle.  Wenn 
also  das  doppelte  Rechteck  oder  Pro- 
duct 2 AC  . DC  im  ersten  Falle  positiv 
ist,  ist  es  im  zweiten  als  negativ  za  be- 
trachten. 

Aus  diesen  Sitzen  folgt  leicht  der 
jetzt  zu  gebende: 

Lehrsatz  13.  „In  jedem  Parallelo- 
gramm ist  die  Summe  der  Quadrate  bei- 
der Diagonalen  gleich  der  Somme  der 
Qnadrate  aller  vier  Seiten.“ 

Beweis.  Ist  das  Parallelogramm 
ABCD  (Fig.  121)  ein  Rechteck,  so  ist 
AB'  + BC'  = AC',  AB',+AD • = BD' 


AB'  = BC'  + AC1  + 2 AC-  CD, 
womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 


aber  da  AB=DC  ist,  durch  Addition: 
AB'  + BC'  + CD'  + DA'  = AC'+  BC', 


Digiti 


:ed  by  Google 


Raumlehre. 


118 


Raumlehre. 


Fig.  121. 


womit  der  Satz  für  diesen  Fall  erwie- 
sen ist. 

Sei  jetzt  (Fig.  122)  das  Parallelogramm 
kein  Rechteck.  DAB  der  spitze  Winkel, 
mithin  auch  CBF  = DAB  ein  solcher,  ziehe 
man  DE  und  CF  senkrecht  auf  AB,  so  ist 
Dreieck  ADE  £ BCF,  denn  ausser  den 
Winkeln  DAE  und  CBF  sind  die  Rechten 
einander  gleich,  und  AD  = CB.  Es  ist 
also  auch  AE  = BF.  Man  hat  nun  in 
dem  spitzwinkligen  Dreiecke  BAC  nach 
Lehrsatz  11.: 


BDI  = AD ' + AB'  - 2 AB  • AE 


und  im  stumpfwinkligen  Dreiecke  ABC- 


AC ' = AB'  + BC'  + 2AB  • BF 


aber  da  AB  • AK  = AB  • BF  ist,  ergibt 

sich  durch  Addition,  wenn  man  noch  für 
AB  einmal  das  gleiche  CD  setzt: 


AC'+BD'  = AB'  + BC'  + AC'+  DC', 

womit  der  Satz  allgemein  bewiesen  ist. 

Aus  diesem  Satz  lässt  sich  auch  auf 
Dreiecke  eine  Anwendung  machen.  Dazu 
bedürfen  wir  jedoch  eines  andern  Satzes. 

Lemma.  „Wenn  die  beiden  Dia- 
gonalen eines  Vierecks  sich  halbiren,  so 
ist  dasselbe  ein  Parallelogramm.“ 

Beweis.  Es  sei  (Fig.  121)  BE=ED, 
AE=EC.  Dann  ist  Dreieck  AEB£CED, 
da  2 Seiten  und  die  eingeschlossencn 
Winkel  (als  Scheitelwinkel)  gleich  sind. 
Hieraus  folgt  AB=CD. 

Ebenso  zeigt  sich  die  Congruenz  der 
Dreiecke  BEC  und  CEA,  worausAD  = BC 
folgt,  utpl  somit  hat  das  Viereck  je  zwei 
gleiche  Gegenseiten,  und  ist  somit  ein 
Parallelogramm . 

Ist  nun  ABC  (Fig.  122)  ein  beliebiges 
Dreieck,  E die  Mitte  von  AC,  so  kann 
man  leicht  das  Parallelogramm  vervoll- 
ständigen. 

Für  das  Letztere  gilt  dann  Lehrsatz  13. 
oder  wenn  man  setzt  AD  = ÄC,  DCzzAB, 
BD  — 2BE,  so  erhält  man: 


Fig.  122. 


2 AB'  + 2BC'  = AC'  + (2  • BE)' 

= AC'  + 4BE', 


d.  h. 

a r* 

AB'  BC'=~y~  + 2BE', 

oder: 


Zusatz.  „Wenn  man  in  einem  Drei- 
ecke die  Mitte  einer  Seite  mit  der  ge- 
genüberliegenden Ecke  verbindet,  so  ist 
die  Quadratsumme  der  beiden  sie  ein- 
schliessendcn  Seiten  gleich  dem  halben 
Quadrate  der  dritten  Seite  vermehrt  um 
das  doppelte  Quadrat  der  Verbindungs- 
linie.“ 

Offenbar  spricht  sich  dieser  Satz  weit 
weniger  gut  als  der  Lehrsatz  13.  aus, 
mit  dem  er  eigentlich  identisch  ist. 


VIII.  Lehrsätze.  Aus  der  Aus- 
messung der  Rechtecke  folgen  sehr  ein- 
fach die  Grundzüge  für  die  Ausmessung 
der  übrigen  Vielecke.  Zunächst  folgt 
daraus,  dass  jedes  Parallelogramm  einem 
Rechtecke  von  gleicher  Grundlinie  und 
Hübe  flächengleich  ist,  bei  dem  letzteren 
aber  die  Hohe  mit  der  an  die  Grund- 
linie anstossenden  Seite  gleichbedeu- 
tend ist. 


Lehrsatz  14.  „Der  Flächeninhalt 
jedes  Parallelogramms  ist  gleich  dem 
Productc  aus  Grundlinie  und  Höhe  des- 
selben.“ 

Ferner,  da  ein  Parallelogramm  doppelt 
60  gross  ist  als  ein  Dreieck  von  gleicher 
Grundlinie  und  Hohe: 

Lehrsatz  13.  „Der  Flächeninhalt 
jedes  Dreiecks  ist  gleich  dem  halben 
Product  aus  Grundlinie  und  Hohe. 

Scholion.  Mit  diesem  Satze  ist  die 
Möglichkeit  gegeben  jedes  Vieleck  aus- 
zumessen, indem  man  es  auf  irgend  eine 
Art  in  Dreiecke  theilt,  und  jedes  der- 
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selben  einzeln  misst.  Aber  nnch  zur 
Ausmessung  krummliniger  Figuren  bis 
auf  beliebige  Grenzen  der  Genauigkeit 
ist  man  mittels  dieser  Betrachtungen  im 
Stande.  Indem  man  nämlich  beliebige 
Pnnkte  in  der  Begrenzung  des  Vielecks 
annimmt  (Fig.  123)  und  dieselben  durch 
grade  Linien  verbindet,  erhält  man  ein 
Vieleck,  dessen  Inhalt  sich  der  krumm- 
linigen Figur  um  so  mehr  nähert,  je 


Fig.  123. 


näher  man  diese  Pnnkte  an  einander 
rücken  lässt,  so  dass  man  bis  auf  einen 
beliebig  klein  zu  machenden  Fehler  beide 
Figuren  miteinander  idcntificiren,  und 
somit,  wie  oben  gezeigt,  verfahren  kann. 

Sei  jetzt  ein  Trapez  zu  messen.  Zn 
dem  Ende  führen  wir  noch  folgende  De- 
finitionen ein. 

Definitionen:  Hohe  ei  nci  Tra- 
pezes heisst  diezwischcn  beiden  paral- 
lelen Seiten  gezogene  auf  ihnen  senk- 
rechte Linie.  Mittellinie  eines 
Trapezes  heisst  die  Grade,  welcho  dio 
Mitten  der  beiden  nicht  parallelen  Sei- 
ten desselben  verbindet. 

Sei  ein  Trapez  ABCU  (Fig.  124)  ge- 
geben, EF  seine  Höhe,  Bf)  eine  Diago- 
nale. Offenbar  haben  dann  die  Dreiecke 
ABD  nnd  BCD  die  Hohe  EF  gemein, 
wenn  man  AI)  und  BC  bezüglich  zu 
Grundlinien  nimmt.  Der  Flächeninhalt 
beider  Dreiecke  ist  also  bezüglich: 

AD-EF  BC-EF 

2 ’ 2 ’ 

ihre  Summe  oder  der  Flächeninhalt  des 
Trapezes: 


Fig.  124. 


AD-EF  BC-EF  _EF(AD+BC) 

— 2 + 2 " ~ 2 

d.  h.: 

Lehrsatz  16.  „Der  Flächeninhalt 
eines  Trapezes  ist  gleich  der  Höhe  mal 
der  halben  Summe  der  parallelen  Seiten.“ 
Es  lässt  sich  diesem  Satze  noch  eino 
andere  Form  geben.  Dazu  dient  Folgendes: 


Lemma.  „Die  Mittellinie  eines  Tra- 
pezes ist  den  parallelen  Seiten  gleich- 
falls parsllel  nnd  gleich  der  halben 
Summe  derselben.“ 

Beweis.  8ei  ABCD  (Fig  125)  das 
Trapez,  EF  die  Mittellinie.  Ziehe  durch 
F mit  AB  parallel  GH,  so  ist  Dreieck 
CFG  <£  DFH. 


Fig.  125. 
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Denn  nach  der  Annahme  ist  CF=FO, 
Winkel  COF  = FHD  als  Weehselwinkel 
paralleler  Linien,  und  ans  demselben 
Grunde  Winkel  GCF  — FDH.  Es  ist 
also  EF  gleich  nnd  parallel  mit  BC, 
folglich  BEFG  ein  Parallelogramm,  und 
EF  parallel  BG,  womit  der  erste  Theil 
des  Satzes  erwiesen  ist. 

Ferner  ist 

EF=BG=^i+AJi. 

i 

Aber 

BG  = BC  + CG,  CG  = HD, 
wegen  der  bewiesenen  Congruenz,  also : 
BG+AH  = BC+HD+AH=BC+AD, 
also : 

ef  = ?£±*d, 


dies  aber  ist  der  zweite  Tbeil  unseres 
Satzes.  Aus  ihm  nnd  Lehrsatz  16.  folgt 
unmittelbar: 

Lehrsatz  17.  „Der  Flächeninhalt 
eines  Trapezes  ist  gleich  dem  Product 
aus  UOhe  und  Mittellinie.“ 

VIII.  Aufgaben. 

Es  haben  diese  Aufgaben  lediglich  die 
Berechnung  von  Dreiecken  zum  Zwecke. 

Aufgabe  1.  In  einem  Dreiecke  sind 
die  Zahlcnwerthe  der  Seiten  gegeben, 
man  soll  den  einer  Höhe  bestimmen. 

Auflösung.  Wir  bezeichnen  die 
Seiten  (Fig.  126)  des  Dreiecks  AB,  BC, 
AC  mit  a,  b,  e,  mit  h die  auf  AB  er- 
richtete Höhe.  Sei  noch  k die  Projection 
von  b auf  a.  Dieselbe  soll  negativ  ge- 
nommen werden,  wenn  der  Winkel  zwi- 
schen a und  b ein  stumpfer  ist,  also 
diese  Projection  nicht  auf  a selbst  son- 


Fig.  12G. 


dern  auf  seine  Verlängerung  trifft.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  nach  den 
Lehrsätzen  11.  und  12.  immer: 


worans  sich  leicht  ergibt  t 


c*  ==a*  + 4*  — 2ot, 
a*  + 4*  — e’ 


* = - 


2a 


Nach  dem  Pythagoreischen  Satze  ist  dann : 


JK  + fc>  = **,  V = 4*  - *»  = ft>  - K + -£!T  = 40*4*  — (a*  + 41  — c*)1 

4a’  4a’ 

_ (2a4  + a* +4» -c’)  (2a4  - a!  - 4»  + c>)_  [(a  4- 4)’- c>]  [c‘ - (a  - 4)*] 
4a*  4a* 

_ (a  + 4 + c)  (a  + 4 — c)  (a  + c — 4)  (4  + c — a) 

4a’ 


Bezeichnen  wir  nun  mit  s die  halbe  Summe  der  drei  Seiten,  so  ist 


folglich  anch: 

i 


somit: 


a + b + c 

2 ’ 


b+c— a a+c— 4 a+6— c 

a 2 ’ = — 2— - *-c=— 2 — 
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k,  _4i (s-a)(s-6)(s-c) 
o>  ’ 

^ _aK«c«-a)(.-t)(«-c) 

a 

Diese  Formel  löst  unsere  Aufgabe.  — Mit  Hülfe  derselben  Uaat  sich  nun  auch 
die  Aufgabe  löten : 

Aufgabe  2.  Den  Flächcnihalt  eines  Dreiecks  zu  finden,  wenn  alle  3 Seiten 
gegeben  sind. 

Auflösung.  Man  hat  dann,  wenn  die  Ausdrücke  der  vorigen  Aufgabe  ihren 
Werth  behalten,  und  f der  gesuchte  Flächeninhalt  ist:  oder  mit  Berück- 

sichtigung des  Werthcs  von  h. : 

f = V* («-"«)(«  - 6)  (•  - c), 

oder  wenn  man  für  » wieder  seinen  Werth  setzen  will : 

f=  i + 6 + e)  («  + b — c)  (o  — b + e)  (—  a + b + c). 

Jedoch  ist  meistentheils,  die  erstere  Formel  bequemer.  Ist  das  Dreieck  ein  gleich- 
schenkliges also  6 = c,  so  giebt  die  letzte  Form : 


f=  1 Y(a  + 26)  (26  - s)  = ^ ^46*  - «.*, 


wie  man  auch  leicht  direct  finden  kann. 
— Ist  das  Dreieck  gleichseitig,  also 
a = 6 = e, 

so  bat  man : 


wie  sich  ebenfalls  leicht  direct  nachwci- 
sen  liesse. 


5)  Von  den  Proportionen  zwi- 
schen KaumgrOssen,  und  von 
der  A e hn  1 i eh k e it  der  Dreiecke. 

I.  Einleitung  Die  Beziehung  der 
Proportionalität  erstreckt  sich  nicht  auf 
BaumgrOssen  allein,  sondern  auf  Grössen 
überhaupt.  — Es  sind  indess  hier  der 
Vollständigkeit  wegen  die  nOthigen  Sätze 
über  Proportionen  zusammen  zu  fassen. 

Definitition.  Vier  Grossen  a,  6, 
e,  d stehen  in  Proportion,  wenn  der  Quo- 
tient der  ersten  beiden  gleich  dem  der 
letzten  beiden  ist,  d.  h.  wenn  sie  die 
Gleichung  erfüllen : 


a 


i oder 


a : b 


c:d, 


gelesen  a su  6 wie  c : d Die  Grössen 
a nnd  d heissen  äussere,  6 und  c innere 
Glieder,  a und  c Vorderglieder,  6 und  d 
Hinterglieder. 

Es  folgt  ans  der  Proportion  ^r-  -r 
b d 

unmittelbar : 

bdabde 

<•  ~T’  T~T'  T~7’  aJ~ic’ 

d.  h.: 

Sätze.  „In  jeder  Proportion  kann 


man  vertauschen:  A)  beide  Vorderglie- 
der mit  den  Hintergliedern,  B)  die  inne- 
ren Glieder,  C)  die  äusseren.  — Ferner 
ist  das  Product  der  innern  Glieder  gleich 
dem  der  äusseren. 


a c 

Wenn  man  in  der  Proportion  — = -j 

0 d 

auf  beiden  Seiten  1 addirt  oder  1 abzieht, 

._.  o-f-6  c + rf 

so  erhalt  man : — =j=_  = — , oder  auch 
6 d 

da  man  die  Vorder-  und  Hinterglieder 
a t 6 c + d 


vertauschen  kann 
o + e b~\~  d 


Auch 


, da  man  6 mit  c vertau- 


schen kann. 

Sätze.  „Die  Summe  oder  Differenz 
der  beiden  ersten  Glieder  verhält  sich 
zum  ersten  (oder  zweiten)  wie  die  Summe 
oder  Differenz  der  beiden  letzten  zum 
dritten  (oder  letzten).  Die  Summe  oder 
Differenz  der  beiden  Vorderglieder  ver- 
hält sich  zum  ersten,  wie  die  der  Hinter- 
glieder zum  zweiten.“ 

tt  c 

Sind  2 Proportionen  gegeben  — 

0 d 


und  -~  = — , so  ergibt  sicht 

0 X 


d.  h,: 


. 6c 
x = d = -, 


Satz.  „Haben  zwei  Proportionen  drei 
Glieder  gemein  so  sind  auch  die  vierten 
gleich.“ 
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Sind  ferner  -?-  = 4-,  4-  = 4-  2 belie- 

0 o [ 

bige  Proportionen,  so  erhält  man  durch 

Multiplication:  \ % = und  durch  Di- 

bf  dh 


« 4 c d_ 

f ~ 9 ’ * 


a + 4+c-f  rf+e  _ f +g+A+t+f 
a ~ l 

Sati:  „In  einer  laufenden  Proportion 
verhält  eich  die  Summe  aller  Glieder  vor 
dem  Gleichheitszeichen  zum  ersten  da- 
von, wie  die  8umme  aller  Glieder  hinter 
dem  Gleichheitszeichen  zum  ersten  davon.“ 
Definition.  Eine  Proportion  heisst 
stetig,  wenn  die  mittleren  Glieder  gleich 


Sätze.  „Ans  zwei  Proportionen  kann 
man  eine  dritte  finden,  wenn  man  die 
entsprechenden  Glieder  mit  einander 
multiplicirt  bezüglich  dividirt.“ 

Hiernach  folgt  aus  den  Proportionen: 


sind,  also  ~ = — ist  eine  solche.  4 heisst 
6 c 

mittleres  Glied  oder  mittlere  Proportio- 
nale von  a und  c. 

Man  hat  offenbar  6*  = oc.  D.  h.t 


a + A c + d , o—4  e—d 

■'  — — ' ■ ■ | und  — — • 

a c a c 

durch  Division: 

o + 4 _ c + d 

a — 4 e — d' 

also: 

Satz.  „Die  Summe  der  Vorderglieder 
verhält  sich  zu  deren  Differenz,  wie  die 
Summe  der  Hinterglieder  zu  deren  Dif- 
ferenz. 

D i fl  n i t i o n e n.  Haben  mehrere  Pro- 
portionen die  Hinterglieder  gemein,  hat 
man  also: 

o f b _ g « fL 

T - T’  T = T’  e - l ' e - l’ 

so  schreibt  man  diese  Combination  auch: 
a : 4 :c  : d :e  = f:  g : k : k : l 

und  nennt  dieselbe  laufende  Proportion. 
Vertauscht  man  in  allen  Proportionen 
aus  denen  dieselbe  besteht,  die  innern 
Glieder,  so  ergibt  sich: 

o_4_c  d _ e 

7 = 7~t~t-T' 

hieraus  erhält  man  sogleich: 
o+4 _f+9 

* “ f ' 

oder: 

o + 4 a _ e d_ 

T+9~J  ~T~  k ~ l ' 

also  auch: 

a + 4 + c_  e _ ^ * 

^+J+4  4 k l 

a+b+e+d _ e 

f+g+h+k ~ 7’ 

a+4+e+d+e  _ e _ o 

7+ffk+k+i  ~ 7 “ f' 

oder  auch: 


Satz.  „Das  Quadrat  des  mittleren 
Gliedes  ist  gleich  dem  Product  der  äus- 
seren.“ 

Anmerkung.  Sind  ab,  cd  Linien, 

und  ist  4-  = -4,  folglich  4c  = ad,  so 
4 d 

kann  man  sagen: 

„In  jeder  Proportion  ist  das  Rechteck 
ans  den  inneren  Gliedern  gleich  dem 
aus  den  äussern.“ 

Stehen  a,  4,  c,  in  stetiger  Proportion, 
ist  also  4*  = oe,  so  hat  man  ferner  den 
Satz : 

„Das  Quadrat  des  mittleren  Gliedes 
ist  gleich  dem  Rechteck  aus  den  äusseren.“ 

4 ist  also  die  Seite  eines  Quadrats,  das 
einem  Rechteck  mit  Seiten  o und  c flä- 
chenglcich  ist,  und  die  Aufgabe,  die  mitt- 
lere Proportionale  von  o und  c zu  finden, 
also  identisch  mit  der,  ein  Rechteck  in 
ein  Quadrat  zu  verwandeln. 

II.  Lehrsätze.  Einfache  aber  wich- 
tige Sätze  über  Proportionalität  der  Fi- 
guren ergeben  sich  aus  den  Messungen 
des  vorigen  Abschnittes. 

Seien  p,  P die  Flächeninhalte  zweier 
Parallelogramme,  g,  G bezüglich  ihre 
Grundlinien,  A,  H ihre  Höhen,  und  seien 
d,  D die  Flächeninhalte  zweier  Dreiecke 
mit  bezüglich  denselben  Grundlinien  und 
Höhen,  so  ist: 

p = ,A,  P=GH, 
also  durch  Division: 

P _ g* 

P ~ GH' 

Ferner 


also: 

d_  _ gh 

D ~ GH' 

Lehrsatz  1.  „Zwei  beliebige  Paral- 
lelogramme oder  Dreiecke  verhalten  sich 
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wie  die  Producte  aus  Grundlinien  und  BAH , wenn  man  BG  und  BA  als  Grund- 
Höhe."*  linicn  denkt,  gleiche  Hohe,  es  ist  also: 


Ist  aber  g — G,  so  hat  man: 
p rf h 

T~D~  77’ 

und  wenn  h = II  ist : 

i JL-JL-2- 

| P~  D~  G' 

d.  h.: 

Lehrsatz  2.  „Zwei  Parallelogramme 
I oder  Dreiecke  von  gleicher  Grundlinie 
verhalten  sirh  wie  ihre  Höhen,  zwei  von 
gleicher  Hohe  wie  ihre  Grundlinien.“ 

I Aus  diesen  einfachen  Betrachtungen 

beweisen  wir  jetzt  folgenden  wichtigen 
Satz: 

| Lehrsatz  3.  „Hie  Flächeninhalte 

zweier  Dreiecke,  die  einen  gleichen  Winkel 
i haben,  verhalten  sich  wie  die  Producte 
der  diesenWinkcl  einschliesscmlen  Seiten.“ 
Beweis.  In  den  Dreiecken  ABC  und 
I DEF  (Fig.  127)  sei  Winkel  B = E.  Lege 


I 

l 


i 

I 

I 


Fig.  127. 


dieselben  so  auf  einander,  dass  Winkel 

E mit  B zusammen  I)  in  G,  F in  II 
rillt,  dass  also  Dreieck  GBII  mit  DEF 
congrucnt  oder  identisch  ist.  Ziehe  Linie 
HA,  so  haben  die  Dreiecke  BGH  und 


A BGH _ BG 
A BAH ~ BA ’ 

Die  Dreiockc  BAH  und  BCA,  welche 
die  Grundlinien  Bll  und  BC  haben,  wer- 
den ebenfalls  gleiche  Höhe  haben,  und 
ist  somit: 

&BAH  _ BH 
A BCA~  BC 

Durch  Multiplication  beider  Gleichungen 
oder  Proportionen  ergibt  sich: 

A BGH _ BG • BH 
A BCA  BA • BC 

odor : 

A DEF_DE- EF 
A ABC  BA- BC’ 
womit  unser  Satz  bewiesen  ist.  Ans 
diesem  Satze  folgt  leicht  der  folgende, 
welcher  lediglich  Proportionalitäten  zwi- 
schen Linien  enthalt. 

Lehrsatz  4.  „Halbirt  man  einen 
Dreieckswinkel,  so  wird  die  Halbirungs- 
linie  die  Gegenseite  in  zwei  Theile  thei- 
len,  welche  sich  so  verhalten,  wie  die 
an  sie  stossenden  Seiten.“ 

Beweis.  Sei  Winkel  ABC  (Fig.  128) 
durch  Linie  BE  halbirt,  so  soll  sein : 

AB AE 

BC~  EC' 

Die  Dreiecke  ABC  und  CBE,  welche 
bei  B gleiche  Winkel  haben,  verhalten 
sich  wie  die  einschliessenden  Seiten,  also: 
A ABE  _ AB -BE  _ AB 
A CBE~  BE-  BC  BC 
Andrerseits  haben  die  Dreiecke  gleiche 
Höhe  und  verhalten  sich  also  wie  die 
Grundlinien  AE  und  EC,  also  auch : 

A ABE  _ AE 
A CBE ~ EC' 
woraus  sich  ergibt: 


Fig.  128. 
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AB  AE 

BC~  EC’ 


Lehrsatz  5.  „Wenn  man  Ton  den 
Ecken  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  131  und 


offenbar  die  »erlangte  Proportion. 

III.  Definitionen  und  Lehrsätze. 
Definitionen.  Wenn  eine  begrenzte 
Linie  AB  von  einer  andern  CD  in  £ 
geschnitten  wird  (Fig.  129  nnd  130)  so 


Fig.  129. 


nennt  man  die  Entfernung  des  Schnitt- 
punktes £ von  den  Endpunkten  A und 
B Segmente  von  AB.  Die  Summe  der 
Segmente  AE  und  BE  ist  also  dann  der 
Linie  AB  gleich,  wenn  (Fig.  129)  E zwi- 
schen A und  B fällt.  Fällt  aber  £ 
(Fig.  130)  ausserhalb  AB,  so  ist  ihre 


Fig.  130. 


Differenz  gleich  AB.  Immer  aber  kann 
man  die  Summe  der  Segmente  gleich 
AB  setzen,  wenn  man  die  Entfernungen 
des  Punktes  £ von  A als  positiv  oder 
negativ  betrachtet,  je  nachdem  diese 
Entfernung  AE  mit  AB  gleich  gerichtet 
ist  oder  nicht  (vergleiche  den  Artikel: 
Baumgrössen). 


Fig.  131. 


132  Linien  nach  den  Grundlinien  zieht, 
die  sich  in  einem  Punkte  D schneiden, 
so  sind  die  Productc  je  dreier  Segmente 
der  drei  Seiten,  von  denen  nicht  zwei 
zusaminenstossen,  einander  gleich.“ 
Beweis.  Es  soll  sein: 

AG-  BE  -CF=BG-  CE-AF, 

Die  Dreiecke  AGC  und  BGC  von  glei- 
cher Höhe  verhalten  sich  wie  ihre  Grund- 
linien AG  und  BG,  alsot 

A AGC  _ A BGC 
AG  ~ BG  5 

dasselbe  gilt  von  den  Dreiecken  AGD 
und  BGD,  also: 


Fig.  132. 


A AGD  A BGD 
AG  ~ BG  ' 


Durch  Subtraction  beider  Gleichungen 
erhält  man,  da: 

AAGC-&AGD=A  dac, 

A BGC  - A BGD  = A BCD 
ist: 

A DAC  _ A DBC 
AG  ~ BG  ' 

oder: 
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A DAC _ AG 
A DBC  - BG 

Und  in  ganz  gleicher  Weise  ergibt  sich: 
A DBC _ W 
ADBA  ~ FA 

(In  Figur  132  ist  statt  zu  subtrahiren, 
hier  jedoch  zu  nddiren.)  Und 
&DBA  _ BF. 

A DÄC ~ EC 

|t  , 

Durch  Multiplication  der  drei  letzten  Glei- 
chungen ergibt  sich  hieraus: 

AG- CF- BE _ 

BG  - FA  ■ EC  ~ 


also: 

AG-CF-BC=  BG-FA-  EC 

Dieser  Satz  lässt  sich  umkehren: 
Lehrsatz  6.  „Wenn  von  den  Spitzen 
eines  Dreiecks  aus  drei  Linien  so  gezo- 
gen sind,  dass  die  Produkte  dreier  nicht 
zusammenstossender  Segmente  der  Seiten 
gleich  sind,  so  müssen  sich  die  drei  Schnitt- 
linien in  einem  Punkte  schneiden.“ 
Beweis.  Denn  sind  AE,  BF,  CG 
(Fig.  133)  diese  Linien  und  mögen  sie 
sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden, 
aber: 

AG ■ CF- BE = BG • FA • EC 

sein,  so  kann  man  durch  den  Schnitt- 


I 


I 


I 


Fig.  133. 


punkt  etwa  von  AE  uud  Bi  Linie  GH 
ziehen,  und  es  ist  nach  dem  vorigen 

Satze : 

AH- CF  - BE  = Bll  - FA  - CE, 
oder  wenn  man  die  eratere  Gleichung 
durch  die  letztere  diviilirt: 

AG  BG 
AH  ~ Bll 

Im  ersten  Quotienten  ist  Kleineres  durch 
Grösseres,  im  zweiten  Grösseres  durch 
Kleineres  dividirt,  der  erste  Quotient 
also  kleiner,  der  zweite  grösser,  also 
die  Gleichheit  unmöglich  und  unser  Satz 
bewiesen. 

Hieraus  ergeben  sich  Sätze  von  ge- 
wissen Linien  in  einem  Dreieck,  nie  sich 
in  einem  Punkte  schneiden. 

Lehrsatz  7.  „Die  drei  Linien,  welche 
die  Spitzen  eines  Dreiecks  mit  den  Mit- 
ten der  Gegenseiten  verbinden,  scheiden 
sich  in  einem  Punkte.“ 

Beweis.  Seien  AD,  BE,  CF  (Fig. 
134)  diese  Linien,  so  ist: 

AF  = FB,  BD  = DC,  CE  = EA, 

also  durch  Mnltiplication: 

AF-BD-CE=  FB-DC-EA, 


mithin  die  Bedingung  des  vorigen  Satze 
erfüllt. 

Lehrsatz  8.  „Wenn  man  von  zwei 
Seiten  eines  Dreiecks  CA  und  CB  (Fig. 
134)  Stücke  von  C aus  abscheidet,  CE 


Fig.  134. 


und  CD,  die  sich  wie  die  ganzen  Seiten 

verhalten,  dio  Theilpunkte  E und  D mit 
den  gegenüberliegenden  Ecken  verbindet, 
and  durch  den  Schnittpunkt  G eine  Linie 
nach  der  dritten  Ecke  C zieht,  so  hal- 
birt  diese  die  Gegenseite.“ 

Beweis.  Man  ziehe  von  C nach  der 
Mitte  von  F von  AB  eine  Linie,  so  be- 
weisen wir,  dass  dieselbe  durch  G geht, 
womit  dann  nnser  Satz  bewiesen  ist. 
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Wir 


haben 


CA  _ CB 
CE  ~ ID' 


oder 


anch 


CA  - CE  _ CH-  cn 

ck  ~ cu  ’ 


d.  h.: 

AE  HU 
CE  ~ CI) 


und  AE  ■ CD  = CE  • BD, 


ferner  AF  - FB,  also: 

AF • BD-CE  = FB-CD- EA , 


was  wieder  die  Bedingung  des  Lehr- 
satzes 6.  ist. 

Lehrsatz  9.  „Die  3 Linien,  welche 
die  Winkel  eines  Dreiecks  halbiren, 
schneiden  sieh  in  einem  Punkte.“ 

Beweis.  Es  seien  wieder  AD,  BE, 
CF  (Fig.  134)  diese  Linien,  als  die  Hal- 
birungslinien  der  Winkel.  Nach  Lehr- 
satz 4.  hat  man  dann: 

AC_AF  BC_CE  BA  _ BD 
BC  ~ HF'  BA  EA'  AC~  DC' 
also  durch  Multiplication: 

AF-CE-BD 
1 ~ BF-EA-DC' 


welches  die  Bedingung  ist,  dass  sich  die 
3 Linien  in  einem  Punkto  schneiden. 

Wir  reihen  an  diese  Betrachtungen 
noch  einen  Satz,  der  sich  auf  die  Seg- 
mente der  Dreiecksseiten  bezieht. 

Lehrsatz  10.  „Wenn  man  von  einem 
beliebigen  Punkt  aus  3 Senkrechte  auf 
die  Seiten  eines  Dreiecks  f&llt,  so  ent- 
stehen Segmente,  von  deuen  die  Quadrat- 
Summen  je  dreier  nicht  zusammenstossen- 
der  gleich  sind.“ 

Beweis.  Seien  GF,  GE,  GD  die 
Lothe  (Fig.  135),  so  soll  sein: 

AF'  + BD'  + CE,  = BF'  + CD'  + EA'\ 


Fig.  135. 


ziehe  AG,  GB,  GC,  so  entstehen  6 recht- 
winklige Dreiecke,  von  denen  je  2 gleiche 
Hypotenuse  und  folglich  gleiche  Quadrat- 
summc  der  Katheten  haben,  nämlich: 
AE ' + EG1  - AF ' + FG" 

BF*  + FG*=  BD'  + DG’, 

CD'  + DG'  = CE'  + EG'  , . 

also  durch  Addition  und  Weglassen  der 
Stücke,  welche  auf  beiden  Seiten  gleich 
sind: 

AE  +BF'+CU'  = AF‘  + BD'+CE', 

wie  zu  beweisen  war. 

Auch  dieser  Satz  ist  der  Umkehrung 
fähig. 

Lehrsatz  11.  „Wenn  jede  der  drei 
Seiten  eines  Dreiecks  so  in  zwei  Theile 
getheilt  ist,  dass  die  Quadratsumme  je 
dreier  nicht  zusammenstossender  Theile 
gleich  sind,  so  gehen  die  aus  den  Theil- 
punkten  errichteten  Lothe  durch  einen 
Punkt.“ 

Beweis.  Es  ist  (Fig.  136): 

AF'  + BD'  + CE'  = BF'  + CD'+AE'. 
Wir  haben  zu  beweisen,  dass  sich  die 
Lothe  in  einem  Punkto  schneiden.  Sei 
dies  nicht  der  Fall,  so  kann  man  aus 


Fig.  136. 


dem  Schnittpunkte  der  in  £ und  D er- 
richteten Lothe  ein  anderes  GH  auf  AB 
fällen,  und  hat  dann  also: 

AH'  + BD'  + CE'-BH'  + CD'+AE'. 


Oder  wenn  man  diese  Qieichung  von 
der  vorigen  abzicht: 

AF'  - AH'  = BF'  — BH' , 

eine  Gleichung,  die  darum  unmöglich 
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I 

i 

i 


I 


ist,  weil  «ie  etwas  Negatives  einem  Po- 
sitiven gleich  seist.  Eine  Anwendung 
dieser  Betrachtung  gibt  der: 

Lehrsatz  12.  „Die  drei  aus  den 
Ecken  eines  Dreiecks  auf  die  Gegensei- 
ten gefällten  Lothe  schneiden  sich  in 
einem  Punkte.“ 


Beweis.  Seien  CF,  BE,  AD  (Fig. 
137)  die  Lothe.  Jedes  tboilt  das  Dreieck 

Fig.  137. 


ABC  in  2 rechtwinklige  mit  einer  ge- 
meinschaftlichen Kathete;  es  ist  also: 


AC'-CD'  - AB'  — BD', 

AB • -AE1  = BC'-CE', 

BC ' - BF*  = AC'~  AF \ 

also  durch  Addition  und  Wegheben  des 
Gleichen  aut  beiden  Seiten, 

- CD'  - AE'  - BF"  = - BD'  - CE' 

-AF', 

welches  die  Bedingung  für  unsem  Satz  ist. 

IV.  Definitionen  und  Lehrsätze. 

Definitionen.  Vielecke  heissen 
ähnlich,  wenn  in  ihnen  alle  Winkel 
gleich  sind,  und  alle  Seiten  in  gleichem 
Verhältnisse  (laufender  Proportion)  ste- 
hen. Die  Aehnlichkeit  der  Vielecke 
ABCDEF  und  abedef  (Fig.  138)  ver- 
langt also,  dass  Winkel  A = a,  B — b, 
C=  e,  D = d,  E=  e,  F = f ist,  und  die 
Proportionen : 

AB  BC  _ CD  _ DE  _ EF  _ FA 

ab  bc  cd  ~ de  ~ ef  ~ fa  ’ 

oder: 

AB : BC : CD  : DE : EF : FA 

— ab  : 4c : cd : de  : ef : fa 
stattfinden.  — Das  Zeichen  der  Aebn- 
lichkeit  ist  <n>. 


Fig.  138. 


Den  Säuen  von  der  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke , auf  welche  sich  die  Aebnlich- 
keitder  Vielecke  znrückf&hren  lässt,  liegt 
folgender  Hauptsatz  zu  Grunde. 

Lehrsatz  12.  „Wenn  man  zwischen 
2 Seiten  eines  Dreiecks  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  der  einen , eine  Linie 
parallel  der  dritten  Seite  zieht,  so  ent- 
steht ein  andres  Dreieck,  welches  dem 
gegebenen  ähnlich  ist,  dorart,  dass  die 
Abschnitte  auf  den  gegebenen  Seiten 
diesen  Seiten  selbst  und  die  Parallele 
der  dritten  Seite  entspricht.“ 

Beweis.  Sei  (Fig.  139)  BC  parallel  DE, 
so  soll  sein : 


A ABC  ec  ADE. 

(Von  der  Ordnung  der  Buchstaben  bei 
ähnlichen  Dreiecken  gilt  das  bei  der  Con- 
grucnz  der  Dreiecke  Gesagte,  ebenfalls.) 

Da  Winkel  A-A  und  D = B als  Ge- 
genwinkel ebenso  E=C  ist,  so  ist  nur 
noch  die  Proportionalität  der  Seiten  zu 
beweisen,  d.  h,  die  Gleichungen  : 

ABACBC 
AD~  AE~  DE' 

Wegen  der  Gleichheit  der  8 Winkel  hat 
man  nach  Lehrtau  3.: 
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Fig.  189. 


A ABC 

TTade 


Ab  ■ AC 
AD- AE '' 


ln  d«m  man  von  den  drei  letzten  Quo- 
tienten die  zwei  ersten  und  die  zwei 
letzten  gleich  setzt,  und  Gleiches  weg- 
hebt, ergibt  sich: 

AC  _BC  AB  _AC 
AE  ~ DE’  AD  = AE' 
womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Da  übrigens-  der  Punkt  D beliebig 


Ab  ■ PC  _ Al  ■ PC 
AD  • DE  ~ AE-  DE' 

Lehrsatz  13.  „Zwei  Dreiecke  sind 
ähnlich,  wenn  in  ihnen  je  zwei  Seiten  in 
Proportion  stehen,  die  eingeschlossenen 
Winkel  aber  gleich  sind.“ 

Lehrsatz  14.  „Zwei  Dreiecke  sind 
ähnlich,  wenn  in  ihnen  je  zwei  Seiten  in 
Proportion  stehen,  und  die  Gegenwinkel 
der  grösseren  gleich  sind.“ 

Lehrsatz  15.  „Zwei  Dreiecke  sind 


auf  der  Seite  AB  angenommen  werden  &hnjich>  wenn  j„  ihnen  je  zwei  Seiten  in 
kann,  mithin  AD  eine  beliebige  Länge  Proportion  8tehen,  die  Gegenwinkel  der 


bat,  io  ergibt  sich  folgender*. 


kleineren  gleich  und  di«  Gegenwinkel 


Zusatz.  „Zu  jedem  Dreiecke  gibt  der  grö88eren  gleichzeitig  spitz  oder 
es  ein  ähnliches,  wonn  eine  Seite  eine  recht  oder  8taInpt  ,ind  « 

trotrohnnp  tranr  V»olif»hirro  T.iinirf*  nat*‘  > . <•  n ..  ..  i 


gegebene  ganz  beliebige  Länge  bat.“ 
V.  Lehrsätze. 


Aber  die  Congruenz  der  Dreiecke  akc 
und  ADC  folgt  auch  aus  der  Gleichheit 
__  . . . ..  ..  ..  ..  der  Seiten.  Denkt  man  ab- AD  wieder 

Pi®  ® willkürlich,  so  sind  ac  und  6c  durch 

die  Proportionen: 

ab  AB  ab AB 

ac  AC1  bc  BC 


denen  der  Congruenz,  wie  wir  gleich 
sehen  werden,  entsprechen,  folgen  aus 
dem  vorigen  Satze  aufs  Einfachste. 
Jedes  Dreieck,  welches  mit  ADE  (Fig. 


139)  congruent  ist,  z.  B.  «6c  ist  offenbar  bestinunti  nnd  diel!e  80mit  für  die  Aehn- 
ABC  ähnlich.  Nun  sind  die  Dreiecke  lichkeit  von  Dreieck  abc  und  ABC  aus- 
abc  und  ADE  congruent,  wenn  zwei  rejchend  a]80 : 

Seiten  bezüglich  gleich  sind,  auBserdem  _ ’ 1» 

der  eingeschossene  Winkel  oder  der  ^h^enn  ihre  Seiten  in  gleichem  Ver- 
Gegenwinkel  des  _ grösseren  oder  der  .nfnnfiw  ProI)nr<ion.  stehen.“ 


„Zwei  Dreiecke  sind 


Gegenwinkel  des  kleineren  mit  der  Be- 


hältnisse, laufender  Proportion,  stehen.“ 
Endlich  sind  die  Dreiecke  abc  und 


Schränkung,  dass  dann  die  beiden  an-  . ' „ ... 

de™^D^Sh,eitig,PitI  °d8r  Winkel  “T  eine  Seite  entsprechend 

Die  Bedingung  zwischen  den  Seiten  ^*ch  s.ind-.  gÄ  A D £ 

lässt  eine  der  Seiten  u6  ganz  willkürlich,  Seite  «6  sei,  sich  eine  Gl^eAOfin- 

d.  ja  AD  willkürlich  ist-,  die  andere  nc  dcn  lM,t!  ?.°  “b  , d,“e  Bedtngung  in 
. . J , .....  , , i j-  ü Bezug  auf  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 

,.t  aber  völlig  gegeben  durch  die  Pro-  ^ ABC  keinen  Kinflus.  aus.  Also : 

portion:  — = 44,  wenn  ab  wie  AB  und  Lehrsatz  17.  „Zwei  Dreiecke  sind 
ae  AL  ähnlich,  wenn  in  ihnen  zwei  Winkel  ent- 

AC  bekannt  ist.  sprechend  gleich  sind.“ 

Es  reicht  also  diese  Proportion  rer-  Scholion.  Die  letzten  fünf  Sätze 
bunden  mit  der  Gleichheit  der  Winkel  enthalten  die  Aehnlichkeittbedingungen 
zur  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  abc  und  der  Dreiecke  völlig.  Ihre  Beziehung  zu 
ABC  aus  und  man  hat  die  Sätze : den  Congrucnzsätzen  ist  einleuchtend. 
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— Von  den  Achnlichkeitssätzen  ist  der 
letite  derjenige,  welcher  am  häufigsten 
angewendet  werden  muss. 

Was  die  Aehnlichkeit  der  Vielecke 
überhaupt  anbetrifft,  so  drängt  sich  ihre 
Theorie  in  den  folgenden  Satz  zusammen: 

Fig. 


Lehrsatt  18.  „Zwei  Vielecke  sind 
ähnlich,  wenn  sie  sich  in  gleicher  Bei- 
heufolge  in  gleichliegende  ähnliche  Drei- 
ecke zerlegen  lassen.“ 

Beweis.  Seien  ABCDEFG.  nbrdefg 
(Fig.  140)  die  Vielecke.  Die  Theilung 

140. 


in  Dreiecke  ist  von  einer  Ecke 
schelten.  Ist  nnn: 


aus  ge-  , 


Winkel  ACD  = aci. 


also  auch: 


A ABC  ir  abc. 

Winkel  BCA  + ACD=  bca  + aed, 

•o  hat  man: 

d.  h.: 

AB  _ BC  AC 

Winkel  C=e. 

ab  bc  ~ ae  ’ 

So  wird  nach  und  nach  die  Gleichheit 

Winkel 
ist  ferner: 

B = b,  Winkel  BCA  = bca-, 

aller  Winkel  und  die  Proportionalität 
aller  Seiten  bewiesen.  Wir  reihen  hieran 

noch  den  Satz : 

A CA  D / cad, 

Lehrsatz  19.  „Die  Umfänge  ähn- 

so hat  mat 

i: 

AC  CD 

licher  Vielecke  verhalten  sich  wie  je  zwei 
gleichlicgcnde  Seiten.“ 

ac  cd' 

Beweis.  Denn  aus  der  laufenden 

also: 

Proportion: 

AB  BC  _ CD 

AB  _BC_CD  _DE_EF  FC  GA 

ab  bc  cd  ’ 

ab  bc  cd  de  ef  fg  ga ' 

ferner: 

folgt  sogleich: 

AB+  BC  + CD  + DE  + EF+FG  + GA  AB 

«4  + 4c  + cd  + de  + ef  + fg  + ga  ~ ab’ 


Beweis.  Es  ist  (Fig.  141) 


wie  in  den  Sätzen  ron  Proportionen  ge- 
zeigt wurde. 

VI.  Lehrsätze.  Es  sind  an  den  in 
IV.  gegebenen  Satz  jetzt  noch  einigo  Be- 
trachtungen zn  knüpfen.  Zunächst  lässt 
sich  derselbe  in  folgender  Weise  um- 
kehren. 

Lehrsatz  19.  „Wenn  man  zwei  Sei- 
ten eines  Dreiecks  so  theilt,  dass  die  ab- 
geschnittenen Stücke  den  ganzen  Seiten 
proportional  sind,  nnd  die  Theilpnnkte 
durch  eine  Grade  verbindet,  so  ist  diese 
der  drittan  Seite  parallel.“ 


nnd  cs  soll  DE  parallel  AB  sein.  Offen- 
bar ist  nämlich  A ODE  ir  CAB,  da  je 
zwei  Seiten  in  Proportion  die  einge- 
schlossencn  Winkel  C aber  gleich  sind, 
folglich  Gegenwinkel  D = A,  nnd  somit 
DE  parallel  AB. 

Anmerkung.  Es  folgt  auch  leicht,  dass 
sich  die  obern  Stücke  CD  und  CE  wie 
die  untern  DA  und  CB,  also  die  letztem 
auch  wie  die  ganzen  Seiten  verhalten. 

Lehrsatz  20.  „Wenn  man  eine 


9 
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Fig.  142. 


Beweis.  Man  bat  nach  Lehrsatz  12. 
die  Proportion: 

Cf  _Ck  Ce  CI 
Cg=  Ck'  Cf~  Ck 

u.  s.  w.,  woraus  sich  ergibt: 

Cf—  Cg  Ck  - Ck 
Cg  ~ Ck  ’ 

d.  h. : 

fg  kk 
Cg~  Ck’ 

and  da 

f9  = Cg, 

so  ist  auch: 

hk  = Ck-, 

Ce-Cf  Cl-Ck  . ef  kl 

-cr=~ck~  oder  erck 

Cf  — 2c f,  also  oder  Ck=2kl 

und  da  Ck  = Ck+kk  = 2Ck  ist,  kl  = Ck. 


Man  ziehe  FD,  so  ist: 

HA  _ HC _ 

HF  ~ HD  ~ 1’ 

«Iso  nach  Lehrsatz  19. : Fl)  parallel  AC- 
Aus  diesem  Grunde  aber  FODj  CllA. 
da  die  Winkel  gleich  sind,  also: 

OC  _ CA 
OF  FD ' 

Und  wegen  der  Achnliehkcit  von  i BFD 
und  BAC, 

CA  _ AB  _ 2_ 

OF~  BF  ~ 1’ 

also  auch: 

CO  _ 2_ 

OF~  1' 

In  gleicher  Weise  folgt  dies  von  den 
Theilen  der  andern  Linien. 

VII.  Lehrsätze.  Die  folgenden  Be- 
trachtungen enthalten  einen  für  die  Aus- 
messung ähnlicher  Figuren  wichtigen  Satz. 

Lehrsatz  22.  „Die  Flächeninhalte 
ähnlicher  Dreiecke  verhalten  sich  wie  die 
Quadrate  gleichliegender  Seiten.“ 

Beweis.  Seien  ABC  und  abc  (Fig. 
144)  einander  ähnlich,  so  ist,  da 
Winkel  A z=  a, 

& ABC _ AB-AC 

Ci  abc  ab  - ac 

Man  hat  aber  wegen  der  Aehnlichkeit: 


Fig.  141. 


In  derselben  Weise  ist  die  Gleichheit  der 
andern  Stücke  zu  beweisen. 

Hieran  reihen  wir  noch  den  Satz: 
Lehrsatz  21.  „Wenn  man  von  der 
Ecke  eines  Dreiecks  Linien  nach  den 
Mitten  der  Gegenseiten  zieht,  (die  sich 
in  einem  Punkte  schneiden)  so  theilen 
dieselben  einander  im  Verhältnisse  2 : 1.“ 
Beweis.  Seien  HE,  CF,  A D (Fig. 
143)  diese  Linien,  welche  sich  in  O schnei- 
den, so  soll  sein : 

AO  BO  _CO_2c 
00  ~ OE~  OF~  1' 


Seite  eines  Dreiecks  AC  (Fig.  142)  in 
gleiche  Thcile  Cg,  gf,  fe,  ed,  dA  tlieilt, 
und  durch  die  Thcilpunktc  Linien  parallel 
einer  zweiten  Seite  AB,  also  gh,  fk,  el, 
dm  nach  der  dritten  CB  zieht,  so  wird 
auch  diese  in  gleiche  Thcile  getheilt. 


Fig.  143. 
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AB  _AC 
ab  ac' 

. A ABC  AC' 

aleo : — = — — , 

A abc  ac' 

tu  tu  beweisen  war. 

Lehrsatz  23.  „Auch  ähnliche  Viel- 
ecke »erhalten  sich  wie  die  Quadrate 
gleichliegender  Seiten.“ 

Fig.  145. 


Beweis.  Seien  ’s.  B.  die  Fünfecke 
ABC  DE  und  abede  (Fig.  145)  gegeben, 
so  ist: 

A ABC  _ AB' 

A abc  ab'  " 

A ACD  _ AC ’*  _ AB' 

A aed  ~ ac 1 ab'  ’ 


da 

ist, 


AB  _ AC 
ab  ~ ac 

und  endlich 

A CDE  _ D&  _ AB' 
A ede  ~ de'  ab'  ' 


des  rechten  Winkels  ein  Loth  nnf  die 
Hypotenuse,  so  wird  das  Dreieck  in  zwei 
andere  getheilt,  die  dem  gegebenen  ähn- 
lich siud.“ 

Beweis.  Dreieck  AB C (Fig.  146)  sei 
bei  ,4  rechtwinklig,  AD  senkrecht  auf  BC. 


also  nach  einem  den  laufenden  Propor- 
tionen eigcntbümlichen  Satze: 
ABC+BCD  + CDE  AB' 
abc  + bed  + ede  ab'  ’ 
was  zu  beweisen  war. 

VIII.  Lehrsätze.  Wir  geben  jetzt 
Anwendungen  der  Achnlichkeit. 

Lehrsatz  24.  „Zieht  man  in  einem 
rechtwinkligen  Dreiecke  von  der  Spitze 


Fig.  146. 


Ü* 
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Es  haben  die  Dreiecke  ABD  nnd  ABC 
gemein  den  Winkel  B nnd  einen  rechten, 
sie  sind  also  ähnlich,  ebenso  haben  ABC 
ADC  Winkel  C und  einen  rechten  ge- 
mein, woraus  die  Aehnlichkeit  aller  drei 
in  folgender  Ordnung  sich  ergibt: 

ABC ir  DBA  v/'  DAC. 

Scholion.  Aus  der  Aehnlichkeit  der 
beiden  ersten  Dreiecke  folgt: 

= oder  AB'=BC-BD, 


also: 


oder: 


d.h.: 


A CBG  <r  DBF, 

DB  _ BF 
CB~  BG' 

DB— CB  _ BF-  BG 
DB  BF  ’ 

DC  GF 
DB~  BF' 


Ferner  A F.FA  i/>  CGA,  also : 


was  offenbar  mit  dem  Lehrsatz  6.  des 
Abschnittes  4.  Zusammentritt.  Aus  der 
Aehnlichkeit  deB  ersten  nnd  dritten 
Dreiecks  ergibt  sich: 

K-Soder  AC^BC.DC 

und  dies  zu  der  vorigen  Gleichung  oddirt 
gibt: 

AB1  +AC‘  = BC-DC  + BC-  BD 

= BC  • (DC+  BD)  — BC*. 
Dies  ist  der  (Pythagoracische)  Lehrsatz  7. 
des  Abschnittes  4. 

Endlich  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der 
beiden  letzten  Dreiecke: 


DA  _DC 
DB~  DA 


also  DA'  = BD  • CD. 


Dies  ist  Lehrsatz  8.  desselben  Abschnittes. 
Diese  Beweise  sind  kürzer,  als  die  frü- 
her gegebenen. 


RA  FA 
CE  ~ GF 

und  durch  Multiplication  der  beiden  letz- 
ten Gleichungen: 

PC  . EA  FA 
DB  . CE  ~ BF' 

oder: 

DC  • EA  • BF  = PB  - CE  • FA, 

wie  zu  beweisen  war. 

Lehrsatz  26  „Wenn  man  die  Seiten 
eines  Dreiecks  in  beliebige  Theile  in  ir- 
gend welchem  Verhältnisse  theilt  and 
durch  die  Thcilpunkte  Linien  nach  der  ge- 
genüberliegenden Ecke  zieht,  so  wird 
jede  der  getheilten  Seite  parallele  Linie 
in  Stücke  ge  theilt,  die  denen  der  gege- 
benen proportional  sind,“ 

Beweis.  Es  ist  zu  beweisen,  da« 
(Fig.  148)  wenn  DE  parallel  BC  gezo- 
gen ist,  man  hat: 


Lehrsatz  25.  „Wenn  man  zu  einem 
Dreiecke  eine  Linie  zieht,  welche  alle 
drei  Seiten  schneidet,  so  sind  die  Pro- 
ductc  je  dreier  nicht  zusammenstossender 
Segmente  einander  gleich. 

Beweis.  Sei  ABC  (Figur  147)  das 
Dreieck,  DEF  die  Linie,  so  soll  sein: 
CD  • BF- AE  = BD-AF.CE. 
Ziehe  CG  parallel  DF,  so  ist: 


Fig.  147 


Fig.  148. 


Bit  ab  bc  _ cd  _ liC 

De  ~ rf  ~ f g ~ gb~  KE" 


Man  hat: 

Ba  _ An  ab  _ An 
De  ~ Ae  an  ef  Ae  ' 

also: 

Ba  ab  ab  _ Ab  bc Ab 

7 Te~Tf'  tf~Tf  . 

, Ba  ab  bc 

also:  ■fr=~7~7~  n.  s.  w. 

De  ef  fg 
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Sind  die  Theile  von  BC  untereinander 
gleich,  so  sind  cs  mithin  auch  die  von 
DE,  d.  h.: 

Zusatz.  „Die  von  der  Spitze  eines 
Winkels  gezogenen  Linien,  welche  eine 
durch  seine  Schenkel  gelegte  Linie  in 
gleiche  Theile  theilen,  thcilen  auch  jede 
dieser  Linie  parallele  in  gleiche  Theile. 

IX.  Definitionen  und  Lehrsätze. 

Den  folgenden  Betrachtungen  liegt  die 
Verbindung  der  Lchrsiltzc  5.  und  25. 
dieses  Abschnittes  zu  Grunde.  Voraus- 
zuschicken sind  die  folgenden  • 

Definitionen.  Ist  eine  Linie  AD 
(Fig.  149)  so  in  3 Theile  gctheilt,  dass 


Fig.  149. 


sich  der  erste  AB  zum  zweiten  BC  ver- 
halt, wie  die  ganze  Linie  AD  zum  dritten 
Theile  CD,  so  nennt  man  die  Theilung 
eine  harmonische,  die  vier  Punkte 

A,  B,  C,  D harmonische  Punkte,  und 
jede  vier  Graden,  die  bezüglich  durch  A, 

B,  C,  D nnd  einen  gemeinschaftlichen  aber 
beliebigen  Funkt  £ gehen,  harmoni- 
sche Strahlen.  Die  Punkte  A und  C, 
so  wie  B und  D heissen  zngeordnete 
Punkte,  die  durch  zwei  zugcordnctc 
Punkte  gehenden  8trahlen,  also  EA,  EC 
nnd  EB,  ED  heissen  zngeordnete 
Strahlen.  Da  die  Proportion: 

AM  _ AD 
BC  ~ DC 


gleichbedeutend  ist  mH  : 

CD  AD 
CU  ~ AB  ’ 

so  ist  es  gleichgültig  welchen  Theil  man 
als  den  ersten  annimrat.  Die  Grund- 
cigcnschnft  harmonischer  Punkte  ist  aber 
auch  noch  eines  andern  Ausdrucks  fähig. 
Man  hat: 

AB  _ AD 
AC-AB  ~ AD-AC’ 


d.  h.  durch  Umkehrung  der  Brüche 


oder : 


^-1  = 1 

AB 


AC 

AD' 


J_  + i_  - L 

ABTAD~AC ' 

d.  h.: 


„Vier  Punkte  einer  Linie  sind  har- 
monische, wenn  der  umgekehrte  Werth 
der  Entfernung  des  einen  vom  zweiten  die 
arithmetische  Mitte  der  umgekehrten 
Wcrthe  der  Entfernungen  der  beiden 
andern  vom  ersten  Ist." 

Wenn  drei  GrCsscn  re,  ß,  y die  Glei- 
112 

chung  erfüllen 1 = — , so  nennt 

« ß y' 

man  y auch  harmonische  Mitte 
von  re  nnd  ß,  also : 

„Vier  Punkte  sind  harmonisch,  wenn 
die  Entfernung  des  einen  vom  zweiten 
die  harmonische  Mitte  der  Entfernung 
des  ersten  von  den  beiden  noch  fehlen- 
den ist." 

Lehrsatz  27.  „Jede  Diagonale  eines 
vollständigen  Vierseits  wird  von  den  bei- 
den andern  und  zwei  Seiten  harmonisch 
geschnitten,  so  dass  die  Schnittpunkte  der 
Seiten  zugeordnet  sind.“ 

Beweis.  Sei  ABCD  (Fig.  150)  das 
Viersoit,  BD,  AC,  EF  seine  Diagonalen, 
so  hat  man  C , EBF  und  3 Transversalen, 
die  sich  in  D schneiden,  mithin  nach 
Lehrsatz  5.: 


Fig.  150. 
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AB- CF -EG  = AE-BC-GF. 
Zugleich  aber  sind  die  Seiten  de»  Dreiecks 
alle  drei  durch  Linie  ACH  geschnitten, 
und  somit  nach  Lehrsatz  23. : 

AB  ■ CF- Eli  = AE  - BC-  Fll, 

also  durch  Division: 

EG  GF  . EG  F.ll 
Ell~FH  °dCr:  FG  ~ Fll  ' 


was  die  harmonische  Eigenschaft  ist.  In 
gleicher  Woiso  ergibt  sich  die  harmoni- 
sche Theilung  der  beiden  andern  Dia- 
gonalen, also : 

AK:KC=  AH:  CH, 

BK  : KD  = BG : DG. 

Sind  nun  (Fig-  151)  EH  nnd  AH  swei 
beliebige  sich  in  II  schneidende  Linien, 
und  man  zieht  AE,  durch  einen  beliebi- 


gen Punkt  B dieser  Linie  in  beliebiger 
Richtung  BG,  ferner  EC  und  AG,  so  ist 
ABCD  ein  Vierseit.  Die  Punkte  E,  G,  II 
liegen  ganz  beliebig;  zieht  man  noch 
BKF,  so  ist  F der  zu  E,  G,  H gehörige,  H 
zugeordnet  harmonische  Punkt,  also  wie 
E,  G,  H gegeben  sind,  ist  F bestimmt,  da 
zu  drei  Gliedern  einer  Proportion  immer 
nur  ein  viertes  gehört.  Die  Linien  BE, 
BG  , BF  und  Bll  sind  offenbar  harmo- 
nische Strahlen,  nnd  sie  theilen  auch  die 
willkürlich  gerichtete  Linie  AUCH  har- 
monisch. Jedoch  hat  diese  Linie  A einen 
der  harmonischen  Punkte  H mit  Eli  ge- 
mein. Dies  ist  jedoch  unerheblich,  denn 
zieht  man  LP  parallel  mit  AII,  also 
durch  einen  beliebigen  Funkt,  so  ist 
nach  Lehrsatz  26: 

AK  _ LW  AH  _ LP 

kc~  »iy  Tic  ~ Tn’ 

also,  da  . 

AK  AH  Ul  LP 

KC~  HC’  “u  M\-P\' 


Linie  von  diesen  Strahlen  auch  bnrmonisch 
gethcilt.“ 

Definition.  Wenn  die  Segmente 
einer  Linie  eine  gewisse  Eigenschaft  ha- 
ben, man  zieht  durch  die  Theilpunkte 
Strahlen  die  alle  durch  einen  Punkt  ge- 
hen, und  die  Segmente  jeder  von  diesen 
Strahlen  geschnittene  Grade  haben  die- 
selbe Eigenschaft,  so  heisst  diese  Eigen- 
schaft eine  perspectivische. 

Die  Eigenschaft  der  harmonischen  Thei- 
lung ist  also  eine  perspectivische. 

Wir  werden  sogleich  einen  sehr  allge- 
meinen Satz  Uber  perspectivische  Eigen- 
schaften geben,  wollen  aber  zuerst  die 
Sitze  von  der  harmonischen  Theilung 
noch  ergänzen. 

Sei  (Fig.  151)  Winkel  ABC  durch  BF 
balbirt,  so  ist: 

EB  _ EF 
BG~  FG' 

also  da  nach  Lehrsatz  27. : 

Fig. 


d.  h.  LP  ist  ebenfalls  harmonisch  gethcilt, 
nnd  diese  Linie  ist  nicht  allein  willkür- 
lich gerichtet,  sondern  ihr  Schnittpunkt 
mit  Eli  auch  beliebig.  D.  h.: 


Lehrsatz  28.  „Wenn  man  durch  vier 
harmonische  Punkte  nach  einem  fünften 
beliebigen  harmonische  Strahlen  zieht, 
so  wird  jede  hindurchgehende  andere 
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EF  EH 
FG~  GH' 


Fig.  153. 


ist  noch  : 


EH 
BG  : 


EH 
GH ' 


Sei  nun  GK  parallel  BE,  so  ist  auch: 
EB  EH 


GK~  GH' 

A EBH  r GKH 


da 

ist,  also: 

BG  = GK, 

woraus  dann  folgt: 

Winkel  GBK  = GKB-, 
da  aber: 

EBK  + GKB  = 211 

ist,  so  hat  man : 

Winkel  EBG  + GBK  + GKB  = 2R 
d.  h.: 

2GBK  + EBG  + FBE=  2R, 

oder  da: 

FBG  = FBE 

war, 

2 GBK  + 2 FBG  = 2«, 

d.  h.: 

FBK  = R. 

Dies  gibt  folgenden : 

Lehrsatz  29.  „Wenn  der  Winkel 
zweier  zngeordneter  harmonischer  Strah- 
len dnreh  den  dritten  halbirt  wird,  so 
steht  dieser  auf  dem  vierten  senkrecht.“ 

Fügen  wir  schliesslich  noch  die  Be- 
merkung hinzu,  dass  wenn  EF  — EG 
wäre,  GH  = Eli  sein  müsste,  was  nur 
müglich  ist,  wenn  Punkt  II  ins  Unend- 
liche rückt,  mithin  der  durch  B gezo- 
gene nach  II  gerichtete  Strahl  EH  parallel 
wird,  weil  sonst  ein  Schneiden,  also  ein 
in  endlicher  Entfernung  befindlicher  har- 
monischer Punkt  sich  ergäbe.  Hieraus 
folgt  noch : 

Lehrsatz  30.  „Wenn  durch  drei 
der  harmonischen  Strahlen  eine  Linie 
halbirt  wird,  so  ist  diese  dem  vierten 
Strahl  parallel.“ 

Dies  sind  die  Grundzüge  der  Theorie 
der  harmonischen  Thcilung.  Das  weitere 
Verfolgen  dieser  Theorie  gehört  nicht 
in  dieseu  Artikel.  Wir  geben  indess 
noch  den  oben  versprochenen  allgemei- 
neren Satz  über  pcrspectivische  Eigen- 
schaften, dom  wir  jedoch  noch  eine  De- 
finition vorausschicken. 

Definition.  Wenn  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  de«  Schenkels  eines 
Winkels  A (Fig.  163)  ein  Loth  auf  den 


andern  fallt,  so  heisst  der  Quotient  dieses 
Lothes  Bl)  durch  AB  dividirt  Sinus  des 
Winkels  A,  geschrieben:  sin  A. 

Lemma.  „Der  Sinus  eines  gegebe- 
nen Winkels  ist  eine  völlig  bestimmte, 
nicht  von  der  Länge  des  Schenkels  AB, 
sondern  nur  von  der  Grösse  dieses  Win- 
kels abhängige  Zahl.“ 

Beweis.  Lassen  wir  den  Punkt  D 
nach  E (Fig.  154)  rücken,  so  würde 
CE 

dor  Sinus  von  A - werden,  da  aber 

die  Dreiecke  ACE  und  ABD  ähnlich 
sind,  so  hat  man: 

CE  _ BP 
AC~  AB’ 

Also  in  der  That  übt  die  Länge  von 
AB  keinen  Einfluss  aus. 

Zusatz.  „In  jedem  Dreieck  ist  der 
Flächeninhalt  gleich  dem  halben  Product 
zweier  Seiten  multiplicirt  mit  dem  Sinns 
des  eingeschlossenen  Winkels.“ 

Beweis.  Sei  ABC  (Fig.  154)  das 

Fig.  154. 


Dreieck  nnd  BD  senkrecht  anf  AC  ge- 
zogen, so  ist  der  Flächeninhalt  gleich 
AC-BD 
2 ‘ 

Nun  hatten  wir: 


also: 


BD  . . 

— = sin  A, 

BD  = AB  • sin  A 
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und  somit  den  Flächeninhalt  gleich 
AC • AB  • sin  A 
2 ’ 

wie  zu  beweisen  war. 

Lehrsatz  31.  „Wenn  zwischen  den 
Segmenten  einer  Linie  eine  Gleichung 
stattfindet,  welche  eich  derart  dnrstellcn 
lässt,  dass  ein  Prodnct  von  Segmenten 
durch  ein  anderes  dividirt  einer  Con- 
stanten  gleich  ist,  so  ist  diese  Eigenschaft 
dann  eine  perspectivische,  wenn  der  Zäh- 
ler aus  dem  Nenner,  die  Linien  in  der 
gewöhnlichen  Bezeichnung  geschrieben, 
nur  durch  Vertauschung  der  Buchstaben 
hervorgeht.“ 

Erläuterung.  Sei  s.  B.  (Fig.  155) 

AB  die  Linie  und  dieselbe  in  C,  D,  E,  F 
getheilt.  Bildet  man  nun  zum  Beispiel  das 
Product  AD  • CE  • BF  • CF,  so  kann  man 
durch  Vertauschung  der  Buchstaben  er- 
hnlten: 

AF-CF-DE-BC. 

Ist  also: 

AP -CE -BF -CF 
AF-CF-DE-BC 

GA  = a,  GC  = c,  GD  - d, 

GA'  = a\  GC  - c',  GD'  = d \ 

Ferner  Winkel  AGC  =■  (a,c),  AGP  = (ad)  n.  s.w.,  also  z.  B.:  AGF  = (a,f),  *o 
dass  jeder  Winkel  durch  die  beiden  Linien  bezeichnet  wird,  welche  seine  Schenkel 
bilden.  Da  nun  die  Dreiecke,  welche  ein  Segment  von  A'B'  zur  Grundlinie  und 
G zur  Spitze,  nlle  dieselbe  Höbe  haben,  so  verhalten  sie  sich  wie  die  Grund- 
linien, also: 

A A’GD'  • A C'GE'  • A B'GF’  • a CGF'  A'D' - CE' - B'F’ - CF' 

A A'GF’  - A CGF'  • A CGE’  - A B'GC  ~ A'F  -CF1  ■ D'E’  - B'C 

Zugleich  aber  ist  der  Flächeninhalt  eines  jeden  Dreiecks  auch  gleich  dem  Prodnct 
der  beiden  von  G ausgehenden  Seiten,  multiplicirt  mit  dem  Sinus  des  eingeschos- 
senen Winkels,  also  der  obige  Quotient  auch  gleich: 

a’  dt  F FV  f Ff  sin(urf)  sin(ce)  sin  ( bf)  sin  (cf) 

Ff'Ff'dFVF  rin  (af)  sin  (cf)  sin  (de)  sin  (4c) 

Die  Linien  heben  sich  aber  alle  weg,  da  Zähler  und  Nenner  Producte  enthalten, 
die  durch  Vertauschung  der  Faktoren  aus  einander  hervorgegangen  sind,  denn 
beide  enthalten  dieselben  (klein  geschriebenen  Buchstaben),  welche  sieh  in  den 
aus  den  Segmenten  gebildeten  Quotienten  fanden.  Man  hat  als  dio  folgende  Gleichung: 
A'D'  • CE ’ • B'F1  • CF'  sin  (ad)  sin  (ce)  sin  ( bf)  sin  (cf) 

A'F'  • CF*  ■ D'E'- B'C  ~ sin  (af)  sin  (cf)  sin  (de)  sin  (6c)‘ 

Ebenso  aber  lässt  sich  die  Gleichung  beweisen 

AI)  • CE  • BF  • CF sin  (ad)  sin  (ce)  sin  (hf)  sin  (cf) 

AF  • CF  • DE  • BÖ  sin  (af)  sin  (cf)  sin  (de)  sin  (Ae) 

so  dass  beide  Ausdrücke  links  in  den  beiden  letzten  Gleichungen,  wie  dies  ver- 
langt wurde,  in  der  That  derselben  Zahl  gleich  sein  müssen. 

Beispiele.  Sind  nur  zwei  Schnittpunkte  D und  C in  AB  vorhanden  und 
nimmt  man  je  zwei  Segmente,  so  hat  der  Quotient  die  Gestalt : 

AC • BP 

= AB  - CD  ...  ‘ - 


Fig.  155- 


irgend  einer  Zahl  a gleich,  and  zieht  man 
durch  den  beliebigen  Punkt  G ferner 
ein  Strahlensystcm  GA , GC%  Ub,  GE, 
Gh\  GB , legt  die  beliebige  Linie  A’B* 
die  in  /)',  Ef  P geschnitten  wird, 
hindurch,  so  ist  auch : 

A'D'  - CE'  • B'F'  • C'F'  _ 

A'F  •CF’  -D’Ef-  B'C 
Beweis.  Wir  setzen  die  Linie: 

GE  = e,  GF  ~f,  GB  = 6, 
nt ey  - nw  — r nw  — k* 
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ei  ist  also  auch : 

A'C’-B'D’  _ 

•f  A'B’  - O’C  ~ 

Man  tagt  dann,  zwischen  den  Segmenten 
finde  ein  anharm oni sch c s Verhältnis» 
•täte.  Ist  aber: 

a = l, 

io  hat  man : 

CA_AB 
DC  ~ BD' 

die  Thcilnng  ist  somit  eine  harmonische) 
and  es  ergibt  sich  auch  durch  diese 
Schlisse,  dass  die  bezeichnete  Eigenschaft 
eine  perspectivische  ist.  Sind  statt  zweier 
Schnittpunkte  deren  drei  gegeben,  so 
liest  sich  eine  Beziehung,  die  der  har- 
monischen analog  ist,  bestimmen,  die 
man  Involution  nennt.  Dies  würde  je- 
doch hier  zu  weit  führen. 

6)  V o m Kreise. 

I.  Definitionen.  Eine  in  sich  ge- 
schlossene ebene  Cnrve,  die  von  einem 
gegebenen  Punkte  überall  gleich  grossen 
Abstand' hat,  heisst  Kreislinie  (Peri- 
pherie). Der  Punkt,  von  dem  sie 
den  gegebenen  Abstand  hat,  wird  M i t- 
tel punkt  (Centrum)  genannt.  Der 
ebene  Baum,  welcher  von  der  Kreislinie 
begrenzt  wird,  heisst  Kreis.  — Wie 
man  zuweilen  unter  dem  Namen  Vieleck 
auch  die  Begrenzung  der  Figur  versteht, 
so  wird  znweilen  auch  die  Kreislinie  mit 
dem  Namen  Kreise  bezeichnet.  Die 
Kreislinie  kann  auch  so  definirt  werden : 
Wenn  man  eine  Grade  AB  so  bewegt, 
dass  ein  Endpunkt  A festbleibt,  so  be- 
schreibt der  andere  B eine  Kreislinie. 

Der  (grade)  Abstand  eines  Punktes  P 
(Fig.  157)  der  Kreislinie  vom  Mittel- 
punkte!) heisst  Hai  bmesser  (Radius), 
da  dieser  Abstand  überall  derselbe  ist, 
so  folgt  daraus: 

„Alle  Halbmesser  eines  Kreises  sind 
gleich.“ 

Die  Grade  PQ , welche  von  einem 
Paukte  P der  Peripherie  zu  einem  an- 
dern Q nnd  durch  den  Mittelpunkt  geht, 
wird  Durchmesser  (Diametcr)  ge- 
nannt. Also: 

„Der  Durchmesser  ist  doppelt  so  gross 
als  der  Halbmesser.“  — „Alle  Durch- 
messer sind  gleich.“ 

Die  Grade  FS,  welche  zwei  beliebige 
Pinkt«  der  Kreillinie  verbindet,  heisst 


Sehne  (Chor de).  Der  Durchmesser 
ist  also  auch  eine  solche.  — Ein  belie- 
biger Theil  der  Kreislinie  BUS  wird 
Bogen  (arms)  genannt.  — Der  von 
einem  Bogen  und  einer  Sehne  begrenzt« 


Fig.  157. 


Theil  des  Kreises  liUSV  heisst  Ab- 
schnitt (Segment).  — Ist  hierbei 
dio  Sehne  ein  Durchmesser,  handelt  es 
sich  also  um  das  Stück  POQTP , so  hat 
man  einen  Halbkreis.  — 

Das  zwischen  zwei  Radien  RO  und 
SO  und  dem  zugehörigen  Bogen  RUS 
liegende  Stück  des  Kreises  wird  Aus- 
schnitt (Sector)  genannt. 

Ein  Winkel,  dessen  Scheitelpunkt  im 
Centrum  liegt  wie  ROS , wird  Centri- 
Winkel  genannt. 

Ein  Winkel,  dessen  Scheitelpunkt  in 
der  Peripherie  liegt  wie  ß FS,  wird  Pe- 
ripheriewinkel genannt. 

Beim  ersten  also  sind  die  Schenkel 
Radien,  beim  letzteren  Sehnen.  Auch 
dieses  sind  Definitionen  der  betreffenden 
Winkel.  — Der  Ccntriwinkel  und  der  Pe- 
ripheriewinkel stehen  auf  dem  Bogen 
RUS,  der  in  der  Winkelebcne  zwischen 
ihren  Schenkeln  liegt,  und  in  dem  Bo- 
gen RTVS,  der  ausserhalb  der  Winkel- 
ebene  zwischen  ihren  Schenkeln  liegt. 

Eine  gradlinige  Figur,  deren  Seiten 
sämmtlich  Sehnen  sind  heisst,  dem 
Kreise  eingeschrieben. 

Eine  Grade  NR  F,  welche  zwei  Funkte 
mit  dem  Kreise  gemein  hat,  heisst  Sc- 
cante. 

Eine  Grade  ATB,  welche  ins  Unend- 
liche verlängert  nur  einen  Punkt  mit  dem 
Kreise  gemein  hat,  heisst  Tangente. 
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Der  gemeinschaftliche  Funkt  T wird 
Berfihrungspuukl  genannt. 

Zwei  Kreise  berühren  sich,  wenn 
sie  nur  einen  Punkt  gemein  haben. 

Eine  Figur,  deren  Seiten  alle  Tan- 
genten eines  Kreises  sind,  heisst  dem- 
selben umschrieben. 

II.  Lehrsätze. 

Lehrsatz  1.  „Keine  Grade  kann 
den  Kreis  in  mehr  als  zwei  Punkten 
schneiden.“ 

Beweis.  Denn  nehmen  wir  an  ABC 
(Fig.  158)  sei  eine  Grade,  welche  die 


Fig.  158. 


Punkte  ABC  mit  dem  Kreise  gemein 
hätte,  so  wären  Winkel  OBA  und  OBC 
Nebenwinkel , also  einer  davon  minde- 
stens einem  Hechten  gleich.  Sei  OBA 
derselbe,  so  ist  ihm  OAB  gleich,  da 
A OAB  gleichschenklig  ist;  man  hätte 
also  ein  Dreieck  mit  zwei  rechten  oder 
stumpfen  Winkeln,  was  unmöglich  ist. 

Lehrsatz  2.  „In  demselben  oder 
in  gleichen  Kreisen  lassen  gleiche  Bogen 
sich  su  auf  einander  legen,  dass  sie  sich 
decken.“ 

Beweis.  Seien  (Fig.  159)  AB  und 
AC  die  gleichen  Bogen;  man  lege  sie  so 


Fig.  159. 

c 

\ 

7 

i 

/ 

> 

auf  einander,  dass  die  aus  A gezogenen 
Halbmesser  zusammcnfnllen , fiele  dann 
C,  ein  Punkt  des  einen,  nicht  in  den  an- 
dern, sondern  schnitte  ihn  ln  I).  so  wä- 
w'aren  OD  und  OC  ungleiche  Halbmesser, 
was  unmöglich  ist. 

Lehrsatz  3.  „In  demselben  oder  in 
gleichen  Kreisen  gehören : 1)  zu  gleichen 
Bogen  gleiche  Sehnen  und  Ccntriwinkel, 
Sectorcn  und  Segmente,  2)  zu  gleichen 
Sehnen  gleiche  Bogen  und  Ccntriwinkel, 
3)  zu  gleichen  Ccntriwinkeln  gleiche  Bo- 
gen und  Sehnen.“ 

Beweis.  1)  Seien  ACB  udd  ff  BQ 

(Fig.  160)  die  gleichen  Bogen;  da  diese 


Fig.  160. 


auf  einander  gelegt  sich  decken,  so  decken 
sich  auch  die  Sehnen  AB  und  NQ,  also 
AB  — NQ.  Es  sind  dann  die  Dreiecke 
AOB  und  NMQ  congruent,  aus  Gleich- 
heit aller  Seiten , also  auch  Winkel 
AOB  = NMQ.  Auch  decken  sich  die 
Sectoren  und  Segmente. 

2)  Ist  AB  = NQ , so  kann  man  diese 
Linien  zur  Deckung  bringen;  fiele  dabei 
ein  Punkt  E des  Bogens  NPQ  nicht  in 
ACB,  so  hätte  man  wieder  die  unglei- 
chen Radien  OE  und  OC,  und  somit  ist 
Bogen  ACB  = NPQ,  also  auch  die  Cenlri- 
winkel  gleich. 

3)  Ist  Winkel  AOB  = NMQ,  so  sind 
die  Dreiecke  AOB  und  NMQ  congruent, 
aus  Gleichheit  zweier  Seiten  und  des  cin- 
geschlosscnen  Winkels,  mithin  auch  die 
Sehnen  AB  und  NQ  und  folglich  auch 
die  Bogen  gleich. 

Ist  der  Centriwinkcl  AOB  (Fig.  161) 
ein  gestreckter,  so  gehört  zu  ihm  der 
Bogen  ACB,  nnd  so  bilden  seino  beiden 
Schenkel  einen  Durchmesser;  auch  der 
Bogen  ADB  gehört  zu  einem  gestreckten 
Centriwinkcl  AOB.  Es  sind  also  diese 
Bogen  ACB  und  AOB  einander  gleich- 

Zusatz.  „Ein  Durchmesser  theilt  die 
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Peripherie  des  Kreises  nnd  somit  auch 
den  Kreis  selbst  in  zwei  gleiche  Theile.“ 

Offenbar  rührt  von  dieser  Eigonschuft 
die  Bezeichnung  Halbkreis  her. 

Lehrsatz  4.  „Wenn  zwei  Bogen  eines 
oder  zweier  gleichen  Kreise  ungleich  sind, 
so  gehört  zu  dem  grössern  auch  die 
grössere  Sehne  nnd  der  grössere  Centri- 
winkel.“ 

Beweis.  Die  Bogen  AB  und  AC 
(Fig.  162)  lassen  sich  immer  so  auf  ein- 
zig. 162. 


ander  legen,  dass  der  Theil  des  grössern 
AC,  der  mit  dem  kleinen  gleich  ist,  diesen 
auch  deckt;  cs  wird  also  C über  B hin- 
aasfallen  nnd  Winkel  AOC  grösser  als 
AOB  sein. 

Die  Dreiecke  AOB  und  AOC  haben 
nnn  je  2 als  Kadien  gleiche  Seiten,  dem 
kleineren  eingeschlosscnen  Winkel  AOB 
wird  also  auch  die  kleinere  Seite  AB 
gegcnüberliegen,  also  AC  grösser  als  AB. 

Lehrsatz  5.  „Eine  Sehne  und  ihr 
zugehöriger  Bogen  ist  desto  grösser  je 
näher  die  Sehne  dem  Mittelpunkte,  d.  h. 
je  kleiner  dos  vom  Mittelpunkte  aus 
auf  sic  gefällte  Loth  ist.“ 

Beweis.  Sind  AH  und  B C (Fig.  163) 
die  Sehnen,  und  Loth  OE  grösser  als 
OD,  so  lässt  sich  OD  auf  OE  legen,  wo 
dann  die  Bogen  zum  Theil  zusammen- 
fallen, und  AB  in  die  Lage  FG  zwischen 
O und  BO  fällt.  Es  ist  also  Bogen  FG 


grösser  als  BC  und  Gleiches  gilt  somit 
von  den  zugehörigen  Sehnen. 

III.  Lehrsätze. 

Eine  Sehne  und  die  aus  ihren  End- 
punkten gezogenen  beiden  Halbmesser 
bilden  ein  gleichschenkliges  Dreieck.  Die 
Mittellinie  desselben  (Abschn.  3.  Satz  11) 
geht  durch  die  Spitze  desselben  und  mit- 
hin durch  den  Mittelpunkt,  und  da  sie 
den  Winkel  an  der  Spitze  d.  h.  den 
Centriwiiikcl  halbirt,  so  wird  sie  nach 
den  zugehörigen  Bogen  halbircn,  da  zu 
gleichen  Sehnen  gleiche  Bogen  gehören. 
Also: 

Lehrsatz  6.  „Zu  jedem  Bogen  gibt 
cs  eine  und  nur  eine  Linie,  welche  ihn, 
die  zugehörige  Sehne  und  den  zugehö- 
rigen Ccntriwinkcl  halbirt,  durch  den 
Mittelpunkt  geht,  und  auf  der  Sehne 
senkrecht  steht.“ 

Diese  Linie  wollen  wir  auch  als  Mittel- 
linie des  Bogens  bezeichnen. 

Zieht  man  jetzt  vom  Mittelpunkte  0 
aus  (Fig.  164)  ein  Loth  OE  auf  eine 
Sehne  CD,  so  steht  dies  anch  auf  der 
parallelen  Sehne  AB  in  F senkrecht 

Fig.  164. 
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und  ist  somit  auch  die  Mittellinie  von 
AB  (Abschnitt  3.  SuU  11).  Also: 
Lehrst  ts  7.  „Zwei  parallele  Sehnen 
haben  gemeinschaftliche  Mittellinien.“ 
Zieht  man  noch  AB  und  Bll  parallel 
mit  OF,  so  ist  AG  - Bll, 

CG=  CE- AF=  ED-  FB  - IID, 
also  die  Dreiecke  ACG  und  BDII  eon- 
gruent,  aus  Gleichheit  zweier  Seiten  und 
des  eingeschlottcnen  (rechten)  Winkels, 
somit  auch  Sehne  AC=BD,  also  ebenso 
die  zugehörigen  Dogen. 

Lehrsatz  8.  „Zwei  parallele  Sehnen 
schneiden  auf  beiden  Seiten  gleiche  Bo- 
gen ab.“ 

Hiermit  verbinden  wir  noch  den  Satz: 
Lehrsatz  9.  „Durch  drei  Funkte, 
die  nicht  in  einer  Graden  liegen,  lässt 
sich  immer  ein  und  nur  ein  Kreis  legen.“ 
Beweis  Seien  .4,  B,  C (Fig.  165) 
die  Punkte.  Man  zieht  die  Mittellinie  DO 


Fig.  165 


von  A und  B,  und  FO  von  BC,  die  sich 
in  0 schneiden,  so  ist  0 als  Punkt  von 
DO  gleich  weit  entfernt  von  A und  B, 
und  als  Punkt  von  h'O  auch  von  B und  C. 
Es  gibt  also  einen  PuDkt  O und  nur 
einen,  der  von  A,  B und  C gleich  weit 
entfernt  ist,  und  O ist  mithin  Mittelpunkt 
eines  Kreises  der  durch  A,  B und  C 
geht. 

Hieraus  folgt  augenblicklich. 

Zusata.  „Zwei  Kreise  können  höch- 
stens zwei  Punkte  gemein  haben.“ 

IV.  Lehrsätze. 

Die  folgenden  Sätze  betreffen  das  Ver- 
halten zweier  Kreise  zu  einander.  Haben 
dieselben  (Fig.  166  und  167)  wirklich  zwei 
Punkte  A und  B gemein,  und  sind  O und  C 
die  Mittelpunkte  der  Kreise,  so  sind  A und 
B gleich  weit  von  O und  von  C entfernt, 
also  0 und  C Punkte  der  Mittellinie  von 
AB,  welche  somit  die  Linie  OC  selbst  ist, 


Fig.  166. 


während  AB  die  gemeinschaftliche  Sehne 
beider  Kreise  ist.  Hieraus  folgt: 

Lehrsatz  10.  „Wenn  eich  zwei  Kreise 
in  zwei  Punkten  schneiden,  so  halbirt  die 
Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  die 
gemeinschaftliche  Sehne,  und  steht  auf 
derselben  senkrecht.“ 

Wir  erhalten  aber  auch  Bedingungen 
dafür,  dass  die  Kreise  wirklich  zwei 
Punkte  gemein  haben.  Zunächst  merken 
wir  noch  folgende 

Definition.  Die  Verbindungslinie 
OC  der  Mittelpunkte  zweier  Kreise  heisst 
Centrale,  ln  unserm  Falle  bilden  nun 
die  Radien  OA,  CA  und  die  Centrale 
ein  Dreieck;  es  ist  also  sowohl  AO  + AC 
grosser  als  OC,  also  auch,  wenn  AO  der 
grössere  Radius  ist,  AO  kleiner  als 
AC+OC,  oder  AO—AC  kleiner  als  OC. 
D.  h. 


Fig.  167. 


Lehrsatz  11.  „Wenn  zwei  Kreise 
zwei  Pnnkte  gemein  haben,  so  ist  die 
Summe  ihrer  Halbmesser  grösser,  die  Dif- 
ferenz derselben  kleiner  als  die  Centrale.“ 
Dieser  Satz  lässt  sich  aber  auch  in 
folgender  Weise  umkehren. 
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Lehrsatz  13.  „Wenn  zwei  Kreise  Beweis.  Es  müssen  nämlich  dann 
keinen  Punkt  gemein  hüben,  so  ist  ent-  beide  Kreise  entweder  ganz  ausser  ein- 
weder  die  Summe  ihrer  Halbmesser  kleiner  ander  (Fig.  168),  oder  der  kleinere  C 
als  die  Centrale,  oder  die  Differenz  der-  ganz  innerhalb  des  grössern  0 (Fig.  169) 
selben  grosser  als  die  Centrale.“  fallen.  Im  ersteren  Falle  ist  offenbar 


die  Centrale  UC  grosser  als  die  Summe 
der  Radien  OA  und  BC,  im  letztem  ist 
OC=OA  — CA,  also  OA  — CB  jedenfalls 
grösser  als  OC,  da  das  abgezogene  CB 
kleiner  ist  als  CA,  womit  unser  Satz 
erwiesen  ist. 


Summe  der  Halbmesser  ist,  uuf  derselben 
ein  Punkt  A sein,  dessen  Entfernung 
von  O gleich  dem  einen,  und  dessen 
Entfernung  von  C gleich  dem  andern 
Radius  ist,  somit  ist  dieser  Punkt  A ein 
beiden  Kreisen  gemeinschaftlicher  Punkt 


Fig.  168. 


Fig.  169. 


Lehrsatz  13.  „Ist  diu  Centrale  gleich 
der  Summe  oder  gleich  der  Differenz  der 
Halbmesser  so  berühren  sich  die  Kreise 
immer  (d.  h.  sic  haben  nur  einen  Punkt 
gemein),  und  zwar  liegen  im  ersten  Falle 
die  Kreise  gnnz  ausser  einander,  im  letz- 
teren der  kleinere,  innerhalb  des  grös- 
seren, der  Berührungspunkt  aber  in  der 
Centrale.“ 

Beweis.  Offenbar  können  die  Kreise 
in  beiden  Fällen  nach  Lehrsatz  11.  nicht 
zwei  Punkte  gemein  haben,  und  nach 
Lehrsatz  12.  auch  nicht  ohne  gemein- 
schaftlichen Punkt  sein. 

Uebrigcns  wird  in  jedem  Falle,  wenn 
(Fig.  170)  die  Centrale  OC  gleich  der 


Fig.  170. 


Fig.  171. 


und  dieselben  liegen  der  eine  ausserhalb 
des  andern.  Wenn  aber  (Fig.  171)  die 
Centrale  gleich  der  Differenz  der  Halb- 
messer ist,  so  gibt  es  in  der  Verlängc- 
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rung  von  OC  einen  solchen  Pnnkt  A ; der- 
selbe ist  also  der  Berührungspunkt  der  bei- 
den Kreise,  von  denen  C innerhalb  U liegt. 

Der  letzte  Lehrsatz  lässt  sich  auch 
umkehren. 

Lehrsatz  14  „Berühren  sich  zwei 
Kreise  äusserlich,  so  ist  die  Centrale  im- 
mer gleich  der  Summe,  berühren  sie  sich 
innerlich,  so  ist  sie  gleich  der  Differenz 
der  Radien. 41 

Beweis  Es  kann  nämlich  dann  weder 
das  Criterium  zweier  Schnittpunkte  noch 
keines  Schnittpunktes  stattfinden,  nnd  es 
bleiben  nur  die  in  diesem  Lehrsätze  ge- 
gebenen Grössen  der  Halbmesser  mög- 
lich. Dass  im  ersteren  Falle  äussere,  im 
zweiten  innere  Berührung  stattfindet,  folgt 
wie  im  vorigen  Satze. 

V.  Lehrsätze. 

Das  Folgende  betrifft  die  Ausmessung 
der  Winkel  mittels  der  Kreisbogen.  Wenn 
man  aus  den  Scheitelpunkten  0 nnd  C 
zweier  Winkel  (Fig.  172)  Kreise  mit  glei- 


Fig.  172. 


eben  Halbmessern  OA  nnd  CO  legt,  so 
entstehen  AB  nnd  OE,  deren  Centriwinkel 
die  gegebenen  Winkel  sind.  Haben  die- 
selben nun  irgend  ein  genaues  Mnass,  d.  h. 
einen  Winkel,  der  in  AOB  eine  ganze 
Anzahl  von  » Malen,  nnd  eine  andere 
ganze  Anzahl  p mal  in  OCR  enthalten 
ist,  kann  man  also  AOB  in  n Thcilc 
theilen,  deren  jeder  gleich  AOE  ist,  nnd 
OCE  in  p solcher  Thcile  theilen,  so  wer- 
den die  Bogen  AB  nnd  OE  in  gleich 
viel  Thcile  Ae,  ef  ...,  Dg,  gli  ...  ge- 
thcilt,  dio  alle  gleich  dem  zu  AOB  ge- 
hörigen Bogen  Ae  sind.  Haben  beide 
Winkel  kein  genaues  Maass,  so  lässt 
•ich,  ganz  wie  bei  der  Ausmessung  der 
Figurendargcthan,  immer  ein  Winkel  AOe 
finden,  der  bis  auf  einen  beliebig  klein 
zn  machenden  Fehler  die  Winkel  misst, 
nnd  der  zugehörige  Bogen  Ae  wird  das- 


selbe in  Bezug  auf  AB  und  OE  thun. 
Daraus  folgt  der  wichtige  Satz: 

Lehrsatz  15.  „Man  kann  die  Winkel 
mittels  der  Bogen,  deren  Centriwinkel 
sie  sind,  nnd  die  Bogen  mittels  der  Winkel 
messen.  Um  nämlich  einen  Winkel  OCE 
durch  ein  gegebenes  Maass  AOB,  das  also 
eine  Winkelgrössc  sein  muss,  zu  messen, 
schlage  man  von  O und  Cals  Mittelpunkte 
mit  beliebigen  aber  gleichen  Radien  Bogen 
AB  nnd  DE-,  so  oft  der  crstcrc  in  dem 
letzteren  enthalten  ist,  wird  auch  der 
Winkel  AOB  in  OCE  enthalten  sein.“ 

Erläuterung.  Wählt  man  also  als 
Winkeleinhcit  den  Rechten,  so  ist  der 
entsprechende  Bogen  der  vierte  Theil  der 
Peripherie,  den  man  Quadrant  nennt. 
Hat  z.  B.  ein  Winkel  } Rechte,  so  hat 
der  zugehörige  Bogen  $ Quadranten.  Da 
man  als  Winkeleinhcit  oft  den  Grad,  d.  h. 
den  90-  Theil  des  Rechten  nimmt,  so 
kann  als  Bogencinheit  der  90.  Theil  des 
Quadranten,  den  mnn  ebenfalls  Grad 
nennt,  dienen,  und  alle  Bogen  werden 
dann  durch  dieselbe  Zahl  bestimmt  sein, 
als  die  zu  ihm  gehörigen  Centriwinkel. 
Der  60.  Theil  eines  Grades,  die  Minute, 
und  der  60.  Theil  der  Minute,  die  Se- 
eunde,  beziehen  sich  also  nun  in  gleicher 
Weise  auf  Bogen  wie  auf  Winkel.  Auf 
diesen  Betrachtungen  beruht  offenbar  der 
Gebrauch  des  Transporteur. 

VI.  Lehrsätze  und  Zusätze. 

Lehrsatz  16.  „Stehen  Pcripherie- 
winkcl  und  Centriwinkel  auf  demselben 
Bogen,  so  ist  der  letztem  doppelt  so  gross 

als  der  erstem.“ 

Beweis.  Wir  unterscheiden  3 Fälle. 
Fall  a.  Der  Mittelpunkt  O liegt  in  einem 
Schenkel  des  Periphericwinkels  Al'B  i Fig. 
173).  Fall  b.  Derselbe  liegt  innerhalb 
der  Winkclebenc  des  Peripherie«  inkels. 
Fall  c.  Derselbe  liegt  ausserhalb  dieser 
Winkclebenc. 


Fig.  173. 
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Fähren  wir  den  Beweis  für  Fall  a. 

Der  Cenlriwinkel  AOB  (Fig.  173)  ist 
Ausacnwinkel  des  gleichschenkligen  Drei- 
eck« OCB,  mithin  gleich  OBC  + OCB, 
und  da  diese  beiden  Winkel  gleich  sind, 
AOB  = 2 OCB.  Ks  ist  aber  OCB  oder 
ACB  der  mit  AOB  anf  gleichem  Bogen 
AB  stehende  Pcripheriewinkel.  — Was 
die  beiden  andern  Fälle  anbetrifft,  so 
ziehen  wir  durch  C und  O (Fig.  174 
und  175)  Linie  CD,  dann  ist  wie  eben 


Fig.  174. 


gezeigt : DOB  = 20(11,  DOA  = 2 DCA, 
•oder  Beides  im  Falle  b.  nddirend.  im 
Falle  c.  das  Letztere  vom  F.rstcrcn  nb- 
zichend,  ergibt  sich  AOB  = 2ACB,  womit 
unser  Satz  bewiesen  ist. 


Fig.  17G. 


A und  C offenbar  der  eine  O mit  dem 
hohlen  Winkel  DOB  und  der  andere  A 
mit  dem  erhabenen  Winkel  DOB  anf 
demselben  Bogen  befindlich,  und  da  beide 
Winkel  DOB  zusammen  4 Beeilte  betra- 
gen, so  wird  die  Summe  A + 0 gleich 
2 Hechten  sein,  d.  h. : 

Zusatz  2.  „In  jedem  Kreisvicreck 
ist  die  Summe  je  zweier  gegenüberlie- 
genden Winkel  2 Rechten  gleich.“ 
Stehen  endlich  zwei  Pcripheriewinkel 
auf  demselben  oder  gleichen  Bogen,  so 
sind  sic  die  Hälften  gleicher  Ccntriwinkel, 
also : 

Zusatz  3.  „Periphcricwinkel  auf  glei- 
chen oder  demselben  Bogen  sind  gleich.“ 


Fig.  175. 


Fig.  177. 


Wenn  der  Bogen  ein  Halbkreis  ist, 
so  ist  der  zugehörige  Ccntriwinkel  AOB 
(Fig  176)  gleich  zwei  Rechten,  also  der 
Pcripheriewinkel  ACB  gleich  einem  Rech- 
ten, d.  V 

Zusatz  1.  „Der  Peripheriewinkel  im 
Halbkreise  ist  immer  ein  Rechter.“ 
Wenn  ferner  ein  Viereck  ABCD  (Fig. 
177)  dem  Kreise  eingeschrieben  ist,  so 
ist  von  swei  gegenüberliegenden  Winkeln 


VII.  Leh  rsä  tze. 

Diese  Satze  beziehen  sich  anf  Tan- 
genten. Ist  AB  eine  solche  an  Kreis  0 
(Fig.  178)  und  C der  Berührungspunkt, 
so  ist  jede  von  O nach  AB  gezogene 
Linie,  also  z.  B.  OA  länger  als  OC,  da 
OC  der  Halbmesser,  OA  grösser  als  der- 
selbe ist.  Von  allen  Linien,  die  von  0 
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Fig.  178. 


Fig.  179. 


nach  AU  gezogen  sind,  ist  aber  die  auf 
AB  senkrechte,  die  kürzeste,  also: 
Lehrsatz  17.  „Die  vom  Berührungs- 
punkte einer  Tangente  nach  dem  Mittel- 
punkte gezogene  Linie  steht  anf  der 
Tangente  senkrecht," 

Dieser  Satz  lässt  sich  anch  aasdrücken  : 
„Gin  Lotli  vom  Mittelpunkte  anf  die 
Tangente  gefällt,  geht  durch  den  Be- 
rührungspunkt.“ 

Denn  es  gibt  ja  nur  ein  solches  Loth. 
Aber  unser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren. 

Lehrsatz  18.  „Jede  Linie,  die  durch 
den  Endpunkt  6' eines  Iladius  WC  gezogen 
ist  (Fig.  179)  und  auf  demselben  senk- 
recht steht,  ist  eine  Tangente.“ 

Beweis.  Wäre  All  keine  solche, 
und  stände  doch  auf  CO  senkrecht,  so 
müsste  sic  einen  zweiten  l’unkt  A mit 
dem  Kreise  gemein  haben,  es  wäre  also 
AO  ein  Halbmesser,  also  AO-CO  und 
Winkel  OAC—OCA  = B,  was  unmög- 
lich ist. 

Lehrsatz  19.  „Wenn  zwei  Tangen- 
ten einen  Schnittpunkt  haben,  so  sind 
die  Entfernungen  ihrer  Berührungspunkte 
von  demselben  gleich.  Auch  geht  die 
Halbirungslinie  ihres  Winkels  durch  den 
Mittelpunkt.“ 

Beweis.  Seien  AC  und  BC  (Fig.  179) 
die  Tangenten,  O der  Mittelpunkt;  wir 
ziehen  AO,  OB  und  CO,  so  ist 
A AOC  £ BOC, 

weil  CO— CO,  AO  = BO  als  Radien, 
Winkel  A = B als  Rechte,  also  AC=BC, 
Winkel  ACO=BCO.  In  der  That  also 
geht  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ACB 
durch  den  Mittelpunkt. 

Lehrsatz  *10.  „Zwei  Kreise,  welche 
sich  berühren , haben  im  Berührungs- 
punkte eine  gemeinschaftliche  Tangente.“ 
Beweis.  Offenbar  nämlich  fällt  der 
Berührungspunkt  A (Fig.  180)  mit  den 
Mittelpunkten  O und  C in  eine  Linie 


(Lehrsatz  13.);  die  Senkrechte  AD  auf  00 
steht  also  auf  beiden  Halbmessern  0A 
und  CA  senkrecht,  und  ist  also  Tangente 
beider  Kreise. 

Lehrsatz  21.  „Zieht  man  durch 
einen  Punkt  der  Peripherie  eine  Sehne 

Fig.  180. 


und  eine  Tangente,  so  ist  der 
dieser  Linie  gleich  dem  Periphcriewinkel, 
der  auf  dem  dazwischen  liegenden  Bogen 
steht.“ 

Beweis.  Seien  CA  (Fig.  181  und  182) 
die  Tangente,  CB  die  Sehne,  so  soll  der 
auf  Bogen  CKB  stehende  Peripherie- 
tvinkcl  gleich  Winkel  ACB  soin.  Wir 
nehmen  zunächst  an,  dieser  Winkel  sei 
ein  spitzer  (Fig  181).  Den  Peripherie- 
winkcl  BI)C  ziehen  wir  so,  dass  sein 
einer  Schenkel  CD  durch  den  Mittelpunkt 
geht.  Dann  ist  Winkel  DCA  = R . »Iso 
auch  DCB  + BCA  = R,  ferner  Winkel 
im  Halbkreise  DBC=  R,  und  die  Summe 


Digitized  by  Google 


Raumlehre. 


145 


Raumlehre. 


da  non  BCF + BCA  = 2R, 

and  £4-  D = 2R,  *0  muss  BDCzi  BCA  6cin, 
was  za  beweisen  war. 

Schliesslich  erwähnen  wir  noch  einen 
Satz  von  dem  dem  Kreise  umschriebenen 
Vierecke. 

Lehrs  atz  22.  ,, In  jedem  dem  Kreise 
umschriebenen  Vierecke  ist  die  Summe  je 
zweier  gegenüberliegender  Seiten  gleich.“ 

Beweis.  Sei  AB  DO  (Fig.  183)  das 
Viereck,  E,  F G,  II  die  Berührungs- 
punkte, so  ist  nndi  Satz  19.: 


der  beiden  anderen  Winkel  des  Dreiecks 
FBC:  FCB -f- BFC  = li;  diese  Gleichung 
in  Verbindung  mit  FCII  + BCA  = K 
gibt  UFCzz/iFCzzBCA  - Wäre  BCA 
ein  Rechter,  so  wflre  BC  der  Durchmesser, 
BDC  der  Winkel  im  Halbkreise,  also 
ebenfalls  ein  Rechter.  Sei  jetzt  (Fig.  182) 
ACB  ein  stumpfer  Winkel,  BI)C  der 
Winkel  auf  Bogen  DEC , Winkel  BEC 
innerhalb  dieses  Rogens,  so  betragen  die 
Winkel  E und  I)  zwei  ltechte  als  Winkel 
im  Kreisviereckc,  E aber  steht  uuf  Bu- 
gen BDC  und  ist  also  gleich  dem  spitzen 
Winkel  BCF , dem  Nebenwinkel  von  BCA  ; 


Fig.  182. 


AE  = All,  DG  = Bll,  l)E  = DF,  OC=OFt 

also  durch  Addition: 

AE  + BG  4-  DE  -f  OG  = AH  4-  Bll 

4-  DF  4-  OF, 

oder: 

AD  4*  BO  = AB  + DO. 


7)  Geometrische  Cunstructioncn. 

T.  Einleitung. 

Geometrische  Cunstructioncn  haben  den 
Zweck,  gewisse  Punkte,  Linien,  Winkel  aus 
gegebenen  Bedingungen  zu  linden,  welche 
sich  auf  Lage  und  Grdsscnvcrhültnisse  be- 
ziehen. Es  ist  dazu  das  Ziehen  von  graden 
und  krummen  Linien  nftthig.  Im  engem 
Sinne  versteht  man  unter  geometrischer 
LOsung  indess  eine  solche,  wobei  nur 
die  grade  Linie  und  der  Kreis  ver- 
wendet sind.  Da  sich  auch  die  Lage  von 
RaumgrOssen  zuletzt  immer  auf  Grösscn- 
verhältnisse  zurückführen  lässt,  so  stellt 
der  Construction  immer  eine  Berechnung 
gegenüber,  welche  ebenfalls  die  Aufgabe 
löst,  und  beido  Losungen  stehen  in  der 
merkwürdigen  Beziehung,  dass  wenn  die 
letztere  zu  einer  einfachen  oder  quadra- 
tischen Gleichung  führt,  immer  die  Con- 
struction mittels  der  graden  Linie  und 
des  Kreises  geschehen  kann.  (Diese  Be- 
ziehung ist  in  dem  Artikel:  „Quadratische 
Gleichung“  bewiesen  ) 

Was  die  Art  und  Weise  der  Construc- 
tionen  nnbetrifft,  so  merken  wir  zunächst 
folgende  Grundwahrheiten: 

A)  „Ein  Punkt  kann  gegeben  sein, 
wenn  man  zwei  (grade  oder  krumme) 
Linien  kennt,  die  durch  denselben  gehen, 
sich  also  in  ihm  schneiden.  Diese  Linien 
nennt  man  jede:  „Ort“  des  fraglichen 
Punktes.  — Sind  beide  Linien  grade,  so 
haben  sie  nur  einen  Schnittpunkt,  der 
Punkt  knnn  also  nur  einer  sein.  Ist 
ein  Ort  ein  Kreis,  der  nnderc  eine  Grade 
oder  beide  Kreise,  so  können  2 Schnitt- 
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unkte  vorhanden  lein,  also  es  sind  auch 

Punkte  möglich,  welche  die  gegebene 
Bedingung  erfüllen.“ 

B)  ..Eine  unbegrenzte  grade  Linie  ist 
gegeben,  wenn  man  2 Punkte  in  der- 
selben kennt.“ 

C)  „Ein  Winkel  ist  gegeben,  wefln 
man  die  Ricbtuug  beider  Schenkel,  d.  h. 

2 Punkte  in  jedem  derselben  kennt.  Ist 
der  Scheitelpunkt  gegeben,  so  ist  nur 
noch  ein  Punkt  in  jedem  Schenkel 
nöthig.“ 

D)  „Ein  Kreit  ist  gegeben,  wenn  man 

3 Punkte  seiner  Peripherie,  oder  seinen 
Mittelpunkt  und  einen  Punkt  der  Peri- 
pherie kennt.“ 

Alle  Constructionen  sind  auf  einige 
einfache  zuruckznfBhren , die  wir  als 
Postulate  (Forderungen)  bezeichnen. 

Postulat  1.  „Zwischen  zwei  ge- 
gebenen Punkten  A und  B kann  man 
immer  eine  Orade  ziehen.“ 

Bekanntlich  gewahrt  ein  Lineal,  wel- 
ches mau  auf  A und  B legt,  das  Mittel 
hierzu. 


Postulat  2.  „Man  kann  aut  A alt 
Mittelpunkt  mit  einem  gegebenen  Kadiui 
einen  Kreit  ziehen.“ 

Der  Zirkel  gewährt  hierzu  die  Mög- 
lichkcit. 

Postulat  3.  „Man  kann  aus  A als 
Mittelpunkt  einen  Kreis  ziehen,  der  durch 
einen  gegebenen  Punkt  B geht.“ 

Auch  dies  geschieht  mittels  des  Zirkels. 

II.  Aufgaben. 

Die  hier  zu  behandelnden  Aufgaben 
beruhen  auf  einer  Ortsbestimmung,  welche 
durch  die  Definition  des  Kreises  gege- 
ben ist. 

Ortsbestimmung.  „Die  Peripherie 
eines  Kreises,  welcher  aus  Mittelpunkt  A 
mit  Halbmesser  r gezogen  ist,  ist  der 
Ort  aller  Punkte,  welche  von  A die  Ent- 
fernung r haben.“ 

Aufgabe  1.  „Von  Punkt  C einer 
gegebenen  unbegrenzt  gedachten  Linie 
AB  ein  Stück  abzuschneiden,  das  gleich 
einer  gegebenen  Strecke  m ist.“ 

Auflösung.  Von  C (Fig.  184)  ans 


Fig.  184. 


wird  mit  Halbmesser  m ein  Kreis  ge- 
schlagen, welcher  AB  in  D und  E schnei- 
det; es  sind  dann  CD  und  CE  zwei  sol- 
cher verlangten  Stücke. 

Determination.  Es  gibt  mithin 
immer  zwei  Lösungen  unserer  Aufgabe. 

Aufgabe  2.  „Es  sind  drei  Strecken 


m,  n,  p gegeben.  Ein  Dreieck  zu  zeich- 
nen, dessen  Seiten  m,  n und  p sind,  mit 
der  Maassgabe,  dass  die  m gleiche  Seite 
in  die  gegebene  Richtung  AD  fällt,  und 
die  Seiten  m und  n in  A zusammenstossen. 

Auflösung.  Schneide  von  AD  sh 
AB=.tn,  (Fig  185)  schlage  mit  n von  A, 
mit  p von  B aus  Kreise,  die  sich  in  C 


Fig.  185. 
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sohneiden,  so  ist  ACB  das  verlangte 
Dreieck  (denn  die  Entfernung  AC  ist 
gleich  m,  BC  gleich  p). 

Determination.  Die  Kreise  schnei- 
den sich  noch  in  einem  zweiten  Punkte  C„ 
es  sind  also  2 Dreiecke  möglich,  die  aber 
congruent  sind.  Damit  jedoch  die  Kreise 
sich  überhaupt  schneiden,  muss  die  Summe 
zweier  der  Linien  m,  n,  p grosser  als 
die  dritte  sein.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  gibt  cs  kein  Dreieck. 

Bemerkung.  Ist  m = n,  also  das 
Dreieck  gleichschenklig,  so  wird  der 


Kreis,  welcher  AD  in  B schneidet,  zu- 
gleich dor  eine  von  den  beiden  sein, 
welche  sich  in  C schneiden.  In  diesem 
Falle  sind  also  statt  drei  nur  zwei  Zirkel- 
schltge  nOthig. 

Aufgabe  3.  „Gegeben  Winkel  E, 
denselben  so  abzutragen,  dass  die  gege- 
bene Linie  AB  ein  Schenkel,  und  A der 
Scheitelpunkt  wird.“ 

Vorbereitung.  Zieht  man  durch 
die  Schenkel  von  E (Fig.  186)  irgend 
eine  Linie,  so  entsteht  ein  Dreieck.  Tragt 
man  dasselbe  Ober  AB  so  ab,  dass  AB 


Fig.  186. 


/ 

D 

/ 

/ 

( r, 

eine  Seite  A die  Ecke  wird,  in  die  Winkel 
£ fallt,  was  nach  voriger  Aufgabe  ge- 
schieht, so  hat  man  ein  congruentet 
Dreieck,  also  bei  A einen  E gleichen 
Winkel,  womit  die  Aufgabe  gelost  ist. 
Am  bequemsten  macht  man  das  Dreieck 
gleichschenklig,  also: 

Auflösung.  Mit  beliebiger  Zirkel- 
öffnung schl&gt  man  von  Punkt  E einen 
Kreis,  der  die  Schenkel  des  Winkels  E 
in  F und  G schneidet.  8chligt  von  A 
aus  mit  EF  einen  Bogen  der  dB  in  C 
schneidet,  und  von  C aus  mit  FG  einen 
Bogen,  der  den  vorigen  in  D schneidet, 
verbindet  DA,  so  ist  DAC  der  verlangte 
Winkel. 

Determination.  Es  sind  2 Winkel 
auf  beiden  Seiten  von  AB  möglich. 

Aufgabe  4.  „Gegeben  Linie  AB 
und  Punkt  C (Fig.  187);  durch  letztem 
eine  Parallele  mit  AB  zu  legen.“ 


Fig.  187. 


Vorbereitung.  Zieht  man  CD  be- 
liebig nach  AB,  und  tragt  Winkel  CDA 
so  an  CD  an,  dass  ein  gleicher  Winkel 
ECD  entsteht,  so  hat  man  gleiche  Wechsel- 
winkel, und  es  ist  CE  parallel  AB,  also: 

Auflösung.  Ziehe  CD  beliebig  nach 
AB,  schlage  von  D mit  CD  einen  Kreis, 
der  AB  in  F schneidet,  und  mit  dem- 
selben Radius  von  C aus  einen  Kreis  DE, 
dann  mit  FC  von  D aus  einen  solchen 
der  DE  in  E schneidet,  und  verbindet 
CE,  so  ist  diese  Linie  die  gesuchte. 

Determination.  Es  gibt  natürlich 
nur  eine,  und  immer  eine  solche  Linie, 
wenn  C nicht  in  AB  liegt.  — Auf  die 
hier  gelösten  Aufgaben  lassen  sich  viele 
andere  zurückführen.  Wir  geben  hier 
noch  diejenigen,  welche  die  Construction 
eines  Dreiecks  aus  drei  gegebenen  Stücken 
bewirken. 

Aufgabe  5.  „Gegeben  Linie  AD 
(Fig.  188).  Darüber  ein  Dreieck  zu  er- 
richten, dessen  eine  Seite  AB  gleich  der 
gegebenen  Strecke  m ist,  und  in  die 
Richtung  AD  füllt,  dessen  zweite  Seite 
der  gegebenen  Strecke  n gleich  ist,  und 
mit  AB  den  gegebenen  Winkel  a ein- 
schlicsst.“ 

Auflösung.  Mache  AB  = m,  Winkel 
BAC-n,  Schenkel  AC=n  und  ziehe  BC. 

Offenbar  sind  immer  zwei  Dreiecke 
auf  beiden  Seiten  von  AB  möglich. 

Aufgabe  6.  „Gegeben  Linie  AD  (Fig. 
189).  Darüber  ein  Dreieck  zu  errichten, 
dass  AB  — m die  eine  Seite  desselben 
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wird,  die  Winkel  bei  A und  ti  die  ge- 
gebenen Grossen  n und  ft  lmbcn.“ 
Auflösung.  Mache  AB  = m,  Winkel 
BA(  '=  a,  Winkel  A B( ß.  deren  Schenkel 
sieh  in  C sehneiden.  ABC  ist  das  ver- 
langte Dreieck.  Offenbar  gibt  es  deren 
zwei. 


Anlgabc  8.  „Gegeben  A/>(Fig  191). 
Ein  Dreieck  darüber  zu  errichten,  dass 
Seite  AB  = m.  Seite  AC  = n,  und  der 
Winkel  hei  B—  fl  wird.“ 

Auflösung  Mache  AB  — m,  Winkel 
ABC=fl.  Schlüge  von  A mit  n einen 
Bogen,  der  BC  in  C schneidet.  ABC 
ist  offenbar  das  verlangte  Dreieck. 


Aufgabe  7.  „Uebcr  Af)  (Fig.  190) 
ein  Dreieck  zu  errichten,  dass  AB  = m 
eine  Seite,  der  Oegcnwinkcl  derselben 
C-y,  und  der  anliegende  Winkel  A = a 
wird.“ 

A u fl ös u n g.  Mache  Winkel  KAD  = a. 
Trage  an  einen  beliebigen  Ponkt  E von 
EA  als  Scheitelpunkt  Winkel  FEA  = y 
an,  nnd  ziehe  durch  B,  BC  pnrallcl  mit 
FE,  so  ist  ACB  das  verlangte  Dreieck, 
(denn  Winkel  C = E = y). 


Determination.  Der  Kreis  schnei- 
det ABC  in  zwei  Punkten.  Liegen  beide 
Punkte  C'und  C auf  verschiedenen  Selten 
von  AB  (Fig.  192),  so  ist  nur  ein  Dreieck 
mflglieh,  da  nur  eins  der  so  gewonnenen 

Fig.  192. 


Fig.  190. 
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Dreiecke  den  Winkel  ß,  das  andere  den 
Nebenwinkel  von  ß hat.  Liegen  C,  C 
auf  einer  Seite  von  All  (Fig.  191),  so 
hat  man  zwei  Dreiecke  ABC  und  ABO. 
Da  aber,  wenn  AC  die  grossere  Seite  ist, 
nur  ein  Dreieck  möglich  ist,  so  tritt  der 
erste  Fall  ein,  wenn  m kleiner  als  n, 
der  zweite,  wenn  m grösser  als  n ist. 


III.  Aufgaben. 

Ortsbestimmung.  Wie  wir  im 
zweiten  Abschnitt  gesehen  hnben,  ist  die 
Mittellinie  zweier  Punkte  A und  11  der 
Ort  aller  Punkte,  die  von  A und  B gleich 
weit  entfernt  sind.  Dies  gibt  sogleich 
eine  Construction  der  Mittellinie. 

Aufgabe  9.  „Zwei  Punkte  A und  B 
oder  eine  Linie  AB  ist  gegeben.  Die 
Mittellinie  zu  finden.“ 

Auflösung.  Schlage  von  A und  B 
(Fig.  193)  mit  beliebiger  aber  gleicher 


Fig.  193. 


Zirkelöffnung  Kreise,  die  sich  in  C und 
I)  schneiden,  so  ist  CO  die  Mittellinie. 
(Denn  C und  D sind  von  A und  B gleich- 
weit entfernt.) 

Bemerkung.  Der  Halbmesser  der 
Kreise  muss  grösser  als  die  H&lfte  von 
AB  sein,  weil  sonst  dieselben  sich  nicht 
schneiden.  Da  die  Mittellinie  AB  hal- 
birt,  so  ist  mit  dieser  Auflösung  zugleich 
eine  gefunden  fQr  die 

Aufgabe  10.  „Eine  Linie  AB  zu 
halbircn.“ 


Auflösung.  Der  Schnittpunkt  F 
von  AB  und  CD  lat  der  Halbirungspnnkt. 
Da  ferner  dio  Mittellinie  auch  den  Winkel 
an  der  Spitze  des  über  AB  irrichtetcn 
gleichschenkligen  Dreiecks  halbirt,  ferner 
auf  AB  senkrecht  steht,  so  lassen  sich 
leicht  auf  demselben  Wege  noch  fol- 
gende Constructioncn  linden. 


Anfgabe  11.  „Eiuen  gegebenen  Win- 
kel C zu  hnlhiren.“ 

Vorbereitung.  Macht  man  die 
Schenkel  von  C (Fig.  194)  CA  und  CB 
gleich,  so  ist  C ein  Punkt  der  Mittellinie 
von  AB ; ein  zweiter  ist  wio  in  der  vori- 
gen Aufgabe  zu  ßnden.  Also: 


Fig.  194. 


Auflösung.  Schlage  von  C aus  mit 
beliebigem  Radius  einen  Bogen,  der  die 
Schenkel  von  C in  A und  B schneidet, 
von  diesen  Punkten  aus  mit  beliebiger 
nber  gleicher  Zirkelöffnnng  Bogen,  die 
sich  in  I)  schneiden;  CO  halbirt  dann 
den  Winkel  C. 

Aufgabe  12.  „Durch  einen  gege- 
benen Punkt  C einer  Linie  AC  eine 
Senkrechte  auf  derselben  zu  errichten.“ 

Vorbereitung.  Verlängert  man  AC 
(Fig.  195 1 um  ihro  eigene  Grosse  CB,  so 
ist  C ein  Punkt  der  Mittellinie  von  AB, 
die  somit  auf  AC  in  C senkrecht  steht. 
Also ; 

Auflösung.  Mache  CB  = AC,  schlage 
von  A und  B aus  mit  gleicher  Zirkel- 
öffnung Bogen,  dio  sich  in  D schneiden, 
so  ist  OC  das  Loth  auf  AB. 

Aufgnbc  13-  „Von  einem  Punkt  C 


Fig.  195. 
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anescrhalb  AB  eine  Senkrechte  dnraof 
zu  fallen.“ 

Vorbereitung.  Schlägt  man  von  C 
(Fig.  196)  aus  einen  Bogen,  der  A B in  zwei 
Funkten  A und  B schneidet,  so  ist  C ein 
Funkt  der  Mittellinie  von  AB.  Also: 


Fig.  196. 


Auflösung.  Schlage  von  C aus 
einen  Bogen,  der  die  Linie  AB  in  A und 
B schneidet,  von  A nnd  B mit  gleicher 
Zirkelöffnung  Bogen,  die  sich  in  D schnei- 
den, so  ist  CD  senkrecht  auf  AB.  — 
Aus  den  Eigenschaften  der  Mittellinie 
ergibt  sich  auch  die  Lösung  einiger  Auf- 
gaben, die  den  Kreis  betreffen. 

Anfgabe  14.  „Es  ist  ein  Bogen  AB 
(Fig.  197)  gegeben.  Seinen  Mittelpunkt 
su  finden,“ 


Fig.  197. 


Vorbereitung.  Da  die  Mittellinie 
jeder  Sehne  und  des  lugehörigen  Bogens 
durch  den  Mittelpunkt  geht,  so  handelt 
es  sich  nur  darum  AB  in  zwei  Bogen 
zntheilen  und  ihre  Mittellinien  zu  finden. 
Also : 

Auflösung.  Nehme  C beliebig  auf 


AB,  ziehe  die  Mittellinien  von  ACund  CB. 
Diese  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  O. 

Aufgabe  15.  „Einen  Bogen  zu  hal- 
biren.“ 

Auflösung.  Ist  AB  (Fig.  198)  der 
Bogen,  so  zieht  man  seine  Mittellinie  CD, 
welche  das  Verlangte  leistet. 


Fig.  198. 


Aufgabe  16.  „Drei  Funkte  A,  B,  C 
gegeben.  Einen  Krois  durch  dieselben  zu 
legen  “ 

Vorbereitung.  Nach  Abschnitt  6. 
Sats  9.  schneiden  sich  die  Mittellinien 
je  zweier  Funkte  im  Mittelpunkte  des 
gesuchten  Kreises.  Also: 

Auflösung.  Bestimme  die  Mittel- 
linien von  AB  und  BC  (Fig.  199),  die 
sich  in  O schneiden,  und  schlage  aus  O 
mit  Halbmesser  OA  einen  Kreis,  wel- 
cher der  gesuchte  ist. 


Determination.  Die  drei  Punkte 
A,  B,  (.'  dürfen  nicht  in  grader  Linie 
liegen. 

Aufgabe  17.  „Ein  Bogen  AB  ge- 
geben. Durch  den  gegebenen  Punkt  B 
desselben  eine  Tangente  zu  legen.“ 


Digitized  by  Google 


Raumlehre. 


151 


Raumlehre. 


Auflösung.  Ziehe  den  Halbmesser 
BO  (Fig.  200),  und  BC  senkrecht  darauf, 
so  ist  dies  die  Tangente.  (Da  jede  Grade, 
die  auf  dem  Radius  steht,  eine  solche  ist.) 


gezogene  Linien  CA  und  DB  parallel, 
und  als  Parallelen  zwischen  Parallelen 
einander  gleich. 

Fig.  202. 


Definition  Wenn  man  Ton  einem 
Pnnkte  C (Fig.  201)  eine  beliebige  Linie 
CP  nach  der  gegebenen  AB  zieht,  welche 
mit  derselben  den  Winkel  n macht,  so 
heisst  CP  die  schiefe  Entfernung 
des  Punktes  C ron  der  Linie  AB 
unter  Winkel  a.  Ist  der  Winkel  a 
ein  Rechter,  so  ist  die  Linie  CP  die  kür- 
zeste Ton  allen  Linien,  die  von  C nach 
AB  gezogen  werden  können.  Sie  heisst 
daher  kürzeste  Entfernung,  auch 
senkrechte  Entfernung,  oder  bloss  Ent- 
fernung des  Punktes  C von  AB. 


Fig.  201. 


Aufgabe  18.  ,.Dio  schiefe  Entfer- 
nung des  Punktes  C von  AB  (Fig.  201) 
unter  Winkel  ct  zu  finden.“ 

Auflösung.  Trage  im  beliebigen 
Punkte  E der  Linie  AB  den  Winkel  a 
an.  Ist  EF  der  andere  Schenkel  des- 
selben, so  ziehe  CP  parallel  EF  und 
CP  ist  offenbar  die  gesuchte  Linie. 

Ortsbestimmung.  Die  durch  Punkt 
C (Fig.  202)  mit  AB  parallel  gelegte 
Linie  CD  ist  der  Ort  aller  Pnnkte,  die 
mit  C gleiche  (schiefe  oder  senkrechte) 
Entfernung  von  AB  haben. 

Offenbar  nämlich  sind  zwei  von  C und 
D nach  AB  unter  gleichem  Winkel  a 


Vorbereitung.  Die  Höhe  ist  die 
senkrechto  Entfernung  der  Spitze  C von 

AB,  also  die  von  AB  um  DO  entfernt« 
Parallele  ein  Ort  dieser  Spitze,  ein  zweiter 
Ort  ist  der  andere  Schenkel  des  Winkel  er. 
Also: 

Auflösung.  Trage  an  AB  in  A 
den  Winkel  o = CAB  an(Fig.  203)  und  in 


Fig.  203. 


einem  beliebigen  Punkte  D von  AB  senk- 
recht DO  gleich  der  gegebenen  Höhe. 
Ziehe  durch  O eine  Parallele  OC  mit 
AB,  welche  den  Schenkel  AC  von  a in 
C schneidet.  ABC  ist  dos  verlangte 
Dreieck. 

Aufgabe  20.  „Ein  Dreieck  zu  con- 
struiren,  wenn  gegeben  sind  die  Höhe 
DO,  die  Grundlinie  AB  und  eine  andere 
Seite  AC. 

Vorbereitung.  Ort  von  C sind 
die  um  DO  von  AB  entfernto  Parallele, 
und  der  Kreis,  welcher  A zum  Mittel- 
punkt, AC  zum  Radius  bat.  Also: 

Auflösung.  Schlage  von  A (Fig. 
203)  mit  Radius  AC  einen  Bogen,  ziehe 
DO  senkrecht  auf  AB,  und  OC  parallel 
mit  AB.  Möge  letztere  Linie  den  Bo- 
gen in  C schneiden,  so  ist  ABC  daa 
verlangte  Dreieck, 
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V.  Aufgaben. 

Ortsbestimmung.  Ist  CU  (Fig. 
204)  eine  Sehne  eines  Kreises,  CEU  ein 
darüber  errichteter  Pcriphcriewinkel,  so 
ist  der  Bogen  CEO  der  Ort  der  Spitzen 
aller  Dreiecke,  welche  auf  derselben 
Seite  von  CU  liegend,  diese  Linie  zur 
Grundlinie  und  als  deren  Gegenwinkel 
den  Winkel  E linken. 


schneiden,  ist  der  Mittelpunkt  des  ge- 
suchten Bogens,  welcher  auf  der  andern 
Seite  als  CA  von  CU  liegt.  — Es  ist 
nämlich  UCA  Winkel  zwischen  Tangente 
und  Sehne,  CBU  z.  B.  der  Peripherie- 
winkel auf  dem  dazwischen  liegenden 
Bogen. 

Ist  « ein  Beeilter,  so  muss  CD  Durch- 
messer sein.  In  diesem  Falle  halbire  CD 


Fig.  204 


Denn  offenbar  haben  allo  Dreiecke, 
deren  cino  Seite  CU  ist,  und  deren 
Spitze  in  einem  Punkte  F des  Bogens 
CED  liegt,  dieso  Eigenschaft.  Es  hat 
sic  aber  kein  anderes  Dreieck.  Denn 
sei  CGD  ein  solches  und  schneidet  eino 
Seite  GD  die  Peripherie  in  F,  so  miissto 
Winkel  CGD  — CFU  sein,  was  unmög- 
lich ist. 

Definition.  Ist  über  CD  ein  Bogen 
errichtet,  der  den  Periphcricwinkel  CED 
umfasst,  so  nennen  wir  diesen  Bogen 
den  Umspannungsbogen  des  Winkels. 

Aufgabe  21.  „Gegeben  Linie  CD. 
Durch  C und  D einen  Bogen  zu  legen, 
dor  den  gegebenen  Winkel  « umfasst.“ 

Auflösung.  Trage  an  CD  (Fig.  205) 
Linie  CA  unter  Winkel  « an.  Ziehe  OC 
senkrecht  darauf,  und  die  Mittellinie  EO 
von  CD.  Der  Punkt  0,  wo  CO  und  EO  sich 


l'ig.  205. 


in  E.  und  schlage  mit  ED  einen  Kreis, 
welcher  der  gesuchte  ist. 

Aufgabe  22.  „Gegeben  eine  Linie 
AB.  Darüber  ein  Dreieck  zu  errichten, 
dessen  andere  Seite  .IC,  und  der  Gegen- 
winkel y von  AB  gegeben  sind.“ 

Auflösung.  Errichte  über  Aff  (Fig. 
206)  den  Umspannungsbogen  von  y,  und 
von  A aus  einen  Bogen  mit  iiadius  AC, 
der  den  Umspnnnungsbogcn  in  C schnei- 
det. ABC  ist  das  gesuchte  Dreieck. 


Für.  206 


Aufgabe  23.  „Gegeben  ein  Kreis  O 
(Fig.  207)  und  ein  Punkt  ausserhalb  des- 
selben C.  Eine  Tangente  an  den  erstem 
zu  legen,  die  durch  C gellt. 

Vorbereitung.  Da  die  Tangente 
auf  dem  Halbmesser  senkrecht  steht,  so 
ist  der  über  CO  als  Durchmesser  er- 


I'ig.  207. 
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richtete  Halbkreis  eiu  Ort  des  Berührung- 
punktes. Ein  /.weiter  ist  die  Peripherie 
des  gegebenon  Kreises  selbst.  Also: 

Auflösung.  Ziehe  CO.  Errichte 
darüber  als  Durchmesser  einen  Kreis  der 
den  gegebenen  in  A und  ß schneidet. 
CA  und  CB  sind  dann  Tangenten.  Es 
I gibt  somit  deren  zwei. 

VI.  Vermischte  Aufgaben. 

Diese  vorigen  Aufgaben  sind  als  ein- 
I fache  zu  bezeichnen.  Wir  fügen  noch 

I ein  Pnnr  vermischte  hinzu,  bei  denen 

I die  Auflösung  der  eben  gegebenen  vor- 
ausgesetzt wird.  Die  Auflösungen  fol- 
| gen  leicht  aus  bereits  gegebenen  Sätzen. 

Aufgabe  24.  „Eine  Linie  in  cinu 
I beliebige  gegebene  Anzahl  (n)  Theile  zu 
i theilen.“ 

I Auflösung.  Sei  AB  (Fig.  208)  die 
Linie.  Ziehe  CD  parallel  AB.  und  trage 
darauf  n mal  eine  beliebige  Längo 


Auflösung.  Mache AB—a  (Fig. 209) 
und  deren  Verlängerung  BC  = 4,  ziehe 
ADzic,  ferner  HU  und  CE  parallel  Bl), 
so  ist  DE  = d die  verlangte  Linie.  — 
Dies  folgt  aus  den  Sätzen  von  der  Aehn- 
lichkeit. 


Fig  209. 


8)  Von  den  Proportionen  am 
Kreise. 


CE  = EE'  = E'E"  ... 


Fig.  208. 


ab,  was  immer  geschehen  kann,  da  die 
Linio  unbegrenzt  gedacht  wird.  Ziehe  AC 
und  BD,  die  sich  in  F sehneiden,  ferner 

FE,  FE'  . . . FE^n  Diese  Linien 
theilen  AB  in  n gleiche  Theile.  — Es 
folgt  dies  sogleich  aus  Lehrsatz  24.  des 
Abschnittes  5.  — Aus  diesem  Satze  folgt 
auch  die  Lösung  der 

Aufgabe  25.  „Eine  Linie  in  Stücke 
nach  einem  beliebigen  Verhältnisse  zu 
theilen. 

Auflösung.  Ganz  wie  vorhin  schnei- 
det man  von  CD  Stücke  nach  dem  gege- 
benen Verhältnisse  ab. 

Diese  Constructien  setzt  aber  voraus 
die  Lösung  von 

Aufgabe  26.  Zu  drei  Linien  a,  b,  c 
eine  vierte  d zu  linden,  so  dass 

a:b~c:d. 


I.  Lehrsätze. 


Lehrsatz  1.  „Wenn  von  irgend 
einem  l’uukte  A ausserhalb  oder  inner- 
halb eines  Kreises  2 Linien  gezogen 
sind,  welche  die  Peripherie  in  2 Punkten 
schuciden,  so  sind  die  Productc  der  bei- 
den Abschuitte  jeder  Linie  von  A aus 
bis  nach  der  Peripherie  hiu  einander 
gleich  “ 

Beweis.  Es  soll  sein  (Fig.  210  und 
211)  AB  • AE  — AC  • AD.  Ziehe  BC  und 
ED,  so  ist  £,  BAC  D.4E,  denn  Winkel 
BAC  = l)AE  (als  Scheitelwinkel  im 
hallo  A innerhalb  des  Kreises,  und 
als  identisch  im  Falle  A ausserhalb  des- 
selben liegt)  und  Winkel  ACB  = AED 
als  Periphcricwinkel  auf  demselben  Bogen 

BD-,  es  ist  also  auch:  ^ woraus 

unser  Satz  folgt. 


Fig.  210. 
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Fig.  211. 


Denkt  man  im  rweiten  Falle  die  Se- 
ennte  AC  sich  so  um  den  festen  Punkt  A 
bewegt,  dass  die  Sehne  BE  kleiner  wird, 
und  somit,  die  Punkte  B und  E immer 
mehr  zusammenrücken,  so  wird  schliess- 
lich die  Secante  sich  in  eine  Tangente 
rerwandeln,  die  Punkte  B und  E zu- 
sammenfallen,  und  unser  Lehrsatx  wird 
dann  folgender: 

Lehrsatx  2.  „Zieht  man  Ton  einem 
Punkte  A ausserhalb  des  Kreises  eine 
Tangente  und  eine  Secante  an  denselben, 
so  ist  das  Quadrat  der  Tangente  von  A 
bis  xum  Berührungspunkte  gleich  dem 
Producte  aus  den  Abschnitten  derSecante 
ron  A bis  nach  der  Peripherie.“ 

Die  oben  gegebenen  Betrachtungen  las- 
sen sich  noch  durch  einen  genaueren 
Beweis  dieses  Satzes  ersetzen. 

Beweis.  Es  soll  sein  (Fig.  212) 
AB7  = AC- AD.  Ziehe  BC  und  BD,  so 
ist  A ABC  i/>  ADB.  denn  Winkel  A = A, 
Winkel  ABC  = ADB,  (der  erstcre  ist 

Fig.  212. 


ntmlich  ron  Tangente  und  Sehne  ge- 
bildet, der  andere  ist  der  Peripherie- 
winkel  auf  dem  dazwischen  liegenden 

Bogen  BC),  somit  also:  ^ = 

woraus  unser  Satz  folgt. 

Liegt  der  Punkt  A (Fig.  213)  inner- 
halb des  Kreises  und  ist  die  eine  Sehne 
BE  der  Durchmesser,  die  andere  UC 
auf  demselben  senkrecht,  so  ist  DA  = CA, 
also:  DA1  — BA  - AE. 


Fig  213. 


Zusatz.  „Zieht  man  aus  irgend  einem 
Punkte  eine  Senkrechte  nach  der  Peri- 
pherie, so  ist  ihr  Quadrat  gleich  dem 
Product  aus  den  Abschnitten  des  Durch- 
messers.“ 

II.  Lehrsätze. 

Die  folgenden  Sitze  geben  wichtig« 
Eigenschaften  der  Kreisrierecke. 

Lehrsatz  3.  „In  jedem  Krciirier- 
ecke  ist  das  Product  der  Diagonalen 
gleich  der  Summe  der  Producte  je  zweier 
gegenüberliegender  Seiten. 

Beweis.  Es  soll  sein  (Fig.  214) 
AC- BD=  AB -CD  + BC  - AD.  Ziehe 
BE,  so  dass  Winkel  ABK=  DBC , so 
ist  auch  a Aßficr  DBC,  denn  nusser 
den  beiden  genannten  Winkeln  ist  Winkel 
BAE  = BDC  als  Periphcriewinkel  naf 
Bogen  BC  Ferner  ist  A CBK^r  DBA, 
denn  Winkel  BCE  = BI)A  als  Pcri- 
phcricwinkel  auf  Bogen  BA,  und  Winkel 
CBE  - DBA  , da  beide  das  Stück  EBD 
gemein  haben,  und  die  Reste  die  Winkel 
ABF.  und  CBD  sind.  Aus  dem  ersten 
Paare  ähnlicher  Dreiecke  erhalten  wir: 
Aß  _ DB 
AE  ~ DC 
und  aut  dem  zweiten: 

CB  DB 
CE~  DA' 
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d.h.: 


AB  • DC  = AE  ■ BB, 

CB-  DA  = CE- DB, 
und  durch  Addition  der  beiden  letzten 
Gleichungen : 

AB-DC  + CB.-  DA 

= DB(AE+CE)  = DB-AC, 

was  zu  beweisen  war. 

Um  noch  eine  Beziehung  im  Kreis- 
viereck an  finden,  ist  zunächst  ein  andrer 
Satz  unerlässlich : 

Lehrsatz  4.  „Wenn  man  durch  die 
Eckpunkte  eines  Dreiecks  einen  Kreil 
legt,  so  ist  das  Product  zweier  Dreieck- 


Fig.  215 


seiten  gleich  dem  Product  der  dazwischen 
liegenden  Höhe  uud  des  Durchmessers.“ 
Beweis.  Sei  ABC  (Fig.  215)  das 
Dreieck,  BD  suf  AC  senkrecht,  BK  der 
Durchmesser,  so  soll  sein 

AB-BC=BB-BE. 


Ziehe  CA,  so  ist  A BAEtn  BBC,  denn 
Winkel  K — C als  Periplicriewinke!  nnf 
Bogen  BA , und  Winkel  BAE=zBBC 
, , , BE  II A 

als  rechte,  also:  — = — y-,  woraus  unser 
l D IS  IJ 


Satz  folgt. 

Bezeichnet  man  noch  den  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  mit  f,  so  ist 


also: 


also: 


d.  h. 


2 f=  AC-BD,  Bl)  = ~r-, 


AB-BCtz 


2f-BE 
AC  ' 


AB-BC- AC 
2 BE 


=r. 


Lehrsatz  5.  „Der  Flächeninhalt  eines 
Dreiecks  ist  gleich  dem  Product  seiner 
Seiten  diridirt  durch  den  doppelten  Durch- 
messer des  umschriebenen  Kreises.“ 

Sei  jetzt  wieder  ABCD  (Fig.  216)  ein 
Kreisviereck.  Sei  d der  Durchmesser 
des  Kreises,  so  ist  wenn  wir  mit  ABC , 
ABD  u.  s.  w.  die  Flächeninhalte  der  ent- 
sprechenden Dreiecke  bezeichnen,  nach 
vorigem  Satze : 


Fig.  216. 


AUC= 

ABO  = 


AB- BC^AC 

2 d 

AB-BD-AD 
2 i 


, ABC  = 
= DBC  = 


AD-BC-AC. 
~ 2 d 

BB-BC- BC 
2d 


Wenn  man  die  beiden  ersten  und  die  beiden  letzten  Gleichungen  addirt,  so  erhält 
man  in  beiden  Fällen  don  Flächeninhalt  des  Vierecks,  also  zwei  gleiche  Resultate 
für  denselben,  nämlich: 
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AB-BC'AC-\-AU*DC-  AC  AB  Bl)  -AD  + DB-  BC  - DC 
2d  ~ 2d 

also  mit  Unterdrückung  des  gemeinschaftlichen  Nenners: 

AC{AB*BC  + AD-ÜC)  = Bl) (AB  • AD  + BC»  ÜC) 

oder: 

AC  ABAD  + BC- DC 
Bl)  ~ AB  • BC  + Al)  • DC* 


dies  gibt  folgenden  Satz: 


Lehrsatz  6.  „In  jedem  Kreisviereck  verhalten  sieh  die  Diagonalen  wie  die 
Summen  der  Producte  je  zweier  in  der  entsprechenden  Diagonale  zusammen- 
stossenden  ‘Seiten.“ 

Scholion.  Die  Sätze  3-  und  6.  machen  es  immer  möglich,  wenn  die  Z»h- 
lenwerthe  der  vier  Seiten  eines  Kreisvierecks  gegeben  sind,  die  der  Diagonalen 
zu  finden.  Sei  AB  =.  a,  Bt'=b,  CÜ—cy  DA  - dt  AC  ~ z,  BD  = y , so  ist: 


xy  zz  ac  + bd, 


x _ad  + bc 
y ~~  ab  -f  cd’ 


Beide  Gleichungen  multiplicirt  geben : 


B _ (<*<*  -f  bd)  (ad  -f  bc) 
ab  •+■  cd 


und  die  erste  durch  die  zweite  dividirt: 


t _ (ac  4-  bd)  (ad+  cd) 
ad  -f  Lc 


Die  Diagonalen  sind  also  die  Quadrat- 
wurzeln der  eben  gefundenen  Ausdrücke. 

III.  Definition  und  Lehrsätze. 

Die  folgcndeu  Sätze  beziehen  sich  auf 
die  einem  Kreise  umschriebenen  Dreiecke. 

Definition.  Man  nennt  einen  Kreis 
einem  Dreieck  innerlich  eingeschrie- 
ben, wenn  derselbe  von  3 Seiten  des 
Dreiecks  berührt  wird,  und  innerhalb 
des  Dreiecks  liegt.  Ein  Kreis  ist  dage- 
gen dem  Dreiecke  äusscrlich  einge- 
schrieben, wenn  er  von  den  Seiten  (die- 
selben ins  Unendliche  verlängert  ge- 
dacht), berührt  wird,  aber  ausserhalb 
des  Dreiecks  liegt. 

Lehrsatz  7.  „Ilalbirt  man  2 Winkel 
eines  Dreiecks,  so  ist  der  Schnittpunkt 
der  Halbirungslinic  der  Mittelpunkt  eines 
innerlich  eingeschriebenen  Kreises.  Hnl- 
birt  man  zwei  Ausscnwinkel  eines  Drei- 
ecks, welche  einen  gemeinschaftlichen 
Schenkel  haben,  so  ist  der  Schnittpunkt 
der  Halbirungslinicn  der  Mittelpunkt 
eines  dem  Dreieck  äusscrlich  eingeschrie- 
benen Kreises  “ 

Beweis.  Sei  ABC  (Fig  217)  das 
Dreieck,  AO  und  Bö  die  Iinlhirungs- 
linicn  der  Winkel  A und  B , 1)0,  CO, 
FO  senkrecht  auf  den  Seiten,  so  folgt 
sehr  leicht  die  Congrucnz  der  Dreiecke 
AOF  und  AOE  (2  Seiten  und  ein  Winkel 
sind  gleich)  und  ebenso  der  Dreiecke 
BOF  und  BOD,  es  ist  nlso  OF  — OE 
und  auch  OF  = 00  \ ein  von  O mit 


Kadius  OF  gezogener  Kreis  geht  also 
durch  die  Punkte  F,  I)  und  und  da 
die  Linien  AB,  BC\  AC  auf  den  Radien 
senkrecht  stehen,  sind  alle  3 Berührungs- 
linien. 

Ilalbirt  man  jetzt  die  Ausscnwinkel 
bei  A und  B (Fig.  218)  durch  die  LMen 
AO  und  BO,  und  zieht  OÜy  OE,  DF 
auf  die  Seiten  senkrecht,  so  lassen  sich 
ganz  dieselben  Schlüsse  machen;  OF 
ist  nlso  der  Radius  eines  aussern  Be- 
rührungskrciscs. 

Zusatz  1.  „Zieht  man  von  dem  Mittel- 
punkt O eines  eingeschriebenen  Kreises 
eine  Linie  nach  der  dritten  Winkelspitze  C, 
so  wird  auch  der  entsprechende  Winkel 


halbirt.“ 

Beweis.  F.s  ist  COR  COD  (Fig. 
217  und  218j  (zwei  Seiten  und  der  rechte 
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Winkel  sind  gleich)  also  Winkel 


ACO  = BCO. 

Hieraus  folgt  noch: 

Zusatz  2.  „Werden  die  drei  Winkel 
eines  Dreiecks  oder  zwei  un  einer  Seite 
liegende  A usscnwinkel  und  der  dritte 
Winkel  des  Dreiecks  halhirt,  so  geht  die 
Halbiiungsli  nie  durch  einen  Punkt,  tiätn- 
lieh  den  M ittelpunkt  eines  der  einge- 
schriebenen Kreise.*4 

Anmerkung.  Der  erste  Tlieil  des 
Satzes  war  schon  früher  bewiesen  worden. 

Lehrsatz  8 #,Ks  gibt  nur  einen 
Kreis,  der  einem  Dreieck  innerlich  und 
drei,  «he  demselben  finsserlich  eingeschrie- 
ben sind.“ 

Beweis.  Im  ersten  Falle  sei  0(Fig. 
219)  der  Kreis,  OF,  OK,  Oü  die  Be- 


Fig.  219. 


rührungsrndien  ; zieht  man  O.l  und  OC, 

so  ist 


A JOE  £ AO/>,  A EOC  * FOC , 
also  Winkel 

DAO  = EAO  und  ECO  = FCO, 
also  2 Winkel  halhirt.  Da  es  nur  einen 
Punkt  O gibt  in  dem  sich  die  Hnlbirungs- 
linien  der  Winkel  schneiden«  so  ist  nur 
ein  Kreis  möglich.  Eben  so  beweisen 


wir  im  Falle  der  änsserlichen  Berührung, 
dass  zwei  Aussenw’inkel,  welche  eine 
Dreiecksseite  zu  gemeinschaftlichemSchen- 
kel  haben . halhirt  werden.  Verlängert 
man  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  (Fig. 
220)  nach  beiden  Kicht ungen  hin,  so  ent- 


Fig.  220 


stehen  nur  sechs  Aussenwinkcl,  von  de- 
nen je  zwei  die  verlangte  Bedingung 
erfüllen,  und  somit  hat  mnndni  äusscr- 
Itch  berührende  Kreise. 

Der  blosse  Anblick  der  Figur  221  lehrt 
Folgendes : 


Fig.  221. 


Lehrsatz  9 „Jedes  Dreieck  zerfällt 
in  drei  andere,  die  den  Radius  des  in- 
nern  Berührungskreises  zur  gemeinschaft- 
lichen Höhe  und  je  eine  Seite  zur  Grund- 
linie haben.“ 

Der  Anblick  der  Figur  222  zeigt  da- 
gegen : 

Lehrsatz  10  „Jedes  Dreieck  ist 
gleich  der  Summe  zweier  Dreiecke,  welche 
Seiten  zur  Grundlinie  und  den  Radius 
eines  fttisscrn  Kreises  zur  Höhe  haben, 
weniger  einem  Dreiecke,  welche  dieselbe 
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Höhe  und  die  dritte  Seite  zur  Grund- 
linie hat.“ 


Scholion.  Bezeichnet  man  mit  a.b.e 
die  Seiten  eines  Dreiecks  mit,  p den  Ra- 
dius des  innerlich  eingeschriebenen  Kreises, 
tnit  (>,,  (>,,  p,  die  Kadien  derjenigen 
äusscrlich  eingeschriebenen  Kreise,  welche 
bezüglich  die  Seiten  a,  4,  e selbst  and 
die  Verlängerungen  der  andern  Seilen 
berühren,  mit  F den  Flächeninhalt  des 
Dreiecks,  so  ist: 

F=(a  + 4-M)|-,  F = (4  + e-o)?‘, 

F = („  + c-4)?*,  F=(a  + 4 — c)^. 

Setzt  mnn  noch  wie  in  einer  früher  ent- 
wickelten Formel: 

a + 4 -)-  e 
2 “ *• 

so  ergibt  sich: 


F = sp  = (s-a)pl  = (s-4)p,  =(s-c)p„ 
Es  war  über  nach  einem  früheren  Satze: 


F = Yt  (s  — ö)  (s  — 4)  (s  — e). 

Multiplicirt  man  nun  die  vier  eben  gefundenen  Werthe  von  F mit  einander  and 
nimmt  man  auf  die  letzte  Formel  Rücksicht,  so  hat  man : 


F*  — (*  4)  (*  e)  pp ,p,p,  = F'pp.p.p,, 

f’  = epie.e.; 


dies  gibt  folgenden  Satz: 

Lehrsatz  11.  „Das  Prodnct  der  Ra- 
dien der  vier  einem  Dreiecke  eingeschrie- 
benen Kreise  ist  gleich  dem  Quadrate 
seines  Flächeninhaltes." 

9)  Von  den  regelmässigen  Viel- 
ecken. 

L Lehrsätze  and  Definition. 

Lehrsatz  1.  „Um jedes  regelmässige 
Vieleck  und  in  dasselbe  lässt  sich  immer 
je  ein  Kreis  beschreiben.  Diese  beiden 
Kreise  haben  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punkt.“ 

Beweis.  Sei  ABCDE  (Fig. 223)  das 
regelmässige  Vieleck.  Halbirt  men  zwei 
Winkel  A und  B desselben  durch  die 
Linien  AO,  BO  und  zieht  von  U aus 
Linien  nach  den  andern  Eckpunkten,  so 
entstehen  congrucnle  und  gleichschenk- 
lige Dreiecke.  Es  ist  nämlich  Winkel 
A - B,  also  auch  Winkel 

OAB=  OBA  = OAE 
als  die  Hälften  dieser  Winkel,  also  auch 
OA  = OB,  ferner  AE  = AB.  als  Seiten 
des  Vielecks,  woraus  dann  die  Congrucnz 
der  Dreiecke  OAB  und  OEA  folgt;  ebenso 
wird  die  der  andern  Dreiecke  bewiesen, 
und  man  hat  OA-OB  = OC—()D-OF.. 
Also  ein  von  O als  Mittelpunkt  mit 


Fig.  223. 


Halbmesser  OA  gezogener  Kreis  gebt 
durch  alle  Eckpunkte  ABCDE  nnd  ist 
somit  dem  Vielecke  umschrieben.  Die 
Halbmesser  OA,  OB  u.  s.  w.  hnlbiren 
übrigens  alle  Winkel  des  Vielecks.  Zieht 
man  nun  von  O aus  nach  den  Mitten  der 
Seiten  die  Linien  0< i.  Oß,  Oy,  O Oi , 
so  sind  dies  die  Mittellinien  dieser  Seiten 
und  stehen  also  nuf  denselben  senkrecht. 
Diese  Linien  sind  aber  auch  einander 
gleich,  da  wie  augenblicklich  zu  sehen 
alle  Dreiecke  CM«,  OAfl,  OH  fl  u.  s.  w. 
congruent  sind.  Alle  Seiten  sind  also 
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Tangenten  einei  Kreises,  dessen  RadiusOot 
ist,  womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Definitionen.  Der  Halbmesser  des 
umschriebenen  Kreises  0.4  wird  auch 
grosser  Radius  des  Vielecks,  der  Halb- 
messer des  eingeschriebenen  Kreises  O a 
kleiner  Radios  desselben  genannt. 
Das  Dreieck  AOB.  welches  zu  Seiten 
beide  Radien  und  die  halbe  Vielerksseite 
hat,  nennen  wir  Bestimm  ungadreieck, 
den  Winkel  AOB,  welchen  zwei  grosse 
Radien,  die  nach  auf  einander  folgenden 
Ecken  gerichtet  sind,  mit  einander  nw* 
eben,  Cent  ri  Winkel,  den  Winkel  zweier 
auf  einander  folgenden  Seiten  Polygon  - 
Winkel  des  Vielecks. 

Scholion.  Ist  n die  Scitenanzahl 
des  Vielecks,  so  ist  dio  aller  Centri- 
winkel  ebenfalls  » aber  ihre  Summe 
gleich  4 Rechte,  so  dass  die  GrOsse  jedes 

einzelnen  ist.  — Da  ferner  das  Be- 
rt 

•timmungsdrcicck  einen  rechten  Winkel. 


den  halben  Ccntriwinkel  = 


2 R 


und  den 


halben  Polygonwinkel  zn  Winkeln  hat, 
so  werden  die  beiden  letztgenannten  zu- 
sammen einen  Rechten  betragen,  und 
die  Grosse  des  halben  Polygonwinkels 


ist: 


»-2 

IS 


R,  also  des  ganzen: 


— R=2R--. 


Beispiele  Fürs  Viereck  ist  die 

4 R 

Grösse  des  Centriwinkels  — - - r=  R,  des 

4 

g A 

Polygonwinkels:  — n = R. 

Fürs  Fünfeck  der  Centriwinkel 

4 Q 

= j R,  der  Peripheriewinkel  R. 

Fürs  Sechseck:  der  Centriwinkel 

2 4 

= vR  der  Peripberiewinkel  — Rechte, 
o 3 

Theilt  man  den  rechten  Winkel  in 
90  Grade,  so  erhält  man  folgende  Tafel : 


Seiteminznbl. 

Centriwinkel. 

Polygonwinkel. 

3 

120* 

60* 

4 

90* 

90« 

5 

72" 

108” 

6 

60» 

120« 

7 

51* 

25'  43" 

128« 

34'  17" 

8 

45» 

135« 

9 

40* 

140« 

10 

36* 

144« 

11 

32* 

43'  38" 

147« 

16'  22" 

12 

30« 

150« 

13 

27* 

41'  32" 

162« 

18'  28” 

14 

25* 

42'  51" 

154« 

17'  9" 

15 

24« 

156« 

16 

22* 

30' 

167« 

30' 

17 

21« 

10’  35" 

158« 

49'  26" 

18 

20« 

160« 

19 

18* 

56'  60" 

161« 

8'  10" 

20 

18« 

162« 

Das  Verhältnis  der  Seiten  eines  re- 
gelmässigen Vielecks  ist,  wenn  a die 

Grösse  der  Seite  ist,  — = 1.  Die  Seiten 
« 

I jeder  2 regelmässigen  Vielecke  stehen 
also  in  gleichem  Verhältnisse.  Ist  bei 
beiden  die  Seitenanzahl  dieselbe,  so  sind 
auch  die  Winkel  gleich.  D.  h : 
Lehrsatz  2.  ..Regelmässige  Viel- 
ecke von  gleicher  Seitenanzahl  sind  ähn- 
liche Figuren." 

Daraus  folgt  dann  nach  den  bekann- 
ten Eigenschaften  ähnlicher  Figuren: 
Zusatz.  „Die  Umfänge  regelmässi- 
ger Vielecke  Ton  gleicher  Seitenanzahl 


▼erhalten  sieh  wie  ihre  Seiten,  die  In- 
halte wie  die  Quadrate  der  Seiten." 

8cholion.  Bezeichnen  wir  noch  mit 
p den  kleinen  Radius  des  Vieleckes  also 
On  (Fig.  223),  mit  s die  Seite,  mit  r den 
grossen  Radius  OA,  so  ist  in  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  OAa: 


r‘=*'+(jY- 


Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  OAB 
aber  gleich  und  wenn  n die  Seiten- 
zahl, F der  Flächeninhalt  des  Vieleckes 
iet:  F=  "f. 
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Lehrsatz  3.  „Jedes  in  oder  am 
einen  Kreis  beschriebene  Vieleck  mit 
gleichen  Seiten  ist  ein  regelmässiges.“ 
Beweis.  Denke  mnn  sich  die  Peri- 
pherie eines  Kreises  (Fig.  224)  in  gleiche 


rs 

oder  t.  — — i 
Q 

also  r,  = — 

e 


Fig.  224. 


Tbeiie  Ab.  UC,  CO,  UE,  EA  gctheilt, 
und  die  Theilpnnktc  durch  gerade  Linien, 
die  also  ebenfalls  glcirh  sind,  verbunden. 
Verbindet  man  noch  die  Ecken  mit  dem 
Mittelpunkte  O,  so  entstehen  congrucnte 
gleichschenklige  Dreiecke;  es  ist  also 
Winkel  OAB  = OBA  = OBC  u.  s.  w , 
also  auch:  OAB+OAE  = OBA  + OBC 

— OCB  + OCD  u.  s.  w.,  also  alle  Winkel 
gleich  und  das  Vieleck  regelmässig,  wo- 
mit die  Existenz  des  eingeschriebenen 
Vielecks  bewiesen  ist.  — Legt  mnn  nun 
durch  alle  Eckpnnktc  Tangenten,  aß, 
ßy,  yif,  Jf,  #n,  so  ist  z.  B.  Enz: Art. 
Daraus  folgt  leicht  die  Congruenz  der 
Dreiecke  AOa,  AOß,  BOß,  HOy  n.  s.  w. 
wodurch  sich  dann  die  Gleichheit  der 
Seiten  und  Winkel  augenblicklich  ergibt. 

— Leicht  ist  zu  sehen,  dass  wenn  mnn 
zu  den  Seiten  die  Mittellinie  On  gezogen 
und  bis  zur  Peripherie  nach  I verlängert, 
durch  die  Punkte  t aber  Tangenten  ge- 
legt hätte,  auch  ein  dem  gegebenen  ähn- 
liches also  regelmässiges,  dem  Kreise  um- 
schriebenes Vieleck  entstanden  wäre. 

Scholion.  Aus  Figur  224  ergibt  sich 
sogleich,  dass  der  grosse  Radius  des 
einem  Kreise  eingeschriebenen  Vielecks 
gleich  dem  kleinen  des  umschriebenen 
Vielecks  ist,  bezeichnet  man  also  wieder 
mit  r,  p,  s,  F bezüglich  grossen  und  kleinen 
Radius,  Seite  und  Flächeninhalt  des  dem 
Kreise  eingeschriebenen  ti-Ecks,  mit 
r„  p,,  F,  diese  Grossen  in  Bezug 
auf  das  demselben  Kreise  umschriebene 
Vieleck,  so  ist: 

Pi  =r, 

ferner  wegen  der  Aehnlichkeit  beider 
Vielecke : 


F 


s* 


= — oder  F,  = 

V* 


r'F  _ mr* 

‘er  = '¥' 


Diese  Formeln  lehren,  aus  den  Bestim- 
inungsstücken  des  eingeschriebenen  »-Eck» 
die  des  umschriebenen  zu  finden. 

Zieht  man  zu  den  Seiten  A B,  BC , CA 
(Fig.  225)  eines  n-Gcks  die  Mittellinien 


Fig.  225. 


On,  Oe,  Ob,  die  natürlich  durch  den 
Mittelpunkt  O des  umschriebenen  Kreise» 
gehen,  so  werden  die  Centriwinkel  AOB, 
BOC,  COA  durch  dieselben  halbirt;  e» 
sind  also  die  Bogen  An,  Ba , Bb,  bC  u.  *. 
gleich,  mithin  auch  die  zugehörigen  Seh- 
nen, und  die  Figur  AaBbCcA  ist  ein 
regelmässiges  2n-Eck,  d.  h. : 

Lehrsatz  4.  „Die  Mittellinien  der 
Seiten  eines  dem  Kreise  O eingeschrie- 
benen n - Ecks  schneiden  die  Peripherie, 
in  Punkten,  welche  mit  den  Ecken  de» 
n-Ecks  zusammen  die  Eckpunkte  eine» 
regelmässigen  2a  -Ecks  bilden.“ 

Sei  jetzt  ABC  (Fig.  22h)  ein  dem 
Kreise  O umschriebenes  Vieleck,  dessen 
Seiten  den  Kreis  in  m,  n,  p berühren, 
zieht  man  die  Linien  OA,  OB,  OC, 
welche  die  Peripherie  in  er,  ß.  y schnei- 
den und  legt  durch  diese  Punkte  die 
Tangenten  dl,  fg , hh , so  ist,  wenn  m»o 
noch  mO,  nO,  pO  dO , IO,  fO , g0 , 
hO,  kO , zieht  offenbar  £ dOu  £ 10* 
(eine  Seite  O. r und  die  Winkel  sind 
gleich),  ferner  dOct  £.  dOm  (alle  drei 
Seiten  sind  gleich),  daraus  folgt  dann: 
dn  — nl  — ln  = nf . . . , 

also: 

dl  - If  - fg  - gh  z:  hk  , 

d.  h.J 
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Fig.  226 


mit  dem  Mittelpunkt  verbindet,  durch 
die  Schnittpunkte  der  Verbindungslinien 
mit  der  Peripherie  aber  Tangenten  legt, 
so  sind  diese  und  die  Seiten  des  n-Eeks 
zugleich  die  Seiten  des  dem  Kreise  um- 
schriebenen 2n-Ecks“ 

Scholion.  Sind  P,S,</<  kleiner  Ra- 
dius, Seite  und  Flächeninhalt  des  einge- 
schriebenen 2n  -Ecks  so  ist  (Fig.  225): 


An  zz  -S,  A E — — , Ea  — r — n. 


also : 


oder  da 


Lehrsatz  5.  „Wenn  man  die  Ecken 
eines  dem  Kreise  umschriebenen  n-Ecks  ist 


Si  = T + (r_e)., 


also: 


S*  = r;  - p’  + (r  - p)>  :=  2r’  - 2rp  = 2r(r  - p) 

P*  = r » - ~ = r » - -L  (r  - p)  = !^ÜL£) 

4 2 v 2 


S = V2^p),  P = j/r-£±i>. 


Offenbar  verhalten  sich  ferner  die  Dreiecke  AOE  und  AOa , welche  die  Höbe 
AE  gemein  haben  wie  die  Grundlinien  OE  und  Oa  oder  g und  r,  und  da  diese 
bezüglich  den  2/iten  Theil  des  n-Ecks  und  2n-Ecks  sind,  so  haben  F und  «/» 
dasselbe  Verhältniss,  also: 

Q , _ Fg 

7»=-Jr»  oder  <#>  = -£, 
t r r 

woraus  auch  mittelst  des  Werthcs  von  F folgt: 

2 r 

Sind  Ä,,  S,,  P ,,  ■/>,  die  entsprechenden  Grfissen  fürs  umschriebene  2« -Eck,  so 
erhalten  wir  ganz  wie  in  dem  Scholion  zu  Lehrsatz  3.:  P,  = r, 


S'  = Wjff 


. r*</>  nSr» 

l~  P»  — ~2P"  — nr 


lr-^_ 

r + e 


Wir  wollen  die  hier  und  in  den  Scho- 
lion zu  den  Sätzen  2.  und  3.  gegebenen 
Formeln  hier  nochmals  zusammenschrei- 
ben. Es  ist: 


1) 

2) 

3) 

4) 


r’  = <?’  + 4 

jr— 

2 

e.  =r. 

rs 

“ = 7 


5) 

6) 

7) 

8) 
9) 


- n,r 
F'-~% 

S = Y%r  (r  — p) 
~ njg* 


e) 


2r 


XI 
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10)  P,=r 


Was  die  Bezeichnungen  nnbctrifft,  so  sind 
i,  S,  S,  die  Seilen,  r,  r,,  B,  Bl  die 
grossen  Radien,  (>,  p,,  /',  /',  die  kleinen 
Radien,  Ft,  ■/»,  •/*,  die  Flächcnin- 
halte  bezüglich  des  dem  Kreise  mit  Ra- 
dius r eingeschriebenen  «-Ecks  und 
2n-F.cks,  so  wie  des  umsehri  ebenen 
n-Ecks  und  2n-Eeks.  Hierauf  Bezüg- 
liches enthält  auch  der  Artikel : ,, Qua- 
dratur ebener  Figuren“  in  Abschnitt  2. 

Seholi  on  2.  Es  nähert  sich  der 
Inhalt  des  dem  Kreise  eingeschriebenen 
regulären  Vielecks  nm  so  mehr  dem  In- 
halte des  Kreises  selbst,  jo  mehr  Seiten 
letzteres  hat.  Denn  ist  AB  (Fig.  227) 
eine  Seite  des  n-Ecks,  so  ist  ABO  der 


Fig.  227. 


ntc  Theil  desselben,  ACBO  der  ntc 
des  Kreises  selbst,  und  das  Segment  ACB 
ist  die  Differenz  zwischen  beiden.  Er- 
richtet man  nun  über  AB,  AC  und  BC, 
so  wird  der  nto  Theil  eines  2n-Ecks 
abgcschnittcn.  und  die  Differenz  dessel- 
ben vom  nten  Thcile  des  Kreises  ist  gleich 
der  Summe  der  Segmente  ADC  + CF.B. 
Je  mehr  sieh  die  Seiten  des  Vielecks 
dem  Bogen  nnnähern.  desto  geringer 
wird  diese  Differenz.  Diese  Annäherung 
geschieht  aber  wie  leicht  zu  sehen  in  dem 
Maassc  als  sich  OM  = p der  Grösse 
OA  = r nähert. 


Nun  war 


Da  mit  der 


Vermehrungszahl  der  Seiten  s unter  jede 
gegebene  positive  Zuhl  sinken  kann,  so 
nähert  sich  p auch  der  Grenze  ) r"  = r 
bis  auf  einen  beliebigen  Grad  der  Ge- 
nauigkeit an,  und  in  diesem  Falle  wer- 
den Sehne  und  Bogen  einen  sich  bis  ins 
Unendliche  vermindernden  Raum  zw  ischen 
sich  lassen.  Aber  auch  der  Umfati. 
eines  regelmässigen  so  wie  jedes  anderen 
in  den  Kreis  beschriebenen  Vielecks  nä- 
hert sich  mit  wachsender  Seitcnanzahl 
der  ganzen  Peripherie,  so  wie  ein  belie- 
biger Theil  des  crstcrcn  dem  dadurch 
nbgcschnittcncn  Bogen  an.  Denn  tu 
Vermehrung  der  Seitcnanzlil  erhält  min 
AB,  AC+CB.  AD+DC+CE  + M 
(Fig.  227)  n.  s.  w Der  Zahlenwerlh 
dieser  gebrochenen  Linien  wächst  initnei 
mehr,  da  immer  grade  Linien  durch  ge- 
brochene ersetzt  werden,  da  aber  alle 
diese  Znhlenwcrthe  kleiner  sind  als  der 
des  Bogens  ACB,  (weil  die  graden  Li- 
nien AU,  UC  . . . immer  kleiner  sind 
als  die  von  denselben  Punkten  A,  D,  C, 
E.  B begrenzten  Bögen)  so  müssen  sieh 
diese  gebrochenen  Linien  mit  zuneh- 
mender Seitcnanzahl  einer  Grenze  nä- 
hern, die  nicht  grösser  als  der  Bogen 
ACB  sein  kann  Sic  ist  über  auch  nicht 
kleiner  als  der  Bogen,  da  sich  soriei 
Punkte  von  ACB  als  man  will,  schlief 
lieh  also  jeder  Punkt  dieses  Bogens  sn( 
der  gebrochenen  Linie  befinden  mm- 
dieselbe  also  mit  dem  Bogen  ziisammei 
fällt.  — (Hierauf  beruht  die  AusmessMg 
des  Kreises,  welche  in  dem  Artikel:  Qua- 
dratur eboner  Figuren  Abschnitt  2.,  ge- 
geben ist.) 

II.  Aufgaben. 

Diese  Aufgaben  bezwecken  eine  An- 
zahl regelmässiger  Vielecke  in  einen  ge- 
gebenen Kreis  cinzuschreibcn. 

Aufgabe  1.  „Ein  regelmässiges 
Viereck  in  einen  gegebenen  Kreis  tu 
schreiben.“ 

Auflösung.  Der  Centriwinkel  dei 
Vierecks  beträgt  einen  Rechten.  Zieht 
man  also  zwei  Durchmesser  AB  und  CD 
(Fig.  228)  auf  einander  senkrecht,  so 
sind  die  Punkte  A,  B,  C,  D die  Eck- 
punkte des  Vierecks. 

Aufgabe  2.  „Ein  regelmässiges 
Sechseck  in  einen  Kreis  zu  beschreiben.“ 

Auflösung.  Sei  AB  (Fig.  229)  die 
Seite  des  Sechsecks,  so  ist  Centriwinkel 
ACB  gleich  60°,  also  die  Winkel  CAB 
und  CBA  zusammen  gleich 

180  - 60=  120», 

da  aber  beide  gleich  sind,  beträgt  jeder 
60».  Das  Dreieck  ist  also  gleichseitig, 
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Fig.  228. 


d.  h.  AB  gleich  dem  Radius.  Also: 
„l’m  das  Sechseck  zu  zeichnen,  trage 
man  den  Radius  sechsmal  nebeneinander 
als  Sehne  an  den  Kreis  an.“ 


Fig.  229. 


Aufgabe  3.  „Eine  Linie  ist  so  zu 
theilen,  dass  das  Quadrat  des  einen 
Thcils  gleich  dem  Rechteck  aus  dem 
andern  und  der  ganzen  Linie  ist.“ 
Auflösung.  Sei  AB  (Fig.  230)  die 
gegebene  Linie,  und  AC  der  gesuchte 
Tbeil,  so  soll  also  sein: 

AC*  = AB-  CB. 

Diese  Gleichung  hisst  sich  folgender- 
maassen  umformen.  Es  ist: 

CB  = AB  — AC, 

nlso: 

4C‘-  AB(AB  — AC)  = AB*  - AC ■ AB. 

also : 

AC * + AC- AB- AB*. 

oder: 

AC(AC+AB)=  AB'. 

Errichtet  man  eine  Senkrechte  BO  = $AB 
in  B auf  AB,  und  schlägt  von  O ans 
einen  Kreisbogen,  so  ist  dessen  Durch- 


messer gleich  AB,  und  AB  selbst  eine 
Tangente,  legt  man  alsoK  Secanlc  AI'.IJ 
durch  0,  so  ist 


AB*  = AE  • AD  = AE  (AB  + AE). 


Es  ist  also  AE  gleich  der  gesuchten 
Linie  AC.  Daraus  folgt  folgende  Con- 
struction : 

„Ziehe  BO  senkrecht  in  B auf  AB, 


und  mache  diese  Linie  gleich 


AB 

2 ’ 


ver- 


AB 


binde  0 mit  A,  schneide  0E  = 0B  = — 


von  OA,  und  AC=AE  von  AB  ab,  so 
ist  C der  gesuchte  Theilpnnkt.“ 

Scholion.  Der  Theil  AC,  welcher 
offenbar  grösser  als  BC  ist,  wird  auch 
Mediane  der  Linie  AB  genannt.  Dio 
Auffindung  des  Punktes  C wird  auch 
golder  Schnitt  (Sectio  auren ) genannt, 
und  bildet  eine  bereits  im  Alterthum  be- 
rühmte Anfgnbc. 

Au  fgabe.  „Ein  regelmässiges  Zehn- 
eck in  einen  Kreis  zu  schreiben.“ 
Auflösung.  Sei  AB  (Fig.  231)  die 
gesuchte  Seit  des  Zchnecks,  so  ist  Centri- 

Fig.  231. 


Winkel  AUB  = 36“,  die  Winkel  OAB 
und  DBA  also  jeder  gleich 

i (180  - 36)  = 72«. 

11* 
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Halbire  durch  Linie  BC  den  Winkel  ABO , 
(0  ist  Winkel  ABC=  36«,  also: 

A ACBco  ABO, 
da  zwei  Winkel  gleich,  nämlich 
CAB  = BAO,  und  ABC=AOB  = 36* 
sind,  also: 

AB  _ AO 
AC  ~ AB' 

d.  h.: 

AB'  = AO-AC. 

Offenbar  aber  ist  das  A ACB  (welches 
ABO  ähnlich  war)  auch  gleichschenklig, 
also  A B — BC  und  ebenso  hat  BCO  bei 
B und  O zwei  Winkel  von  36®,  also 
BC  — CO,  es  ist  also  auch  AB— CO, 
und  man  bat:  AB * — CO‘‘  = AO  • AC, 
d.  h.  AB  ist  die  Mediane  des  Radius  AO. 
Also: 

„Suche  die  Mediane  des  Radius  AO, 
so  lässt  sich  diese  zehnmal  als  Sehne 
an  den  Kreisbogen  tragen  und  bildet  somit 
die  Seite  des  regelmässigen  Zehnecks. 

Aufgabe  5.  „Ein  regelmässiges Fünf- 
zehneck  in  einen  Kreis  zu  schreiben.“ 

Sei  AB  die  Seite  deB  Fünfzehnecks 
(Fig.  232),  so  ist  Winkel  AOB  = 24®. 

Fig.  232. 


Macht  man  einen  Winkel  AOCnr  60®,  so 
ist  Winkel  BOC  = CO  — 24  = 36®,  also 
die  zugehörigen  Sehnen  AO  die  Seite 
des  Secksecks  oder  der  Radius,  BC  die 
Seite  des  Zehnecks  oder  die  Mediane  des 
Radius.  Also  hat  man  folgende  Con- 
struction  : 

„Trage  von  einem  Punkte  C der  Pe- 
ripherie aus  zwei  Sehnen  CA  nnd  CB 
an,  die  bezüglich  dem  Radius  und  seiner 
Mediane  gleich  sind,  so  ist  die  Sehne  BA 
Seite  des  Fünfzehnecks. 

Aufgabe  6.  „Es  ist  ein  Vieleck 
einem  Kreise  eingeschrieben.  Es  soll 
ein  Vieleck  von  der  doppelten,  eins  von 


der  halben  Seitenanzahl  dem  Kreise  ein- 
geschrieben und  eins  von  derselben  Seiten- 
anzahl demselben  umgeschrieben  werden.-' 

Auflösung.  Das  erste  wird  nach 
Lehrsatz  4 erreicht,  wenn  man  zu  allen 
Seiten  die  Mittellinien  zieht  (die  durch 
den  Mittelpunkt  gehen)  und  die  Schnitt- 
punkte, welche  diese  Linien  mit  der  Pe- 
ripherie haben,  mit  den  angrenzenden 
Eckpunkten  des  gegebenen  Vielecks  ver- 
bindet. Das  zweite  wird  erreicht,  indem 
man  den  ersten  Eckpunkt  des  gegebenen 
Vielecks  mit  dem  dritten,  den  dritten  mit 
dem  fünften  u.  s.  w.  verbindet. 

Offenbar  bilden  diese  neuen  Sehnen 
mit  je  zwei  Seiten  des  gegebenen  Viel- 
ecks congrucnto  Dreiecke,  sie  sind  also 
unter  einander  gleich,  und  somit  die 
Seiten  eines  regelmässigen  Vielecks  von 
der  halben  Scitenanzahl. 

Das  Letzte  lässt  sich  nach  Lehrsatz  3. 
oder  vielmehr  nach  den  in  dem  Beweise 
dieses  Satzes  gemachten  Schlüssen  errei- 
chen, wenn  man  durch  alle  Eckpunkte  des 
gegebenen  Vielecks,  (oder  auch  durch  die 
Punkte,  in  welchen  die  Mittellinien  der 
Seiten  dio  Peripherie  schneiden),  Tan- 
genten legt. 

Scholion.  Mit  Benutzung  dieser 
letzten  Aufgube  kann  man  in  und  um 
einen  Kreis  folgende  regelmässige  Figu- 
ren construircn: 

3- Eck,  6-Eek,  12-F.ck,  24-Eck  u.t.w. 

4- Eck,  8-Eck,  lG-Eck,  32-F.ck  u.  s.w. 

.r>-Eck,  10-Eck,  20-F.ck,  40-Eck  u s.w. 

15- Eck,  30-Eck,  GO-Eck,  120- Eck  u s.w. 

(iauss  hat  aber  gezeigt,  dass  sich 
überhaupt  alle  diejenigen  regelmässigen 
Vielecke  geometrisch,  d.  h.  mit  Hülle 
des  Kreises  und  der  graden  Linie 
construiren  lassen , deren  Scitenanzahl 

eine  Primzahl  ist  von  der  Form:  2n+l. 
wo  n natürlich  eine  positive  ganze  Zahl 
sein  muss.  Für  n = l erhalten  wir  da, 
Dreieck,  für  n = 2 das  Fünfeck,  n = 3 
fällt  aus,  da  2*  + 1 = 9 keine  Primzahl 
ist.  n = 4 gibt  das  Siebzehneck,  nnd  so- 
mit lässt  auch  dieses  sich  geometrisch 
construiren.  (Vergl.  den  Artikel : Kreii 
theilung).  — Wie  sogleich  zu  sehen,  ist 
die  Aufgabe  ein  regelmässiges  n-Kck  in 
einen  Kreis  zu  zeichnen  identisch  mit  der 
die  Peripherie  des  Kreises  in  n gleiche 
Theile  zu  theilen. 

III.  Aufgaben. 

Dieselben  beziehen  sich  anf  die  Be- 
rechnung der  Bestimmungsstücke  derje- 
nigen Vielecke,  die  so  eben  constrnin 
worden  sind.  Wir  setzen  immer  s,  s, 
gleich  der  Seite,  p,  p,  gleich  dem  klei- 
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neu  Radius,  F,  F,  gleich  dem  Flächen- 
inhalt des  einem  Kreise  mit  Radius  r 
eingeschriebenen  bezüglich  umgeschrie- 
benen Vielecks.  pt  ist  immer  gleich  r. 

Aufgabe  7.  „Die Bestimmungsstücke 
des  eingeschriebenen  und  umgeschriebe- 
nen regelmässigen  Vierecks  zu  finden.“ 
Auflösung.  Ist  > die  Seite  des  ein- 
geschriebenen Vierecks,  also  der  zuge- 
hörige Centriwinkel  ein  Rechter,  su  ist: 
»»  - 2r* 
und 

1)  s = 

Dieie  Formeln  in  8choüon  1.  zu  Lehr- 
satz 5.  geben  mm: 


-t-VR. 


also  r,  = s,  wie  auch  selbstverständlich ; 
*•  _*iP, 


Dies  gibt  auch  den  Satz : 

„Der  kleine  Radius  des  regelmässigen 
Vierecks  beträgt  die  Hälfte  der  Seite  “ 

F“T’ 


F — 2t*1  ; 


Aufgabe  9.  „Die Bestimmungsstacke 
des  eingeschriebenen  und  umschriebenen 
regelmässigen  Dreiecks  zu  finden. 

Auflösung.  Nach  Formel  8)  der 
Scholion  1.  zn  Lehrsatz  5.,  ist  wenn  p 
den  Radius  des  eingeschriebenen  Dreiecks, 
P den  des  Sechsecks  bezeichnet: 

21’*  = r(r  + p). 

Aber  in  unserem  Falle  ist: 

3r* 


* i = 2 r; 


=»•(*•  + (?)  = r*  + rp, 


5)  *,  = rl/  2; 

^i  = 2*,ei, 

also: 

6)  F , = 4r>. 

Aufgabe  8.  Die  Bestimmungsstucke 

der  eingeschriebenen  und  umschriebenen 
regelmässigen  Sechsecks  zu  finden.“ 
Auflösung.  In  diesem  Falle  ist: 

1) 


Hieraus  ergibt  sich: 


.=T^> 


* = ry3i 
„ _ 3 >e 

F=ir>  yi; 
rs 

* i = 2ry  3 ; 
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5)  «\  = 2r; 

endlich: 


also: 

G)  Ft  = 3r*  ^3. 

Aufgabe  10.  „Die  Bestimmungs- 
stucke  des  eingeschriebenen  uml  um- 
schriebenen Zehnecks  zu  finden.“ 

Auflösung.  I)a  s die  Mediane  von 
r ist,  nach  der  Auflösung  von  Aufgabe  3. 
aber,  wenn  /1/i  = r (Fig.  233)  ist,  und 


Fig.  233. 


man  Winkel  A = lt,  A0  = 0£  = — 


macht,  BE  die  gesuchte  Mediane  ist,  so 
wird  man  haben: 

OB1  = AB'  + AO'  =r»  +~, 

4 

also: 

o«=~Yö, 

und  da  EB  — s war : 

1)  * = -y  (Vö  - !)• 

Es  wird  noch: 

f = }/r’  - X = rV'l  - A (G  - 215). 

also: 

2)  = 

Was  die  übrigen  Formeln  anbetrifft,  so 
mag  es  genügen,  auf  die  in  dem  Scholion  1. 
zu  Lehrsatz  5.  zu  verweisen,  mit  Hülfe 
welcher  alle  Bestimmungsstückc  gegeben 
sind,  wenn  man  s und  r hat. 


Aufgabe  11.  „Die  Bestimmung»- 
stücke  des  regelmässigen  Fünfecks  zu 
finden.“ 

Auflösung.  Ist  (»  der  kleine  liadius 
des  Fünfecks,  V der  des  Zehnecks,  so  ist 
wieder : 

2 P*  =rH^ 

also: 

y (5  + Yb)  = r'  + rt>, 

oder: 

e=-j"(1  + 1/5)1 

da  

s = 2 yV*  -(j* 

ist,  so  hat  man: 

* = 2r  |/l-i  (6  + 2V'5), 


oder: 


Die  lübrigen  Formeln  sind  wie  in  der 
vorigen  Aufgabe  zu  finden. 

A u f g u b 0 12.  „Die  Bestimmungs- 
stücke des  regelmässigen  Fünf/.ehnecks 
zu  linden.“ 

Auflüsug.  Sei  AB  - r (Fig.  234) 
die  Seite  des  Sechsecks,  AC=S  die  des 


Fig-  234. 


Zehnecks,  mithin  BC  = s,  die  des  Fünf- 
zehneeks,  ferner  AD-2r  der  Durchmes- 
ser, so  ist  in  dem  Kreisvierecke 
ABCD.ACBD+  BC-AD  = AB-CD. 

aber  da  dio  Dreiecke  AI'D  und  ABD 
rechtwinklig  sind : 

CD-YaD'-ÄC',  BD=YaD'-ÄB', 
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woraus  dann  folgt: 

CD  - ^4r>  - S%  BD-r\  3 , 
also,  wenn  man  noch  für  AB , j4C’,  ÄC 
die  Wcrthe  setzt : 

Sryä  + 2sr  = r 

also  : 


oder  da 


S=^-0/5-l), 

also : 


•'S 


die  übrigen  BestimmungsstOckc  siud  dann 
leicht  r.u  ermitteln. 

Aus  den  Bestimmungsstfleken  irgend 
eines  Vielecks  lassen  sich  nach  dem 
Scholion  zu  Satz  5.  die  des  Vielecks  von 
doppelter  Seitenanzahl  finden. 

Wie  dies  zur  Berechnung  des  Kreises 
selbst  benutzt  wird,  darüber  siche  den 
Artikel:  „Quadratur  ebener  Figuren“, 
Abschnitt  2. 


i 10)  Fortsetzung  der  Construc- 

> tionen. 

Die  in  Abschnitt  7.  gegebenen  Con- 
structioncn  sind  hier  noch  durch  einige 
zu  ergänzen,  wobei  jedoch  in  diesem  Ar- 
tikel nur  auf  die  einfachsten  Bezug  zu 
nehmen  ist.  Ein  Mehrcres  ist  in  den 
Artikeln:  „Transversalen,  Theilung“  und 
einigen  andern  zu  suchen. 

Aufgabe  1.  „Zu  zwei  gegebenen 
Linien  die  mittlere  Proportionale  zu 
finden.“ 

Auflösung.  Trage  die  beiden  Li- 
nien AB  und  BC  (Fig.  235)  auf  dcrsel- 

Fig.  235. 


I 

l 

ben  Linie  AC  ab,  schlage  über  A C als 
Durchmesser  einen  Halbkreis,  und  er- 
richte BD  senkrecht  auf  AC  bis  zur  Pe- 
ripherie. BD  ist  die  gesuchte  Linie. 
, (Offenbar  nämlich  ist  BD 1 = AB  • BC.) 


S c h o 1 i o n.  Die  Aufgabe  ist  iden- 
tisch mit  der,  ein  Rechteck  in  ein  Qua- 
drat zu  verwandeln.  Andere  Auflösun- 
gen enthalt  der  Artikel:  Quadrat.  Der- 
selbe lOst  auch  die  Aufgabe : jede  grad- 
linige Figur  in  ein  Quadrat  zu  ver- 
wandeln. 

Aufgabe  2.  „Es  sind  die  Seiten 
zweier  Quadrate  gegeben.  Dio  eines 
dritten  zu  finden,  dessen  Inhalt  gleich 
der  Summe  der  beiden  erstem  ist.“ 
Auflösung.  Trage  die  gegebene 
Seite  al  (Fig.  236)  senkrecht  im  Eud- 


Fig  236. 


punkt  der  andern  ac  an.  Die  Linie  tc 
ist  dann  die  gesuchte.  — Denn 


Ic*  = nf*  4-  ac’. 

Aufgabe  3.  „Die  Seite  eines  Qua- 
drats zu  finden,  dessen  Inhalt  gleich  der 
Differenz  zweier  Quadrate  ist,  deren 
Seiten  gegeben  sind,“ 

Auflösung.  Ucbcr  der  grosseren 
gegebenen  Seite  AC’(Fig.  237)  uls  Durch- 


Fig.  237. 


messcr  errichte  einen  Halbkreis,  trage 
die  kleinere  AB  als  Sehne  ein,  so  ist 
BC  die  gesuchte.  (Offenbar  ist  der 
Winkel  bei  B ein  Rechter,  also 
BC * = AC'-  AB'.) 

Determination.  Die  beiden  ge- 
gebenen Seiten  dürfen  nicht  gleich  sein. 

Aufgabe  4 „Zu  drei  gegebenen 
Punkten  A,  B,  C einer  Linio  (Fig.  238) 
den  vierten  (mit  B conjugirtcn)  harmoni- 
schen zu  finden.“ 

Auflösung.  Nehme  Punkt  F be- 
liebig und  ziehe  AF,  BF,  CF.  Ferner 
AO  beliebig,  die  FB  in  //,  FC  in  O 
schneidet  und  CH.  die  AF  in  K schneidet. 
Die  Verbindungslinie  OK  schneidet  dann 
AC  im  vierten  harmonischen  Punkte  D, 
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Fig.  238. 


(Offenbar  nämlich  sind  KO  und  AC 
Diagonalen  eines  vollständigen  Vierecks.) 

Aufgabe  5.  „Zu  den  drei  durch  /•' 
gehenden  Strahlen  FA,  FB,  FC  den  mit 
FB  conjugirtcn  harmonischen  zu  finden.'1 

Auflösung.  Lege  (Fig.  238)  durch 
die  drei  Strahlen  eine  beliebige  Linie  ABC 
und  suche  den  mit  B conjugirten  harmo- 
nischen Punkt  D;  FD  ist  dann  der  ge- 
suchte Strahl. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass 
der  Artikel : „Quadratische  Gleichung“ 
ganz  allgemein  ein  Verfahren  angibt,  ans 
der  Gleichung,  zu  der  eine  Aufgabe 

führt,  die  Construction  derselben  abzu- 
leiten, also  die  Auflösung  durch  Rech- 
nung in  eine  durch  Construction  zu  ver- 
wandeln, wenn  die  besagte  Gleichung 
nicht  höher  als  vom  zweiten  Grade  ist. 
Sollte  dieselbe  aber  von  einem  höheren 
Grade  sein,  so  wäre  eine  Construction 
durch  den  Kreis  und  die  grade  Linie, 
also  eine  geometrische  im  engeren  Sinne, 
überhaupt  nicht  möglich. 

Indem  wir  hiermit  die  Uebcrsieht  der 
ebenen  Geometrie  schliessen,  verweisen 
wir  in  Bezug  auf  die  weitere  Ausführung 
namentlich  auf  den  Artikel:  „Geometrie 
der  Lage.“ 

11)  Ucber  Linien  und  Ebenen. 

I.  Vorbemerkungen  und  Defi- 
nitionen. 

Definition.  Eine  Ebene  ist  eine 
solche  Fläche,  in  der  zwischen  jeden  zwei 
Funkten  eine  Grade  sich  ziehen  lässt. 
Diese  Definition  ist  schon  gegoben.  — 
Wir  erinnern  noch,  dass  man  durch  zwei 
Punkte  unendlich  viel,  durch  drei  Punkte, 
die  nicht  in  einer  graden  Linie  liegen, 
immer  nnr  eine  Ebene  legen  kann.  Eine 
solche  und  nur  eine  lässt  sich  mithin 
auch  durch  eine  Grade  und  einen  Punkt 
ausserhalb  derselben  legen. 

Durch  zwei  grade  Linien  lässt  sich 
dagegen  nicht  immer  eine  Ebene  legen. 
Findet  es  statt,  so  sind  die  Linien  ent- 
weder parallel  oder  sie  schneiden  sich. 

Lehrsatz  1.  „Zwei  grade  Linien, 


die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  schnei- 
den sich  niemals.“ 

Beweis.  Angenommen,  dies  fände 
statt,  so  liesse  sieh  durch  die  eine  Linie 
AB  (Fig.  239)  und  einen  Punkt  C der 


Fig.  239. 


andern  jedenfalls  eine  Ebene  legen,  and 
die  Punkte  derselben  A und  C durch 
eine  Grade  verbinden,  welche  mit  der 
gegebenen  AC  zusammenfällt,  es  liegen 
also  AC  und  AB  in  einer  Ebene. 

Anmerkung.  Dagegen  lässt  sich 
dieser  Satz  nicht  umkehren.  D.  h.  zwei 
Linien,  die  sich  nicht  schneiden,  können 
doch  in  einer  Ebene  liegen.  Sie  sind 
nämlich  parallel. 

Definitionen.  Zwei  Ebenen,  welche 
keinen  Funkt  gemein  haben,  heissen 
parallel. 

Eine  Linie  und  eine  Ebene,  welche 
keinen  Punkt  gemein  haben,  heissen 
ebenfalls  parallel. 

Lehrsatz  2.  „Zwei  Ebenen,  welche 
nicht  parallel  sind,  haben  eine  und  nur 
eine  grade  Linie  gemein.“ 

Beweis.  Zunächst  ist  zu  zeigen,  dass 
zwei  Ebenen  nicht  einen  Punkt  gemein 
haben  können,  und  sonst  ganz  ausser 
einander  fallen.  Denn  jede  ins  Unend- 
liche verlängert  gedachte  Ebene  theilt 
den  Raum  in  zwei  Theile. 

Eine  andere  Ebene,  welche  einen  Punkt 
mit  der  erstcrcn  gemein  hat,  geht  also 
durch  dieselbe  durch,  d.  h.  sie  fällt  zum 
Theil  in  die  eine  zum  Thcil  in  die  an- 
dere Hälfte  des  Raumes,  und  cs  wird 
also  von  der  andern  ein  Theil  von  ihr 
abgegrenzt.  Da  die  Grenzen  von  Flä- 
chen aber  Linien  sind,  so  haben  beide 
Ebenen  eine  Linie  gemein.  Diese  muss 
eine  grade  sein,  denn  nimmt  man  zwei 
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Funkte  A und  B in  derselben  an,  so 
lasst  sich  durch  dieselben  in  beiden 
Ebenen  eine  Grade  AB  ziehen,  die  folg- 
lich die  gemeinschaftliche  Grenze  bildet. 

Ausserdem  haben  die  Ebenen  aber 
keinen  Punkt  gemein.  Denn  wäre  ihnen 
noch  ein  Punkt  C ausserhalb  AB  ge- 
meinsam, so  Hesse  sich  durch  ABC  nur 
eine  Ebene  ziehen,  und  die  beiden  ge- 
gebenen fielen  also  zusammen. 

Definitionen.  Die  Linien,  welche 
zwei  Ebenen  gemein  ist,  heisst  ihre 
Schnittlinie.  Von  den  Ebenen  sagt 
man,  dass  sie  sich  schneiden. 

II.  Lehrsätze. 

Lehrsatz  3.  „Werden  zwei  parallele 
Ebenen  von  einer  dritten  geschnitten,  so 
sind  die  beiden  Schnittlinien  parallel.“ 

Beweis.  Zunächst  liegen  sie  in  einer 
Ebene,  nämlich  der  Schnittebene.  Dann 
aber  schneiden  sie  sich  nicht,  weil  sonst 
die  Schnittpunkte  den  beiden  parallelen 
Ebenen  angehören  müssten,  was  doch  un- 
möglich ist. 

Lehrsatz  4.  „Parallele  Linien  zwi- 
schen parallelen  Ebenen  sind  gleich.“ 

Beweis.  Zieht  man  zwischen  den 
parallelen  Ebenen  AB  und  CD  (Fig.  240) 

Fig.  240. 


r 


die  parallelen  Linien  EF  und  Gll,  ver- 
bindet man  ferner  E mit  //,  G mit  F, 
so  liegen  EH  und  FG  in  einer  Ebene, 
nfimlich  in  der  der  parallelen  Linien, 
ferner  können  sich  EH  und  FG  nicht 
schneiden',  weil  ihr  Schnittpunkt  den 
Ebenen  AB  und  CD  gemein  sein  müsste; 
es  sind  also  auch  Eli  und  FG  parallel, 
E FG H also  ein  Parallelogramm,  woraus 
dann  die  Gleichheit  von  EF  und  GH 
folgt. 

Lehrsatz  5.  „Wenn  eine  Linie  eine 
Ebene  schneidet,  so  schneidet  auch  jede 
der  erstem  parallele  Linie  die  letztere.“ 


Beweis.  Denn  legt  man  durch  beide 
parallele  Linien  eine  Ebene,  so  schneidet 
diese  die  gegebene  Ebene  AB  (Fig.  241) 


Fig.  241. 


in  einer  Linie  CE,  in  welcher  sich  der 
Schnittpunkt  C derjenigen  von  beiden 
Linien  DC  befindet,  welche  durch  Ebene 
AH  geht.  CE  aber  liegt  in  der  Ebene 
beider  parallelen  Linien,  und  schneidet 
CD  folglich  auch  EF,  so  dass  sich 
Schnittpunkt  E auch  in  Ebene  AB  be- 
findet. 

Lehrsatz  G.  „Wenn  zwei  Linien 
von  drei  parallelen  Ebenen  geschnitten 
werden,  so  stehen  die  abgeschnittenen 
vier  Stücke  in  Proportion.“ 

Beweis.  Dieser  Satz  ist  fast  selbst- 
verständlich, wenn  die  beiden  Linien  in 
einer  Ebene  liegen,  da  dann  die  Durch- 
schnitte dieser  Ebene  mit  den  drei  Pa- 
rallelen auch  parallele  Linien  sind. 

Mögen  aber  die  Linien  AB  und  CD 
(Fig.  242)  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Sind  EL,  GIB  und  KF  die  parallelen 
Ebenen,  wovon  die  erste  die  Linie  AB 
in  E und  die  letzte  die  Linie  CD  in  F 
schneidet,  so  ziehe  man  EF‘,  es  wird 
dann  die  zweite  Ebene  GM  die  Ebene 
AEF  in  GH,  und  die  dritte  Ebene  KF 
in  KF  die  Ebene  AEF  schneiden,  wäh- 
rend die  erste  Ebene  EL  die  Ebene  EFD 
in  EL  und  die  zweite  Ebene  GM  die 
Ebene  EFG  in  UM  schneidet,  da  nun 
Linie  BH  parallel  KF,  HM  parallel  EL, 
so  hat  man 

A EGH  s.  EKF, 


also: 

und 


A EFL  <r  HFM, 
EG : GK = EH. HF 


EH : HF  = LM : MF, 
woraus  dann  folgt: 


EG  _ LM 
GK~  MF’ 


womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 


Digitized  by  Google 


Raumlehre 


170 


Raumlehre. 


Fig.  242. 


111.  Hauptichrsutz  und  Lehr- 
sätze. 

Den  folgenden  Satz  bezeichnen  wir 
wegen  seiner  Wichtigkeit  als  üuuptlchr- 
satz. 

Lehrsatz  7.  „Wenn  zwei  Linien 
AB  und  CD  (Fig.  243)  einer  dritten  EF 
parallel  sind,  so  sind  auch  die  beiden 
erstem  AB  und  CD  mit  einander  parallel.41 

Fig.  243. 


Beweis.  Wir  zeigen  zunächst,  dass 
AB  und  CD  in  einer  Ebene  liegen 
Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  könnte 
man  durch  AB  und  Punkt  C eine  Ebene 
legen,  ABCG , diese  möge  Ebene  CDEF 
iu  Linie  CG  und  Linie  EF  in  G schnei- 
den. (Denn  CG,  welche*  CD  schneidet, 
kann  nicht  EF  parallel  sein).  Es  gehen 


dann  durch  Punkte  A,  B,  G,  die  nicht  in 
einer  Linie  liegen,  zwei  Ebenen  nämlich 
ABCG  und  auch  die  Ebene  der  Parallelen 
AB  und  EFj  was  unmöglich  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  die  Linien  AB 
und  CD  schnitten  sich  in  Punkt  K , so 
gingen  durch  Punkt  £,  F,  K die  Ebene 
der  Parallelen  CD  und  EF  und  die  der 
Parallelen  AB  und  EF  was  ebenfalls 
unmöglich  ist.  .41so  AB  parallel  CD. 

Lehrsatz  8.  „Sind  zwei  Ebenen 
einer  dritten  parallel,  so  sind  auch  die 
beiden  ersten  einander  parallel.4' 

Beweis.  Seien  A,  B , C (Fig.  244) 
die  Ebenen,  und  zwar  sowohl  A als  B 


Fig  244. 


parallel  C.  Schnitten  sich  nun  A und  B , 
so  könnte  man  durch  einen  Punkt  m 
ihrer  Durchschnittslinic  und  durch  zwei 
Punkte  c und  f von  C eine  neue  Ebene 
logen,  die  auch  A und  B schneiden 
müsste,  und  zwar  in  Linien,  die  ef  pa- 
rallel (Satz  3),  also  uueh  nntcr  einander 
parallel  wären,  was  unmöglich  ist,  da 
sic  sich  in  m schneiden. 

Lehrsatz  9.  „Wenn  die  Schenkel 
zweier  Winkel  parallel  sind,  so  sind  auch 
die  Winkelcbenen  parallel.*4 

Beweis.  Seien  BAC  und  DEF  die 
Winkel  (Fig.  245).  Angenommen  ihre 
Ebenen  schnitten  sich  in  67/,  so  würde 
jedenfalls  ein  Schenkel  von  ABC,  AB 
sich  mit  GH  schneiden  (denn  beide  Schen- 
kel können  doch  nicht  GH  parallel  sein). 
Aber  DE  parallel  AB  würde  dann  auch 
GH  schneiden,  (denn  sonst  wäre  DE 
parallel  GH,  also  auch  GH  parallel  AB). 
Es  gingen  also  durch  die  drei  Punkte 
6',  Dt  E zwei  Ebenen,  nämlich  DEF 
und  die  der  parallelen  Linien  AB  und  DE, 
was  unmöglich  ist. 
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Fig.  245. 


IV.  Zusätze  und  Lehrsätze. 


Lehrsatz  10.  „Winkel  mit  paral- 
lelen und  gleichgerichteten  Schenkeln 
sind  gleich.“ 

Beweis.  In  den  Winkeln  AHC  itml 
DEF{ Fig.  24«)  sei  .4«  parallel  OE,  HC 
parallel  EF,  HA  und  EO  so  wie  HC  und 
EF  nach  derselben  Seite  hingcriehtet. 
Mache  AH  — DE,  HC  — EF  und  ziehe 
AD,  CF,  AC  nnd  DF,  so  entstehen  dio 
Parallelogramme.  HAUE  und  BCEF;  es 
ist  also  HE  gleich  und  parallel  AD, 
HE  gleich  und  parallel  CF,  also  auch 
AD  gleich  und  parallele/'’,  woraus  dann 


Fig.  246. 


folgt,  dass  auch  ACDF  ein  Parallelo- 
gramm, mithin  AC  — DF  ist,  woraus  sich 
dünn  die  Congrucnz  der  Dreiecke  ABC 
und  DEF  so  wie  die  Gleichheit  der  ge- 
gebenen Winkel  folgern  lässt. 

Zusatz  1.  „Winkel  mit  parallelen 
und  entgegengesetzt  gerichteten  Schen- 
keln sind  gleich.“ 

Denn  offenbar  ist,  wonn  dio  Schenkel 
■von  A und  B beide  entsprechend  ent- 


gegengesetzt gerichtet  sind,  diejenigen 
von  A und  dem  Scheitelwinkel  von  B 
gleichgerichtet,  woraus  sieh  unser  Satz 
ergibt. 

Zusatz  2.  „Winkel  mit  parallelen 
Schenkeln,  wovon  ein  Paar  gleich,  das 
andere  Paar  entgogesetzt  gerichtet  ist, 
ergänzen  sich  zu  zwei  Hechten.“ 

Lehrsatz  11.  „Sind  dio  Ebenen 
zweier  gleicher  und  gleichgerichteter 
Winkel  und  das  oinc  Schcnkelpaar  unter 
einander  parallel,  so  ist  cs  uueh  dos 
andere  Schcnkelpaar.“ 

Beweis  Sind  ABC-  DEF  (Fig.  246) 
dio  Winkel,  ihre  Ebenen  seien  parallel, 
und  HC  parallel  EF.  Seien  AB  und  DE 
nicht  parallel , so  lege  durch  C eine 
Linie  parallel  mit  AB,  diese  wird  mit 
EF  einen  Winkel  bilden,  der  gleich  AHC 
ist.  aber  ungleich  DEF  sein  muss,  was 
nicht  sein  kann. 

12)  Von  den  Winkeln  zwischen 
Ebenen,  Ebenen  und  Linien,  und 
zwischen  Linien,  die  sich  nicht 
schneiden. 

I.  Iluuptlchrsntz  ti nd  L eh r s ätze. 

Der  folgende  Lehrsatz  ist  nls  Haupt- 
satz zu  bezeichnen. 

Lehrsatz  L „Wenn  eine  Linio  eino 
Ebene  schneidet  und  man  kann  durch 
den  Schnittpunkt  in  der  Ebene  zwei 
Linien  ziehen  auf  denen  die  gegebene 
senkrecht  steht,  so  steht  sie  auch  auf 
jeder  andern  Linie,  welche  man  in  der 
gegebenen  Ebene  durch  den  Schnittpunkt 
legen  kann,  senkrecht.“ 

Beweis.  Sei  CD  (Fig.  247)  auf  Linie 
DF  und  D(1  in  Ebene  AH  senkrecht, 


lege  in  dieser  Ebene  DH  beliebig  durch 
n,  so  soll  CD  auch  auf  DII  senkrecht 
stehen.  Verlängere  CD  um  ihre  eigene 
Grosse  DE  nach  der  andern  Seite  von 
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AB  hin,  so  sied  Winkel  CDF,  EDF, 
CDU,  EDG  Kochte,  und  daher  Dreieck 
CDF  £ EOF,  CDG  £ EDG,  woraus  sich 
ergibt  CF=F.F,  CG  = EG , also  Dreieck 
CG F £ EGE,  und  hieraus: 

Winkel  CFG  = EPH. 

Hieraus  folgt  dann: 

Dreieck  CFH£  EFH, 

(je  zwei  Seiten  CFzz  EF,  FH=FH,  und 
die  cingcschlosscnen  Winkel  sind  gleich) 
und  hieraus  folgt  CH  = EH,  also  wegen 
Gleichheit  der  dritten  Seite, 

Dreieck  CDH  £ EDH, 

also  auch  Winkel  CDH  = EDH.  Diese 
Winkel  aber  sind  Nebenwinkel,  und  so- 
mit rechte,  womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

Definition.  Wenn  eine  Linie  auf 
zweien  und  somit  auf  jeder  in  einer 
Ebene  senkrecht  steht,  so  sagt  man: 
„Die  Linie  stehe  auf  der  ganzen 
Ebene  senkrecht.“ 

Lehrsatz  2.  „Drei  Linien,  die  auf 
einer  vierten  senkrecht  stehen,  und  durch 
einen  Punkt  derselben  gehen,  liegen  in 
einer  Ebene.“ 

Beweis.  Stehe  Linie  AB  (Fig. 248) 
mit  BC,  BD  und  BE  senkrecht.  Durch 


Fig.  249 


punkte  B und  D beider  Linien  AB  und 
CD  mit  der  Ebene  in  derselben  DG  pa- 
rallel BE  und  DH  parallel  BF,  so  ent- 
stehen die  Winkel 

ABE  - CDG , AHE -CDH, 

oder : 

ABE  = ABF  = R, 

also  steht  auch  CD  auf  zweien  in  der 
Ebene,  mithin  auf  der  ganzen  Ebene 
senkrecht. 

Lehrsatz  4.  „Durch  einen  Punkt 
innerhalb  oder  ausserhalb  einer  Ebene 
lässt  sich  nur  eine  Senkrechte  auf  der- 
selben ziehen.“ 

Beweis.  Liege  Punkt  C ausserhalb 
oder  innerhalb  der  Ebene  AB  (Fig.  250 
und  251)  und  mögen  zwei  auf  AB  senk- 


Fig.  248. 


BC  und  BD  legt  man  eine  Ebene,  auf 
welcher  nach  dem  vorigen  Satze  AB 
senkrecht  steht.  Läge  BE  nicht  in  die- 
ser Ebene,  so  würde  die  durch  ABE  gc- 
legto  Ebonc  die  erstcre  etwa  in  BF 
schneiden,  also  die  Winkel  ABF  und 
ABE,  welche  in  einer  Ebcno  liegen, 
Rechte  sein,  was  unmöglich  ist. 

Lehrsatz  3.  „Steht  eine  Linie  AB 
(Fig.  249)  auf  einer  Ebene  senkrecht,  so 
steht  auch  jede  mit  der  ersteren  paral- 
lelen Linie  CD  auf  der  letzteren  senk- 
recht.“ 

Beweis.  Zieht  man  durch  die  Schnitt- 


rechte Linien  CD  und  CE  hindurch  gehen, 
so  wird  die  Schnittlinie  der  Ebene  AB 
und  CDE,  also  (Fig.  250)  DE  oder  CF 
(Fig.  251),  auf  Linie  CD  und  CE  senk- 
recht stehen,  die  mit  derselben  in  einer 
Ebene  liegen,  was  unmöglich  ist. 


Lehrsatz  5 „Stehen  zwei  Linien 


Fig.  251. 
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AB  und  CD  (Fig.  252)  auf  einer  Ebene 
senkrecht,  so  sind  sie  parallel.“ 
Beweis.  Angenommen  CD  wäre  nicht 
parallel  AB,  so  lege  durch  Punkt  I), 
DG  parallel  AB,  so  wäre  DG  auf  FF 
senkrecht,  also  durch  den  Punkt  I)  gin- 
gen iwei  auf  EF  senkrechte  Linien,  was 
unmöglich  ist. 

Lehrsatz  6.  „Steht  eine  Linie  AB 
(Fig.  253)  auf  zwei  Ebenen  AC  und  BD 
senkrecht,  so  sind  letztere  parallel.“ 
Beweis.  Angenommen  die  Ebenen 
AC  und  BD  schnitten  sich,  so  lege 


Fig.  253. 


durch  Linie  AB  und  eine  beliebige 
Linie  AF  in  Ebene  AC,  eine  andero 
Ebene  ABFE,  welche  BD  in  BF.  schneidet. 
Ist  AF,  wie  dies  doch  immer  gemacht 
werden  kann,  nicht  dem  Durchschnitte 
von  AC  und  BD  parallel,  so  kann  dies 
auch  nicht  mit  der  AF  parallelen  Linie 
BE  der  Fall  Bein,  mithin  müssen  AF 
und  BE  durch  diesen  Durchschnitt  der 
Ebenen  AC  und  BD  gehen,  und  zwar 
muss  dies  in  demselben  Punkte  G ge- 
schehen, wo  die  Ebene  AFBE  durch 
diesen  Durchschnitt  geht;  es  wären  also 
durch  Punkt  G zwei  senkrechte  Linien 
auf  AB  gezogen,  was  unmöglich  ist. 


II.  Definition  und  Lehrsätze. 

Definition.  Sind  zwei  Linien  ge- 
geben, AB  und  CD  (Fig.  254),  die  sich 
nicht  schneiden,  und  man  legt  durch 
einen  beliebigen  Punkt  B von  AB  eine 
Parallele  BE  mit  CD , durch  den  belie- 
bigen Punkt  I)  von  CD  eine  Parallele 
DF  mit  AB , oder  durch  irgend  einen 
Punkt  G im  Räume  zwei  Linien  Gll 
und  GK%  die  mit  AB  und  CD  parallel 
sind,  so  entstehen  nach  Lehrsatz  10.  des 
vorigen  Abschnittes  gleiche  Winkel, 
A B /£,  CDF,  II GK.  Der  Winkel,  welchen 
die  mit  zwei  gegebenen  Linien  parallelen 
und  im  gleichen  Sinne  gerichteten  sich 
aber  schneidenden  Linien  machen , ist 
also  nur  von  der  Richtung  dieser  Linien 


Fig.  254 


abhängig,  und  völlig  unveränderlich,  wo 
auch  der  Schnittpunkt  sei,  möge  derselbe 
auf  einer  der  gegebenen  Linien  oder  ir- 
gend wo  im  Raume  liegen.  Man  kann 
somit  auch  von  dem  Winkel  spre- 
chen, den  zwei  sich  nicht  schnei- 
dende Linien  machen,  und  versteht 
darunter  eben  den,  welchen  zwei  damit 
parallele  sich  schneidende  Linien  machen. 
Es  ist  auch  ersichtlich,  dass  der  Winkel 
zweier  parallelen  Linien  0 Grad  be- 
trägt. 

Wenn  man  jetzt  davon  spricht,  dass 
zwei  Linien  auf  einander  senkrocht  ste- 
hen, so  ist  sonach  durchaus  nicht  nöthig, 
dass  dieselben  sich  schneiden.  Es  gelten 
aber  die  jetzt  bewiesenen  Satze,  wie  leicht 
zu  sehen  ist.  auch  bei  dieser  allgemeinen 
Definition.  Namentlich  nimmt  Satz  1. 
dieses  Abschnittes  die  Form  an. 

„Steht  eine  Linie  auf  zwei  in  einer 
Ebene  liegenden  und  nicht  einander  pa- 
rallelen Linien  (welche  die  erstcre  schnei- 
den mögen  oder  nicht)  senkrecht,  so  steht 
sie  auf  der  ganzen  Ebene  senkrecht.“ 

Immer  nämlich  lassen  sich  durch  den 
Schnittpunkt  von  Linien  und  Ebenen 
zwei  den  senkrechten  parallele  Linien, 
also  auf  der  gegebenen  senkrechte  legen. 
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Mit  Berücksichtigung  der  eben  goge- 
benen  Definition  erhalten  wir  einige  wich- 
tige Sätze 

Steht  eine  Linie  AB  (Fig.  255)  zunächst 
auf  zweien  sich  schneidenden  BC  und  CD 


Fi*.  255. 


senkrecht,  die  selbst  mit  einander  einen 
rechten  Winkel  machen,  so  steht  auch 
die  Verbindungslinie.  AC  auf  CD  senk- 
recht; denn  CD  steht  auf  AB  und  BC, 
folglich  auf  der  ganzen  Ebene  ABC  und 
mithin  auf  AC  senkrecht.  D.  h : 

Lehrsatz  7.  „Errichtet  man  auf 
der  Ebene  zweier  einen  rechten  Winkel 
bildenden  Linien  BC  und  CD  eine  Senk- 
rechte AI I,  welche  durch  einen  Punkt  B 
des  einen  Schenkels  geht,  so  steht  jede 
Linie,  welche  den  Scheitelpunkt  C des 
gegebenen  rechten  Winkels  mit  einem 
Punkt  A der  Senkrechten  verbindet,  auf 
dem  andern  Schenkel  CD  des  gegebenen 
Hechten  senkrecht.“ 

Ist  ferner  A B auf  den  Schenkeln  irgend 
eines  Winkels  BC  und  CD  senkrecht, 
so  steht  CD  auf  AB  und  AC,  d.  h.  auf 
Ebene  ABC  und  mithin  auch  auf  BC 
senkrecht.  Also: 

Lehrsatz  8.  „Legt  man  durch  den 
einen  Schenkel  eines  Winkels  AB  eine 
Senkrechte  auf  die  Winkelebene  und  ist 
die  Verbindungslinie  des  Scheitelpunkts  C 
mit  irgend  einem  Punkte  A dieser  Senk- 
rechten auf  dem  andern  Schenkel  senk- 
recht, so  ist  der  gegebene  Winkel  ein 
rechter.“ 

Steht  ferner  CD,  CB  auf  CA  senk- 
recht und  AB  auf  BC  senkrecht,  so 
steht  CD  auf  der  ganzen  Ebene  ABC, 
also  auch  auf  AB,  mithin  AB  auf  CD 
senkrecht. 

Lehrsatz  9.  „Wenn  eine  Linie  CD 
durch  den  Scheitelpunkt  eines  Winkels 
BCA  geht,  und  auf  beiden  Schenkeln 
senkrecht  steht,  so  wird  jede  andere, 
welche  in  der  Winkelcbene  von  BCA 
liegt  und  auf  einem  Schenkel  BC  senk- 


recht, auch  auf  der  gegebenen  Linie  CD 
und  mithin  auf  der  Ebene  des  rechten 
Winkels  BCD  senkrecht  stehen.“ 

Da  die  drei  Sätze  sich  complicirt  aus- 
sprechen, so  möchte  es  gerathen  sein, 
sie  eben  nur  als  leichte  Anwendungen 
des  in  Hede  stehenden  Prinzipes  aufzu- 
fassen. 

III.  Definitionen  u nd  Lehrsätze. 
Definitionen.  Wenn  sieb  zwei 
Ebenen  schneiden,  und  man  zieht  in 
jeder  derselben  durch  denselben  Punkt 
des  Durchschnittes  eine  Linie,  so  bilden 
je  zwei  solcher  Linien  einen-  Winkel. 
Derjenige  Winkel  nun,  welcher  von  den 
auf  dem  Durchschnitte  senkrechten  Li- 
nien gebildet  wird,  heisst:  „Neigungs- 
winkel der  Ebenen.“ 

Sind  AC  und  AB  (Fig.  256)  die  bei- 
den Ebenen,  AD  ihr  Durchschnitt,  EG 


Fig.  256. 


und  GF  auf  derselben  senkrecht,  so  ist 
EOF  der  Neigungswinkel.  Wie  auch 
der  Punkt  G in  AD  liege,  immer  würde 
derselbe  Neigungswinkel  stattfinden,  da 
alle  Winkel  deren  Schenkel  bezüglich 
in  Ebene  AC  und  AB  auf  A I)  senkrecht 
liegen  und  deren  Scheitelpunkt  in  AD 
sich  befindet,  parallele  Schenkel  haben. 

Zwei  Ebenen  stehen  senkrecht  auf 
einander,  wenu  ihr  Neigungswinkel 
ein  rechter  ist. 

Lehrsatz  10.  „Wenn  eine  Linie 
AB  (Fig.  257)  auf  einer  Ebene  CD 
senkrecht  steht,  so  steht  jede  durch  AR 
gelegte  Ebene  auf  CD  senkrecht.“ 


Fig.  257. 
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Beweis.  Sei  AE  die  dnreh  AB  ge- 
legte Ebene,  BE  der  Durchschnitt  mit 
CD.  Auf  derselben  siehe  man  in  Ebene 
CD  senkrecht  BF,  so  sind  AB  und  BF 
auf  BE  Benkrocht,  also  ABF  der  Nei- 
gungswinkel der  Ebene,  und  dieser  ist 
ein  rechter,  da  jede  Linie  BF  in  CD 
auf  AB  senkrecht  steht. 

Lehrsatz  11.  „Wenn  zwei  Ebenen 
auf  einander  senkrecht  stehen,  und  man 
zieht  in  einer  eine  Senkrechte  auf  den 
Durchschnitt,  so  steht  diese  auf  der  an- 
dern Ebene  senkrecht. 

Beweis.  Seien  AE  und  CD  (Fig. 
257)  die  Ebenen.  DE  der  Durchschnitt, 
Winkel  EBF  ein  rechter.  Zieht  man 
notdi  AB  nnf  BE  senkrecht  in  Ebeuc 
AE,  so  ist  ABF  der  Neigungswinkel, 
also  ein  rechter,  mithin  BF  auf  BF.  und 
BA  d.  h.  auf  der  ganzen  Ebene  AE 
senkrecht. 

Lehrsatz  12.  „Wenn  zwei  Ebenen 
auf  einer  dritten  senkrecht  stehen,  so 
steht  auch  der  Durchschnitt  der  beiden 
erstem  auf  der  letzteren  senkrecht.“ 

Beweis.  Es  mögen  die  Ebenen  AC 
und  AD  (Fig.  258)  auf  CD  senkrecht 
stehen. 


Fig.  258. 


Sei  AB  der  Durchschnitt  von  AC  und 
AD,  BC  der  von  AC  und  CD,  BD  der 
von  AD  und  CD.  Ziehe  in  CD,  BE 
auf  CB,  BF  auf  BD  senkrecht,  so  steht 
BE  auch  auf  AC,  BF  anf  AD  senkrecht, 
also  BF.  und  BF  auf  der  beiden  Ebenen 
gemeinschaftlichen  Linie  AB,  und  mithin 
letztere  auf  der  ganzen  Ebene  CD  senk- 
recht. 

Lehrsatz  13.  „Steht  eine  Linie 
oder  eine  Ebene  auf  einer  anderen  Ebene 
senkrecht,  so  steht  ersterc  auf  jeder  der 
letzteren  parallelen  Ebene  senkrecht.“ 

Beweis.  A)  Seien  AB  und  CD  (Fig. 
259)  zwei  parallele  Ebenen,  und  Linie 
EF  auf  AB  senkrecht.  Lege  man  dnreh 
FF  zwei  Ebenen,  welche  AB  in  GH  und 
GK,  CD  in  LIM  und  LN  schneiden,  so 
dass  also  GH  parallel  LM,  GK  parallel 
LN  ist.  Da  nun  GH  nnd  GK  anf  EF 
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senkrecht  stehen,  so  muss  dies  auch  mit 
Lfl  und  LN,  d.  h.  mit  der  Ebene  CD 
stattfinden. 

B)  Stehe  Ebene  GHML  (Fig.  259) 
auf  einer  der  parallelen  Ebenen  AB  und 
CD  senkrecht,  also  auf  AB,  so  ziehe  anf 
den  Durchschnitt  GH  mit  AB  in  Ebene 
GHLM  die  Senkrechte  EF,  so  Bteht 
diese  auf  Ebene  AB  also  nach  vorigem 
Satze  auch  auf  CD  senkrecht.  Gleiches 
also  findet  mit  jeder  durch  EF  gelegten 
Ebene,  mithin  auch  mit  GIIML  statt. 

IV.  Definitionen  und  Satz. 

Definitionen.  Der  Theil  einer  be- 
liebigen Linie,  welcher  zwischen  zwei 
parallelen  Ebenen  liegt  heisst  schiefe 
Entfernung;  der  Theil  eines  Lothes 
auf  beiden  parallelen  Ebenen,  welcher 
zwischen  denselben  liegt,  grade  Ent- 
fernung oder  Entfernung. 

Lchrsntz  14.  „Die  grade  Entfer- 
nung zwischen  zwei  parallelen  Ebenen 
ist  zugleich  die  kürzeste.“ 

Beweis.  Ziehe  durch  Punkt  O (Fig. 
260)  in  Ebcno  AB  nach  der  parallelen 
Ebene  CD  das  Loth  OE  und  die  belie- 
bige Linie  OF,  sei  EF  der  Durchschnitt 
von  CD  und  Ebene  EOF,  so  ist  OE 
senkrecht  auf  EF  also  kleiner  als  OF. 
OF  war  aber  beliebig  gerichtet.  Man 
kann  auch  die  schiefe  Entfernung  durch 
einen  andern  Punkt  als  O legen.  Denn 
sie  ist  immer  einer  durch  O gehenden 
Linie  OF  parallel,  und  auch  derselben 
gleich  (als  pnrallele  Linien  zwischen  pa- 
rallelen Ebenen). 

V.  Definition  und  Lehrsätze. 

Definition.  Möge  Linie  CD  (Fig. 

261.)  die  Ebene  AH  in  D schneiden,  so 
kann  man  durch  Ü eine  beliebige  Linie 
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in  AB  ziehen,  welche  mit  CD  einen 
Winkel  macht.  Von  allen  diesen  Win- 
keln nntcrschneidct  man  den  folgenden: 
Durch  irgend  einen  Punkt  C von  CD 
ziehe  man  ein  Loth  auf  AB,  welches 
diese  Ebene  in  D schneidet,  und  verbinde 
D mit  E.  Der  Winkel  CDE  heisst  dann 
der  Neigungswinkel  der  Linie 
CD  mit  Ebene  AB.  Wie  auch  Punkt 
C in  CD  liege,  so  ist  der  Neigungs- 
winkel derselbe,  denn  die  Lothe  CE  und 
C'E'  auf  AB  werden  parallel  sein,  und 
mit  CD  in  einer  Ebene  liegen ; cs  wird 


Fig.  2G1. 


also  C'E1  durch  den  Durchschnittspnnkt 
der  Ebene  ECD  mit  AB,  d.  h.  durch 
DE  gehen. 

Lehrsatz  15.  „Von  allen  Winkeln, 
welche  eine  Linie  mit  andern  in  einer 
gegebenen  Ebene  befindlichen  Linien 
macht,  ist  der  Neigungswinkel  der 
kleinste.“ 

Beweis.  Sei  ABE  (Fig.  262)  der 
Neigungswinkel  der  Ebene  CD  und  der 
Linie  AB,  BF  eine  beliebige  in  CD  durch 
B gelegte  Linie.  Das  von  A auf  CD 
gefällte  Loth  geht  dann  durch  einen 
Punkt  E von  BE  (nach  der  Definition 
des  Neigungswinkels ).  Mache  jetzt 
BF  = BE  und  ziehe  AF,  so  haben  die 
Dreiecke  ABE  und  ABF  je  zwei  gleiche 
Seiten,  AB  = AB,  BE  — BF,  von  den 


Fig.  262. 


dritten  Seiten  aber  ist  AE  die  kürzere 
(sie  ist  ein  Loth  auf  die  Ebene  CD  und 
mithin  auf  die  Verbindungslinie  EF).  Es 
liegt  also  auch  AE  der  kleinere  Winkel 
ABE  gegenober,  was  zu  beweisen  war. 

Lehrsatz  16.  „Jede  Linie  oder  Ebene 
schneidet  zwei  parallele  Ebenen  unter 
demselben  Winkel.“ 

Beweis.  A)  Möge  AB  parallel  CD 
(Fig.  263)  sein,  und  Linie  EF  dieselben 
bezüglich  in  K und  L schneiden.  F&lle 
von  E aus  ein  Loth  auf  beide  Ebenen, 
welches  dieselben  in  K und  II  schneidet. 
Es  sind  dann  die  Durchschnitte  der 

Fig.  263. 


Ebene  FEH  mit  den  gegebenen,  also 
KG  und  LH  parallel,  somit  Winkel 
EKG  — EL II.  Dies  aber  sind  die  Nei- 
gungswinkel von  EF  mit  den  gegebenen 
Ebenen. 

B)  Schneidet  Ebene  HEF  die  parallelen 
Ebenen  AB  und  CD  in  KG  und  LH, 
so  ziehe  KM  anf  KG  senkrecht  in  Ebene 
AB,  und  LN  auf  LH  senkrecht  in  CD. 
Also  Winkel  GKM  = HLN  = R.  Diese 
beiden  Winkel  haben  zwei  parallele 
Schenkel  KG  und  LH-,  cs  ist  also  auch 
KM  parallel  LN.  Zieht  man  nun  in  HEF, 
Linien  KU  auf  KG  nnd  LT  auf  LH 
senkrecht,  so  sind  auch  diese  Linien  pa- 
rallel, und  folglich  Winkel  UKM=  TLN. 
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Das  aber  sind  die  Neigungswinkel  der 
Ebene  FEH  bezüglich  mit  AB  und  CD. 

Lehrsatz  17.  „Wenn  zwei  Linien 
AB  und  CD  (Fig.  264)  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  so  lässt  sich  immer  eine 
dritte  EF  finden,  die  auf  beiden  senk- 
recht steht  und  dies  ist  ihre  kürzeste 
Entfernung.“ 

Fig.  264 


Beweis.  Ziehe  durch  Punkt  .4  Linie 
CU’  parallel  CD  und  durch  C Linie  A'B' 
parallel  Aß.  Lege  dann  durch  AB  eine 
Ebene,  die  auf  BAIi'  und  mithin  auf  der 
damit  parallelen  Ebene  B'CD  senkrecht 
steht,  ferner  durch  CD  eine  Ebene,  die 
auf  B'CD  und  mithin  auch  auf  BAD’ 
senkrecht  stellt.  Der  Durchschnitt  dieser 
beiden  Ebenen  EF  wird  dann  sowohl 
durch  AB  als  anch  durch  CD  gehen, 
und  auf  den  Ebenen  BAD'  und  B'CD, 
also  auch  auf  den  Linien  AB  und  CD 
senkrecht  stehen,  mithin  die  angegebenen 
Bedingungen  erfüllen.  Da  ferner  EF 
auf  den  parallelen  Ebenen  BAD'  nnd 
B'CD  senk’ocht  steht,  so  ist  sie  die  kür- 
zeste Entfernung  dieser  Ebenen,  mithin 
anch  der  iv  denselben  befindlichen  Linien 
AB  und  CD. 

13)  Von  P e n k örperlichen  Ecken 
und  den  sphärischen  Figuren. 

I.  Definitionen. 

Wenn  sich  drei  oder  mehrere  Linien 
MA,  MRq.VC,  MD...,  welche  nicht  in 
einer  Ehe..«  .iegen,  in  einem  Punkte 
schneiden  (Fif.  265).  so  sagt  man,  dass 
sie  eine  körperliche  Ecke  bilden. — 
Diese  Linier  heissen  Kanten  der  Ecke. 
Man  unter' cheidet  sonach  die  Ecken  in 
dreikantig' , vierkantige  u s.  w.  Durch 
je  zwei  auf  einander  folgende  Kantcu 
(d.  h.  alt  auf  einander  folgende  gedachte, 
denn  d'e  Ordnung  ist  keine  bestimmte), 
denkt  man  sich  eine  Ebene  gelegt,  nnd 
die  Feke  hat  sonach  eben  soviel  Ebe- 


Fig. 265. 


nen  als  Kanten.  — Je  zwei  auf  einan- 
der folgende  Kanten  bilden  einen  Kan- 
tenwinkel, der  Neigungswinkel  jo 
zweier  auf  einander  folgenden  Ebenen 
heisst  Ebenenwinke  1.  Die  Anzuhl 
der  Kantcmvinkcl  und  der  Ebencnwinkel 
ist  gleich  der  der  Seiten. 

II.  Definitionen  und  Sätze. 

Definitionen.  Der  Ort  aller  Punkte 
im  Raume,  welche  von  einem  gegebenen 
gleiche  Entfernung  haben,  d.  h.  die  Ober- 
fläche, in  der  alle  diese  Punkte  liegen, 
nennt  men  Kugelfläche.  Die  Kugel- 
fläche entspricht  also  gewissermaassen 
im  Ranme  der  Kreislinie.  Die  Defini- 
tion der  Kugclfiäche  lässt  sich  auch  so 
geben.  Sie  ist  eine  Oberfläche,  deren 
Punkte  alle  von  einem  gegebenen  gleich 
weit  entfernt  sind.  Auch  kann  man  sich 
eine  Kugel  entstanden  denken,  wenn 
man  einen  Halbkreis  um  seinen  als  fest 
betrachteten  Durchmesser  sich  drehen 
lässt  Denn  die  Kreislinie  wird  dann 
eine  Fläche  beschreiben,  die  von  dem 
festblcibenden  Mittelpunkt  in  allen  Punk- 
ten gleiche  Entfernung  behält,  und  somit 
eine  Kugclfiäche  ist. 

Der  von  der  Kugelfläche  begrenzte 
Körper  heisst  Kugel,  der  Punkt,  von 
dem  die  Kugelflächc  glciehweit  entfernt 
ist,  Mittelpunkt  oder  Centrum  wie 
beim  Kreise,  eben  so  gelten  die  Aus- 
drücke Halbmesser  ( Bndiut ) und 
Durchmesser  (Diamcler)  auch  für 
die  Kngel.  Der  erstcre  Ausdruck  be- 
zeichnet also  die  Verbindungslinie  der 
Kugelfläche  mit  dem  Mittelpunkte,  der 
letztere  eine  grade  Linie,  welche  zwei 
Punkte  der  Kugclfiäche  verbindend  durch 
den  Mittelpunkt  geht. 

Denkt  man  sich  in  einem  Endpunkte 
des  festen  Durchmessers  des  Halbkreises, 
welcher  durch  seine  Drehung  die  Kugel 
bildete,  eine  Tangente,  so  bleibt  diese 
während  der  ganzen  Drehung  auf  diesem 
Durchmesser  senkrecht,  Bie  wird  also 
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eine  anf  diesem  senkrechte  Ebene  be- 
schreiben, welche  nur  einen  Punkt  mit 
der  Kugel  gemein  hat.  Da  man  jeden 
Punkt  der  Kugelflftche  aber  als  Endpunkt 
des  festen  Durchmessers  anschen  kann, 
so  hat  man  den  Satz: 

„Errichtet  man  in  einem  Punkte  der 
Kngelflächc  eine  Ebene  senkrecht  auf 
dem  durch  diesen  Punkt  gehenden  Kugol- 
radius,  so  hat  diese  nur  den  einen  Pnnkt 
mit  der  Kugclflächc  gemein.*4  Diese 
Ebene  heisst  Tangentialebene. 

Lehrsatz  1.  „Wird  eine  Kugel 
durch  eine  Ebene  geschnitten  so  ent- 
steht immer  als  Durchschnitt  ein  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  des 
vorn  Mittelpunkte  der  Kngcl  gefällten 
Lothes  auf  die  Ebene  ist.4* 

Beweis.  Sei  O die  Kugel.  AH  ein 
Durchschnitt  derselben  (Fig.  266),  OC 


Fig.  266. 


das  von  O anf  AB  gefällte  Loth.  Es  ist 
eben  nur  zu  beweisen , dass  beliebige 
Punkte  der  Begrenzung  A und  B von  C 
gleich  weit  entfernt  sind,  cs  muss  diese 
Begrenzung  dann  eine  Kreislinie  sein. 
Ziehe  CA,  CB,  OA , OB  so  entsteht: 
Dreieck  AOC  £ BOC, 

( AO  = BO  als  Kugelradien,  OC  = OC, 
Winkel  OCA  ==  OCB  als  Rechte),  also 
CA  = CB, 

was  zu  beweisen  war. 

Lehrsatz  2 „Von  allen  Kreisen, 
die  durch  Durchschneiden  der  Kugel 
entstehen,  ist  derjenige  der  grösste,  wel- 
cher von  einer  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  gehenden  Ebene  abgeschnitten 
wird , und  die  Kreise  werden  um  so 
kleiner,  je  mehr  sich  ihre  Ebenen  von 
der  damit  parallelen  Ebene,  welche  durch 
den  Mittelpunkt  gehen,  entfernen. 

Beweis.  Der  Kreis  dessen  Ebene 
durch  den  Mittelpunkt  geht,  hat  den 
Halbmesser  der  Kugel  ebenfalls  zum 
Halbmesser,  derjenige,  welcher  in  Ebene 
AB  (Fig.  266)  liegt,  hat  den  Radius  AC 


und  die  Entfernung  OC  vom  Mittelpunkt, 
da  nun:  AC2  = AO2  — OC *,  also  AC 1 
desto  kleiner  ist,  je  grösser  OC  wird, 
so  findet  gleiches  auch  mit  AC  statt, 
womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

III.  Definitionen. 

Jcdei  Kreis,  dessen  Ebene  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Kugel  geht,  heisst  grösster 
Kreis  der  Kugel.  Da  man  durch 
jede  drei  Punkte  eine  Ebene  legen  kann, 
so  lasst  sich  auch  durch  jede  zwei  Punkte 
der  Kugelflache  ein  grösster  Kreis  legen, 
und  cs  wird  nur  einer  möglich  sein, 
wenn  diese  beiden  Punkte  nicht  End- 
punkte eines  Durchmessers  sind.  — Fin- 
det Letzteres  aber  statt,  so  liegen  sie 
mit  dem  Mittelpunkt  in  einer  Graden, 
und  cs  lassen  sich  unendlich  viel  grösste 
Kreise  hindurch  legen. 

Offenbar  schneiden  sich  aber  jede  zwei 
grösste  Kreise  in  den  Endpunkten  eines 
Durchmessers.  Denn  ihre  Ebenen  gehen 
ja  durch  den  Mittelpunkt,  ihre  Schnittlinie 
ist  also  eine  durch  Letztere  gehende 
Grade,  mithin  ein  Durchmesser.  Zwei 
grösste  Kreise  auf  derselben  Kugel 
theilcn  einander  somit  in  je  zwei  Halb- 
kreise: AOB,  ATB  und  ACB,  AEB 
(Fig.  267). 


Fig.  267. 


Das  von  zwei  grössten  Halbkreisen, 
die  zwei  Punkte  gemein  haben,  begrenzte 
Stück  der  Kugel  ACBD  beisst  sphä- 
risches Zw  ei  eck. 

Wird  durch  ein  sphärisches  Zweieck  ein 
dritter  grösster  Kreis  CD  gelegt,  so  wer- 
den diese  drei  sich  im  Allgemeinen  in 
drei  Punkten  A,  C,  D schneiden.  Der 
von  den  abgeschnittcnen  Bogen  AC,  CD , 
DA  begrenzte  Thoil  der  Kugeloberfläche 
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heisst  sphärisch  66  Dreieck,  die 
Bogen  selbst  Seiten  des  Dreiecks. 

Eine  beliebige  Anzahl  von  grössten 
Kreisen,  von  denen  nicht  drei  durch  den- 
selben Punkt  der  KugelDäche  gehen, 
schneiden  auf  der  Kugel  ein  sphäri- 
sches Vieleck  (Dreieck,  Viereck,  Fünf- 
eck u.  s.  w. ) ah,  und  die  das  Vieleck 
begrenzenden  Bogen  werden  ebenfalls 
Seiten  desselben  genannt.  Auch  spricht 
man  von  den  Winkeln  eines  sphärischen 
Dreiecks,  und  versteht  darunter  diejeni- 
gen Winkel,  welchen  die  Tangenten  CA 
und  AH,  die  an  je  zwei  auf  einander 
folgenden  Seiten  (Fig.  268)  in  deren 
Schnittpunkt  gelegt  werden,  mit  einander 
machen. 


Fig.  268. 


IV.  Lehrsätze  und  Scholion. 
Lehrsatz  3.  „Wenn  man  durch  eine 
körperliche  Ecke  eine  Kugelflächc  legt, 
deren  Mittelpunkt  mit  dem  Schnittpunkte 
der  Kanten  zusammcnfällt,  so  schneiden 
die  Ebenen  der  Ecke  ein  sphärisches 
Vieleck  ab,  das  so  viel  Seiten,  als  die 
Ecke  Kanten  hat.  Die  Seiten  des  Viel- 
ecks betragen  dann  ebensoviel  Grade, 
als  die  Kantenwinkel  der  Ecke,  und  die 
Winkel  des  Vielecks  sind  gleich  den 
Ebenenwinkeln  der  Ecke.“ 

Beweis.  Sei  OABCD  (Fig.  269)  die 
Ecke.  AB  CD  das  zugehörige  Vieleck. 
Der  Kantcnwinkel  AOB  ist  dann  Centri- 

Fig.  269. 


winkel  der  VielecksBeite  AB,  beide  ha- 
ben also  gleich  viel  Grade.  Was  den 
Neigungswinkel  der  Ebenen  AOB  und 
AOC  anbetriflt,  so  wird  er  von  den.  in 
beiden  Ebenen  auf  AO  senkrechten  Linien 
gebildet;  diese  Ebenen  sind  aber  zugleich 
die  der  Bogen  AB  und  AC.  Zieht  man 
nun  z.  B.  an  Bogen  AB  eine  Tangente, 
so  liegt  diese  in  Ebene  AOB,  und  steht 
auf  »lein  Halbmesser  AO  senkrecht.  Da 
nun  die  Tangenten  an  AB  und  AC  den 
Winkel  des  Vielecks  bilden,  so  fällt  der- 
selbe mit  dem  Ebenen wiukcl  der  Ecke 
zusammen. 

Scholion.  Man  kann  sonach  jede 
Ecke  durch  ein  sphärisches  Vieleck  von 
gleicher  Seitcnnuzalil  repräsentiren.  Beide 
entsprechen  sich  so,  dass  die  Kunten- 
winkel  der  Ecke  durch  die  Seiten  des 
Vielecks,  die  Ebcncnwiukel  der  Ecke 
durch  die  Winkel  des  letzteren  gemessen 
werden.  Alle  Siitzc  von  Ecken  beziehen 
sich  also  ohne  Weiteres  auf  sphärische 
Vielecke  und  umgekehrt.  In  der  Regel 
lassen  sich  diese  Sätze,  namentlich  die 
von  dreiseitigen  Ecken  und  sphärischen 
Dreiecken,  besser  für  die  letzteren  als  für 
die  crstcren  merken,  nämlich  wegen  der 
Analogie  mit  den  ebenen  Dreiecken, 
welche  sich  hierbei  vortindet. 

% 

V.  Lehrsätze. 

Lehrsatz  4.  „Wenn  iit  einem  sphä- 
rischen Dreiecke  (dreikantige  Ecke)  zwei 
Seiten  dem  Quadranten  gleich  , (zwei 
Kantenwinkel  rechte  sind)  so  hat  jeder 
Winkel  die  gleiche  Gradzahl  als  seine 
Gegenseite,  (ist  jeder  Ebenenwinkcl 
dem  gegenüberliegenden  Kantcnwinkel 
gleich)." 

Beweis.  Seien  in  der  dreikantigen 
Ecke  OABC  (Fig.  270)  die  Winkel  AOB 


Fig.  270. 


und  AOC  rechte.  Es  steht  dann  AO 
auf  OB  und  OC,  also  auf  der  ganzen 
Ebene  OBC  senkrecht,  cs  siud  also  auch 
die  durch  A O gelegten  Ebenen  AOB 
12* 
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und  AOC  auf  BOC  senkrecht  sind,  die 

Ebenenwinkel  bei  OB  und  OC  rechte, 
wie  die  gegenüberliegenden  Kantcnwinkel. 
Was  den  dritten  Ebcnenwinkel  bei  AO 
anbetrifft,  so  wird  er  von  den  Lothen 
auf  AO  in  Ebenen  AOB  und  AOC  d.  h. 
von  den  Linien  BO  und  CO  gebildet, 
nnd  ist  also  dem  gegenüberliegenden 
Kantcnwinkel  BOC  ebenfalls  gleich. 

Lehrsatz  5.  „Ist  in  einem  sphäri- 
schen Dreiecke  (dreikantigen  Ecke)  eine 
Seite  ein  Qnadrnnt  und  ein  Winkel  ein 
rechter, (ein  Kantcnwinkel  und  einEbencn- 
winkel  rechte)  so  wird  jeder  Winkel  ge- 
messen durch  die  gegenüberliegende  Seite, 
(ist  jeder  Ebcnenwinkel  gleich  dem  ge- 
genüberliegenden Kantcnwinkel 

Beweis.  A)  Seien  Kantenwinkel  AOB 
(Fig.  270)  und  der  anliegende  Ebenen- 
winkel OB  rechte,  so  ist  AO  auf  der 
Durchschnittslinie  der  Ebenen  AOB  und 
BOC,  also  auch  auf  der  ganzen  Ebene 
BOC  senkrecht  (Satz  11  des  vorigen 
Abschnittes).  Also  Winkel  AOC  ein 
rechter,  somit  findet  der  vorige  Lehrsatz 
statt,  woraus  das  Uebrige  folgt 

B)  Seien  Kantcnwinkel  AOB  (Fig.  270) 
und  der  gegenüberliegende  Ebenenwinkel 
OC  rechte.  Zieht  man  in  Ebene  AOC 
auf  OC  ein  Loth,  so  muss  dies  (Satz  11. 
des  vorigen  Abschnitts)  nuf  Ebene  BOC, 
also  nuf  BO  senkrecht  stehen.  Dies 
Loth  fallt  al#o  mit  AO  zusammen,  d.  h. 
Winkel  AOC  ist  ein  Rechter,  und  der 
Fall  wie  oben. 

TI.  Lohrsätze. 

Lehrsatz  6.  „In  jedem  sphärischen 
Dreiecke  ist  die  Summe  zweier  Seiten 
grösser  als  die  dritte.“ 

Beweis.  Sei  ABClt  (Fig.  271)  die 
zugehörige  Ecke,  nnd  BAD  der  grösste 
Kantcnwinkel.  Ziehe  AF  so  in  Ebene 
BAD,  dass  Winkel  RAF  = BAC  ist. 


Fig.  271. 


Mache  ferner  AF  - AC,  nehme  AB  be- 
liebig lang  und  ziehe  BC,  BF,  welche 
AD  in  D schneidet  und  DC,  so  ist 
Dreieck  BAF  £ BAC.  also  BC  = BF. 
BD  kleiner  als  BC+CD  und  also:  wenn 
man  BC  - BF  ahzieht,  FD  kleiner  als  CD. 
Nun  haben  die  Dreiecke  CAI)  und  FAD, 
zwei  gleiche  Seiten,  es  ist  also  der  tD 
gegenüberliegende  Winkel  kleiner,  und 
mithin  Winkel  FAD  kleiner  als  CAD 
und  hierzu  Winkel  BAF  — BAC  addirend, 
erhält  mun:  Winkel  BAD  kleiner  als 
BAC+CAD.  Was  aber  von  dem  gröss- 
ten Winke]  BAD  gilt,  ist  umsomehr  bei 
den  andern  Winkeln  der  Fall. 

Lehrsatz  7.  „Die  Summe  aller 
Seiten  eines  sphärischen  Vieleoks  (der 
Kantenwinkel  einer  Ecke)  ist  kleiner  als 
die  Peripherie  des  grössten  Kreises  (als 
vier  Rechte).“ 

Beweis.  Man  durchschneide  die  Ecke 
OABCDF.  (Fig.  272)  durch  eine  beliebige 
Ebene  ABCDF.,  welche  somit  ein  ebenes 
Vieleck  von  so  viel  Seiten  als  das 


Fig.  272. 


zugehörige  sphärische  abschneidet.  Die 
Summe  der  l'olygonwinkcl  eines  n - Eck  s 
beträgt  2n  — 4 Rechte.  Die  Schenkel 
jedes  dieser  Winkel  EAB,  bilden  mit 
einer  Kante  OA  unserer  Ecke  eine  an- 
dere dreiseitige,  es  ist  also  EAB  kleiner 
als  OAE+OAB  nach  dem  vorigen  Satze; 
somit  beträgt  die  Summe  derjenigen 
Winkel  OA E,  OAB,  OBA,  OBC  u.  s.  w„ 
welche  die  Kanten  der  Ecke  bei  O mit 
den  angrenzenden  Seiten  des  ebenen 
Vielecks  machen,  mehr  als  2n— 4 Rechte. 
Je  zwei  dieser  Winkel  0.4B  und  'OBA 
geben  aber  mit  einem  Kantcnwinkel  AOB 
zusammen  zwei  Rechte,  so  dass  für  die 
Summe  aller  dieser  Winkel  und  der 
Kantenwinkel  bei  O zusammen  sich 
2n  Rechte  ergeben.  Da  nun  die  ersteren 
Winkel  mehr  als  2n  — 4 Rechte  betrugen, 
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so  werden  die  letztere,  d.  h.  die  Kanten- 
winkel  selbst  kleiner  als  4 Rechte  sein 
müssen,  was  zu  beweisen  war. 

TU.  Definitionen  und  Lehr- 
sätze. 

Definitionen.  Wenn  man  durch 
den  Schnittpunkt  O einer  Ecke  OABCD 
(Fig.  273)  auf  allen  Ebenen  derselben, 


Fig.  273. 


nach  auswärts  hin,  Lothe  errichtet,  OA’, 
OB',  OC',  Ol)',  so  bilden  diese  die 
Kanten  einer  andern  Ecke,  die  also  mit 
der  ersteren  gleichviel  Kanten  hat.  Diese 
letztere  wird  Suppl  ementarccke  der 
ersteren  genannt.  Legt  man  durch  die 
ursprüngliche  und  durch  die  Supplementar- 
eckc  eine  Kugclflächc,  so  bilden  beide 
sphärische  Vielecke  von  gleicher  Seiten- 
anzahl. Das  der  Supplcmentareckc  nennt 
man  Polarviclcck  des  ursprünglichen. 
Steht  z.  B.  OA'.  auf  Ebene  OAB  senk- 
recht, so  sind  die  Winkel  AO  4'  und  A'OB 
rechte.  Die  Entfernungen  des  Punktes  A’ 
von  den  Punkten  A und  B auf  der  Kugel 
sind  also  Quadranten.  Man  kann  daher  ein 
Polarvieleck  eines  gegebenen  Viel- 
ecks auch  als  ein  solches  definiren,  dessen 
Eckpunkte  von  je  zweien  des  gegebenen 
um  einen  Viertelkreis  entfernt  sind. 

Lehrsatz  8.  „Ist  OA'B'  . . . die 
Snpplcmcntarecke  von  OAB . . . , so  ist 
auch  OAB  ...  die  von  0.4' B'  ...“ 

Beweis.  Es  ist  lediglich  zu  beweisen, 
dass  wenn  0.4',  OB’  . . . (Fig.  273)  be- 
züglich auf  den  Ebenen  OAB.  OBC  ... 
senkrecht  stehen,  auch  0.4 , OB  bezüg- 
lich auf  OA' B',  OB'C  senkrecht  stehen 
müssen.  Stehe  OA’  auf  OAB,  OB’  auf 
OBC  senkrecht,  so  stehen  beide  Linien 
auf  dem  Durchschnitte  OB  senkrecht, 
mithin  OB  auf  Ebene  OA'B',  also  jede 


Kante  der  ursprünglichen  Ecke  senk- 
recht auf  einer  Ebene  der  Supplemcntar- 
ecke,  was  zu  beweisen  war. 

Scholion.  Also  die  Bezeichnung 
Supplemcntarecke  ist  eine  gegenseitige. 

Lehrsatz  9.  „Jeder  Kantenwinkel 
der  einen  von  zwei  Supplemcntareckcn 
ergänzt  den  entsprechenden  Ebenen- 
winkcl  der  andern  zu  zwei  Rechten.“ 
Beweis.  Seien  AOB,  BOC  (Fig.  274) 
zwei  auf  einander  folgende  Ebenen  der 

Fig.  274. 


einen  Ecke,  OD  senkrecht  auf  AOB,  OE 
auf  BOC  entsprechende  Kanten  der 
Supplementareckc.  Zieht  man  nun  auf 
OB  senkrecht  OF  in  Ebene  OAB,  OG 
in  Ebene  BOC,  so  ist  FOG  der  Nei- 
gungswinkel dieser  Ebenen  und  DO  auf 
FO,  EO  auf  GO  senkrecht.  Die  vier 
auf  BO  senkrechten  Linien  DO,  EO, 
FO,  GO  liegen  aber  in  einer  Ebene, 
und  da  somit 

DOE  + DOF  + FOG  + GOE  = 4 R 
ist,  aber  DOF  und  EOG  Rechte  sind, 
so  ist 

DOE  + FOG  = 2 R, 
was  zu  beweisen  war. 

Zusatz.  Wenn  zwei  Ecken  entspre- 
chend gleiche  Kanten-  und  Ebencnwinkel 
haben,  so  findet  dies  somit  auch  bei 
den  Supplcmcntarecken  statt. 

Lehrsatz  10.  „Die  Ebcnenwinkel 
einer  n kantigen  betragen  zusammen  mohr 
als  2«  — 4 und  weniger  als  2n  Rechte. 

Beweis.  Bei  der  Supplcmentarccko 
der  gegebenen  beträgt  die  Summe  der 
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Kantcnwinkcl  weniger  als  vier  Rechte 
(Lehrsatz  7).  Sind  ß,  y • . . diese 
Winkel,  so  sind  die  Ebenenwinkel  der  ge- 
gebenen Ecke:  21t— a,  2R— ßy  2E-y, 
also  ihre  Summe  2«  R weniger  einer 
Grösse,  die  keine  vollen  vier  Rechte 
beträgt,  so  dass  diese  Summe  der  Ebcncn- 
winkcl  jedenfalls  kleiner  als  2 n Rechte 
aber  grösser  als  2n  — 4 Rechte  ist. 

Zusatz.  Für  die  dreikantige  Ecke 
und  fürs  sphärische  Dreieck  ist  n = 3. 
Also:  „Die  Summe  der  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks  wird  immer  grösser 
als  zwei  und  kleiner  als  sechs  Hechte 
sein.“ 

VIII.  Definitionen. 

Die  folgenden  Betrachtungen  enthal- 
ten die  Lehre  von  dor  Congrucnz  und 
Symmetrie  der  Raumgebilde. 


Definitionen.  Wie  zwei  Gebilde 
in  der  Ebene,  so  werden  auch  zwei  Ge- 
bilde im  Raume,  die  auf  einander  gelegt 
sich  vollständig  decken  würden,  con- 
gruent  genannt.  Es  ist  auch  ohne 
weiteres  klar,  dass  bei  congruenten 
Raumgebilden,  alle  Flächen,  welche  sie 
begrenzen  oder  bilden,  einzeln  verglichen 
sieh  decken,  dass  alle  Stücke  d.  h.  Linien 
und  Winkel  (zwischen  Linien  und  Ebenen) 
in  derselben  Reihenfolge  gleich  sind. 
Indessen  lässt  sich  nicht  wie  in  der 
Ebene  auch  im  Raume  niese  Bedingung 
umkehren,  d.  h.  man  kann  nicht  sagen, 
dass  wenn  die  Stücke  in  gleicher  «Rei- 
henfolge gleich  sind,  die  - Raumgcbilde 
auch  congrucnt  sein  müssen.  Schon  bei 
Gebilden  in  der  Ebene  ergibt  sich  hier 
ein  Unterschied.  Bei  den  congruenten 
Dreiecken  AUC  und  abc  z.  B.  (Fig.  275) 


Fig.  275. 


wo  AB  = ab,  BC  = bcy  AC  = ac  sein  soll, 
ist  nicht  allein  die  Reihenfolge  der  glei- 
chen Linien  und  Winkel  dieselbe,  son- 
dern auch  die  Anordnung;  sie  liegen  so, 
dass  in  beiden  Figuren  von  zwei  ent- 
sprechenden Stücken  AB  und  ac  zu  dem 
nächsten  Winkel  A und  a,  Seite  AC  und 
ac  in  demselben  Sinne  weiter  gegangen 
wird.  Bei  den  ebenfalls  congruenten 
Dreiecken  DEF  und  def , wo  DE  = dey 
EF—  DF=df,  ist  dies  jedoch  nicht 
der  Fall,  wenn  auch  die  Reihenfolge, 
DE  = de,  Winkel  E =e  u.  s.  w.  dieselbe 
ist,  so  ist  doch  die  Anordnung  bei  einem 
Dreiecke  die  umgekehrte,  wie  bei  dem 
andern,  d.  h.  wenn  von  Punkt  Ü nach  E 
in  einem  Sinne  (hier  von  links  nach 
rechts)  vorgeschritten  wird,  so  wird  von 
d nach  c im  umgekehrten  Sinne  (von 
rechts  nach  links)  vorgeechritten.  Der 
Erfolg  für  die  Deckung  der  Dreiecke  ist 
der,  dass  das  letztere  Paar  DEF  und 
def  nur  zur  Deckung  gebracht  werden 
kann,  wenn  man  das  eine  mit  seiner 
Ebene  umwendet.  Da  eine  Ebene,  die 
umgekehrt  wird,  ihre  ursprüngliche  Lage 


deckt,  so  ist  dies  immer  möglich.  Bei 
Kaumgebilden  ist  dies  aber  nicht  der 
Fall.  Dieselben  decken  sich  nur,  wenn 
alle  Stücke  in  derselben  Reihenfolge  und 
Anordnung  gleich  sind.  Ist  die  Anord- 
nung bei  einem  Gebilde  aber  die  umge- 
kehrte von  der  des  andern,  so  findet  keine 
Deckung  statt,  — wir  nennen  die  Gebilde 
dann  symmetrisch*).  Ueber  Congruen* 
und  Symmetrie  ergeben  sich  sogleich 
folgende  Wahrheiten: 

A)  „Wenn  alle  Stücke  zweier  Raura- 
gebilde in  gleicher  Reihenfolge  gleich 
sind , so  sind  sie  entweder  congnxent 
oper  symmetrisch.“ 

B)  „Wenn  bei  drei  Gebilden  alle  Stücke 
in  gleicher  Reihenfolge  gleich  sind,  so 
müssen  zwei  davon  wenigstens  congruent 
sein.“ 

C)  „Sind  zw'ei  Gebilde  A und  B einem 
dritten  C symmetrisch,  so  sind  A und  B 
congrucnt.“ 


*)  Beispiele  von  symmetrischen  Ge- 
bilden sind  die  beiden  Hände,  ein  Körper 
und  sein  Spiegelbild,  u.  s.  w. 
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IX.  Lehrsätze. 

Diese  Lehrsätze  betreffen  dicCongrucnz 
und  Symmetrie  der  körperlichen  Ecken  und 
sphärischen  Dreiecke.  Selbstverständlich 
Bind  aber  die  Sätze : 

A)  „Sind  zwei  sphärische  Dreiecke 
congruent  oder  symmetrisch,  so  sind  es 
auch  die  zugehörigen  Ecken.“ 

B)  „Sind  zwei  sphärische  Dreiecke 
congruent,  so  sind  cs  auch  ihre  Folar- 
dreiccke.“ 

Wir  werden  uns  daher  begnügen,  die 
Sätze  auf  die  sphärischen  Dreiecke  zu 

Fig. 


beziehen,  um  so  mehr,  da  diCBC  Sätze 
denen  von  der  Congruenz  der  ebenen 
Dreiecke  fast  völlig  analog  sind. 

Lehrsatz  11.  „Zwei  sphärische 
Dreiecke  sind  congruent  oder  symme- 
trisch, wenn  zwei  Seiten  nnd  der  eingc- 
schlossene  Winkel  des  einen  den  ent- 
sprechenden Stücken  des  andern  gleich 
sind.“ 

Beweis.  Offenbar  ist  das  Dreieck 
ABC  (Fig.  276)  vollständig  bestimmt, 
wenn  Winkel  B,  Seito  AB  und  BC  ge- 
geben sind,  da  dann  die  Punkte  A und  O, 

276. 


also  auch  der  zwischen  ihnen  heg 
Bogen  des  grössten  Kreises  gegeben  ist. 
Jedes  Dreieck,  wo  diese  Stücke  denen  des 
gegebenen  bei  gleicher  Anordnung  gleich 
sind,  wird  ihm  also  congruent  sein.  Sind 
aber  Stücke  ab,  b und  bc  entsprechend 
denen  des  gegebenen  Dreiecks  gleich, 
aber  die  Anordnung  die  entgegengesetzte, 
so  ist  das  zu  abe  symmetrische  Dreieck 
mit  ABC  congruent,  also  abc  und  ABC 
symmetrisch. 

Lehrsatz  12  „In  gleichschenkligen 
sphärischen  Dreiecken  sind  die  Winkel 
an  der  Grundlinie  gleich.“ 

Beweis.  Er  wird  ganz  wie  bei  ebe- 
nen Dreiecken  geführt.  Sei  AC—BC 
(Fig.  277).  Halbirc  Winkel  C durch 

Fig.  277. 


t.cnrsaiz  io.  „»»c.»  in  zwei  sphä- 
rischen Dreiecken  die  entsprechenden  Sei- 
ten gleich  sind,  so  sind  sie  congruent, 
wenn  die  Anordnung  dieselbe,  symme- 
trisch, wenn  sie  entgegengesetzt  ist.“ 
Beweis  wird  ebenfalls  wie  bei  ebe- 
nen Dreiecken  geführt.  Sei  AB  = DE, 
BO-EF , AO-DF  (Fig.  278).  Ist  die 
Anordnung  nicht  dieselbe,  so  lege  die 

Fig.  278. 


Bogen  CD.  so  sind  nach  dem  vorigen 
Satze,  die  Dreiecke  ACD  und  BCD  sym- 
metrisch, also  Winkel  A ~ B. 

Z us atz.  Es  folgt  auch  hieraus,  dass 
AD  = DB.  und  CD  auf  AB  senkrecht 
ist,  ganz  wie  bei  ebenen  Dreiecken. 


Dreiecke  so  aneinander,  dass  D in  A, 
F in  O,  E in  C,  also  nicht  auf  dersel- 
ben Seite  von  AO  mit  B falle.  Ist  die 
Anordnung  dieselbe,  so  nehme  hierbei 
statt  DEF  das  symmetrische  Dreieck 
von  DEF ; zieht  man  BC,  so  sind  ABG 
und  ÜBC  gleichschenklige  Dreiecke, 
Winkel  ABO  also  gleich  AGO,  und  da 
die  einschliesscnden  Seiten  in  umge- 
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kehrter  Anordnung  gleich  sind,  Dreieck 
ABO  symmetrisch  AGO.  Also  ABO  ist 
entweder  DOF  oder  dem  symmetrischen 
Dreiecke  von  DEF  symmetrisch,  im 
letzteren  Falle  werden  ABO  und  DEF 
congruent  sein. 

Lehrsatz  14.  „Wenn  in  zwei  6phi- 
rischen  Dreiecken  zwei  Seiten  und  der 
Gegenwinkel  der  einen  entsprechend 
gleich  sind,  die  Gegenwinkel  der  andern 
aber  nicht  zusammen  zwei  Rechte  be- 
tragen, so  sind  die  Dreiecke  congruent 
oder  symmetrisch.“ 

Beweis.  Sei  AB  = DE , AC  = DF 
(Fig.  279),  Winkel  C=F,  Winkel  A + D 


Fig.  279. 


B 

t: 

Sx 

ungleich  zwei  Rechten,  (dies  ist  also  der 
Fall  wenn  beide  spitz  oder  beide  stumpf 
sind).  Ist  die  Anordnung  dieselbe,  so 
legt  man  die  Dreiecke  so  aufeinander, 
dass  die  Winkel  Fund  (.'zusammenfallen, 
ist  die  Anordnung  bei  beiden  entgegen- 
gesetzt, so  nimmt  man  statt  DEF  das  die- 
sem symmetrische  Dreieck.  Setzen  wir  das 
erste  voraus,  so  füllt  dann  D auf  A, 
und  E in  die  Richtung  von  BC.  Fällt 
es  nicht  in  B sondern  in  G,  so  ist 
Dreieck  ABG  gleichschenklig.  Winkel 
ABG  = AGB,  d.  h.  ABG  + AGC=  2R, 
oder,  da  Winkel  AGC=  E,  B + E = 2R. 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  mQsscn  also 
B und  G Zusammenfällen. 

Die  übrigen  Sätze  von  der  Congruenz 
ergeben  sich  leicht  aus  folgender  Be- 
trachtung. Seien  P und  Q zwei  Dreiecke, 
P'  und  Q'  ihre  Polardrciccke.  Sind 
letztere  congruent,  so  sind  es  auch  die 
ersteren.  Die  letzteren  aber  sind  con- 
gruent z.  B.  wenn  zwei  Seiten  und  der 
eingeschlossene  Winkel  gleich  sind,  und 
da  dio  Seiten  des  Polardreiecks  die 
Winkel  des  gegebenen  zu  zwei  Rechten 
ergänzen  und  umgekehrt,  so  sicht  man, 
dass  in  diesem  Falle  zwei  Winkel  und 
die  dazwischen  liegende  Seite  in  den 
ursprünglichen  Dreiecken  gleich  sind. 
Also: 

Lehrsatz  15.  „Zwei  sphärische 
Dreiecke  sind  congruent  oder  symme- 
trisch, wenn  entsprechend  zwei  Winkel 


und  die  dazwischen  liegende  Seite  gleich 
sind.  Ebenso  so  ergibt  sich  aus  Lehr- 
satz 13.  und  14 

Lehrsatz  lb.  „Zwei  sphärische  Drei- 
ecke sind  congruent  oder  symmetrisch, 
wenn  entsprechend  dio  drei  Winkel  gleich 
sind.“ 

Lehrsatz  17.  „Zwei  sphärische  Drei- 
ecke sind  congruent  oder  symmetrisch, 
wenn  entsprechend  zwei  Winkel  und  die 
Gegenseite  des  einen  gleich  sind,  die  Ge- 
genseiten des  andern  sich  aber  nicht 
zum  Halbkreise  ergänzen.“ 

Anmerkung.  Man  bemerke,  dass 
es  bei  der  Congruenz  der  sphärischen 
Dreiecke  einen  Satz  mehr  wie  bei  den 
ebenen,  nämlich  den  Lehrsatz  16.  gibt, 
dass  also  hierbei  immer  mit  der  in 
Satz  14.  und  17.  enthaltenen  Beschrän- 
kung aus  der  Gleichheit  dreier  entspre- 
chenden Stücke  die  Congruenz  oder  Sym- 
metrie der  Dreiecke  folgt.  Bei  den  ebenen 
Dreiecken  ist  nämlich  die  Gleichheit 
dreier  Winkel  darum  keine  ausreichende 
Bedingung  weil  ein  Winkel  von  den  bei- 
den andern  zu  zwei  Rechten  ergänzt 
wird,  also  durch  dieselben  gegeben  ist, 
somit  die  drei  Winkel  nur  zwei  Stücke 
repräsentiren.  Bei  sphärischen  Dreiecken 
aber,  wo  die  Summe  der  Winkel  zwi- 
schen 2 und  6 Rechte  betragen  kann 
(Lehrsatz  10.  Zusatz)  ist  dies  nicht  der 
Fall.  Der  Satz  in  der  ebenen  Geometrie, 
dass  zwei  Seiten  und  der  Gegenwinkel 
der  Grosseren  zur  Bestimmung  des 
Dreiecks  völlig  ausreichen,  findet  dage- 
gen in  der  sphärischen  Geometrie  kein 
Analogon.  Bemerken  wir  noch , dass 
auch  die  Aehnlichkcit  der  ebenen  Drei- 
ecke nichts  Entsprechendes  in  Bezug 
auf  die  Dreiecke,  welche  auf  einer  Kugel- 
fiächc  liegen,  findet. 

IX.  Aufgaben 

Diese  Aufgaben  bezwecken  aus  drei 
gegebenen  Stücken  einer  körperlichen 
Ecke  (sphärischen  Dreiecks)  die  übrigen 
durch  Construction  in  der  Ebene  zu 
finden.  Es  reichen  nach  den  eben  ge- 
gebenen Sätzen  diese  Stücke  mit  der  in 
Satz  14.  und  17.  gegebenen  Beschrän- 
kung nämlich  immer  zur  Construction 
des  Dreiecks  hin. 

Aufgabe  1.  „In  einer  dreikantigen 
Ecke  sind  die  Kantenwinkcl  gegeben. 
Die  Ebcncnwinkcl  zu  finden.“ 

Vorbereitung.  Sei  OABC  (Fig. 
2S1)  die  Ecke  und  der  zn  bestimmende 
Kantenwinkel  OA.  Legt  man  durch  den 
beliebigen  Punkt  A von  OA,  AB  in 
Ebene  OAB,  AC  in  Ebene  OAC  senk- 
recht, so  ist  BAC  der  Kantenwinkel;  da 
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Fig.  280. 


aber  die  Winkel  AOB  und  AOC  be- 
kannt sind,  so  sind  anch  die  Längen 
AB,  AC,  OB,  OC  bekannt,  also  wenn 
man  BC  zieht,  die  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks ABC  und  somit  Winkel  BAC=  OA. 
Also  : 

Auflösung.  Lege  in  der  Ebene  die 
Winkel  V»//’  = AOC,  NMQ  = AOB, 
QMR  = BOC  (Fig.  281)  nebeneinander. 


Fig.  281. 


Nehme  X beliebig  auf  MX  und  ziehe 
Linie  PQ  senkrecht  auf  MX  bis  zu  MP 
und  MQ,  mache  MB  - MP  und  ziehe  BQ. 
Bilde  ein  Dreieck,  das  PX,  1 \Q,  QB  zu 
Seiten  hat,  der  QB  gegenüberliegende 
Winkel  ist  dann  der  Ehenenwinkel  OA. 

Aufgabe  2.  „In  einer  dreikantigen 
Ecke  sind  zwei  Kantenwinkel  nnd  der 
eingeschlossene  Ehenenwinkel  gegeben. 
Die  übrigen  Stücke  zu  finden.“ 

Vorbereitung.  Es  handelt  sich 
eben  nur  um  den  dritten  Kantcnwinkcl, 
da  dann  die  Aufgabe  auf  die  vorige 
zurückgeführt  ist.  Seien  BOA,  COA,  OA 
(Fig.  280)  die  gegebenen  Stücke.  Nimmt 
man  wieder  A beliebig  auf  OA,  und  zieht 
AB  und  AC  senkrecht  auf  OA  in  den 
Ebenen  OAB  nnd  OAC,  so  ist  Winkel 
CAB  = OA,  CA  nnd  AB  gegeben,  eben- 
ao  OB  und  OC.  In  Dreieck  CAB  sind 
nun  zwei  Seiten  nnd  der  eingeschlosscne 
Winkel  also  anch  die  dritte  Seite  BC 
bekannt;  in  Dreieck  BOC  sind  somit  alle 
drei  Seiten,  also  anch  der  Winkel  BOC 
bekannt.  Dies  ist  aber  der  gesuchte 
Kantenwinke).  Also : 

Auflösung.  Mache  (Fig.  281)  Winkel 


XMP  = AOC,  XMQ  = AOB , ziehe  PQ 
senkrecht  auf  MX.  Construire  ein  Dreieck, 
das  PX,  NQ  zu  Seiten  und  zum  cin- 
gcschlossencn  Winkel  den  gegebenen 
Ehenenwinkel  AO  hat.  Construire  fer- 
ner ein  Dreieck,  dessen  Seiten  MQ, 
MB  = MP  und  QB  gleich  der  dritten  Seite 
des  eben  gewonnenen  Dreiecks  sind.  Der 
Gegenwinkel  von  QB,  QMB  ist  dann 
der  gesuchte  Kantenwinkel. 

Aufgnbe  3 „In  einer  dreikantigen 
Ecke  sind  gegeben  zwei  Kantenwinkel 
und  der  dem  einen  gegenüberliegende 
Ehenenwinkel.  Die  übrigen  Stücke  zu 
finden.“ 

Vorbereitung.  Seien  gegeben  die 
Kantenwinkel  BOA,  BOC  (Fig  282)  nnd 
der  Ehenenwinkel  OA.  Zieht  man  BD 


Fig.  282. 


senkrecht  auf  Ebene  OAC,  BA  und  BC 
senkrecht  bezüglich  auf  OA  nnd  OC,  so 
stehen  auch  DA  und  DC  bezüglich  auf 
OA  und  OC  senkrecht,  (da  z.  B.  OA 
auf  BD  und  BA  also  auf  Ebene  BOA 
mithin  nuf  DA  senkrecht  stehen).  Winkel 
BAI)  ist  also  dem  gegebenen  Ebenen- 
winkel OA,  Winkel  BCD  dem  gesuchten 
OC  gleich.  Nun  ist  in  Dreieck  BAD 
bekannt  BA  nnd  Winkel  BAD,  folglich 
auch  BD  und  AD.  In  Dreieck  BCD 
sind  jetzt  bekannt  BD  und  BC,  folglich 
auch  Winkel  BCD=OC  und  CD  So- 
mit kann  der  zweite  Ehenenwinkel  be-‘ 
stimmt  werden.  In  Viereck  BODC  sind 
nun  alle  vier  Seiten  bekannt,  die  Winkel 
bei  A und  C aber  sind  Rechte,  aus  die- 
sen Bestimmungen  ist  das  Viereck  leicht 
zu  construiren.  Also: 

Auflösung.  Mache  (Fig.  283)  Winkel 
PMX  = AOB,  QMX  = BOC,  falle  von  X 
aus  Loth  XP  auf  MP  und  XQ  auf  MQ, 
Bilde  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen 
Hypotenuse  XP  und  wovon  ein  schiefer 
Winkel  gleich  OA  ist.  Wir  bezeichnen 
mit  s die  diesem  Winkel  gegenüberlie- 
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Fig.  283. 


gcndc,  mit  I die  anliegende  Kathete.  Aufgabe  5.  „Aus  zwei  Ebenen- 
Bilde  ein  rechtwinkliges  Dreieck , das  winkeln  und  dem  dazwischen  liegenden 
NQ  zur  Hypotenuse  und  s zu  einer  Kn-  Kantcnwinkel.“ 

thetc  hat  Der  gegenüberliegende  Winkel  Aufgabe  6.  „Aus  zwei  Ebenenwin- 
ist  dann  der  gesuchte  Kantcnwinkel  OC.  kein,  und  dem,  dem  einen  gegenüber- 
Sci  u dio  andere  Kathete.  Bilde  dann  liegenden  Kantcnwinkcln  zu  finden.44 
ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Ka-  erledigen  sich  leicht  auf  folgende  Weise: 
theten  gleich  MP  und  t sind  (Fig.  284),  Die  Nebenwinkel  der  gegebenen  Stücke 
über  der  Hypotenuse  MR  desselben  ein  sind  Bestimmungsstiickc  der  Supplenten- 
zweites  rechtwinkliges  Dreieck,  das  auch  tarccke,  aus  denen  sich  mittels  einer  der 
MR  zur  Hypotenuse,  und  zu  der  durch  R drei  ersten  Aufgaben  die  übrigen  Stücke 
gehenden  Kathete  die  Linie  u hat.  Ist  der  Snpplementarccko  ergeben , und  die 
MSR  dieses  Dreieck,  so  ist  PMS  der  Ncbenwinkol  von  diesen  sind  dann  die 

gesuchten  Stücke  der  ursprünglichen  Ecke. 


dritte  Ebencnwinkel  wird  wie  oben  ge- 
funden. 

Determination  Es  ergeben,  sich 
übrigens  durch  diese  Construetion  zwei 
Lösungen.  Wie  leicht  zu  sehen,  kann 
man  nämlich  6tatt  des  Winkels  OC  auch 
seinen  Nebenwinkel  nehmen. 

Die  drei  noch  übrigen  Anfgabcn: 

Aufgabe  4.  „Eine  dreikantige  Eekc 
ans  den  drei  gegebenen  F.bcnenwinkcln 
zu  finden.'4 


14)  Von  den  Polyedern. 

I.  Definitionen. 

Ein  völlig  von  Ebenen  begrenzter  Kör- 
per wird  Polyeder  genannt.  Da  sich 
Ebenen  immer  in  graden  Linien  schnei- 
den, so  ist  jedes  Polyeder  von  Vielecken 
begrenzt.  Dio  Seiten  dieser  Vielecke, 
deren  jede  immer  zu  zweien  Vielecken 
gehören,  werden  Kanten  genannt.  Eine 
Anzahl  von  wenigstens  drei  Kanten  muss 
immer  in  einer  Ecke  zusammenstossen, 
und  cs  ist  auch  klar,  dass  jede  Kante 
zu  zwei  Ecken  gehört.  Die  Polyder  wer- 
den nach  der  Anzahl  der  Grenzflächen 
bezeichnet,  also  Tetraeder,  Hexaeder, 
Oetaeder  u.  s.  w„  Vierflächner,  Sechs- 
flächner, Achtflächner  u.  s.  w.  Ausserdem 
unterscheidet  man  namentlich  noch: 

Die  Pyramiden,  welche  entstehen, 
wenn  man  eine  beliebige  Ecke  durch  ir- 
gend eine  Ebene  durchschneidet.  Die- 
selbe schneidet  die  Ecke  in  einem  Viel- 
ecke von  so  viel  Seiten,  als  erstere  Kan- 
ten hat,  und  je  zwei  dieser  Kanten  bilden 
mit  einer  Vicleckscite  ein  Dreieck.  Eine 
Pyramide  ist  also  von  einom  Vieleck 
und  soviel  Dreiecken,  als  dies  Seiten 
hat,  und  welche  gemeinschaftliche  Spitze 
haben,  begrenzt. 
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Man  tlicilt  nach  der  Gestalt  des  Viel- 
ecks die  Pyramiden  somit  in  dreiseitige, 
Tierseitige  u.  8.  \v. 

Die  Prismen  entstehen,  wenn  »wi- 
schen je  zwei  auf  einander  folgenden 
Yon  einer  Anzahl  paralleler  Linien  eine 
Ebene  gelegt,  alle  diese  Ebenen  aber 
durch  zwei  parallele  Ebenen  durchschnit- 
ten werden.  Diese  beiden  letztem  bilden, 
wie  sogleich  zu  sehen,  eongruente  Viel- 
ecke, und  zwischen  ihnen  befinden  sich 
als  Grenzflächen  soviel  Parallelogramme, 
als  die  Vielecke  Seiten  haben.  Je  nach 
der  Gestalt  der  Vielecke,  theilt  man  auch 
die  Prismen  in  dreiseitige,  vierseitige  n.s.w. 

II.  Aufgabe  und  Lehrsätze. 

Beziehungen  zwischen  der  Anzahl  und 
Beschaffenheit  der  Ecken,  Flächen  und 
Kanten  eines  Polyeder  zu  finden. 

Auflösung.  Wir  bezeichnen  mit  f 
die  Anzahl  der  Flächen,  mit  e die  der 
Ecken,  mit  k die  der  Kanten  eines  Po- 
lyeder. 

JJehmen  wir  ferner  an,  dass  unter  den 
f Flächen,  A Dreiecke,  B Vierecke,  C 
Fünfecke,  D Sechsecke  u.  s.  w.,  sowie 
unter  den  e Ecken  « dreikantige,  ß vier- 
kantige, y fünfkantige,  J sechskantigo 
u.  s.  w.  seien,  so  würde  sein: 

1)  / = A + tf+C+D4-... 

2)  e = « + /S-hy+<f-f  ... 

Da  in  den  A Dreiecken,  den  B Vier- 
ecken u.  s.  w.  sieh  bezüglich  3.4,  4 B,  6 C 
Kanten  befinden,  jede  Kante  aber  zu 
zwei  Flächen  gehört,  so  hat  man  ferner: 

3)  2*=3A+4F+5C+6Ö4-  ... 

und  da  Aehnliches  auch  für  die  Bezie- 
hung der  Kanten  zu  den  Ecken  gilt: 

4)  2*  = 3«  + 44+5/4-6/ -f  . .. 

5)  2*-2/-=4+2fl+3C+4ö+ ... 

6)  2*-2e=«  + 20+3y+4';+  ... 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  Ausdrücke: 

A+3C+5E-K..  und  «+3y+5*+... 

immer  grade  Zahlen  sein  müssen,  oder 
wenn  man  die  jedenfalls  graden  Zahlen 
2C  + 4E+...,  2/  + 4* . . . 
bezüglich  abzieht,  dass  auch : 

A + C E+ ^ « + / + # + ... 

grade  sind.  D.  b. 

Lehrsatz  1.  „In  jedem  Polyeder  ist 
die  Anzahl  derjenigen  Flächen,  welche 
eine  ungrade  Seitenzahl,  und  derjenigen 
Ecken,  welche  eine  ungrade  Kantenzahl 
haben,  immer  eine  grade/* 

Ausser  den  Relationen  1 — 4 ist  aber 
noch  folgende  von  grosser  Wichtigkeit. 


Denken  wir  uns  zunächst  eine  Anzahl 
von  Vielecken,  welche,  ohne  einen  Raum 
völlig  zu  begrenzen,  nach  allen  Richtun- 
gen ohne  Unterbrechung  mit  einander 
Zusammenhängen,  mithin  eine  gebrochene 
Fläche  bilden.  Man  wird  dann  von  einer 
Peripherie  dieser  gebrochenen  Fläche 
sprechen  können  und  darunter  diejenigen 
Kanten  verstehen,  die  nur  nach  einer 
Richtung  hin  Vielecke  begrenzen.  Nimmt 
man  von  dieser  gebrochenen  Fläche  von 
der  Peripherie  ans  ein  Vieleck  weg,  so 
wird  eine  ähnliche  gebrochene  Fläche 
entstehen,  in  der  die  Anzahl  f der  Grenz- 
flächen um  1 kleiner  ist.  Da  hierbei 
auch  eine  Anzahl  Kauten  und  die  zwi- 
schen je  zweien  liegenden  Ecken  ver- 
schwinden, die  beiden  äussersten  zu  den 
weggenommenen  Kanten  gehörigen  Ecken 
aber  bleiben,  so  ist  die  Anzahl  der  ver- 
schwindenden Kanten  um  Eins  grösser 
als  die  der  verschwindenden  Ecken,  and 
bei  der  neuentstandenen  Fläche  also  der 
Ausdruck:  f-\-e  — k der  nämliche  wie 
hei  der  alten.  Indem  man  nun  so  fort- 
fährt, immer  eine  Fläche  von  der  Pe- 
ripherie aus  weg/.unehmen,  gelangt  man 
schliesslich,  ohne  duss  sich  f+t  — k 
ändert,  bis  auf  ein  Vieleck.  Da  bei 
einem  solchen  nun  die  Anzahl  der  Ecken 
der  der  Kanten  gleich,  die  der  Flächen 
nber  gleich  Eins  ist,  so  ist  bei  diesem 
Vieleck,  und  folglich  bei  allen  gebroche- 
nen Flächen,  welche  die  oben  gegebene 
Bedingung  erfüllen: 

f+e-*=l. 

Eine  solche  Flache  entsteht  nnn  unter 
andern  dann,  wenn  man  von  einem  be- 
liebigen Polyeder  eine  Grenzfläche  weg- 
nimut.  Du  nun  hierbei  die  Anzahl  der 
Ecken  und  Kanten  dieselbe  bleibt,  die 
der  Flächen  sich  aber  um  Eins  vermin- 
dert, so  ist  bei  dem  Polyeder 

7)  f+e-k=  2. 

Dies  gibt  den  wichtigen  Satz: 

Lehrsatz  2.  ,.In  jedem  Polyeder  ist 
die  Summe  der  Anzahl  der  Ecken  nnd 
Flächen  um  zwei  grösser  als  die  der 
Kanten.“ 

Aus  der  Formel  7)  in  Verbindung 
mit  6)  ergibt  sich  noch: 

8)  = i + u + 2ß + 3y  + 4<f  H 

und  aus  7)  und  5): 

9)  2e  = 4+A+2ß+8C+4D+...  , 

Scholion.  Der  Lehrsatz  heisst  nach 
seinem  Erfinder  der  Enlerschc,  der 
hier  gegebene  Beweis  röhrt  von  Canchy 
her.  Es  ergibt  Bich  aber  auch  eine  Be- 
ziehung lur  die  Kantenwinkel.  Ist 
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nämlich  n die  Anzahl  der  Seiten  von 
einer  Fläche,  ao  iat  die  Anzahl  der  zu- 
gehörigen Polygon-  oder  Kantenwinkcl 
2n  — 4 Hechte,  und  somit,  da  A die  An- 
zahl der  Flächen  ist,  wo  n = 3,  H die, 
wo  n = 4 iat,  u.  s.  w.  ao  hat  man  für  die 
Summe  aller  Kantenwinkcl : 

2(3.4  + 48  + 5C  + ...)-  4(A+8  + C) 
Hechte,  d.  h.  wegen  Formel  1)  und  3) 
(4k  — if)  Hechte,  oder.wcgcn  Formel  7) : 
4(e  — 2)  Hechte.  Also: 

Lehrsatz  3.  „In  jedem  Polyeder 
beträgt  die  Summe  aller  Kantenwinkel 
viermal  soviel  Hechte  als  die  um  zwei 
verminderte  Anzahl  der  Ecken  beträgt.“ 

II.  Definition  und  Lehrsätze. 

Definition.  Regelmässiges  Po- 
lyeder heisst  ein  solches,  worin  alle 
Flächen  congruent,  alle  Kanten,  Ecken, 
Kantenwinkel  und  Ebencnwinkel  unter- 
einander gleich  sind 

Es  folgt  aus  dem  Umstande,  dass  alle 
Kanten  und  Kantenwinkcl  gleich  sind, 
dass  die  Grenzflächen  regelmässige  Viel- 
ecke sind. 

Wenn  zwischen  den  regelmässigen 
Vielecken  und  Polyedern  sonach  eine 
gewisse  Analogie  stattflndet,  so  erstreckt 
dieselbe  sich  nicht  so  weit,  dass  es  wie 
regelmässige  Vielecke  von  beliebiger 
Seitenanzahl,  auch  regelmässige  Polyeder 
von  beliebiger  Flächenanzahi  gebe.  Viel- 
mehr gilt  der  folgende 

Lehrsatz  4 „Es  kann  nicht  mehr 
als  fünf  regelmässige  Polyeder  geben." 

Beweis.  Da  die  Ecken  des  Polyeder 
wenigstens  drei  Kanten  haben  müssen, 
so  werden  in  einer  solchen  wenigstens 
drei  regelmässige  Vielecke  zusammen- 
stossen.  Nehmen  wir  an  diese  Vielecke 
seien  Dreiecke  so  wird  jeder  Kanten- 
winkel dem  Winkel  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  gleich  sein,  also  60  Grad  be- 
tragen. Wären  die  Ecken  sechskantige, 
so  betröge  die  Summe  der  Kantenwinkel 
derselben  360*  = 4 K,  was  dem  Satze  7. 
des  vorigen  Abschnittes  widerstreitet.  Es 
können  also,  wenn  die  Flächen  Dreiecke 
sind,  nur  drei,  vier  oder  fünfkantige 
Ecken  stattflnden. 

Seien  die  Flächen  Vierecke,  also  der 
Polygon-  oder  Kantenwinkel  90°  so  sind 
schon  vierkantige  Ecken  unmöglich,  da 
4 • 90  = 4 K ist. 

Bei  regelmässigen  Fünfecken,  wo  der 
Polygonwiukcl  180“  beträgt,  wäre  zwar 
3- 108  = 314  kleiner,  dagegen  4-108 
schon  grösser  als  4 R,  also  vierkantige 
Ecken  unmöglich. 

Bei  Sechsecken,  deren  Polygonwinkel 


■t  R = 120“ 

o 

beträgt,  wäre  schon 

3-120  = 360, 

also  sind  selbst  dreikantige  Ecken  un- 
möglich, um  so  mehr  ist  dies  bei  Sieben- 
ecken u.  s.  w.  der  Fall. 

Bei  den  regelmässigen  Polyedern  kön- 
nen also  nur  folgende  Flächen  und  Ecken 
Vorkommen : 


1)  Die  Flächen  sind  Dreiecke,  die  Ecken 
dreikantig, 

2)  die  Flächen  sind  Dreiecke,  die  Ecken 
vierkantig, 

3)  die  Flächen  sind  Dreiecke,  die  Ecken 
fünfkantig, 

4)  die  Flächen  sind  Vierecke,  die  Ecken 
dreikantig, 

5)  Die  Flächen  sind  Fünfecke,  die  Ecken 
dreikantig. 

Scholion.  Es  ist  nun  leicht,  mittels 
der  in  I.  gegebenen  Formeln,  die  Anzahl 
der  Ecken,  Flächen  und  Kanten  zu  er- 
mitteln, für  jeden  der  Fälle,  wenn  man 
dies  wirkliche  Vorhandensein  des  ent- 
sprechenden Polyeders  zunächst  noch 
fraglich  lässt. 

In  Fall  1),  2)  und  3),  ist  nämlich: 

B = C=  D = ...  =0,  A = f, 
also  nach  Formel  3): 

2k  = Zf. 


In  Fall  1)  ist: 

ß — y — <S  ...  =o,  « = e, 
also  nach  Formel  4):  2k  = 3e. 

Diese  beiden  Gleichungen  in  Verbindung 
mit  f + e — k = 2 geben: 

k = 6, 

also  f=  4,  e = 4. 

Im  Fall  2)  ist: 

o = y =(/...=  0,  ß-t, 

also  die  Formeln  3),  4)  und  7)  geben : 
2k  = Sf,  k = 2e, 


d.  h.:  k = 12,  f = 8,  s = 6. 


In  Fall  3)  wo: 

n = /9  = tf...=0,  y — e 
ist,  hat  man : 

2k  = Zf,  2k  = 5e, 

|-k+£*-k  = 2, 
d.  h.  A = 30,  f =20,  t = 12. 
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Im  Fall  4)  ist: 

A = C=D  = 0,  B = f, 
also  nach  Formel  3):  t = 1f- 
Im  Falle  5): 

A = B=D  = 0,  C = f, 
also:  2*  = 5/. 

Zn  dieser  Formel  kommt  in  beiden  Fällen 
ganz  wie  im  Falle  1):  2*  =3e. 

Man  hat  also  in  Fall  4)  die  Gleichungen  . 

* = 2 {,  2*  = 3<t,  -|-  + -|*-*  = 2, 

d.h.:  * = 12,  f=6,  e = 8 

nnd  im  Falle  5: 

2*  = t>f,  2*=  3e,  ~ * + | *—  * = 2, 

also  : * = 30,  f = 12,  e = 20. 

Die  fünf  regelmässigen  Polyeder  haken 
also  folgende  Beschaffenheit: 

1)  4 Dreiecke,  4 dreikantige  Ecken  nnd 
6 Kanten: 

Der  Körper  ist  ein  Tetraeder. 

2)  8 Dreiecke,  6 vierkantige  Ecken  nnd 
12  Kanten: 

Der  Körper  ist  ein  Octaeder. 

3)  20  Dreiecke,  12  fünfkantige  Ecken 
nnd  30  Kanten: 

Der  Körper  ist  ein  Ikosaeder. 

4)  6 Vierecke,  8 dreikantige  Ecken  nnd 
12  Kanten: 

Der  Körper  ist  ein  Hexaeder  (auch 
Cubus  oder  Würfel). 

5)  12  Fünfecke,  20  dreikantige  Ecken 
nnd  30  Kanten: 

Der  Körper  ist  ein  Dodekaeder. 
Lehrsatz  5.  „Die  regelmässigen 
Polyeder  von  der  eben  angezeigten  Be- 
schaffenheit sind  in  der  That  vorhanden.“ 
Beweis.  A)  Das  Tetraeder.  Man 
kann  aus  den  Ecken  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  ABC  (Fig.  285)  mit  der  Seite 
desselben  als  Bedien  drei  Kngelflichen 
schlagen,  deren  Schnittpunkt  D,  mit  A, 


Fig.  285. 


B,  C verbunden,  offenbar  noch  3 gleich- 
seitige Dreiecke  giebt,  deren  Seiten  alle 
gleich  sind.  A,  B,  C,  D sind  dann  drei- 
kantige nnd  congruente  Ecken,  in  wel- 
chen, da  alle  Kantenwinkel  gleich  sind, 
dies  anch  mit  den  Ebenenwinkeln  statt- 
findet, (da  gleichen  Kantenwinkeln  gleiche 
Ebenenwinkeln  gegenüberlicgcn). 

B)  Dos  Octaeder.  Aus  dem  Mittel- 
punkte O eines  Quadrates  ABCD  (Fig. 
286)  wird  ein  Loth  .OB  auf  der  Ebene 


Fig.  286. 


desselben  errichtet,  von  A aus  mit  Halb- 
messer AB  in  Ebene  ADE  ein  Kreis 
geschlagen,  der  OE  in  E schneidet,  und 
AE,  BE,  CE,  DE  gezogen.  Diese  Li- 
nien sind  alle  unter  sich  gleich ; zieht 
man  nämlich  Loth  EG  auf  AB  und  ver- 
bindet OG,  so  sind  die  Dreiecke  AGO 
und  BGO  wie  leicht  zu  sehen,  congruent, 
{OA  = OB,  OG  = OG. 

Winkel  OGA  = OGB  = R), 
also  auch  Dreieck  AEG  £ BEG  und 
AE=BE;  Gleiches  gilt  von  den  andern 
Seiten. 

Da  die  dreiseitigen  Ecken  bei  ABCD 
sonach  congruent  sind,  werden  alle  vier 
Ebcnenwinkel-  bei  AE,  BE,  CE,  DE 
gleich  sein.  Bei  £ entsteht  eine  vier- 
kantige Ecke , deren  Ebenenwinkel  die 
eben  genannten,  und  deren  Kantenwinkel 
den  Winkeln  EAB,  EBA  u.  a.  w.  gleich 
sind.  Errichtet  man  also  auf  der  an- 
dern Seite  von  ABCD  eine  ABCDE 
gleiche  Flächenverbindung  ABCDF,  so 
hat  man  6 vierkantige  congruente  Ecken, 
in  denen  8 gleichseitige  Dreiecke  Zu- 
sammentreffen. 
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C)  Dag  Icosacdcr.  Ganz  ähnlich  kantige  Ecke  FABCDE  errichten  lasse,  so 
wie  bei  dem  vorigen  Polyeder,  zeigen  dass  die  Kanten  FA,  FB  u.  g.  w.  den  Seiten 
wir,  dagg  zieh  über  dem  regelmässigen  des  Fünfecks,  die  Ebenenwinkel  AF,  BF, 
Fünfecke  ABCDE  (Fig.  287)  eine  fünf-  CF,  DF,  EF  aber  unter  sich  gleich 


Fig.  287. 


sind.  Da  die  zwei  Ebenen  die  sich  in 
F.  schneiden  so  gegen  einander  geneigt 
sind,  wie  zwei  Ebenen  der  Ecke  bei  F , 
so  kann  man  bei  E noch  3 regelmässige 
Dreiecke  EGA , EG II,  EGO  derart  hin- 
zufügen, dass  eine  F congrnrnte  Ecke 
entstellt,  wodurch  auch  bei  I)  and  A 
noch,  wie  AEF  und  BEF , gegen  ein- 
ander nnd  gegen  eine  von  diesen  letzte- 
ren Ebenen  geneigten  Dreiecke  entstehen. 
Indem  man  noch  Linien  BK  und  CL 
zieht  und  über  BC  ein  gleichseitiges,  ebenso 
gegen  FBC  geneigtes  Dreieck  wie  die 
andern  Dreiecke  gegen  einander  errichtet, 
nnd  KE,  LE  zieht,  so  ist  leicht  zu  se- 
hen. dass  ein  Ring  von  10  Dreiecken  um 
die  Grundfläche  der  Pyramide  ABCDEF 
errichtet  ist,  so  dass  bei  A,  //,  C,  D , E,  F 
eongruente  fünfkantige  Ecken  entstehen. 
Auch  zeigt  sieh,  dass  dieser  Ring  sieh 
gelbst  in  den  zwei  verschiedenen  Lagen, 
wo  ABCDE  und  KMLIIG  auf  einander 
gelegt  werden,  decken  muss.  (Eg  sind 
in  beiden  Lagen  die  zusammcnfallendcn 
Kanten  und  Ecken  gleich.)  Dnrnns  folgt, 
dass  KMLHG  ein  ebenes  Fünfeck  ist, 
über  welches  eine  ABCDEF  eongruente 
Pyramide  errichtet  werden  kann,  so  das« 
man  12  fünfkantige  eongruente  Ecken 
hat,  wozu  20  regelmässige  Dreiecke  ge- 
hören. 


D)  Das  Hexaeder.  Es  ist  sogleich 
zu  sehen,  dass  über  einem  Quadrate 
ABf'D  (Fig.  288),  rechtwinklig  auf  der 
Ebene  desselben  vier  andere  errichtet 
werden  können,  welche  ein  Prisma  bilden, 
wo  die  A BCD  parallele  Ebene  dnreh 
jo  eine  Seite  EF.  FG,  GH,  HE  dieser 
vier  Quadrate  gebildet  wird.  Es  ist 
der  durch  dieselben  gebildete  Ring  näm- 
lich in  umgekehrter  Lage  sich  selbst 
congruent,  und  daher  EFGH  ein  Qua- 
drat. Man  hat  also  sechs  Quadrate, 
welche  S dreikantige  Ecken  mit  rechten 
Kanten-  und  Ebenenwiukeln  bilden. 

E)  Das  Dodecaedcr.  In  einer 
Ecke  A (Fig.  289)  des  regulären  Fünf- 
ecks ABCDE  werden  an  die  Kanten  AB 
und  AE  zwei  eongruente  Fünfecke  ge- 
legt, und  so  auch  die  andern  Kanten  und 
Ecken  besetzt,  so  das«  A,  B,  C,  D,  E 
dreikantige  Ecken  werden,  deren  Kantcn- 
winkel  nnd  folglch  auch  Ebenenwinkel 
unter  einander  gleich  sind;  man  sieht 
dann,  dass  z.  B.  in  P zwei  Fünfecke  Zu- 
sammentreffen, die  so  gegen  einander 
geneigt  sind,  wie  zwei  der  in  A zusam- 
menstossenden,  w ährend  die  Kantcnwinkel 
APG  und  APII  gleich  den  Kantenwin- 
kcln  bei  A sind.  Es  ist  also  die  Ecke  P 
der  Ecke  A congrnent  und  da  Aehn- 
liches  für  die  Ecken  ().  B u.  s.  w.  gilt, 
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Fig.  288. 


so  lässt  sich  leicht  zcigcu,  dass  wenn 
man  an  diese  Funkte  noch  5 Fünfecke 
so  legen  kann,  dass  ein  der  Verbindung 
der  über  ABC  DE  errichteter  congruentcr 
Ring  entsteht,  wobei  die  Ecken  bei  <7, 
II  u.  s.  w,  denen  bei  At  b congruent 
sind,  Dieser  Ring  schliesst  auf  der  an- 
deren Seite  also  auch  in  einem  ABCDE 
congrucnten  Fünfeck  ab,  und  mit  diesem 
hat  man  12  Fünfecke  und  20  dreikantige 
congruentc  Ecken. 

15)  Ausmessung  der  Polyeder. 

I.  Definitionen. 

Wir  haben  oben  schon  die  Definitionen 


der  Prismen  und  Pyramiden  gegeben. 
Prismen  waren  demnach  von  einer  An- 
zahl Parallellogramme  und  zwei  paral- 
lelen und  congruenten  Vielecken  begrenzt. 
Die  letzteren  nennen  wir  Grundflä- 
chen, die  Parallelogramme  Seiten- 
flächen, die  nicht  in  den  Grundflächen 
liegenden  Kanten  Seiten,  eine  senk- 
rechte Grade  von  einer  Grundfläche  zur 
andern  heisst  II A he.  Stehen  die  Seiten- 
flächen auf  den  Grundflächen  senkrecht, 
so  heisst  das  Prisma  ein  grades;  sind 
die  Grundflächen  ebenfalls  Parallelo- 
gramme, so  heisst  der  Körper  Parallele- 
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pipedon;  bind  alle  Grenzflächen  Recht- 
ecke, so  ist  das  Parallclepipedon  ein 
rechtwinkliges.  Eine  Pyramide  wird 
begrenzt  von  einer  Anzahl  Dreiecke,  von 
denen  je  zwei  Seiten  eine  Ecke  bilden, 
und  einem  Vieleck.  Die  Dreieckseiten, 
welche  die  Ecke  bilden,  treffen  in  einem 
Punkte  zusammen,  der  die  Spitze  der 
Pyramide  heisst,  die  Kanten  dieser  Ecke 
heissen  Seiten  der  Pyramide,  das  Viel- 
eck, welches  sic  durchschneidet  Grund- 
fläche. Legt  man  durch  eine  Pyra- 
mide eine  der  Grundfläche  parallele 
Ebene,  welche  also  wie  leicht  zu  sehen, 
efn  der  Grundfläche  ähnliches  Vieleck 
abschncidet,  so  heisst  das  zwischen  bei- 
den Vielecken  liegende  Pyramidenstück 
abgestumpfte  Pyramide.  EineScnk- 
rechte,  welche  von  der  Spitze  auf  die 
Grundfläche  gefällt  wird,  heisst  Hohe 
der  Pyramide.  Höhe  der  abge- 
stumpften Pyramide  heisst  die  Senk- 
rechte zwischen  beiden  Grundflächen. 

II.  Definition  und  Lehrsatz. 

Definition.  Zwei  Körper  haben 
gleichen  körperlichen  Inhalt,  wenn  sic 
sich  in  congruentc  Stricke  zerlegen  las- 
sen. Wenn  man  von  einem  Punkte  in- 
nerhalb eines  völlig  geschlossenen  Kör- 
pers nach  allen  Ecken  desselben  Linien 
zieht,  so  wird  derselbe  eine  Pyramide, 
und  eine  Pyramide  von  beliebig  viel 
Seiten  lässt  sich  in  eine  Anzahl  drei- 
seitiger Pyramiden  verwandeln,  wenn 
man  die  Grundfläche  in  Dreiecke  thcilt. 


und  von  der  Spitze  der  Pyramide  nach 
allen  Winkelspitzen  derselben  Linien 
zieht.  Es  lassen  sich  also  schliesslich 
alle  Körper  von  gleichem  [nhalt  in  con- 
gruentc dreiseitige  Pyramiden  zerlegen. 
Ist  jedoch  der  Körper  zum  Theil  oder 
ganz  von  krummen  Flächen  begrenzt, 
so  werden  die  Grundflächen  dieser  Pyra- 
miden unendlich  klein,  und  cs  ist  daher 
in  diesem  Falle  die  Definition  des  glei- 
chen Inhalts  zweier  Körper  so  zu  ver- 
stehen, dass  von  den  Körpern  sich  Pyra- 
miden abthcilcn  lassen,  deren  Inhalts- 
summe mit  wachsender  Anzahl  derselben 
sich  auf  jede  Grenze  dem  Inhalt  der 
Körper  nähert,  während  die  Pyramiden, 
in  die  der  eine  Körper  zerfällt,  denen, 
worin  der  andere  zerfällt,  entsprechend 
congruont  werden. 

Der  folgende  Satz,  der  das  genaue 
Analogon  eines  Satzes  in  der  ebenen 
Geometrie  bildet,  liegt  den  Untersuchun- 
gen über  Flächengleichhcit  und  über 
Ausmessung  der  Körper  zu  Gnindc. 

Lehrsatz  1.  „Prismen  von  gleicher 
Grundfläche  und  gleicher  Höhe  haben 
gleichen  körperlichen  Inhalt.*1 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  ist  jedoch 
von  einem  spcciellcn  Falle  aaszugehen: 

A)  „Parallelepipeda  mit  congruenter 
Grundfläche  und  gleicher  Höhe,  welche 
so  gelegt  werden  können,  dass  je  zwei 
parallele  Seitenflächen  in  dieselbe  Ebene 
fallen,  haben  gleichen  Inhalt.“ 

Beweis.  Seien  ABCD , abcd  con* 
gnientc  Grundflächen  (Fig.  290).  Da 


Fig.  290. 


die  Höhen  gleich  sind,  fallen  die  andern 
Grundflächen  EFGH,  efgh  offenbar  in 
eine  Ebene;  selbstverständlich  sind  sie 
untereinander  und  den  andern  Grund- 
flächen congruent. 

Die  Parallelepipeda  sind  ferner  so  ge- 
legt, dass  die  Seitenflächen  ADEF  nnd 
adef  in  eine,  BCGH  nnd  begh  in  eine 
andere  (der  ersteren  parallele)  Ebene 
fallen.  Untersuchen  wir  jetzt  die  Kör- 
per AaeEhllBb  und  DdfFgGCc , so 


sind  in  denselben  je  zwei  Seiten  ent- 
sprechend gleich,  nämlich  z.  B.  AE  = DF , 
Ad.  Dd  u.  s.  w.  wie  leicht  zu  sehen,  auch 
sind  diese  Seiten  parallel,  und  daher  alle 
von  ihnen  gebildeten  Ecken  (die  sämmt- 
lich  dreikantig  sind)  z.  B.  A und  a ent- 
sprechend congruent  wegen  Gleichheit 
der  Knntenwinkcl;  es  sind  somit  die  eben 
benannten  Körper  selbst  congruent.  Zieht 
man  sic  nun  nach  einander  von  dem 
ganzen  Körper  AdfEUgcB  ab,  so  bleiben 
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kl«  Reste  unsere  Parallelepipeda.  Die-  Grundfläche  und  gleicher  ITöhc  haben 
selben  sind  also  in  der  That  gleich  an  gleichen  Inhalt.“ 

Inhalt.  Wir  heben  jetzt  die  dritte  Be-  Beweis.  Mögen  1)  ABCDEFGH  und 
dingung  des  Satzes  A auf.  II)  abedefgh  (Fig.  291)  die  angegebenen 

B)  „Parallelepipeda  von  congruenter  Eigenschaften  haben,  so  zeigt  die  Figur, 

Fig.  291. 


wie  sich  immer,  wenn  man  AB  CI)  und 
abcd  in  eine  Ebene  legt  ein  drittes  Pa- 
rallelepipedon  III)  P(fRSTunc  finden 
lässt,  welches  mit  I)  die  Seitenflächen 
AG  und  CF,  mit  II)  die  Seitenflächen 
af  und  bg  gemein  hat,  und  übrigens  con- 
gruente  Grundfläche  und  gleiche  Höhe 
mit  I)  und  II)  hat.  Es  geschieht  dies, 
wenn  man  die  entsprechenden  Seiten- 
flächen verlängert  und  die  Schnittlinien 
zwischen  je  zwoi  PT,  uS,  nQ,  Hu  als 
Seiten  eines  Parallclepipedons  III)  be- 
trachtet ; es  ist  also  111)  mit  1)  und  II) 

Fig. 


an  Inhalt  gleich,  mithin  auch  die  letzteren 
untereinander. 

C)  „Jedes  Parallelepipcdon  lässt  sich 
in  zwei  congruente  dreiseitige  Prismen 
zerlegen.“ 

Beweis.  Ziehe  zu  den  Grundflächen 
des  Parallclepipedons  ABCDEFGH  (Fig. 
292)  die  Diagonalen  (BD  und  II F) ; 
diese  Linien  sind  parallel  (denn  Winkel 
ABD  — EIIF,  und  je  ein  Schenkel  der- 
selben AB  und  Eli  parallel,  also  auch 
die  andern  Schenkel).  Lege  durch  DB 
und  IIP  eine  Ebene,  so  dass  zwei  drei- 

292. 
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seitige  Prismen  ABDFHE  und  BCDFltG 
entstehen.  Bei  diesem  sind  die  dreikan- 
tigen Ecken  A und  G',  DABIi  und  HFGD 
u s.  w.  congruent  (die  Kantenwinkel  sind 
gleich),  da  auch  die  entsprechenden  Sei- 
ten gleich  sind,  decken  sich  die  Prismen, 
womit  unser  Satz  bewiesen  ist.  Hieraus 
folgt  dann: 

D)  „Dreiseitige  Prismen  von  con- 
gruenter  Grundfläche  und  gleicher  Höhe 
sind  gleich.“ 

Jetzt  lässt  sich  leicht  unser  Lehrsatz  1. 
beweisen.  Denn  wenn  die  Grundflächen 
beliebiger  Parallelepipeda  gleich  sind,  so 
lassen  sie  sich  auf  irgend  eine  Art  in 
congruentc  Dreiecke  zerlegen;  zieht  man 
durch  deren  Winkclspitzen  Parallelen  mit 
den  Seiten  der  Prismen,  so  werden  diese 
in  ebensoviel  dreiseitige  Prismen  ver- 
wandelt, von  denen  nach  dem  eben  be- 
wiesenen Satze  D)  je  2 gleichen  Inhalt 
haben,  was  somit  von  den  ganzen  Pris- 
men gilt. 

III.  Lehrsätze. 

Es  ist  aber  nöthig,  Aehnliches  auch 
für  die  Pyramiden  zu  beweisen.  Da  in 
solche  und  nicht  in  Prismen  alle  Körper 
getheilt  werden  können. 

Lehrsatz  2.  „Wird  eine  Pyramide 
durch  eine  Ebene  parallel  der  Grund- 
fläche geschnitten,  so  wird  eine  kleinere 
Pyramide  abgeschnitten,  deren  Grund- 
fläche sich  zu  der  der  gegebenen  verhält, 
wie  die  Quadrate  der  Höhen.“ 

Beweis.  Sei  in  abcg  (Fig.  293),  hkl 
parallel  der  Grundfläche,  so  ist  offenbar 
hkl  co  abc,  da  die  Seiten  beider  Figuren 
entsprechend  parallel  6ind,  also: 


Fig.  293. 


abc : hkl  — ab * : hk *, 

sind  aber  gn  und  gtn  die  Höhen,  so  ist, 
wenn  man  mh  und  ns,  mh  und  nb  zieht, 
Dreieck  gmh  s/>  gna, 

und  da  mh  und  mk  bezüglich  mit  na 
und  nb  sind,  auch  Dreieck  hmk<j ■»  anb . 
also: 

gn  _ gm  na  __  mh 
na  mh  ’ ab  hk  ’ 
beide  Gleichungen  multiplicirt,  geben: 
gn  _ gm  gn 7 _ ab * _ abc 

ri~Tk'  gm*  ~ hk*  ~ hkl  * 
was  zu  beweisen  war. 

Lehrsatz  3.  „Pyramiden  von  glei- 
cher Grundfläche  und  Höhe  haben  glei- 
chen körperlichen  Inhalt.“ 

B ewei  s.  Die  Pyramiden  ABCG  (Fig. 
294)  und  abcg  (Fig.  293)  mögen  die  ver- 


Fig.  294. 


langten  Eigenschaften  haben  ; macht  man 
GM -gm,  und  v legt  Ebene  HKL  durch 
die  erste  Pyramide,  so  ist  nach  vorigem 
Satze: 

ABC  _ GN * __  gn 1 _ abc 

HKL  ~ GÜP  ~ gm*  ~ hkl 

und,  da  ABC — abc,  ist  auch  HKL - hkl. 
Theilt  man  nun  in  beiden  Pyramiden  die 
Höhen  in  eine  gleiche  Anzahl  von  Thei- 
len,  deren  jeder  gleich  AD  sei  und  legt 
durch  die  Theilpunkte  Ebenen  parallel 
der  Grundfläche.  Zieht  man  durch  die 
Winkelspitzen  jeder  so  entstandenen 
Schnittfläche  aber  senkreehte  Linien  bis 
zur  nächsten  wie  AD,  CE,  BF  so  ent- 
stehen dreiseitige  Prismen  und  die  gan- 


Digitized  by  G< 


sogle 


Raumlehre. 


195 


Raumlehre. 


zen  Pyramiden  werden  in  ein  Netz  sol- 
cher Prismen  wie  ARCDEh'  eingehüllt, 
deren  Höhen  gleich  sind,  und  deren 
Grundflächen  nach  der  Spitze  hin,  ab- 
nehmen.  Jede  Grundfläche  eines  solchen 
Prismas  II KL  in  ABCG  ist  der  ent- 
sprechenden hkl  in  abcg  nach  dem  vori- 
gen Satze  gleich,  es  sind  also  auch  je 
swei  Prismen,  da  Grundfläche  und  Höhe 
gleich  sind,  einander  gleich,  und  folglich 
der  ganze  Körper,  welcher  ABCG  cin- 
hiillt,  dem  abcg  cinhDllcndcn.  Der  In- 
halt dieser  Körper  nähert  sich  aber  mit 
der  Abnahme  der  Höhen  der  einzelnen 
Prismen  und  mit  der  daraus  folgenden 
Zunahme  ihrer  Anzahl  bis  auf  jede  Grenze 
dem  Inhalte  der  Pyramiden  selbst,  und 
mithin  sind  auch  diese  unter  einander 
gleich. 

Lehrsatz  4.  „Jede  Pyramide  ist 


der  dritte  Thcil  eines  Prisma,  welches  mit 
ihm  gleiche  Grundfläche  und  Höhe  hat." 

•Beweis.  Es  genügt,  diesen  Satz  an 
einer  dreiseitigen  Pyramide  zu  beweisen, 
da  jede  andere  sich  in  dreiseitige  von 
gleicher  Höhe  zerlegen  lässt,  wenn  man 
die  Grundfläche  in  Dreiecke  theilt,  und 
von  der  Spitze  der  Pyramide  Linien  nach 
den  Winkelspitzen  dieser  Dreiecke  zieht. 
Ist  nun  jede  dieser  dreiseitigen  Pyrami- 
den der  dritte  Theil  eines  Prisma  von 
gleicher  Grundfläche  und  Höhe,  so  ist 
die  ganze  Pyramide  anch  der  dritte  Theil 
des  Prisma,  welches  gleiche  Höhe  und 
die  Summe  der  Dreiecke  zur  Grundfläche, 
also  mit  der  gegebenen  Pyramide  gleiche 
Grundfläche  hat. 

Sei  nun  abcd  die  gegebene  dreiseitige 
Pyramide  (Fig.  295).  Ergänze  Dreieck 
abd  zum  Parallelogramm  abcd  und  ziehe 


Fig.  295. 


er,  so  hat  man  eine  zweite  Pyramide  bede, 
welche  mit  abcd  gleiche  Grundfläche 
(Dreieck  abd'CL  ebd)  und  Höhe  (das  von 
e anf  die  Grundfläche  gefällte  Loth)  hat. 
Zieht  man  noch  cf  parallel  ad  und  legt 
Ebene  fdc  parallel  abc  hindurch,  so  sind 
efeb  und  cfda  Parallelogramme , also 
cf—bc , d(  — ac,  auch  war  cd  = ha,  also 
Dreieck  edf  £ abc,  und  wenn  man  diese 
Dreiecke  bezüglich  als  Grundflächen  der 
Pyramide  defe  uud  abcd  betrachtet,  so 
haben  diese  auch  gleiche  Höhen,  nämlich 
das  zwischen  beiden  parallelen  Ebenen 
errichtete  Loth.  Die  ganze  Figur  abedef 
zerfällt  also  in  drei  Pyramiden,  welche 
gleichen  Inhalt  haben.  Offenbar  aber 
ist  abedef  ein  dreiseitiges  Prisma,  wel- 
ches mit  der  gegebenen  Pyramide  abcd 
die  Grundfläche  abc  und  die  Höhe  ge- 
mein hat.  Somit  ist  nnser  Satz  bewiesen. 

Zusatz.  „Symmetrische  Körper  ha- 
ben gleichen  Inhalt.“ 

Beweis.  Immer  wird  Bich  in  jedem 
derselben  ein  Punkt  finden  lassen,  von 
dem  man  nach  allen  Ecken  Linien  ziehen 
kann,  so  dass  die  Körper  in  Pyramiden 


gethcilt  werden,  wovon  die  entsprechen- 
den der  einzelnen  Körper  gleiche  Grund- 
fläche und  Höhe  haben. 

IV.  Definition  und  Lehrsätze. 

Definition.  Obgleich  als  Einheit 
des  körperlichen  Maasses  jeder  beliebige 
Körper  bestimmt  werden  kann,  gibt  man 
dieser  Einheit  doch  eine  Beziehung  zum 
Längenmaassc , und  wählt  dazu  den- 
jenigen Würfel,  dessen  Seite  gleich  der 
Längeneinheit,  dessen  Seitenflächen  also 
gleich  der  Flächeneinheit  sind.  Daher 
die  Bezeichnungen  Cubikfuss,  Cubikzoll 
u.  s.  w.,  als  Maasseinheiten  des  körper- 
lichen Maasses,  worunter  Würfel  ver- 
standen werden,  -deren  Seite  einen  Fuss, 
Zoll  n.  s.  w.  lang  ist. 

Lehrsatz  5.  „Jedes  Prisma  enthält 
an  körperlichem  Inhalt  soviel  körperliche 
Einheiten,  als  das  Product  der  Flächen- 
einheiten der  Grundfläche  in  die  Längen- 
einheiten der  Höhe  beträgt.“  — Abge- 
kürzt lautet  dieser  Satz : „ Der  Inhalt 
eines  Prisma  ist  gleich  dem  Product 
aus  Grundfläche  und  Höhe.“ 

13» 
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Beweis.  Es  genügt  diesen  Satz  für  Sei  abedefgh  (Fig.  296)  ein  solches, 
ein  rechtwinkliges  Parallelepipedun  zu  Nehmen  wir  an,  die  Seiten  desselben 
beweisen,  da  jedes  andere  Prisma  gleich  ständen  znr  Liniencinheit  in  einem  ra- 
einem  solchen  von  gleicher  Grundfläche  tionalen  Verhältnisse,  so  lässt  sich  immer 
und  Höhe  ist.  t ein  Theil  der  letztem,  etwa  der  ste 

Fig.  296. 


Anden,  der  in  allen  drei  austussenden 

Seiten  des  Parallelcpipcdons  eine  ganze 
Anzahl  von  Malen  enthalten  ist.  Dies 
ist,  wenn  die  Verhältnisse  aller  Seiten 
zur  Linieneinheit  nicht  rational  sind, 
zwar  nicht  genau,  aber  doch  bis  auf 
einen  beliebig  klein  zu  machenden  Fehler 
der  Fall,  wie  dies  bei  dem  entsprechen- 
den Satze  vom  Parallelogramm  bereits 
ansgeführt  ist,  dass  selbst  bei  irrationa- 
len Verhältnissen  die  jetzt  zu  machen- 
den Folgerungen  bis  auf  einen  beliebig 
klein  zu  machenden  Fehler  d.  h.  bis  auf 
jede  Grenze  der  Genauigkeit,  also  völlig 
richtig  sind.  Enthalten  nun  die  zusam- 
menstossenden  Seiten  ab,  ad,  ac  diesen 
sten  Theil  der  Längeneinheit  bezüglich 
n,  p,  q mal , theilt  man  dieselben  in  so- 
viel Theile,  und  zieht  durch  alle  Thcil- 
punktc  Parallelen  mit  den  Seiten,  so 
entstehen  über  der  Grandfläche  abcd, 
np  Würfel,  über  diesen  ebensoviel  u.  s.  w , 
im  ganzen  soviel  Systeme  von  np  Würfeln, 
als  ae  Theile  hat,  also  q,  so  dnss  die 
Anzahl  dieser  Würfel  npq  ist.  Was  nun 
die  Grösse  eines  solchen  Würfels  be- 
trifft, so  hat  ein  jeder  — der  Längen- 
einheit zur  Seite.  Denkt  man  sich  nud 
einen  der  KOrpcreinhcit  gleichen  Würfel, 
und  theilt  jede  Seite  desselben  in  s Theile, 
so  ist,  da  auch  dieser  Würfel  ein  recht- 
winkliges Parnllelepipcdon  mit  gleichen 
Seiten  ist,  nach  dem  Obigen  die  Kör- 
pereinheit in  s • s • s Theile  gcthcilt, 


und  jeder  davon  beträgt  somit  yj  von 

der  Körpereinheit.  Somit  ist  unser  Pa- 
rallclepipedon  in  npq  Theile  gctheilt, 

deren  jedor  --  der  Körpereinheit  ist,  und 

es  enthält  dieselbe  = — • — • — mal. 

Die  Seiten  enthielten  bezüglich  den  > ten 
Theil  der  Liniencinheit  n,  p,  q mal,  also 

die  Liniencinheit  selbst  — , — , — mal. 

i s s 

Durch  Multiplication  dieser  Zahlen  ent- 
steht aber  diejenige,  welche  den  Körpor- 
inhalt  des  Parallclepipedons  ausdrückt. 


Ferner  ist  — die  Anzahl  der  Längenein- 


heit. welche  die  Höhe  ae,  und  — • — 

s > 

die  Anzahl  der  Flächeneinheit  der  Grund- 
fläche abcd,  womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

Lehrsatz  6.  „Der  Inhalt  einer  Py- 
ramide ist  gleich  dem  dritten  Theile  des 
Products  aus  Grundfläche  und  Höhe.“ 
Beweis.  Die  Pyramido  ist  nämlich 
der  dritte  Theil  des  Prisma  vongleichcr 
Grundfläche  und  Höhe. 

Lehrsatz  7.  „Der  Inhalt  der  abge- 
stumpften Pyramide  ist  gleich  dem  In- 
halte von  drei  vollständigen,  welche 
gleiche  Höhe  mit  der  gegebenen,  als 
Grundflächen  aber  bezüglich  die  beiden 
Grundflächen  der  gegebenen,  und  die 
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mittlere  Proportionale  zwischen  Beiden 
haben. 

Beweis.  Sei  abedef  (Fig.  297)  die 
abgestumpfte  Pyramide  und  hk  ihre  Höhe. 

Wir  ergänzen  sie  zur  vollständigen  Py- 
ramide, deren  Höhe  gk  sein  möge,  und 
setzen  abc  = 6’,  def  — gy  hk  = //,  gh  =:  K , 
so  ist:  Pyramide  defg  — j Kg,  Pyramide 
abcg  = $(K+  H)G,  also  die  abgestumpfte 
Pyramide,  deren  körperlichen  Inhalt  wir 
mit  J bezeichnen: 

J=*[(Ä  + !l)0 -■*>]. 

Es  handelt  sich  darum,  die  Grösse 
K zu  bestimmen.  Offenbar  verhalten 
sich  die  ähnlichen  Figuren  abc  und  def 
wie  die  Quadrate  der  Höhen  gh  und  gk. 

Dies  ist  im  Beweise  zu  Lehrsatz  3.  be- 
reits auBgcführt,  also: 

G (Il  + Ky 

y*  —gr  odcr  K(\G-\9)  = n^9, 


Fig.  297. 


-= — H + K = 7=.-  ,. 

Vo-Yg  Yg-Ys 

Diese  Werthe  in  den  von  J eingesetzt,  geben: 

h Y&-YP 

~ 3 yc-y-j  ‘ 

Man  bat  aber: 

Vc* -YP  = (Yg - Yh)  {Yg'+Yg!,  + YP)  = (0  + Yäi  + sh 


hYg 


d.  h.: 


Offenbar  stellen  bezüglich: 


J = J (G  + YGff  + p. 

HG  Wj  HYG} 

3 ’ 3 ’ 3 


die  Inhalte  dreier  vollständigen  Pyra- 
miden dar,  welche  bezüglich  G,  g und 
die  mittlere  Proportionale  von  G und  g 
znr  Grundfläche,  alle  drei  aber  II  zur 
Höhe  haben,  wodurch  unser  Satz  be- 
wiesen ist. 

An  diese  Entwicklungen'  knüpfen  wir 
noch: 

V.  Definition  und  Lehrsatz. 

Definition.  Polyeder  heissen  ähn- 
lich, wenn  in  derselben  Anordnung  alle 
entsprechenden  Seiten  dasselbe  Verhält- 
nis. haben,  alle  entsprechenden  Kanten- 
nnd  Ebenenwinkel  aber  gleich  sind. 

Lehrsatz  8.  „Die  Grundflächen  ähn- 
licher Pyramiden  verhalten  sich  wie  die 
Qnadratc  der  Hohen , die  Pyramiden 
selbst  wie  die  Würfel  der  Hohen.“ 

Beweis.  Seien  abcd,  ABCD  (Fig. 
298)  die  Pyramiden.  Da  die  Ecken  d 
und  D congruent  sind,  so  lassen  sich 
die  Pyramiden  so  auf  einander  legen, 


dass  diese  Ecken  zusammcnfallen,  nnd 
abc  in  die  Lage  von  FGII  fällt.  FGH  und 
ABC  werden  dann  parallel,  da  FG  parallel 
AB,  FII  parallel  AC\  die  Figuren  also  in 
den  Ebenen  zweier  Winkel  mit  paral- 
lelen Schenkeln  liegen.  Fällt  man  Loth 
DE  auf  ABC,  welches  FGII  in  K schnei- 
det, so  hat  man  auch  die  Höhe  FK  — de 
der  Pyramide  abcd. 

Nun  ist  ABC t/>  FGII,  also: 

ABC  = AB' 

FGH  FG'  ’ 

Dreieck  DAB  DFG , 

also: 

DA  DE  AB 
DF~  DK  ~ FG' 

also: 

ABC  DE'  J ABC  DE' 

FGH  ~ DK'  ° ef  abc  ~ de'  ’ 
womit  der  erste  Theil  des  Satzes  be- 
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Fig.  298. 


wiesen  ist.  Nun  ist  der  Inhalt  der  Py- 
ramiden bezüglich: 

\ABC  • DE  und  Jaic  • de, 

also,  wenn  wir  dieselben  mit  J und  i 
bezeichnen : 

J_  _ ABC  ■ DE  _ DE'  ■ DE  _ DE' 

• abe  • de  de'  • de  ~ de'' 
was  der  zweite  Theil  unseres  Satzes  war. 
VI.  Lehrsatz. 

Der  folgende  Lehrsatz  gibt  für  eine 


allgemeinere  Art  Polyeder  die  Inhalts- 
bestimmung. 

Lehrsatz  9.  „Jeder  Polyeder,  der 
zwischen  zwei  parallelen  Grundflächen 
liegt,  welche  alle  Ecken  enthalten,  ist 

an  Inhalt  zwei  Pyramiden  gleich,  welche 
mit  ihm  gleiche  Höhe  haben,  und  deren 
Grundflächen  bezüglich  das  arithmetische 
Mittel  zwischen  den  Grundflächen  des 
Polyeders  und  der  doppelte  Mittclschnitt, 
d.  h.  derjenige  ebene  Schnitt  welcher  alle 
Seiten  halbirt,  sind.“ 

Beweis.  Sei  das  Polyeder  gleich 
S,  G und  g (Fig.  299)  die  Grundflächen ; 


Fig.  299. 


Digitized  by  Google 


Raumlehre. 


199 


Raumlehre. 


h&lbirt  man  zwei  Seilen  AB  und  CD  und 
legt  durch  die  Ilalbirungspunkte  cino 
Ebene  parallel  den  Grundflächen,  die  den 
Körper  im  Vieleck  y sdmeidet,  so  wird 
dasselbe  alle  Seiten  in  gleichem  Verhält- 
nisse schneiden,  und  du  swei  davon  lial- 
birt  werden,  so  geschieht  dies  auch  mit 
allen  übrigen,  so  dass  y der  Mittclschnitt 
ist.  Aus  einem  Punkte  0 innerhalb  y 
ziehen  wir  nun  Grade  nach  allen  Eck- 
punkten des  Polyeders,  so  dass  dasselbe 
in  eine  Anzahl  von  Pyramiden  gcthcilt 
wird,  die  je  eine  Seitenfläche  und  zwei 
davon  bezüglich  die  beiden  Grundflächen 
des  Polyeders  zu  Grundflächen  haben. 
Diese  beide  letzteren  haben  offenbar  zur 
Höhe  die  des  Polyeders,  so  dass,  wenn  A 
dieso  Höhe  ist,  man  für  den  Inhalt  der 
Summe  dieser  beiden  Pyramiden  hat: 
h G ~rg 
3 ' 2 ’ 

was  der  Inhalt  einer  Pyramide  ist,  die 
A zur  Höhe  und  die  arithmetische  Mitte 
von  G und  g zur  Grundfläche  hat. 

Von  den  übrigen  Pyramiden  hat  jede 
ein  Trapez  z.  B.  ABCU  zur  Grundfläche 
und  das  aus  O auf  ABCD  gefällte  Loth 
0)1  zur  Höhe ; der  Inhalt  ist  also : 


QK  = j,  NK  = OIH, 


ist: 


A-  KP—  OM  LH, 


und  cs  ist  der  Inhalt  der  Pyramide, 
welche  ABCD  zur  Grundfläche  hat,  somit 
JA  • EF-  KP. 

KP  aber  ist  gleich  dem  von  O auf  EF 
gezogenen  Lothe , also  EF  • KP  gleich 
dem  doppelten  Inhalte  des  Dreiecks  OEF, 
so  dass  man  für  die  Pyramide  hat: 

\ A • OEF. 

ö 

Es  ist  nun  zu  sehen,  dass  die  Summe 
aller  Pyramiden,  welche  zur  Grundfläche 
eine  der  Seitenflächen  von  S haben,  glcieh 
dem  Producte  von  £ h in  die  Summe 
der  Dreiecke,  welche  0 zur  Spitzo  und 
eine  der  Seiten  von  y zur  Grundfläche 
haben,  dio  Summe  dieser  Dreiecke  ist 
aber  offenbar  y selbst,  so  dass  \hy  dio 
Summe  dieser  Pyramiden,  also  der  Inhalt 
des  ganzen  Polyeders  ist: 

womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 


J03T-  ABCD . 

Nun  ist  der  Flächeninhalt  des  Trapezes 
ABCU  gleich  der_  Höhe  LH  desselben 
multiplicirt  mit  der  Mittellinie  EF,  also 
dass  man  für  die  Pyramide  hat: 
j OM-EFLH. 

Legt  man  nun  durch  O eine  Ebene  pa- 
rallel mit  ABCU,  und  zieht  durch  den 
Schnittpunkt  K von  EF  und  LH,  und 
auf  EF  senkrecht  KN,  und  KP  in  Ebene  y 
parallel  mit  0)1,  beide  bis  zu  der  mit 
ABCD  parallelen  Ebene,  so  ist  auch 
KN  = OH,  zieht  man  ferner  ebenfalls  auf 
EF  senkrecht  K(t  (senkrecht  auf  G,  g 
und  y)  bis  zur  Ebene  G,  so  sind  KQ, 
KL,  KP,  KN  auf  EF  senkrecht,  liegen 
also  in  einer  Ebene,  ferner 

Winkel  QKP  ~ R und  LKN  = B, 
woraus  dann  folgt: 

Winkel  QKL  = PKN 
und  da  die  Winkel  LQK  und  KNP 
rechte  sind, 


Dreieck  QKL  NKP, 

also : 

QK  NK 
KL~  KP  1 

und 

QK . KP  = NK  - KL, 

oder  da: 

16)  Ueber  die  von  krummen 
Oberflächen  begrenzten  Körper. 

I.  Definitionen. 

Jede  krümme  Oberfläche,  in  der  man 
durch  jeden  Punkt  eine  Grade  ziehen 
kann,  so  dass  alle  diese  Graden  parallel 
sind,  nennt  man  eine  Cy  linder  Hache 
oder  Cy  li  n d c r m an  t e 1.  Der  Körper, 
welcher  von  einer  Cylinderflächc  und 
zwei  parallelen  Ebenen  begrenzt  wird,  ( 
heisst  Cy  lind  er.  Diese  beiden  paral- 
lelen Ebenen  werden  seine  Grundflä- 
chen genannt.  Jede  auf  der  Cylinder- 
flüche  befindliche  Grade  heisst  Seite 
des  Cylinders.  — Da  die  Fläche  zwi- 
schen zwei  einander  unendlich  nahen  Sei- 
ten des  Cylinders  als  eben  gedacht  werden 
kann,  ist  der  Cvlindcr  als  ein  Prisma 
von  unendlich  viel  Seiten  aufzufassen, 
und  aus  diesem  Grunde  sind  wie  bei  dem 
Prisma  die  beiden  Grundflächen  con- 
gruente  Figuren.  Eine  Cylinderfläche 
kann  man  sich  entstanden  denken,  indem 
eine  grade  Linie  längs  einer  gegebenen 
Curve  sich  selbst  parallel  dahingeführt 
wird.  — Sind  die  Grundflächen  des  Cy- 
linders Kreise,  so  heisst  derselbe  Kreis  - 
cy  linder.  Stehen  die  Seiten  auf  der 
Grundfläche  senkrecht,  so  heisst  der 
Cylinder  grade.  Ein  grader  Kreis- 
cylinder  kann,  wie  einleuchtet,  entstanden 
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gedacht  werden,  indem  man  ein  Rechteck 
um  die  eine  fest  gedachte  Seite  dessel- 
ben dreht,  die  beiden  auf  der  festen 
senkrechten  Seite  geben  die  Grundflächen, 
die  der  festen  parallelen  Seite  die  Cy- 
linderflftche. 

II.  Definitionen. 

Jede  krumme  Oberfläche,  in  der  man 
durch  jeden  Punkt  eine  Grade  ziehen 
kann,  welche  durch  einen  festen  Punkt 
in  dieser  Oberfläche  geht,  heisst  Kegel  - 
flache  ode  r Kegel  mantel,  der  feste 
Punkt  heisst  Spitze.  Legt  man  durch 
einen  Kegelmantel  eine  Ebene,  so  heisst 
der  zwischen  ihr  und  dem  Kegelmantel 
bis  zur  Spitze  befindliche  Körper  Kegel, 
die  Ebene,  welche  ihn  begrenzt,  seine 
Grundfläche.  Jede  auf  der  Kegel- 
fläche befindliche  Grade  wird  Seite  des 
Kegels  genannt. 

Zwei  einander  unendlich  nahe  Seiten 
des  Kegels  sehliesscn  ein  Stück  der 
Kegel flächo  ein,  das  man  als  eben  be- 
trachten kann,  und  somit  ist  der  Kegel 
als  eine  Pyramide  zu  betrachten,  deren 
Seitenzahl  unendlich  gross  ist,  somit 
gelten  die  für  die  Pyramide  gegebenen 
Betrachtungen  auch  fiir  ihn.  Legt  man 
also  eine  der  Grundfläche  parallele  Ebene 
durch  den  Kegel,  wodurch  dann  ein  ab- 
gestumpfter Kegel  entsteht,  so  wird 
diese  Ebene  eine  der  Grundfläche  ähn- 
liche Figur  aus  dem  Kegel  herausschnei- 
den. — Man  kann  sich  eine  Kegclflache 
auch  entstanden  denken,  indem  man 
eine  grade  Linie  längs  einer  gegebenen 
Curvc  so  dahin  fuhrt,  dass  sie  immer 
durch  denselben  Punkt  geht. 

Ist  die  Grundfläche  des  Kegels  ein 
Kreis,  so  heisst  er  Kreiskege l.  Geht 
das  von  der  Spitze  eines  Kreiskegels 
auf  die  Grundfläche  gefällte  Loth  (also 
die  Höhe  des  Kegels)  durch  den  Mittel- 
punkt derselben,  so  heisst  der  Kreis- 
kegcl  ein  grader.  Ein  grader  Kreiskegel 
kann  entstanden  gedacht  werden,  indem 
man  ein  rechtwinkliges  Dreieck  um  eine 
feste  Kathete  dreht;  die  andere  Kathete 
beschreibt  dann  die  Grundfläche  des 
Kegels,  die  Hypotenuse  den  Mantel. 
Da  jede  Seite  des  Kegels  von  dieser 
Hypotenuse  gobildct  wird,  so  folgt  hier- 
aus auch,  dass  die  Seiten  des  graden 
Kreiskegels  alle  gleich  sind. 

III.  Aufgaben. 

Aufgabe  1.  „Den  körperlichen  In- 
halt eines  Cylindcrs  zu  bestimmen.“ 

Auflösung.  Da  ein  Cylinder  als 
Prisma  betrachtet  werden  kann,  so  gilt 
die  Formel  für  dasselbe  auch  hier.  Ist 


also  g die  Grundfläche,  h die  Höhe,  so 
ist  J - gh  die  Formel  für  den  Cylinder. 
Hat  derselbe  zur  Grundfläche  einen  Kreis 
mit  Radius  r,  so  ist  g = nr * (siehe  den 
Artikel:  Quadratur),  also: 

J ~ nr%h. 

Aufgabe  2.  „Den  körperlichen  In- 
halt eines  Kegels  zu  finden.“ 
Auflösung.  Ist  g die  Grundfläche, 
h die  Höhe,  so  hat  man  wie  bei  der 
Pyramide:  J = £gh,  und  wenn  die  Grund- 
fläche ein  Kreis  mit  Radius  r ist: 

J = 

Aufgabe  3.  „Den  körperlichen  In- 
halt des  abgestumpften  Kegels  zu  finden.“ 
Auflösung.  Sind  Gy  g die  Grund- 
flächen, h die  Höhe,  so  ist,  wie  bei  der 
abgestumpften  Pyramide: 

J=ik(G+VG~S  + 9> 

Sind  aber  die  Grundflächen  Kreise,  and 
ihre  Radien  bezüglich  r und  p,  so  ist: 

G - nr*,  9 = np*,  ]/ Gg  = jtrp, 

also : 

J = inA(r*'+rp+p*). 
Aufgabe  4.  „Den  Mantel  eines 
graden  Cylinders  zu  finden.“ 
Auflösung.  Sind  AB,  CD  (Fig.  300), 
einander  nnendlich  nahe  liegende  Seiten 
des  Cylinders,  die  hier  also  der  Höhe 
gleich  sind,  so  stehen  dieselben  auf  der 
Grundfläche  und  mithin  auf  den  als  grade 
zu  denkenden  Linien  AC  und  BO  senk- 
recht, so  dass  ACBD  ein  Rechteck  ist, 
dessen  Flächeninhalt  h • AC  sein  wird, 
wo  h die  Höhe  des  Cylinders  ist;  addirt 
man  alle,  so  entstehen  unendlich  kleine 
Rechtecke  ABOC,  CDFE  u.  s.  w.,  und 
man  erhält  also  für  den  Mantel  M : 

M=k(AC+CE+...) 
also  wenn 

u = AC+CE..., 

d.  h.  den  Umfang  der  Grundfläche  be- 
zeichnet: 

M = hu. 

Für  den  graden  Kroiscylindcr  ist: 
u = 2nr, 

also: 

M=z2nrk. 

Aufgabe  5.  „Den  Mantel  eines 
graden  Kreiskegels  zu  finden.“ 
Auflösung.  Betrachte  man  das  Ton 
zwei  Seiten  AO  und  CO  (Fig.  301)  und 
einem  Theile  AC  der  Grenzcurre  der 
Grundfläche  gebildete,  als  eben  anznneh- 
mende  kleine  Dreieck,  so  ist  dies  recht- 
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Fig.  300. 


winklig.  Denn  sei  0(1  die  Höhe,  so  ist 
GC  ein  Radius  des  die  Grundfläche  bil- 
denden Kreises,  also  OG  und  GC  auf 
OA  senkrecht,  so  dass  CA  auf  der  Ebene 
OGC  und  mithin  auf  OC  senkrecht  steht; 
ist  also  s die  Seite  des  Kegels,  so  ist: 
Dreieck  ACO  = ±AO-t, 
und  wenn  man  den  ganzen  Mantel  M in 
dergleichen  Dreiecke  theilt: 

M = ±(AE  + CE+...) 

oder:  M=~u. 

Wenn  u die  Peripherie  des  Grundkreises 
ist.  Aber  u = 2nr  und  somit: 


Fig.  301. 


M = nrs. 

Es  ist  auch  wenn  A die  Höhe  des  Kegels 

tot>  . = v» 

also  auch 

+ r*. 

Aufgabe  6.  „Den  Mantel  eines  rv'ss- 
stumpften  graden  Kreiskegels  zu  find  “ 
Auflösung.  Sei  die  Seite  dess..- 
ben  At  = t (Fig.  302),  die  Seite  des  voll- 

Fig.  302. 


ständigen  Kegels  AC=S,  so  ist  der 
Mantel  M offenbar  gleich  der  Differenz 
der  Kegelmäntel  von  CAB  und  Cab, 
also  wenn  r und  p die  Radien  der  Kreise 
AB  und  ab  sind: 

Af  = 2n(rS-p(S-s)). 

Es  ist  aber  offenbar: 
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S _r_ 

S — S Q 9 

also: 

s=— , 

r-e 

und 


M = nt(r  + Q)  = n(r  + e)y*,  + (r  — p)’. 

Dies  gicbt  den  Salz: 

„Der  Mantel  eine»  abgestumpften  gra- 
den  Krciskegels  ist  gleich,  der  Summe 
der  Mäntel  der  beiden  vollständigen 
Kegel,  welche  mit  ihm  gemeinschaftliche 
Seite  und  bezüglich  die  beiden  Grund- 
flächen desselben  zu  Grundflächen  haben.'1 


liebe  Zone“  genannt.  Die  Senkrechte 
zwischen  beiden  Ebenen  beisst  „Höhe 
der  Zone“. 

Eine  Ebene  schneidet  von  der  Kugel 
ein  Stück  ab,  das  man  Kugelsegment 
nennt.  Geht  diese  Ebene  durch  den 
Mittelpunkt,  so  wird  das  Segment  zur 
Halbkugel.  Das  Stück  der  Kugclfl&che, 
welches  eino  solche  Ebene  abschneidet, 
wird  Kalotte  genannt.  Legt  man 
durch  alle  Punkte  der  Peripherie  einer 
solchen  Schnittebene  Linien,  die  durch 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen,  so  ent- 
steht ein  Körper,  der  von  einer  graden 
Kreiskegelfläche,  die  ihre  Spitze  im 
Mittelpunkte  der  Kugel  hat  und  von 
einer  Kalotte  begrenzt,  also  uus  einem 
Segment  und  einem  Kegel  zusammenge- 
setzt ist.  Derselbe  heisst  Kn  g eis  ec  tor. 


XV.  Definitionen. 


V.  Aufgaben. 


Schneidet  man  eine  Kugel  durch  zwei 
parallele  Ebenen,  so  heisst  das  zwischen 
ihnen  liegende  Stück  der  Kugelfläche 
Zone,  und  das  entsprechende  Stück  der 
Kugel  selbst  wird  auch  wohl  „ kör  per  - 


Aufgabe  7.  „Den  Flächeninhalt 
einer  Zone  oder  Kalotte  zu  finden.“ 
Auflösung.  Im  Halbkreise  dessen 
Mittelpunkt  O (Fig.  303)  ist,  ziehe  man 
auf  dem  Durchmesser  PQ  senkrecht  aA 


Fig.  303. 


und  bl!  nach  der  Poriphcric , und  Cc 
durch  die  Mitte  der  Sehne  AB.  nach  der 
Mitte  e von  ab  und  CO,  so  ist  auch  Cc 
auf  PQ  senkrecht.  Denken  wir  uns  nun 
den  Halbkreis  um  Durchmesser  PQ  ge- 
dreht, so  beschreibt  die  Peripherie  des- 
selben eine  Kugelfläche,  Linie  AB  aber 
den  Mantel  eines  abgestumpften  graden 
Kreiskcgels,  dessen  Flächeninhalt  sein 
wird,  da  Aa,  Bb  die  Radien  der  Grund- 
flächen sind,  während  AB  die  Seite  ist: 

nAB(Aa+Bb)  = 2 rtAB  • Cc. 

Es  ist  aber  Dreieck  ABF  er  COc  (sie 
haben  beiden  einen  rechten  Winkel  und 
Winkel  cCO  ergänzt  ACc  zum  Rechten, 
ist  also  gleich  BAF),  daher: 

AB  CO 
AF  ~ Cc  ’ 


also : 

AB  • Cc  = AF  • CO  = ab  • CO, 

also  für  unsern  Kegelmantel  erhalten  wir 
2a  • ab  • CO.  Aehuliche  Ausdrücke  er- 
geben sich  für  alle  diejenigen  Kegel- 
mäntel, welche  durch  die  an  einander- 
grenzenden Sehnen  EA,  AB,  BD  . . . 
gebildet  werden.  Nehmen  diese  Sehnen 
an  Grösse  ab,  so  nähert  sich  ihre  Summe 
dem  Bogen  ED  und  die  durch  ihre 
Fortbewegung  erzeugte  Oberfläche  der 
Zone,  welche  cd  zur  Höhe  hat.  Zu  glei- 
cher Zeit  aber  werden  CO  und  die  ent- 
sprechenden Linien,  welche  aus  den  Mitten 
der  andern  Sehnen  nach  O gezogen  sind, 
sich  alle  dem  Radius  der  Kugel  r nähern. 
Wir  haben  also  für  die  Summe  aller 
dieser  abgestumpften  Kegel,  oder  für 
die  Zone  mit  Höhe  ed: 
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2 nrta  + 2nrab  + 2 nrbd  = 2 nr  • ei, 

oder  wenn  wir  den  Flächeninhalt  der 
Zone  mit  z,  ihre  Hohe  mit  h bezeichnen : 

1 = 2 nrh. 

Hätten  wir  die  Sehnen  DB,  BA,  AE 
n.  ».  w.  bis  P fortgesetzt,  so  wäre  an- 
statt der  Zone  die  Kalotte  mit  Höhe  Pd 
entstanden.  Bezeichnet  man  also  unter 
Höhe  h einer  Kalotte  die  Strecke,  welche 
von  der  Grundfläche  znr  Kugclfläche  geht, 
senkrecht  auf  der  Grundfläche  steht,  und 
verlängert  durch  den  Mittelpunkt  gehen 
würde.  So  ist  wenn  C den  Flächen- 
inhalt der  Kalotte  bezeichnet,  auch : 

C = 2 nrh. 


bar  als  Kalotte  zu  denken,  deren  Höhe 
gleich  r ist,  also: 

P 

= 2nr*  und  F = 4nr'. 

A 

Aufgabe  S.  „Den  Flächeninhalt 
eines  sphärischen  Zweiecks  zu  Anden.“ 
Auflösung.  Sei  AF  (Fig.  304)  das 
Zweieck,  so  ist  sogleich  zu  sehen,  das 
dasselbe  so  oft  in  der  Kngelfläche  ent- 
halten sein  wird,  als  der  Winkel  a den 
die  beiden  Halbkreise  des  Zweiecks  mit 
einander  machen  in  vier  Rechten  ent- 
halten sind,  ist  also  * der  Inhalt  des 
Zweiecks,  so  hat  man: 
z _ (t 

F-36Ö’ 


Sei  jetzt  F der  Flächeninhalt  der  Kugel-  , . nr*a 

fläche.  Die  halbe  Kugelfläche  ist  offen-  ‘ _ 90  ' 

Fig.  304. 


BC  und  AC  zu  Halbkreisen,  indem  man 
BD  und  AD  zieht,  so  ist 

Dreieck  ADB  £ ECF. 

Denn  offenbar  ist  Winkel  ECF  = BCA 
als  Scheitelwinkel  und  dieser  gleich  BDA 
als  Winkel  desselben  Zwciccks  C'AED, 
ferner  HD  — CF,  AD  — CE,  da  sie  be- 
züglich dieselben  Bogen  BC  und  CA  zum 
Halbkreise  ergänzen. 

Sei  nun  Dreieck  ABC  = L\ , und  be- 
zeichnen wir  die  Winkel  bei  A,  B,  C 
bezüglich  durch  er,  ß,  y,  so  ist:  . 

Fa 

Zwcicck  ABEC- 


Der  Winkel  a muss  hier  in  Graden  ge- 
geben sein.  Geben  wir  denselben  in 
Theilen  von  n,  d.  h.  drücken  wir  ihn 
durch  den  entsprechenden  Bogen  6 eines 
Kreises  ans,  dessen  Radius  eins  ist,  so 
hat  man : 

b n J 1804 


d.  h.: 

z = 2r*4. 

Aufgabe  9.  „Den  Flächeninhalt 
eines  sphärischen  Dreiecks  zu  finden.“ 
Auflösung.  Sei  ABC  (Fig.  305) 
das  Dreieck.  Ergänzt  man  die  Bogen 
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Fig.  305. 


Zweicck  DA  FC 


und 


-12 

“ 360’ 


CEF+BCA^Ü, 


da  die  Summe  dieser  beiden  Dreiecke 
gleich  dem  Zweicck  CA  BO  ist. 

Nun  bilden  die  Figuren: 

ABEC+BAFC  und  CEF+BCA 

offenbar  die  Halbkugel  vermehrt  um 
zwei  A,  es  ist  somit: 

^(«  + /5+y)=-|  + 2A, 
woraus  sich  ergibt : 

. _F(«  + ß + y-180) 

4 180 

oder,  wenn  man  für  F den  Werth  setzt: 
„ _ nr*(«  + ß + y — 180) 

180 


„Der  Flächeninhalt  eines  sphärischen 
Dreiecks  ist  gleich  dem  Producte  des 
Exccsscs  in  das  Quadrat  des  Radius  der 
Kugel.“ 

Aufgabo  10.  „Den  Flächeninhalt 
eines  sphärischen  n-Ecks  zu  finden.“ 
Auflösung.  Sei  V = ABCDE  (Fig. 
306)  das  n-Eck.  Zieht  man  von  einem 
Punkte  innerhalb  des  Vielecks  0 

Fig.  306. 


Die  Winkel  sind  hier  in  Graden  ausge- 
drückt. Sind  a,  4.  c dieselben  Winkel  im 
Bogenmaass,  d.  h.  in  Thcilcn  von  n, 
so  ist: 

180  o „ 1804  180c 

«=  — , ß=  — , y = ~, 

also: 

A = r’(a  + 4 -f  c — n). 

Offenbar  ist  die  Summe  a + ß + y immer 
grösser  als  180“,  und  a + 4 + c grösser 
als  n.'  Diesen  Ueberschuss  pflegt  man 
auch  den  sphärischen  Exccss  zn 
nennen,  und  man  hat  den  Satz: 


den  Eckpunkten  grösste  Kreise,  so  zer- 
fällt dasselbe  in  n Dreiecke,  die  Summe 
ihrer  Flächeninhalte  wird  nach  dem  obi- 
gen sein: 

F=r,(m-(-ml4-in,  + .. . — an). 

Die  Grössen  tu,  m„  m,  . . . drücken  die 
Winkel  dieser  Dreiecke  im  Bogenmaass 
aus.  Offenbar  besteht  aber  diese  Winkel- 
snmmc  aus  den  Winkeln  unsere  Vielecks 
und  den  Winkeln  um  O,  welche  360® 
oder  im  Bogenmaass  2a  betragen.  Ist 
also  A die  Summe  aller  Winkel  des 
Vielecks  im  Bogenmaass,  so  haben  wir : 
y = r*(A  — (n—  2)n). 
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Aufgabe  11.  „Den  körperlichen  In-  schnitten,  den  wir  in  nnendlich  kleine 
halt  eines  Kugelsectors  zu'finden.“  Theile  wie  AedC  theilen,  wo  der  Theil 
Auflösung.  Legt  man  durch  den  der  Kugelfläche  Aid  als  eben  und  AedC 
Mittelpunkt  der  Kugel  C (Fig.  307)  eine  als  eine  Pyramide  zu  betrachten  ist. 
beliebige  Kegelflache,  so  wird  von  dieser  Offenbar  steht  der  Radius  AC  auf  der 
und  der  Kugelfläche  ein  Körper  abge-  Grundfläche  Aid  senkrecht.  Denn  legt 


Fig.  307. 


der  Kugelsector,  bo  ist  derselbe  einer  Fläche,  die  in  die  Ebene  Aid  fällt.  Es 
man  durch  A zwei  grösste  Kreise,  so  ist  ist  also  der  Radius  r der  Kugel  als 
AC  deren  Halbmesser,  beide  Kreislinien  Höhe  aller  unendlich  kleinen  Pyramiden 
•tehen  auf  AC  senkrecht,  mithin  auf  die  zu  denken  in  die  ABCO  zerfällt,  und 
von  den  nnendlich  kleinen  Bogen  Ae  mithin  ihre  Inhaltssummc,  oder  der  Kör- 
und  Ad  begrenzte  als  eben  zu  denkende  per  ABCO  = [r*  ABO.  Sei  jetzt  S der 


Fig.  308. 
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der  eben  berechnten  Körper,  dessen  Grund- 
fläche ABC  eine  Kalotte  bildet,  sei  A 
deren  Höhe  so  war  ABD  = 2nrh,  also: 

S = Jnr»A. 

Anch  die  Halbkugel  ist  ein  solcher  Kör- 
per, wo  die  Höhe  der  zugehörigen  Ka- 
lotte gleich  r ist,  also  der  Inhalt  der 
Halbkugel  Jur*,  und  der  der  ganzen 
Kugel,  die  wir  mit  K bezeichnen  wollen  : 
K = Jur* 

Scholion.  Denken  wir  uns  um  eine 
Kugel  (Fig.  308)  oinen  graden  Cylinder 
beschrieben,  und  eine  Pyramide  mit  glei- 
cher Höhe,  so  ist  wenn  r der  Radius 
der  Kugel  ist,  2 r die  Höhe  dieser  Kör- 
per, r der  Radius  ihrer  Grundfläche. 
Es  ist  also  der  Inhalt  des  Cylinders: 
2 nrl  = Jur*,  und  der  des  Kegels  Jur* 
daraus  folgt:  „dass  sich  Kegel,  Kugel 
und  Cylinder  verhalten  wie  die  Zahlen 
1,  2 und  3.“  Dieser  Satz  rührt  schon 
von  Archimedes  her. 


Fig.  309. 


Aufgabe  12.  „Den  körperlichen  In- 
halt eines  Kegclseginents  zu  flndon.“ 
Auflösung.  Es  ist  offenbar  von 
dem  Kngelsector  einen  Kegel  abzutiehen, 
dessen  Höhe  OB  — r — h (Fig.  309)  ist, 
wo  A die  Höhe  der  zugehörigen  Kalotte 
bedeutet.  Der  Radius  .CB  der  Grund- 
fläche dieses  Kegels  ist  gegeben  durch 
( die  Gleichung: 

CB*  = r*  — (r  — A)». 

Es  ist  also  wenn  wir  mit  s das  Segment 
bezeichnen : 

s = Jur*A  — -g-  (r  — A)  [r*  — (r  — A)*], 
d.  h.  da 


(*"  — *)  (r  — *)’]  = (r  — A)A  (2r  — A) 
= A(2r*-3rA  + A') 
ist: 

s = J uA>  (3r  — A). 

Ranmpendel. 

1)  Einleitung. 

Man  versteht  unter  Raumpendel  eine 
mathematische  Pendelvorrichtung,  also 
einen  schweren  Punkt  der  von  einen 
andern  gegebenen  Punkt  einen  constan- 
ten  Abstand  hat,  and  sich  unter  Einfluss 
der  Schwere  und  einer  Anfangsgeschwin- 
digkeit im  Uebrigen  frei  am  denselben 
bewegen  kann.  Der  schwere  Punkt  ist 
also  gezwungen  während  der  ganzen  Be- 
wegung auf  einer  Kngeloberfläche  zn 
bleiben,  kann  aber  auf  derselben  jede 
Stelle  cinnchmen,  während  das  gewöhn- 
liche Pendel  in  einer  Ebene,  also  der 
schwere  Punkt  in  einem  gegebenen  gröss- 
ten Kreise  bleibt. 

Das  Problem  vom  Ranmpendel  kann 
nur  sehr  mangelhaft  ohne  Anwendung 
der  elliptischen  Funktionen  behandelt 
werden.  Es  soll  hier  zunächst  diese 
elementare  Behandlung  gezeigt,  dann 
aber  die  vollständige  mittels  der  ellip- 
tischen Funktionen  gegeben  werden,  von 
welcher  Theorie  dieses  Problem  grade 
eine  der  einfachsten  und  lehrreichsten 
Anwendungen  gibt.  — 

Nimmt  man  bei  der  Behandlung  des 
Raumpendels  anf  die  Drehung  der  Erde 
um  ihro  Axe  Rücksicht,  so  hat  man  das 
Foucault*sche  Pendel,  dessen  Theorie 
dann  hier  folgen  soll. 

2)  Elemenntare  Behandlung 
des  Raumpendels. 

Ist  die  Gleichung  der  Kngel  anf  wel- 
cher sich  der  schwere  Punkt  bewegt: 

1)  **  +y*  + s’  = u*, 

also  der  Aufhängungspunkt,  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten,  so  sind  die  Be- 
wegnngsglcichnngen : 

9)  — _ _ I*  d*y  _ ly 

' dl*  ~ a'  dl*  ~ T’ 

d*i  lz 

dt * ~9~~ä' 

wo  die  Axo  der  z in  der  Richtung  nnd 
im  Sinne  der  Schwere  genommen,  g die 
Beschleunigung  der  Schwere  ist.  Ein 
Integral  gibt  leicht  der  Satz  von  den 
lebendigen  Kräften.  Multiplicirt  man  die 
3 Gleichungen  2)  nämlich  bezüglich  mit 

dx  du  dz  , . 

dt’  dl  ’ dl  a°lllrt  un“  mtegrirt,  so 

kommt  wenn  s die  Bogenlänge  ist: 
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3>  (r,)’-c+2»‘ 

Die  Constante  C iat  aus  dem  Anfangs- 
zustande zu  bestimmen.  Ein  zweitea  In- 
tegral ergibt  sich,  wenn  man  die  erste 
Gleichung  2)  mit  y die  »weite  mit  x mul- 
tiplicirt,  subtrahirt  nnd  integrirt,  nämlich  t 
4)  xdy  — ydx  — c'dt. 

Die  Gleichungen  1),  3)  und  4)  reichen 
zur  LCsung  dea  Problems  aus. 

Die  Gleichung  3)  nimmt  nämlich  die 
Gestalt  an; 


rfx’4-  rfy*  +<*» 

5)  = c + 2jt. 

Differcnziren  wir  noch  Gleichung  1)  so 
kommt: 

G)  xdx  4-y</y  — — zdi 

und  durch  Addition  der  Qnadrate  von 
4)  und  6): 

(x*  + y *)  (</*’  + dy ")  — **d»*  -}-  t/'dP, 

für  x1  4-  y’  und  dx*  4-  dy'  aber  setzen 
wir  aus  1)  und  8)  ein,  und  erhalten: 


(o*  —5*)  [(c 4-  2ys) dl}  —ds*]  = »’ds*  4-c'*dt,> 

also: 

4-  ad s 

7)  dl  — — — • 

Das  Zeichen  -f-  ist  zu  nehmen,  wenn  der  schwere  Punkt  im  Fallen,  das  Zei- 
chen — , wenn  er  im  Steigen  ist. 

Diese  Qieichung  gibt  t alä  Funktion  von  1).  Offenbar  ist  der  Werth  ein  ellip- 
tisches Integral  erster  Ordnung.  — Es  kommt  jetzt  noch  darauf  an  die  Hori- 
zontalprojection  des  bewegten  Punktes  zu  finden. 

Führen  wir  Polarcoordinatcn  an,  und  zwar  sei 


r1  = x*  + y*  = «*  — 

also  r das  von  dem  Orte  des  bewegten  Punktes  auf  die  durch  den  Anfangspunkt 
gehende  Vertikallinio  gefällte  Loth,  </  der  Winkel  dieses  Lothes  mit  der  Axq 
der  r,  also:  x~r  cos  y,  y - t sin  </.  Es  nimmt  also  Gleichung  4)  die  Gestalt  an: 

8)  = c'dt , 


diso: 


_ f _ c'dt  _ ac'di 

9 - - (fl>  - *’)  V (<*’  - z»)  (c  + 2<7Z)-V‘1’ 


wo  immer  das  obere  Zeichen  genommen  ist. 

Dieses  elliptische  Integral  dritter  Ord- 
nung giebt  <y  als  Funktion  von  i oder  t. 
Um  c'  zu  bestimmen,  zerlegen  wir  die 
Anfangsgeschwindigkeit  in  zwei  Compo- 
nenten  m und  «,  m stehe  senkrecht  auf 
der  Vertikalebene,  welche  durch  den  An- 


fangspunkt der  Coordinaten  und  den 
bewegten  Punkt  geht,  die  andere  « liege  Es  .8ei  noch  c 
in  dieser  Ebene.  Die  Horizontalpro-  80  18t: 
jection  der  Anfangsgeschwindigkeit  be-  r 

steht  dann  ebenfalls  aus  zwei  Compo-  also: 


der  Anfangswerth  von  s, 

= yV  -7*, 


nenten,  yon  denen  eine  nach  r gerichtet,  c’  — k l/o*  — e*  cos  a. 

die  andere  auf  dieser  Linie  senkrecht  ' 


ist,  und  diese  letztere  ist  mit  m offen- 
bar identisch,  während  sic  auch  durch 

dtt i 

den  Anfangswcrlh  yon  r ausgedrückt 
dt 

werden  kann.  Ist  aber  k die  Anfangs- 
geschwindigkeit selbst,  die  immer  tan- 
gential an  die  Kugel  wirkt,  a der  Winkel, 
* den  sie  mit  der  Senkrechten  auf  die 
durch  den  Anfangspunkt  und  den  be- 
wegten Punkt  gelegte  Vertikalebenc  macht, 
so  ist 


Um  die  Integration,  so  weit  dies  in 
elementarer  Weise  geschehen  kann,  wirk- 
lich au6zufdhren,  nehmen  wir  an,  dass 
der  schwere  Punkt  sich  nur  sehr  wenig 
von  der  Verfikallinie  entferne. 

Sei  # der  Winkel,  den  die  durch  An- 
fangspunkt und  bewegten  Punkt  gehende 
Linie  (Pendelrichtung)  mit  der  Richtung 
der  Schwere  macht.  Nehmen  wir  ferner 
die  Anfangsgeschwindigkeit  als  horizon- 
tal an,  so  ist  « = 0,  und 
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cf  = l\'a'  -e». 

Der  Anfangswerth  von  9 sei  90. 


Ks 


Diese  Gleichung  ist  leicht  zu  integriren. 
Wir  setzen: 


ist  s = a cos  & und  der  Anfangswerth  von  23*  — — ß*  = (£**  — ß1)  u 

■ fird5  = «“s^--WirvernMhm'8i^n  unti  erhalten: 
jetzt  die  höheren  Potenzen  von  9,  9, 

und  k von  der  dritten  an  nnd  erhalten : 


n9*  «9  « 

t = a §”’  * = a 2~’ 

Et  ist  nach  Gleichung  5) 
k 1 ~c  + 2 je, 

d.  h.: 

c = t*  — 2ja  4- ga9v',  c’  — ka». 
Die  Formel  7)  wird  also: 


d.  h.: 


rfl=+11£_*  , 

~ 1 9 Yl  - «* 

+ c,  = + j arc  cos  u 


Für  9 = 90  wird  url  nnd  < = 0 , also: 
c,  =0,  und : 


I = +41/  — arc  cot  «, 
' I 9 


ti\  ..  , J«  9<f9 

' “f  — 1 1 j (#’—  9*)  (9*— /J1)’  woraus  sich  ergibt: 

u = cos 


wo  gesetzt  ist: 


Sa 


und 


12) 


9*  = 9.’co.(«|/|)’+i9*  •«■(»l/f)’. 


Es  ist  mithin  9 eine  periodische  Funktion  von  I,  deren  Periode 


die  halbe  Periode 


ist  < = f j/f- 


ist.  Für 


und  9*  = /}*,  und  für  die  ganze  Periode  9*  = 9,’. 


„Ein  Beobachter  also,  der  Bich  mit  der  Vertikalebene,  in  welcher  sich  das 
Pendel  befindet  gleichzeitig  fortbewegt,  wird  letzteres  zwischen  den  beiden  Rich- 
tungen schwingen  sehen,  die  mit  der  Vertikalen  die  Winkel  9,  und  fl  machen. 


Die  Zeit  in  der  dies  geschähe,  wäre  ~ > 
der  Winkel  9 gegeben  durch  die  Formel: 


nnd  in  der  Mitte  dieser  Zeit,  wäre 


Es  ist  jetzt  der  Winkel  >/  zu  bestimmen.  Aus  Gleichung  8)  ergibt  sich : 


und  wenn  man  für  9 ; seinen  Werth  setzt : 

13)  d, 


Wir  setzen  v 


= « ('  Vv) 


und  erhalten : 


9,  fldv  fir 

di I = — ~ — , 7 — arc  tg  — . 

1 90'  + /J't>’  v 8 9, 

Die  Constante  ist  darum  gleich  Null,  weil  für  t r 0 auch  y = 0 ist.  Man  erhält  nun:  ’ 
14)  ,g ''=£  *(']/»)• 
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Es  wird  alao  y einem  vielfachen  von  n gleich,  wenn  I ein  solches  von  n ]/  — ist. 


In  der  Mitte  der  Zeitintervalle  zwischen  zwei  solchen  Werthen  ist  <t  - — . — — 

' 2 2 ’ 2 

so  dass  dann  die  Vertikallinic,  in  welcher  sich  das  Pendel  befindet  auf  ihrer  An- 
fangsrichtung senkrecht  steht 

Suchen  wir  noch  die  Bewegung  der  Projection  des  Punktes  anf  die  Horizontalcbene. 

Es  war  = — Setzt  man  hier  aus  13)  den  Werth  von  — so  kommt' 

d(f 


15)  . 


1 =o>  [$„»  cos  (‘  j/-j)  +0’sin((j/I)  ] 


und  die  Lösung  der  Aufgabe  ist  in  den  Gleichungen  14)  nnd  15)  enthalten.  Elimi- 
niren  wir  I,  so  haben  wir  die  Gleichung  der  Curvo,  welche  die  Projection  des 
schwingenden  Punktes  auf  die  Horizontalcbene  beschreibt  in  Polarcoordinaten, 
nämlich : 

r,  - ‘»’V/»» 

a*  sin  y1  4-  ß * co9  y ** 

Offenbar  die  Gleichung  einer  Ellipse.  Setzt  man  wieder: 
x = r cos  y,  y — r sin  y, 

so  kommt: 

v1  x* 

~y. 1 - i 

«v1 

so  dass  a$#,  aß,  die  Halbaxen  sind.  Sic  liegen  in  zwei  auf  einander  senkrechten 
Vertikalebenen,  von  die,  in  welcher  sich  a&0  befindet,  durch  den  Anfangspunkt 
der  Bewegung  geht.  Auch  geben  noch  die  Gleichungen  14)  und  16): 

x=+a».cns(<j/iL^,  y = 


3)  Das  Fouca  ul  t's'che  Pendel. 

Es  soll  nunmehr  ein  Pendel  betrachtet 
werden , welches  sich  ohne  Anfangsge- 
schwindigkeit bewegt.  Es  würde  das- 
selbe, wie  selbstverständlich,  immer  in 
derselben  Vertikalen  schwingen,  wenn 
nicht  auf  die  Drehung  der  Erde  um  ihre 
Axe  hierbei  Rücksicht  genommen  würde, 
duroh  welche  der  Aufhängepunkt  kein 
unbeweglicher  mehr  ist. 

Die  Gesetze  der  Bewegung  eines  sol- 
chen Pendels  mit'  Rücksicht  auf  die 
Axendrebung  der  Erde,  sind  zuerst  im 
Jahre  1851  von  Foucault  auf  experimen- 
talem Wege  festgestellt  worden. 

Sei  u (Fig.  310)  der  Mittelpunkt  der 
Erde,  uO  die  Erdaxe,  P die  Zenitbrich- 
tung  des  Ortes,  wo  das  Pendel  ange- 
bracht ist.  Es  wird  dann  Winkel  OuP=a 
die  Poldistanz,  also  das  Complcment  der 
geographischen  Breite  des  fraglichen  Ortes 
sein,  ln  P ist  das  freisebwingende  Pendel 
PQ  angebracht.  Es  soll  die  veränder- 
liche Lage  des  Punktes  Q in  Bezug  zur 
.Meridianebene  bestimmt  werden.  — Wir 
betrachten  P als  Anfangspunkt  zweier 
Coordinatensysteme,  das  eine  soll  drei 


Fig.  310. 


im  Räume  festen  Axen  parallel,  das  an- 
dere fest  in  der  Erde  sein. 

Die  Coordinaten  des  ersten  Systems 
seien  « in  der  Richtung  der  Erdaxe  im 
Sinne  der  Schwere,  e senkrecht  darauf 
in  der  anfänglichen  Meridianebene  nach 
der  Erdaxe  zugerichtet,  w senkrecht  auf 
der  Ebene  von  u nnd  v entgegengesetzt 
gerichtet  gegen  die  Drehung  der  Erde. 
Die  beweglichen  Axen  seien,  x in  der 
Zenithrichtung,  Pu  im  Sinne  der  Schwere, 
y senkrecht  darauf  in  der  momentanen 

14 
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Meridianebene  nach  der  Erdaxe  hin  ge- 
richtet, s senkrecht  auf  der  Rhene,  xy 
entgegengesetzt  der  Drehung  der  Erde. 

Sei  t die  vom  Anfang  der  Bewegung 
an  verflossene  Zeit,  T die  Dauer  eines 

2/r 

Sternentages,  setzten  wir  ferner  -=-m. 


Es  machen  dann  die  Axen  z und  ir  deu 
Winkel  mt,  da  die  Bewegung  der  Meri- 
dianebenc  eine  gleichmässige  ist,  und  in 
Zeit  T 2rt  beträgt.  Es  ist  dann,  wenn 
wir  den  Winkel  zwischen  u und  x u.  s.  w. 
bezüglich  mit  (u,  x),  (u,y)  , . . bezeichnen  : 
(m,  x)  = ö,  (*,  y)  r Ä -f-  o,  (u,  z)  zz  R 


cos  ( v , x)  :=  cos  mt  sin  a , cos  (r,  y)  = cos  mt  cos  a,  cos  (*»,  »)  = — sin  mt 

cos  (i c,  x)  = sin  uit  sin  n,  cos  (»rr  y)  = sin  mt  cos  n,  cos  (ir,  z)  = cos  mt. 

Woraus  sich  dann  ergibt: 

x zz  u cos  fl  * f t>  cos  mt  sin  a 4-  ir  sin  mt  sin  <t 

y — — u sin  a + r cos  mt  cos  a 4-  te  sin  mt  cos  a 

z zz  — v sin  mt  + vc  cos  mt. 

Diese  Gleichungen  sind  zu  differenziiren: 
dx  du  . dv  die 

-tt  = cos  a-r-  cos  mt  sin  a 7-  + sin  mt  9in  a—, mv  sin  mt  sin  a -f  mir  cos  mt  sin  a , 

af  dt  dt  dt 

du  du  dt  die 

— = — sin  a—  -f  cos  mt  cos  a — r sin  mt  cos  a — mr  sin  mt  cos  a-kmir  cos  mt  cos  o, 

dt  dt  dt  dt 


dz  dt  die  ■ 

= — sin  mt— - + cos  mt  mv  cos  mt  — mir  sin  mt. 

dl  dt  dt 


Und  durch  abermaliges  Differenziiren: 

d*x  d*u  d*v  . . d*u>  . . dv 

-p—  = cos  a -7 k cos  mt  sin  fl  — + s,n  mt  810  a ~r~. — *m  s,n  a ßin  ml  ~r~ 

dt*  dt*  dt*  dt*  dt 

_ die  . . ...  d*u 

4-  2m  sin  fl  cos  mt  — m*v  sin  a cos  mt  — m*u>  sin  a sin  mt  zz  cos  a -7— 

dt  dl* 


. • d*v  . . d*ic  . dz 

4-  cos  mt  sin  fl  7-r  4-  sin  mt  sin  a — — + Im  sin  a — 
dt1  dt * dt 

4-  m*  sin  a (x  sin  n 4-  y cos  <1), 

d*u  d*u  d*v  d*w  dv 

— p-  =r  — sin  fl  -7 — I-  cos  mt  cos  a 4-  sin  mt  cos  a — 2m  cos  a sin  mt  — 

dt*  fit dt*  > dt*  dt 

die  d*w 

4-  2«  cos  fl  cos  mt  — m*r  cos  mt  cos  a — m*ir  sin  mt  cos  n ^ — sin  a -7— 

dt  dt* 


d*v  . „ </*ic  - dz 

4-  cos  mt  cos  <1  — 4-  sm  mt  cos  a 4-  2m  cos  a — 

-km1  cos  a (x  sin  a -f  y cos  a), 

. d*v  d^w  _ rfc  _ . cfic  . 

-7—  = — sin  mt  — 4-  cos  mt  -y—  — 2m  cos  mt  7-  — 2m  sin  mt  — -k  «*»  sin  mt 

dt * ui*  * 


dt3  dl 

■ m*tc  cos 


dl* 


dt 


dt 


d7v  d*i e c\  ( . dx  du\ 

ml  — — sin  mt  — -k  cos  mt  —2m  ^sm  <1—  -fcos  a-^  4-  m*s. 

Zerlegt  man  nun  mittels  dieser  Hülfsformeln  die  nach  u , r,  «r  stattiindenden  Ge- 
schwind igkeitszu  wachse  nach  den  Axen  x,  y,  z,  so  ergibt  sich: 


Nach  x: 

d?u  . d*u  . . d*»r  d'x  n dz 

cos  a ■—  4-  cos  mt  sin  a — 4-  sin  mt  sin  a = — - — 2m  sin  a — 


— m*  sin  fl  (x  »in  a 4-  y cos  a). 

Nach  y: 

d*u  d*v  . d7tc  d'y  _ di 

— sin  a -7-7  4-  cos  mt  cos  a 4-  sin  mt  cos  a -7—  = -7-^  — 2m  cos  a — 
or  ata  dt1  dt*  dt 

— m*  cos  a (x  sin  a 4-  y cos  «). 
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Nach  z: 

. d*v  d**  d'i  / . d-r  du\ 

- sin  JT,  + ‘■°s  mt  ~iii  = -JT*  + 2»*  « lt  + cos  a ft)  - mH. 

Es  sind  nun  folgende  Kräfte  thätig. 

A)  Die  durch  die  Drehung  der  Erde  hervorgebrnchtc  Centrifugalkraft. 

Denken  wir  nns  die  funkte  P und  Q zunächst  frei  von  einander,  so  nimmt 

P sn  der  Drehung  der  Erde  Theil.  Da  es  aber  auf  die  relative  Bewegung 

von  Q in  Bezug  auf  P,  und  die  Moridianebcne  in  der  sieh  P befindet,  ankommt, 

so  kann  man  statt  dessen  die  relativo  Bewegung  substituiren,  die  Q von  P ent- 
fernt, diese  wird  in  dem  auf  die  Erdaxe  senkrechten  Kreise  stattfinden,  die  zuge- 
hörige Centrifugalkraft  ist  also  ebenfalls  senkrecht  auf  derselben.  Da  jedenfalls 
anzunchmen  ist,  dass  die  Punkte  P und  Q demselben  Ortsmeridian  angeboren, 
so  ist  die  in  P wirkende  Centrifugalkraft  der  angenommenen  in  Q gleich  gerichtet. 
Die  erstere  aber  macht  mit  den  Axen  der  x und  y bezüglich  die  Winkel  R + a 

und  2 R — a.  Ist  also  K ihre  Grösse,  so  sind  ihre  nach  den  Axen  x und  y ge- 

nommenen Coponenten  bezüglich: 

— K »in  a und  K cos  o, 

ist  r der  Radius  der  Erde,  also  r sin  a der  Radius  des  Kreises  in  welchem  die 
Drehung  des  Punktes  erfolgt,  so  ist: 

4n,rsina* 

A=~  r»  ■ • . 

i 

B)  Die  nach  der  Richtung  der  x wirkende  Schwere. 

C)  Die  von  P nach  Q gerichtete  Spannnng,  die  wir  mit  V bezeichnen. 

Sei  PQ=  l die  Länge  des  Pendels,  so  sind  wenn  x,  y,  z die  Coordinaten  sind, 
die  Componcnten  von  U nach  den  Axen  der  x,  y,  z bezüglich: 

Uz  Uy  Uz 

T’  T ’ T 

D)  Mit  diesen  Kräften  kann  man  noch  verbinden  den  Luftwiderstand,  — IP, 
den  wir  aber  wegen  der  geringen  relativen  Geschwindigkeit  von  Q der  relativen 
Geschwindigkeit  dieses  Punktes  proportional  nehmen,  so  dass  derselbe  zu  Com- 
ponenten  nach  den  Axen  der  x,  y,  s hat: 

_ _ wQ,  - IV 

dt  dl  dt 

Aus  diesen  Entwicklungen  erhält  man  nun  die  Gleichungen  der  relativen  Bewe- 
gung des  Punktes  (). 


1)  — 2m  sin  o ~ — m*  sin  o(x  sin  <1  + y cos  o)  = — Ä'sin  a +y-|-  ^ — IP^, 

2)  ~z  — 2m cos  a ^ — m1  cos  a (x sin a -f  y cos  a) — K cos  a + -r  — 

dt * dt  l dt 


dt 


< f’z  „ (dx  . dy  \ . Uz  „dz 

3)  + 2ra  läü sin  “ + 'S co*  « 4 = t ~ *y~Jt 


Um  die  Integration  auszufübren,  berücksichtigen  wir  jetzt,  dass  bei  kleinen 

. i . , , 2«  2/i  dz 

Schwingungsweiten  x = l gesetzt  werden,  dass  ferner  m — — ^ 24“ GO~G(j  nm'  ~jt 

di 

gegen  g — 31  nur  sehr  klein  sind,  dass  man  daher  m — nnd  m*  gegen  g ver- 
nachlässigen kann.  Wir  führen  ferner  statt  g die  reducirte  Schwere  G = g — A'siua 
ein  und  setzen  n =.  m cos  fl.  Die  erste  Gleichung  wird  dann  : 

— U — G 

nnd  indem  wir  diesen  Werth  unter  Berücksichtigung  der  gemachten  Annahmen 
in  die  zweite  nnd  dritte  Gleichung  einsetzen,  erhalten  wir: 

^-2»lZ  = -/fco,fl-^-VP^ 
dP  dt  ,1  dl 

14* 
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oder  wenn  wir  letzten: 

4) 

und 

5) 

dl 


, IK  cos  a 

y»=y+— j- 

rf,yi_Qn<*4  c»i  wdyi 

1r~ ~ 2 * r~  "ä 

dl * + * — l dt' 


Der  Ausdruck  n — ist  der  Symmetrie  wegen  in  Gleichung  4)  beibehalten  worden. 

Die  beiden  linearen  Gleichungen  4)  und  5)  lassen  sich  leicht  auflüsen.  Wir  er- 
setzen sic  durch  das  System : 


dl  y ' dt' 


■ t. 


W = 2 

-HV 

Gemäss  der  gewöhnlichen  Methode  für  die  Auflösung  linearer  Gleichungen  ist  tu 
setzen,  wenn  rr,  ß,  y Constanten  sind: 

*'  = “*.  y'=y*. 

woraus  dann  folgt: 


. dz 


di 


7i  = },z’  = 


dt 


woraus  sich  ergibt: 


« = -£  = 


•S  = (“2">'- 7" 

2n  2ny  + y+Wa 


d.  h.: 


y = u^,  o’/S  — 2na  — — 1V«^ , «’  = — 2na^  — j-  — lia. 

Setzt  man  den  aus  der  dritten  Gleichung  sich  ergebenden  Werth  von  ß : 

-£+Wa  + «’ 


in  die  zweite  ein,  so  hat  man: 


2ak 


G (4  + »«+.*) 

“’)  = 2no  + 2^ü + 2S  (t  + + “’)■ 


Setzt  man  noch  h1  = — , so  nimmt  diese  Gleichung  die  Gestalt  an: 
(o*  + IV'o  + A*)>  = -In'a', 


oder: 


o*  +(H,+  2m)n  + **  = 0 


-W 


±«+]/(y + 


Wir  schon  früher  ddrfen  wir  uns  aber  auch  hier  die  Vernachlässigung  von  «’ 
gestatten.  Zugleich  wollen  wir  die  kleinen  Ausdrücke  s(f  und  W*,  ( W wurde 
ebenfalls  als  sehr  klein  angenommen),  weglassen.  Dies  gibt: 
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«=  — -g  +("  + *)•> 

wo  die  doppelten  Vorzeichen  so  zu  vergehen  sind,  dass  jedes  der  beiden  ersten 
mit  jedem  der  beiden  letzten  verbunden  werden  kann,  sich  somit  vier  Werthe  von 
a ergeben.  Man  hat  nnn: 

A*  + Wa-j-«a_ 2»oc  _ __  . 

* 2i ta  ~ ^ 2na  ^ * 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  dem  Zeichen  von  n in  dem  Werthe  von  a 
entspricht. 

Es  ist  ferner: 


IV* 

y = a/9  = ± — + »±A. 

Woraus  sich  dann  folgendes  Schema  ergibt: 

W , , 

«a  = -g- + ("+*)»>  ßi  = -'< 

4 »Ei 

/,-«+*  + -g-, 

w 

“a  = ~ 2‘  + (»-*)‘.  /»«=“*. 

Wi 

y,  =n-A  + — , 

w 

«»  = --g  -("  + *)•>  /».=». 

, z m 
y,  = H+h — 

«4  = “ 7^ ß*='< 

II 

3 

1 

5»- 

1 

to|  J 

Man  hat  nun  die  Auflösung  unserer  Gleichungen  durch  die  Formeln: 

dt 


» 


at 


Oder  vielmehr  wenn  man  alle  vier  Werthe  von  a einführt: 


t = + Ate0'*  + + A^c"'1 

hierzu  kommen  dann : 


und  mit  Berücksichtigung  aller  Werthe  von  «: 

t , Sa t , . s.t  I , ß.t  i i s.t 

z ' = alAle  1 + «,A,e  * +otA,e  * +OjAte  * 

ebenso : 

yl=/»1Alea>^+^A1e‘r*^+/JlAJe"*‘+jJ.Ale“‘, 

Wo  die  A willkürliche  Constanten  sind.  Mit  Einführung  djr  Werthe  für  die 
übrigen  Constanten,  und  einer  Substitution  für  die  A zur  Vermeidung  des  Ima- 
ginären erhält  man: 

_ Ei 

6)  13«  ^ [C,  cos  (n  + A)»  + C,  sin  (»  + A) » + C,  cos  («  — *)<+  Ct  sin  («  — A)t], 

Wo  gesetzt  wurde: 

C»  = (-^i  + ^j)>  = *(-^i  — ^s)i 

C,=(A,+At),  C,=i(A,-At). 

Durch  diese  Substitutionen  ergibt  sich  dann: 

Wl 

7)  y,=  « ^ [— C,  cos  (a-fA)t-l- C,  8in(*+A)t—  0,008(11— A)f  + C, sin (»—*)«]. 

Wozu  dann  noch  kommen: 
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8)  *' = * 2 [(  --2-C\  + (»  + *)  C,)  eos  (n  + A)  ( - (^  C,+  (n+ A)  l)sin(ii+A)l 

+ -2'C»  + (a  — cos(n  — A)  I — Ct+  (it  — A)C,^  ein  (n  — A)iJ, 

Wl 

9) jl,=  e ^ f(-2'C,  + (n  + A)C,^  cos(n+ A)t+ ^ — ^C1+(i»+A)C1^sin(ii+A)l 

+ C. + (»-*)  C*)  cos  (»- A)  I + (--|cl  + (»-A)C.)  sin  (is-A)l]. 


Die  Gleichungen  8)  und  9)  ergehen  sich  entweder  direct  oder  durch  Differentiiren 
von  6)  und  7).  Zur  Bestimmung  der  vier  Constanten  bemerken  wir  zun&chtt, 
dass  im  Anfänge  der  Bewegung  die  Geschwindigkeit  also  sowohl  y’  als  »'  der 
Null  gleich  ist.  Dies  gibt  mittels  der  Gleichungen  8)  und  9): 

kV  kV 

0=-- 2 C,  + (a  + *)C1-TC,  + (._*)C4, 

0 = — -g-Cj +("  + *)  Ci  +-£  C«+(* — A)C,. 

Mögen  noch  y und  { die  Anfangswerthe  von  y,  und  i sein.  Die  Gleichungen  6) 
und  7)  ergeben  dann : 

C=C1+CI,  ,=  -C,-C.. 


Die  letzten  vier  Gleichungen  geben : 

kV. 


woraus  dann  folgt: 


0=  -yJ-«y+A(2C,+  y) 
0 = — -g-i  +»£+  A(2C,—  (), 


■^•C  + (»  + A)i  -S-  «7  — (»  — *)  C 
C.=- — , c\  = ■ 


2A 


2 A 


W »kV 

■rf  + (n  — Ki  — ■q"  i + ("  + *)  £ 

c - r - 2 

*“  2A  ’ 2A 

Woraus  dann  die  Wcrtho  von  yt  und  z sich  ergeben: 

Wt 

2 / x 2nn 

10)  y i = e cos  nt  cos  At  + - ^ — - sin  nt  sin  Al  + { sin  »<  cos  At 


kV! 


, »Py- 2«?  , . . \ 

-j 1 cos  nt  sin  Al j. 


...  2 /»  . . IVy — 2nC  ...  , 

11)  z = e cos  nt  cos  Al — - sin  nt  sin  Al  — y sin  nt  cos  At 


. >V{  + 2i*y 
4 cos  nt  sm 


in  Al^. 


Sei  jetzt  (Fig.  311)  PS  die  Zcnithlinie,  SPT  die  Merianebenc  des  Ortes,  PQ 
die  Lage  des  Pendels,  PQ  = l.  Möge  Ebene  PTQ  mit  der  Verlängerung  von 
PTS  den  Winkel  9 machen,  und  sei  Winkel  QPT  = y , Winkel  SPT  — er.  Es  ist 
dann  offenbar: 

: = / sin  i/  6in  9,  y = I sin  r/>  cos  9 cos  a — 1 cos  ip  sin  a. 

Was  den  Winkel  n anbetrifft,  so  bestimmen  wir  ihn  derart,  dass 
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IC  cos  a . K C06  a , , , . 

— g — = sin  « da  — - — ebenfalls  sehr  klein  war,  und 

. , , . . v,  ■ . da  nun  der  Ausweicbungswinkel  g ■ eben- 

ist,  es  wird  dann  « nur  sehr  klein  sein,  , ...  . ”,  . » . 

n lalls  nur  klein  ist,  werden  (cos 9 sin« 

Fig.  311.  und  /sin  7 cos  # cos  o nur  um  eine  Grösse 

dritter  Ordnung  von  / sin  9 cos  9 und 
/sinn  abweichcn.  Da  man  nun  hat: 

y,  — y + /sin  «, 
so  ist  auch  : 

y,  = / sin  9 cos  9, 

s = /sin  g sin  9. 

Sind  9 ,,  die  Anfangswerthe  Ton  9 
und  9,  so  ist: 

i)  = /sin 9 , cos  #,, 
f = / sin  9 , sin  9 , 

und  somit: 

Wt 

12)  sin  9 cos  9 = e ^ sin  9 , £ cos  (»I  — 9 ,)  ^cos  At  + sin  hl ^ 

+ sin  (nt  — #,)  sin  AtJ  , 

13)  sitt9sin*9  = e ^ sin  9,  £ — sin  (nt — #,)  ^cos  Al + ^ sin  AtJ 

+ cos  (nt  — #,)  sin  Al  J. 

Diese  Gleichungen  geben  den  Ausweichungswinkel  9,  von  PT  aus  gezählt,  welche 
Linie  mit  der  Zenithrichtung  nur  einen  kleinen  Winkel  a macht,  nnd  den  Winkel  9, 
welchen  die  durch  PT  und  das  Pendel  gelegte  Ebene  mit  der  Meridianebene 
macht. 

Fahren  wir  aber  statt  des  Winkels  9,  den  Winkel  r = #,  — # ein,  welchen 
die  momentane  durch  PT  gehende  Schwingungsebene  mit  ihrer  anfänglichen  Rich- 
tung macht,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Gleichungen  12)  und  13)  bezüglich  mit 
cos#,  und  sin#,  multipliciren  und  addiren: 

_ Wl 

14)  ein  9 cos  r = e ^ sin  9 , cos  At  + ^ sin  AtJ  cos  nt  sin  nt  sin  AtJ 

nnd  wenn  wir  12)  und  13)  bezüglich  mit  sin#,  und  cos #,  multipliciren  und 
subtrahiren : 

Wt 


Wl 


15)  sin  9 sin  r = t 
Also: 

16) 


sin9,£(cos  At  + ^ sin  hl)  sin  nt  — cos  nt  sin  AtJ. 
ntgAl 


tgnt- 


tgrr 


IV 

A + -gtgAl 


1 + 


ntg  nt  tg  At  ' 

I W'  7 

A + — tg  At 


Erhebt  man  14)  nnd  15)  ins  Quadrat  und  addirt  so  kommt: 

Wt  . . 

ST  //  W \«  n1 

17)  sin9=ce  sin  9, 1/ ^cosAl+ — sinAt^  -R^sinAt* 
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oder  wenn  man  wie  schon  früher  nnd  W1  vernachlässigt: 
_W* 

2 


18) 


sin  <p  — t 


sin  91 1 ^cos  Al  -f  ^ sin  Al^, 


19) 


tgr  = tg  nf  — 


nnd  unter  gleicher  Annahme  gibt  die  Formel  16): 

n tg  Al  1 

™-  **  *■  m » « - j ¥ 

nngraden  Vielfachen  von  -5-  machen,  >«<•  würde  das  Weglassen  von  » 

2 nicht  rechtfertigen.  In  diesem  Falle 

Was  die  letztere  anbetrifft,  so  geben  sie  aber  ist:  tgnl  = ao  , al60  nach  Formel  16) : 
wegen  des  kleinen  IV  noch  Formel  18) 


solche  Werthe  von  9,  welche  der  Null 
nahe  kommen,  und  in  diesem  Falle  ist 
eine  Messung  des  Winkels  1 überhaupt 
untbunlich.  — Die  Formel  j8)  bestätigt 
das  gewöhnliche  Fendelgesctz,  dass  die 


Schwingungsdauer  gleich 


A+^tgAl 

n lg  At 
sehr  kleinen  1*  kann 


¥=2bv1’ 


bezüglich  gleich  -g-  oder 


also  der  Wurzel  aus  der  Pcndellänge 
proportional  ist.  Wenn  man  in  den 
Gleichungen  16)  oder  19)  noch  das  kleine 
n vernachlässigt,  so  kommt : r = nt,  also 
folgendes  Gesetz: 

„Die  Schwingungsebene  des  Pendels 
dreht  sich  in  gleicbmässiger  Bewegung 
um  die  feste  Linie  PT,  welche  in  der 
Meridianebene  liegt,  und  der  Richtung 
der  Schwere  sehr  nahe  ist.“ 

Eine  vollständige  Drehung  wird  in 
der  Zeit: 

2v_  T T 
n ~ cos  a ~ sin  b ’ 

wo  b die  Breite  des  Ortes,  T die  Dauer 
eines  Stementages  ist.  Man  hat  also 
das  zweite  Gesetz: 

„Unter  verschiedenen  Breiten  sind  die 


tgr  = 

Wegen  des 
tgr  = 00,  also  r 

^ setzen,  so  dass  man  anch  in  diesem 
Falle  abgekürzt  I = nl  setzen  kann. 

2* 

T 

also: 

2u 

* = 24:60;  6Ö 001 0 = 0,00073  cos  a. 

Was  den  Winkel  a betrifft,  so  war: 

, K cos  a 4n  *r  sin  n cos  a 


also : 


sin  u = 0,0000073  sin  o. 


woraus  sich  dann  im  Maximum  n ein 
Zeiten,  in  welchem  eine  vollständige  Dre-  Werth  von  weniger  als  -2  Secunden  er- 
gibt, so  dass  in  jedem  Falle,  die  Linie 
PT  als  die  Zonithrichtung  betrachtet  wer- 
den kann.  Bemerkenswerth  ist  es,  dass 
bei  Vernachlässigung  des  mit  n multi- 


hnng  erfolgt  dem  Cosinus  der  Breite 
proportional.“ 

Unter  dem  Pole  ist  also  die  Schwin- 
gungsdauer 24  Stunden,  im  Aequator 
unendlich  gross,  d.  h.  das  Pendel  bleibt  plicirtcn  Gliedes  die  Lage  der  Schwin- 


immer  in  derselben  Schwingungsebene 
für  Berlin  ist  b — 52°  30',  sin  & = 0,793, 
für  Paris  ist  b = 48"  50',  sin  b = 0,753. 

Die  Dauer  einer  Drehung  ist  also  für 
Berlin : 

24 

rcnZä  Stunden  = 30  Stunden, 

U,  ii 70 

für  Paris : 

24 

Stunden  = 31  Stunden  52  Minuten. 


gnngsebene  von  der  Einwirkung  des  Luft- 
widerstandes unabhängig  wird. 

4)  Theorie  des  gewöhnlichen 
Raumpendels  unter  Anwendung 
der  elliptischen  Funktionen. 

Weierstrass  hat  gezeigt,  dass  dieses 
wie  ähnliche  der  Mechanik  entnommene 
Probleme  sich  leichter  vollständig  lösen 
lassen,  wenn  man  rechtwinklige  Coordi- 
naten  beibehält,  als  wenn  ron  den  in 
Abschnitt  2)  gegebenen  Formeln  mit 
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Polar  coordinaten  anagegangen  wird,  wie 
dies  sonst  auch  bei  der  vollständigen 
Auflösung  geschah. 

Gehen  wir  daher  von  den  in  Abschnitt  2) 
entwickelten  Formeln  aus: 

1)  ^±^±^1=0  + ^, 


zdy  — ydx  = c'df, 
— adz 


2) 

3)  dt=  . 

*'(a*-*>)(c+2Ss)-c'’ 

wir  setzen: 

lr(«,-t’)(c  + Sjj»)  — e** 

= - 2j  (t  - a)  (*  - ß)  (*+$)• 

Die  Gleichung  Z = 0 hat  drei  Wurzeln 
ix,  ß,  — y.  Von  diesen  wird  eine  — y, 
nothwendig  negativ  und  absolut  genom- 
men grosser  als  a sein.  Denn  für 
z = —a  ist  Z = — c'*, 


falls  einen  Ansdruck  gehen  würde,  der 
kleiner  als  «*  ist,  und  dies  ist  unmög- 
lich, da  a kleiner  als  n ist.  Es  muss 
also,  mag  ß negativ  oder  positiv  sein, 
dieser  Ausdruck  vom  Vorzeichen  abge- 
sehen, kleiner  als  u werden.  In  Glei- 
chung 3)  ist  der  Nenner  gleich  \ Z. 
Dieser  Ausdruck  aber  ist  nur  reell,  so 
lange  z zwischen  ß und  « liegt,  und  z 
kann  somit  diese  Grenzen  nicht  über- 
schreiten. — Wir  setzen  jetzt: 

« — ß «Ty 

dann  wird  tr  immer  in  den  Grenzen  Null 
und  Eins  liegen,  und  auch  k ein  achter 
Bruch  sein.  Führt  man  auch  in  Z den 
Ausdruck  W ein,  so  ergibt  Bich: 

Z=2 g(,a-ßY  («+)') »(l-ir)(l -**»). 

Die  Gleichung  3)  gibt  nun : 


und  für 

z = — !/>  ist  Z = + 05, 
so  dass  in  diesen  Grenzen  Z wenigstens 
einmal  verschwinden  muss. 

Was  die  Wurzeln  a und  ß anbetrifft, 
so  ist: 

= 2y  (a*  — z’)  — 2s  (c  + 2jz) 

= 2 ga*  — 2cz  — 6 g*'. 

Damit  dieser  Ausdruck  gleich  Null  sei, 
ist  zn  setzen: 

e , ,/  c*  ä* 

6j±V  36j*  ^~3j’ 


^ _ adw 

V^ifW+y)  «•  (1 

und  hieraus  ergibt  sich  bekanntlich: 

*>  ~-VW<-4 

wo  das  Gudermannsche  Zeichen 
snu  = ein  amu 

gewühlt,  und  k der  Modul  ist,  (,  ist 
derjenige  Werth  von  t,  für  welchen  w = 0, 
also  z — a ist. 

Es  ist  ferner  identisch: 


Von  diesen  Wurzeln  ist  die  eine  positiv, 
die  andere  negativ,  so  dass  die  Gleichung 
Z = 0 ein  positives  Maximum  und  ein 
negatives  Minimum  hat.  Im  Ucbrigen 
ist  Z negativ,  wenn  s grosser  als  a ist, 
und  wird  positiv  sein  so  lange  » zwi- 
schen a and  ß liegt,  also  sind  et  nud  ß 
entweder  negativ  oder  kleiner  als  a.  Es 
muss  aber  eine  der  Wurzeln,  also  a, 
wenn  wir  hiermit  immer  die  grösseste 
bezeichnen,  positiv  sein,  da  das  Maximum 
von  Z positiv  ist.  Die  andere  ß kann 
positiv  oder  negativ  sein.  Durch  Ver- 
gleich der  beiden  Formen  von  Z aber 
erh&lt  man: 

ay+ßy  — aß  = a*, 

also,  wenn  ß negativ  und  gleich  — ßt  ist: 
ay-  ßiY  + «ßi 

Ware  nnn  ßt  grosser  als  t»,  und  zwar 
— a-jr»,  so  erhielte  man« 


J(x  + yi)  _ xdx  +ydy  + i(xdy-  ydy) 
x + yi  - **+y* 

und  wnnn  man  mittels  der  Gleichung  2) 
und  der  Gleichungen: 

*’  + j’  + *’ = <*’i  xdx ydy  + zdz  = 0 
substitnirt: 

, — zdz  + ic’dt 

5)  <*lg(g+y»)  = - - 

Da  z immer  kleiner  als  a ist,  so  wird 
der  Nenner  rechts  nie  gleich  Null. 

Wir  setzen  nun: 

a=+a-(«-ß)<el,  -a=  +a-(a-ß)*>, 

wo  tc,  und  ic,  Constantcn  sind,  von 
deneu  die  erstere  negativ,  die  letztere 
positiv  sein  wird;  dann  ist: 

s— a=  — («  — /J)  (w  — ic,) 


— vy+n’  + ay-  a*,  und 

welches,  da  y grösser  als  a ist,  jeden- 


z + o=  -(«-/»)  (w-«,). 
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Die  Gleichung  5)  giebt  nun  augenblicklich: 

dz  -f"  — dt  di dt 

6)  rflg(*+yi)  = !--■  a + — — . 

* + fl  ■*  s — n 


Wir  setzen  noch: 


4ic(l-«r)  (1  - *>«-)  = 1», 

a)io: 

Z =!?(«  + }')(«- /»)’»»' 


für  s — a wird  »r  — ir,.  und  fiir  z — — rt,  ir=ir,.  Berücksichtigen  wir,  dass  für 
* = + o.  Z =r  — c”  wird,  und  setzen  wir  den  entsprechenden  Werth  von  IV  gleich 
W,  so  erhalten  wir : 

also : 

- W-+  >0  = i (> + 1'5)  ^ + 1(>  - ]/?)  ^ 

V'tc i ist  imaginär.  Welcher  der  beiden.Werthe  zu  nehmen  sei  darüber  kann  kein 
Zweifel  entstehen,  da  dieser  Werth  mit  ic'  in  Bezug  aof  das  Zeichen  überein- 
stimmen muss. 

Wir  Betzen  nun : 


M — 

und  erhalten: 

ie  = snIu,  lV  = 4»it,uc»,Bd»,«i, 

offenbaa  ist  «e,  immer  negativ,  *,  positiv  grösser  als  Eins.  Beide  Ausdrücke 
aber  sind,  abgesehen  vom  Vorzeichen  kleiner  als  ~ . 

ff* 

Setzen  wir  also : 


Y(«-ß)s 


. / 1/  , « C fl  tV  m 

r,  = sn»  (K  + ir.)  = — — ! = 


<fn*ir,  da*  (®,,  k’)' 


wo  k ' das  Complement  des  Moduls  k ist.  In  den  Ausdrücken,  wo  der  Modul 
nicht  genannt  ist,  wird  immer  k als  solcher  vorausgesetzt. 

Während  ®,  zwischen  Null  und  ff'  liegt,  wird  dn(vt,k>)  zwischen  1 und  k 
liegen,  so  dass  r,  immer  als  eine  positive  Grösse,  welche  kleiner  als  K’  ist,  be- 
stimmt werden  kann. 

Es  sei  nun; 


W , ZZ  SM* 


(ifP  + i®,)  = 


- ca’(c,,  k’) 
k’s»’  (r„  k’)' 


Dieser  Ansdruck  wird  gleich  Null  fiir  i,  = + ff'  und  gleich  — oo  für  o,  =0, 
also  ist  auch  »,  eine  Grösse,  von  der  man  annehmen  kann,  dass  sie  immer  zwi- 
schen Null  nnd  K'  liege. 

Es  ist  nun  ferner: 

W,  = 4»n>  (iff'  + i®,)  cn»  (i/t'  + i®,)  rfa>(iK'  + i®,) 

= 4 sn>  (ff  + ir,)  ca*  (ff  4-  ie,)  da1  (ft-t-i®,), 

oder: 

)f,  __  -4rfa*  (®,,  k')  ca’  (®,,  k')  _ - 4A',ias  (»,,  k')  cnJ(®,,A') 

1 t‘sn‘  («„*')  ~ da*  (»„*') 

Woraus  sich  eine  Relation  zwischen  ®,  und  ®,  ergibt,  nämlich: 

«fa(®„  k')  ca(e,,  k’)  _ k'k'sn(v ,,  k ')  cn(x„  k') 
sa*  (®,  k')  ~ dn1  (r,,  k') 

Da  nun  dic~2snucmidnudu  ist,  so  gibt  die_Gleichung  7): 
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8)  d lg  (x  -f  yi)  = <f  lg V^k>  — ic i + d lg V» - ir,  + — 

in u , cn >< , dnu,  du 
in'u,  — in1«  ’ 

wo  gesetzt  ist:' 

u,  =.A'  + ic, , u,  = K'  + uv 
Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel: 


/, 


x $na  cna  dna  dx  __  — x &r(tt)  , j H (fl  + Jf) 
0 


sn^a  — sn7x  N(a)  H(a  — x) 

Wo  H und  & die  von  Jacobi  eingeführten  Funktionen  sind,  erhält  man: 

]S  (*  + y>)  = lgC  + lgj/(w-Ki,)(ir-ir1)+ 

.B(u,  + u) 
H(u,-u)H(u,  + u)‘ 
Sei  noch  y„  die  Werthc  von  x,  y,  für  I = also  für  u = 0 und 

e(w,)  «(>,)  _ 

«(».)  «(«*,) 

Berücksichtigen  wir  ferner  die  Formeln : 


+ i lg  i 


yjfö  — ic,)  (io  — ic,)  = ^(mHi  — m’u,)  (in  u — in’«,) 

_2 k'K  H(a+z)  H(o  — z) 
in,z  i»,o-  nk  ft,w  g,(l)  , • 


also : 


X - X _ 2*'A’  Vh («  + «,)  fl  («  + «,)  H Oh  - W)  fl(u,  - «) 
V(- — ,)(— .)— JT  5W8WÄ-W1 ’ 

so  ergibt  sich: 

I) 


x + yi  _ Aus  «’ (0)  H(u,-f  u)  fl(u,  — u) 
*.  + Sro*-*  *(“,)  «(".)eT(")  • 


Wir  bemerken  noch,  dass  wie  man  leicht  durch  Einsetzen  der  Werthe  von  u,  und 
u,  ersieht,  A eine  reelle  Zahl  ist.  Die  Gleichung  in  Verbindung  mit: 

II)  z = n — (o  — ß)  ic  = o — (n  — ß)  in1« 

lOst  die  Aufgabe  vollständig  und  es  ist: 

»'(«.)•  «'(•,) 
ty* 

Trennt  man  in  der  Formel  I)  das  Reelle  vom  Imaginären,  so  ergeben  sich  für 
x und  y Ausdrücke  von  der  Form: 


x = p cos  Au  — q »in  Au , 

* . ».  • 

wo  p,  p,  ebenso  wie  » periodische  Funk- 
tionen von  u mit  derselben  Periode  sind. 

Sind  jetzt  p,  </,  zwei  neue  Axon  in 
der  Ebene  der  x,  y,  so  ist  klar  aus  den 
gegebenen  Ausdrücken,  dass  diese  Axen 
sich  um  die  der  i mit  constantcr  Ge- 
schwindigkeit drehen,  und  der  schwin- 
gende Punkt  hat  in  Bezug  auf  die  Axen 
p,  q , z eine  periodische  Bewegung. 


y = p sin  Au  -f-  y cos  Au, 

Raute  (Rhombus). 

Ein  Paralleliogramm,  dessen  Seiten  alle 
gleich  sind,  ohne  dass  die  Winkel  wie 
beim  Quadrate  Rechte  sind. 

Reaction,  Gegenwirkung  (Mechanik). 

So  wird  im  Allgemeinen  die  dynami- 
sche Wirkung  genannt,  welche  ein  Punkt 
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oder  Körper  B auf  einen  andern  A nus- 
übt, wenn  man  die  Wirkung,  welche  A 
auf  B ausübt,  als  Action  bezeichnet. 
Der  Hauptsatz  der  Mechanik  als  physi- 
kalische Wissenschaft  ist  die  Gleich- 
heit der  Action  und  Reaction. 
Dieser  Satz  lautet : 

„Wenn  ein  Punkt  oder  Körper  A auf 
einen  andern  B eine  Einwirkung  o aus- 
übt, so  ist  die  Einwirkung  von  B auf  A 
gleich  — «r,  d.  h.  dem  absoluten  Wertho 
nach  der  erstcren  gleich,  aber  der  Rich- 
tung nach  ihr  entgegengesetzt.“ 

Reaction  der  Flüssigkeiten  (Hydro- 
dynamik). 

Wenn  durch  eine  Ocffnung  eines  ge- 
füllten Gefässes  ein  Theil  der  |Flüssig- 
keit  ausfliesst,  so  muss  dies  natürlich 
eine  Rückwirkung  auf  den  Druck  der 
Flüssigkeit  gegen  die  Gegenwände  aus- 
üben,  d.h.  denselben  vermindern.  Diese 
Verminderung  wird  eben  Reaction  ge- 
nannt. Setzt  der  Druck  das  Gefäss, 
wenn  die  Ocffnung  geschlossen  ist,  in 
Gleichgewicht,  so  muss  nach  derera  Er- 
öffnen eine  Bewegung  des  Gefftsses  er- 
folgen, und  zwar,  da  ein  in  der  Aus- 
flussrichtung befindlicher  Druck  beseitigt 
wird,  in  der  dem  Ausflusse  entgegenge- 
setzten Richtung.  Dieses  Prinzip  liegt 
den  Reactionsrädem  zu  Grunde.  Die 
Reaction  der  ausfliessenden  Flüssigkeit 
ist  sehr  leicht  zu  berechnen,  wenn  die 
Oeffnung  nur  klein  ist.  Befinde  sie  sich 
in  der  Höhe  k unter  dem  Spiegel  der 
Flüssigkeit,  sei  v die  Geschwindigkeit 
des  Ausflusses,  F der  Querschnitt  der 
Oeffnung  und  q das  Ausfiussquantum, 
e,  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  an 
der  Oberfläche,  so  ist  nach  einer  be- 
kannten Formel: 

e*  — vf  = 2gk 

wo  y die  Beschleunigung  der  Schwere 
ist  und  wie  leicht  zu  sehen 
q = Fe. 

Ist  noch  s das  spedfische  Gewicht  der 
Flüssigkeit,  so  wird: 

qy  = Fvy 

das  Gewicht  der  in  der  Zeiteinheit  aus- 
strömende Masse,  und  nach  der  in  tech- 
nischen Schriften  üblichen  Annahme  der 
Masseneinheit 

qy  _ Fty 
9 ~ 9 ’ 

diese  Masse  selbst  sein.  Es  wird  also 
eine  Verminderung  des  Druckes  oder 
eine  Reaction  staufinden,  deren  absolute 
Grösse : 


Qvy  _ Fr *y 
~T  ~ ~9~ 

sein  wird,  wofür  auch  gesetzt  werden 
kann : 

^K+2yk). 

Im  Falle,  dass  die  Flüssigkeit  auf  glei- 
cher Höhe  erhalten  wird,  ist  k constant, 
in  jedem  andern  Falle  veränderlich. 

Die  Richtnng  der  Reaction  ist  wie 
schon  gesagt  der  des  ausfliessenden  Strah- 
les entgegengesetzt,  dessen  Richtung  ihrer- 
seits von  der  Bichtung  abhält,  welche 
die  Axc  der  als  cylindrisch  anzunebmen- 
den  Ocffnung  hat.  Bei  grössere  Dimen- 
sionen der  Ocffnung  und  nicht  cylindri- 
seher  Durchbohrung  treten  natürlich  Mo- 
dificationen  ein. 

Reactionsrad  (s.  Wasserrad). 

Reactionstorbine  (s.  Turbine). 
Rechenknecht, 

Ein  Verzeichniss  der  Vielfachen  ge- 
wisser Zahlen,  um  Multiplicationen  mit 
denselben  leicht  ausführen  zu  können. 
Der  Division  dient  in  ähnlicher  Weise 
der  sogenannte  „umgekehrte  Rechen- 
knccht“.  Wir  wissen  den  Erfinder  dieses 
Namens  leider  nicht  anznführen. 

Rechenkunst  gleichbedeutend  mit  Arith- 
metik. — Im  weiteren  Sinne  bezeichnet 
dies  Wort  die  Lehre  von  den  Zahlen 
überhaupt,  sie  enthält  also  die  Arith- 
metik im  engeren  Sinne,  die  Algebra 
und  Analysis  in  sich. 

Im  engeren  Sinne  werden  mit  dem 
Worte  Rechenkunst  die  Elemente  der 
Lehre  von  den  Rechnungsopcrationen 
verstanden.  — Im  engsten  Sinne  be- 
zeichnet dies  Wort  das  eigentliche  Ziffer- 
rechnen, also  die  Anwendung  des  dcca- 
dischen  Systems  entweder  nur  auf  un- 
benannte Zahlen,  oder  als  praktische 
Rechenkunst  die  Anwendung  auf  die  im 
gewöhnlichen  und  Geschüftslcben  vor- 
kommenden Grössen  und  Rechnungen. 

Rechenmaschine. 

Ein  Apparat  zur  mechanischen  Aus- 
führung von  Zahlenrechnungen.  Man 
kann  in  dies  Gebiet  die  Rechenpfennige, 
Rechenstäbchen  u.  s.  w.  mit  aufnehmen. 
In  neuerer  Zeit  aber  ist  wiederholentlich 
versucht  worden,  zu  diesem  Zwecke  grö- 
ssere und  künstliche  Maschinen  zu  con- 
struiren,  welche  die  Rechnung  vollfuhren, 
und  nur  das  Stellen  der  Ziffern  und  das 
der  verlangten  Rechnung  angemessene 
Drehen  verlangen. 


Rechenprobe. 


Hechenprobe. 


Solche  Maschinen  erfanden  Pascal, 
Leibnitz,  L’Epine  und  andere.  Eine  der 
neuesten  rührt  von  Babbage  her,  sie  ist 
ausschliesslich  dem  Berechnen  von  Ta- 
feln, d.  h.  dem  Interpoliren  gewidmet, 
dagegen  sorgt  sie  zugleich  für  Satz  und 
Druck  der  ausgeführten  Tafeln,  so  dass 
die  von  der  menschlichen  Thätigkeit  un- 
zertrennlichen Fehler  hierbei  ausge- 
schlossen sind. 

Rechenprobe. 

Ein  Verfahren,  welches  von  der  Rich- 
tigkeit einer  ausgeführten  Rechnung  über- 
zeugen soll.  Selbstverständlich  kann  man 
sowohl  bei  Buchstaben  als  bei  Zahlen- 
rcchnungen  Proben  anwenden.  Die  ein- 
fachste Probe  ist  die  Wiederholung  der 
ausgeführten  Rechnung  in  veränderter 
Weise  z.  B.  bei  Additionen  das  Addiren 
von  oben  nach  unten,  wenn  man  vorher 
von  unten  nach  oben  addirt  hat.  Vor- 
zuziehen würde  allerdings  noch  das  Nach- 
rechnen durch  einen  Andern  sein,  na- 
türlich nur  dann,  wenn  man  sich  von 
der  Gewissenhaftigkeit  des  letztem  über- 
zeugt hat.  Auch  können  die  Ausführungen 
der  einfachen  Operationen  durch  die  ent- 
sprechenden entgegengesetzten  Opera- 
tionen, also  die  Addition  durch  die  Sub- 
traction,  die  Multiplication  durch  die 
Division  und  umgekehrt,  geprüft  werden. 
— Bei  längeren  und  complicirteren  Rech- 
nungen macht  sich  aber  das  Bedürfniss 
fühlbar,  auf  eine  kürzere  Weise  die  Rich- 
tigkeit zu  prüfen.  — Wenn  jede  Rech- 
nung als  die  Auflösung  einer  oder  meh- 
rerer Gleichungen  offenbar  betrachtet 
werden  kann,  so  kann  jede  Folge  aus 
den  gegebenen  Gleichungen  als  Probe- 
formel dienen.  Man  berechnet  nämlich 
beide  8eiten  der  so  gebildeten  Probe- 
gleichung, und  im  Falle  der  Richtigkeit 
der  Rechnung  müssen  dieselben  über- 
einstimmen. Sind  z.  B.  die  drei  Winkel 
eines  Dreiecks  aus  den  drei  gegebenen 
Seiten  etwa  mittels  der  bekannten  Formel : 

„i-i/ESO 

ß2-y  «(*-0 

o 

und  der  entsprechenden  für  tg  und 

tg  ~ gewannen,  «o  gibt  die  Formel 

« -f-  ß 4*  y — 180®, 

welche  eine  identische  Folge  dieser  Glei- 
chungen ist,  eine  passende  Probe.  Es 
ist  aber  bei  der  Bildung  der  Probefor- 
meln  nOthig  mit  Vorsicht  zu  Terfahren. 
Dieselben  müssen  nämlich  Folgerungen 
nicht  bloss  aus  einielnen  Theilen  der 


ansgeführten  Rechnung,  sondern  ans 
s&mmtlichen  sein,  weil  sonst  die  bei  der 
Bildung  der  Probeglcichung  übergangene, 
auch  in  keiner  Weise  geprüft  werden. 
Sind  r.  B.  eine  Seite  a und  die  Winkel 
«,  ß mithin  auch  y eines  Dreiecks  ge- 
geben, und  handelt  es  sich  darum  die 
beides  andern  Seiten  6 und  c tu  finden, 
so  hat  man  bekanntlich; 

a _ b _a c 

sinn-  sin  ß’  sin  n- sin  y’ 

also: 

fs  sin  ß a sin  y 

4=——,  c = — — 
sinn  sin  a 

Eine  identische  Folge  der  gegebenen 
Gleichung  ist  nun  allerdings  die  folgende : 

b _ c 
sin  ß ~ sin  y' 

Settt  man  aber  hier  die  Wcrthe  ein,  so 
würde  die  Identität  beider  Glieder  nur 
einen  kleinen  Thcil  der  Rechnnng  prüfen. 
Denn  welche  Werthe  auch  in  den  Aus- 
drücken von  b und  c den  Grössen  sin/? 
sin  y und  sin  a gegeben  wird,  immer  wird 
die  Gleichung 

b - c 
s in0  — sin  y 

identisch.  Diese  Formel  verbürgt  also 
nicht,  dass  die  sinus  in  der  Tafel  richtig 
anfgescblagen  seien,  sondern  nur,  dass 
die  Additionen  nnd  Subtractionen,  welche 
die  logarithmische  Rechnung  er  fordert 
nicht  fehlerhaft  sind.  Dagegen  wäre 
die  Formel: 

a — b cos  y + c cos  ß 

eine  gute  Probcformel,  da  im  Falle  die 
Sinus  falsch  genommen  sind,  die  so  er- 
mittelten Werthe  von  & und  c diese 
Glcichnng  nicht  verifieiren  würden. 

Bei  sehr  langen  Rechnungen  ist  es 
gnt,  Abschnitte  in  machen,  in  welchem 
man  den  bereits  ausgelührten  Theil  der 
Rechnung  durch  Proben  vcrificirt,  um 
nicht  unnützer  Weise  mit  dem  etwa  fal- 
schen Resultate  weiter  zu  rechnen. 

Wenn  keine  Probe  eine  vollständige 
Garantie  gewährt,  insofern  als  auch  ent- 
weder die  Probcreehnung  einen  Fehler 
enthalten  nnd  dieser  mit  dem  in  der 
wirklichen  Rechnnng  ansgeübten  sich 
compensiren  kann,  oder  auch  die  Reeh- 
nnngsfehlcr  möglicher  Weise  bei  richtig 
ausgeführter  Proberecbnung  eine  Com- 
pensation  bewirken,  so  ist  dieser  Fall 
doch  bei  gnten  Probeformeln  ein  sehr 
unwahrscheinlicher.  Inders  wird  doch 
bei  langwierigen  Rechnungen,  die  ans 
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sehr  viel  einzeln  zn  prüfenden  Theilen 
bestehen  und  auf  deren  Genauigkeit  viel 
ankommt,  wie  *.  B.  bei  der  Berechnung 
von  Tafeln,  wo  mit  der  Anzahl  der 
Proben,  sich  auch  die  Wahrscheinlichkeit 
einer  solchen  Compensation  steigert,  nur 
die  wiederholte  Ausführung  der  Rech- 
nung, wo  möglich  durch  einen  Andern 
und  in  anderer  Weise,  erforderlich  sein. 
Insofern  auch  hier  noch  Irrthümer  unter- 
laufen können,  hat  man  in  neuester  Zeit 
die  Berechnung  durch  Maschinen  versucht, 
(s.  Rechenmaschine)  wo  allerdings  die  in 
der  Zerstreutheit  des  Ausführenden  lie- 
gende Fehlerquelle  vermieden  ist.  Eine 
gewisse  Probe  für  Tafeln  gewahren  die 
Bildungen  von  Differenzreihen.  Da  rann 
nämlich  die  in  allen  Tafeln  enthaltenen 
Zahlen, (wenigstens  insofern  sie  nach  dem 
Taylorschcn  Satze  zu  entwickelnde  Funk- 
tionen geben),  in  gewissen  Grenzen  als 
arithmetische  Reihen  höherer  Ordnung 
betrachten  kann,  so  wird  man  durch  Bil- 
dung der  ersten,  zweiten  Differcnzreihc 
u.  6.  w.  endlich  zu  einer  Reihe  gelangen, 
welche  constantc  (oder  vielmehr  erst 
in  grösseren  Zwischenräumen,  sich  än- 
dernde) Zahlen  enthält,  und  für  diejeni- 
gen Glieder,  wo  in  den  entsprechenden 
Differenzen  eine  plötzliche  Aendcrung 
eintritt,  ist  ein  Fehler  anzunchmen.  In- 
dess  prüft  diese  Methode  nie  die  letzte 
Ziffer,  welche  Schwankungen  ausgesetzt 
Ist«  die  sich  jedoch  nur  auf  eine  oder 
einige  Einheiten  erstrecken.  Ist  also  nicht 
die  äusserste  Genauigkeit  erforderlich,  so 
reicht  diese  Probe  schon  aus.  Proben, 
ob  sie  nun  mehr  oder  minder  sicher  sein, 
sind  bei  jeder  Rechnung  auch  der  un- 
bedeutendsten nöthig,  indem  ohne  die- 
selben keinerlei  Bürgschaft  übernommen 
werden  kann.  Eine  ungeprüfte  Rechnung 
ist  eben  so  gut  als  gar  keine,  und  na- 
mentlich bei  längeren  Rechnungen  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  irgend  wo 
gefehlt  sei,  viel  grösser,  als  die  dass 
dies  nicht  geschehen  sei. 

Eine  gewisse  Bürgschaft  für  richtiges 
Rechnen  gewähren  die  sogenannte  Neuner-, 
Eilfer-  und  andere  Proben,  welche  auf 
den  Elementen  der  Theorie  der  Con- 
gruenzen  bemhen.  Bekanntlich  ist  jede 
Zahl  der  Summe  ihrer  Ziffern  nach  dem 
Modul  9 congruont,  d.  h.  beide  Zahlen 
geben  durch  9 divdiirt  denselben  Divi- 
sionsrest.  Ist  daher  eine  Rechnung 
richtig,  d.  h.  sind  beide  Seiten  einer 
Gleichung  identisch  und  ersetzt  man  die 
einzelnen  Glieder  durch  ihre  Ziff  emsumme, 
so  müssen  dieselben  nach  Modul  9 glei- 
chen Rest  geben.  In  der  Ausführung 
dieses  Satzes  besteht  die  Neunerprobe. 


Es  bilden  sich  aus  ihr  fllr  die  vier 
Spezies  folgende  Regeln.  Statt  Summen 
und  Differenzen  nimmt  man  von  den 
Ziffemsummen  der  einzelnen  Glieder  die 
Reste  nach  9 und  addirt  bezüglich  sub- 
trahirt  sic  und  bildet  dann  wieder  den 
Rest  nach  9.  Statt  der  Producte  nimmt 
man  das  Product  der  Reste  der  Ziffcrn- 
srnnmen  der  einzelnen  Faktoren.  Kom- 
men Divisionen  vor,  so  werden  die  Nen- 
ner weggeschafft  und  wie  oben  verfahren. 

Beispiel.  Es  soll  gefunden  werden: 

835674  x 27385  + 21836  - 10735. 

Dieser  Ausdruck  ist  gleich: 

22884943591. 

Bildet  man  nun  die  Ziffernsummen  der 
einzelnen  Zahlen  und  lässt  immer  die 
vielfachen  von  Neun  weg,  was  schon 
während  der  Rechnung  geschehen  kann, 
so  erhält  man: 

für  835674  6 

für  27385  7 

also  für  835674  x 27385 
oder  für  6*7  6 

für  21836  2 

für  10735  7 

also  für  die  ganze  zu  berechnende  Formel : 
64-2-7  = 1. 

Die  Ziffernsumme  des  Resultates 
22884943591 

hat  ebenfalls  1 zum  Rest,  so  dass  die 
Richtigkeit  desselben  insoweit  fesuteht, 
als  die  Ncunerprobe  eine  Garantie  zu 
bieten  vermag.  Auf  denselben  Grund- 
sätzen, jedoch  dem  Verfahren  nach  etwas 
complicirter,  ist  die  Eilferprobe.  Addirt 
man  von  rechts  an  alle  in  den  ungraden 
Stellen  befindlichen  Ziffern,  und  zieht  die 
Summe  der  in  den  graden  Stellen  be- 
findlichen davon  ab,  so  hat  die  so  ge- 
bildete Zahl  denselben  Rest  nach  Modul 
11  als  die  gegobene  Zahl.  Mit  den  so 
gebildeten  Prohczahlen  ist  also  ganz  wie 
bei  der  Neunerprobe  mit  den  Ziffern- 
summen zu  verfahren. 

Nehmen  wir  weder  das  obige  Beispiel, 
so  sind  die  Prohczahlen: 

von  835674 

oder  von  4 + 64-3  — (7  4-54-8) 

gleich  — 7 oder  gleich  -f  4. 
von  27385  gleich  — 5 oder  4-  6, 

also  vom  Producte  der  beiden  Zahlen 
oder  von  24  ist  die  Probezahl  2. 
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Für  die  Zahlen  21836  und  10735  er- 
hält man  bezüglich : 

1 und  10, 

so  dass  man  im  ganzen  hat: 

2 -f- 1 — 10  e=  — 7 oder  -f  4. 

Die  Probezahl  von  22'*84943591  ist 
ebenfalls  +4. 

Die  Vereinigung  beider  Proben  würde 
allerdings  schon  die  Richtigkeit  des  Re- 
sultats sehr  wahrscheinlich  machen.  In- 
dessen bewegt  sich  die  praktische  An- 
wendbarkeit dieser  Proben  aus  dem 
Grunde  in  sehr  engen  Schranken,  als  ja 
die  meisten  wissenschaftlichen  Zahlen- 
rechnungen mit  abgekürzten  Decimal- 
hrüchen  erfolgen,  und  abgekürzt  ausge- 
führt werden,  mithin  die  beiden  Seiten 
der  Oleichungen  nur  auf  eine  gewisse 
Anzahl  von  Stellen,  nicht  aber,  wie  dies 
die  Neuner-  und  Eilfcrprobe  verlangen, 
völlig  übereinstimmen.  Auf  solche  Rech- 
nungen also  findet  von  diesem  Verfahren, 
durchaus  keine  Anwendung  statt,  das- 
selbe beschrankt  sich  namentlich  auf 
kaufmännische  und  andere  im  gewöhn- 
lichen Leben  vorkommendc  Rechnungen, 
wo  es  dann  von  einigem  Nutzen  sein  mag. 

Rechnende  Astronomie. 

Derjenige  Theil  der  Astronomie,  wel- 
cher die  Bahnen  der  Planeten  und  Ko- 
meten nnd  ihre,  so  wie  der  Fixsterne 
am  Himmel  finden  lehrt.  Sie  wird  in 
die  spbärisehc  nnd  die  theorische  Astro- 
nomie eingetheilt,  von  denen  sich  die 
erstere  hauptsächlich  mit  den  Fixsternen, 
die  letztere  mit  den  Planeten  und  Ko- 
meten beschäftigt  (vergleiche  die  ent- 
sprechenden Artikel). 

Rechtläoflg  (Astronomie). 

So  heisst  ein  Planet  oder  Komet,  der 
sich  von  Westen  nach  Osten  (von  der 
Erde  aus  gesehen)  bewegt.  Die  Bewe- 
gung in  umgekehrter  Richtung  heisst 
rückläufig.  Die  wahre  Bewegung  aller 
Planeten  ist  rochtläuflg,  die  der  Kometen 
ist,  bei  einigen  rückläufig  bei  andern 
rechtläufig. 

ReciprocitAt.  (Geometrie.  Primipder 
Polarität  oder  des  Dnalismns). 

Diesem  Prinzip  zu  Folge  entspricht 
denjenigen  Sätzen,  welche  von  der  Lage, 
von  den  Linien  und  Punkten  handelt, 
immer  ein  anderer  Satz , worin  diese 
Elemente  mit  einander  vertauscht,  d.  h. 
die  Linien  /durch  Punkte,  die  Punkte 
aber  durch  Linien  ersetzt  sind,  z.  B.  dem 


bekannten  Satz  an»  der  Geometrie  der 
Lage. 

„Sind  zwei  Dreiecke  so  beschaffen, 
dass  wenn  man  die  entsprechenden  Ecken 
des  einen,  mit  denen  deB  andern  ver- 
bindet, sich  die  drei  Verbindungslinien 
in  einem  Punkte  schneiden,  so  müssen 
die  Schnittpunkte  je  zweier  entsprechen- 
den Seiten  auf  einer  Graden  liege«,“ 
steht  ein  anderer  Satz  gegenüber: 

„Sind  zwei  Dreiecke  so  beschaffen  uud 
gelegt,  dass  die  Schnittpunkte  der  ent- 
sprechenden Seiten  in  einer  Graden  lie- 
gen, so  müssen  die  Verbindungslinien 
der  entsprechenden  Eckpunkte  sich  in 
einem  Pankte  schneiden." 

Man  sieht,  dass  in  solchen  Sätzen 
dem  Schnittpunkte  zweier  Graden,  die 
Verbindungslinie  zweier  Punkte  entspricht. 
Auch  im  Raume  finden  dergleichen  Re- 
ciprocitätsbeziehnngen  statt. 

Namentlich  entsprechen  sieh  hier  die 
Ebene  und  der  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehende  Strahl , so  dass  dem 
Schnitte  zweier  Ebenen  der  von  zwei 
Strahlen  gebildeten  Ebene  entspricht  und 
umgekehrt. 

Dies  Prinzip  lässt  sich  anf  verschie- 
dene Wege  ableiten.  Beschränken  wir 
nns  hier  auf  die  Ebene,  so  folgert  man 
es  gewöhnlich  aus  den  Eigenschaften  von 
Pol  nnd  Polare.  (Siche  den  Artikel: 
nenero  Geometrie. 

Da  nämlich  in  Bezog  anf  jeden  gege- 
benen Kegelschnitt  eine  jede  grade  Linie 
einen  Pol  und  jeder  Punkt  eine  Polare 
hat,  so  rechtfertigt  sich  die  Beziehung 
der  Reciprocität  aus  den  Sätzen: 

„Wenn  gewisse  Punkte  in  einer  Gra- 
den legen,  so  schneiden  sich  ihre  Polaren 
in  einem  Punkte,  dem  Pole  dieser  Graden,“ 
und  : 

„Wenn  gewisse  Linien  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  so  liegen  ihre  Pole 
in  einer  graden,  der  Polare  dieses  Punktes.“ 

Diese  Sätze  zeigen  nämlich,  indem  man 
Punkt  und  Linie  immer  als  Pol  und 
Polare  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
auffasst,  wie  die  Elemente  „Punkt  und 
Linie“  vertauscht  werden  können. 

Wenn  man  zu  jedem  Funkte  irgend 
einer  Curvo  sich  die  Polare  denkt,  so 
hüllen  alle  diese  Linien  eine  andere 
Cttrve  ein.  Beide  Curven  heissen  „reci- 
proke  Polaren“  offenbar  nämlich  ist  ihre 
Entstehungsweise  aus  einander  eine  ge- 
genseitige. Aus  dem  Dualitätsprinzip 
lassen  sich  nun  leicht  aus  der  Eigen- 
schaft einer  Curve  polare  Eigenschaften 
der  andern  finden.  Dies  ist  namentlich 
für  die  Kegelschnitte  wichtig,  deren  re- 
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ciproko  Polaren  wieder  Kegelschnitte 
sind.  Somit  lassen  sich  den  Sätzen,  die 
sich  anf  Lage  von  Linien  und  Punkten 
in  den  Kegelschnitten  beziehen,  andere 
polare  Sätze  in  Bezug  auf  dieselben 
Curven  cntgegenstellen  z.  B.  dem  Satze : 
„Die  drei  Punkte  in  deren  jedem  ein 
Paar  Gegenseiten  eines  in  eine  Cnrve 
zweiter  Ordnung  beschriebenen  Sechsecks 
sich  schneiden,  liegen  in  einer  und  der- 
selben Graden,“ 

steht  der  polare  Satz  gegenüber: 

„Die  drei  Diagonalen,  deren  jede  ein 
Paar  Gcgcnpnnktc  eines  um  eine  Curve 
zweiter  Ordnung  beschriebenen  Sechsecks 
verbindet,  schneiden  sich  in  einen  Punkt.“ 
Nach  der  Entstehungsweise  rcciprokcr 
Curven  entsprechen  sich  nämlich  immer 
ein  Punkt  in  der  Peripherie  und  eine 
Tangente',  also  den  Ecken  des  einge- 
schriebenen Vielecks  entsprechen  die 
Seiten  des  umschriebenen  und  umgekehrt. 

Um  die  Gleichungen  zweier  rcciproken 
Polaren  zn  beziehen,  schlägt  Plücker, 
(siehe  dessen  Werke  analytische  geo- 
metrische Entwicklungen  uud  Systeme 
der  analytischen  Geometrie)  folgendes 
Verfahren  ein : 

Sei  aus  dem  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  0 (Fig.  312)  ein  Kreis  geschla- 
gen, dessen  Radius  der  Einheit  gleich  sei. 


Fig.  312. 


Sei  A ein  beliebiger  Punkt,  dessen 
Coordinatcn  x und  y sein,  A l"  die  Polare 
dieses  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis. 
Indem  wir  einen  Kreis  als  den  einfach- 
sten aller  Kegelschnitte  als  diejenige 


Curre  annehmen,  auf  welche  die  reci- 
proken  Polaren  bezogen  sind. 

Es  ist  dann,  da  B,  C,  A,  D harmo- 
nische Punkte,  aber  CO  = OD  = 1 ist: 

1 + AO  : 1 - AO  - 1 + BO  : BO  - 1, 
d.  h. 


Nun  ist  offenbar: 

BO  _ x BO  _ y 
XÖ~ÄÖ'  YO~  ÄÖ' 

d.  h.: 

XO  = -,  10  = —. 

* y 

Man  kann  nun  die  Werthe 
XO  nDd  YO 

als  Coordinaten  der  Linie  XY  betrachten, 
d.  h.  man  nimmt  als  BestimmnngsstQcke 
dieser  Linie  die  umgekehrten  (reciproken) 
Werthe  der  Abschnitte,  welche  sie  auf 
beiden  Axen  vom  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  bildet.  Dergleichen  Coor- 
dinaten nennt  Plücker  Liniencoordinaten, 
und  setzt  sie  den  gewöhnlichen  recht- 
winklichcn , die  er  Punktcoordinaten 
nennt,  gegenüber.  Man  hat  nun  den 
Satz: 

I.  „Ein  Punkt  und  seine  Polare  ha- 
ben dieselben  Coordinatenwerthe,  wenn 
der  erstere  anf  Punkt-,  der  letztere  auf 
Liniencoordinaten  bezogen  ist.“ 

Findet  nun  zwischen  einer  stetigen 
Reihe  von  Punkten,  eine  Beziehung  statt, 
so  wird  dieselbe  Beziehung  auch  für  die 
Polaren  dieser  Punkte  gelten,  und  wenn 
die  Punkte  also  irgend  eine  Curre  bil- 
den, deren  Gleichung  f(x,  y)  = 0 ist,  so 
gilt  die  Gleichung  für  die  Einhllllungs- 
curve  der  Polaren,  d.  h. : 

II.  „Zwei  reciproko  Polaren  haben  die- 
selbe Gleichung,  jedoch  ist  die  eine  auf 
Punkt-,  die  andere  auf  Liniencoordina- 
ten bezogen.“ 

Liegen  Punkte  in  einer  Graden,  so 
schneiden  sich  ihre  Polaren  in  einem 
Punkte,  der  also  als  die  Einhüllungs- 
curvc  dieser  Graden  zn  betrachten  ist. 
Da  nun  die  Gleichung  einer  Graden  in 
Punktcoordinaten  linear  ist,  so  folgt : 

III.  „Eine  lineare  Gleichung  in  Li- 
niencoordinaten kommt  immer  einem 
Punkt  zu.“ 

Es  soll  noch  eine  in  Punktcoordinaten 
gegebene  Cnrve  in  Liniencoordinaten 
ansgcdrückt  werden. 

Wir  bezeichnen  die  ersteren  mit  u 
und  r,  die  letzteren  mit  x und  y.  Et 
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Fig.  313. 


ist,  wenn  OQ  (Fig.  313)  die  Richtung 
der  Axe  der  x,  OP  die  der  y bedeutet, 
PQ  eine  Tangente  an  den  Punkt  M ist: 

OQ=  ORA-RQ  = x-y~ 


OP=  OS  + SP  = y - x 


also: 


£' 


1 dx  1 dy 

V = x-y5?  T =»-zdl- 


Sei  die  Gleichung  die  eines  Kegelschnittes : 

- + £ = 1, 

a b 

so  erb&lt  man: 

dy  __  xb 
dx  ya * 

also : 

±=x+y'i  = (*-!+*')  i = ± 

u xb  \a  b / x x 

1 x*4  /x»  «*\  4 4 

— =y  + — =(—  + x)  — = — - 

r ya  \o  6 / y y 

woraus  sich  dann  ergibt: 

x = au,  y = vb, 

und  indem  man  diese  Werthe  in  die 
Gleichung 


einsetzt: 


X*  I/* 

-+V  = 1 


au’  -f  4e*  = 1, 


d.  h.  die  Gleichung  ist  wieder  zweiter 
Ordnung,  und  du  diese  Gleichung  zugleich 
die  der  reciprokcn  Polaro  in  Punktcoor- 
dinaten  ist,  so  ist  die  reciprokc  Polare 
eines  Kegelschnitts,  bezogen  auf  einen, 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
gehenden  Kreis  wieder  ein  solcher,  und 
gleichseitig  mit  dem  gegebenen  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel,  mit  gemeinschaft- 
lichem Mittelpunkt,  wobei  ausserdem  die 


Axen  der  einen  Curve  die  rcciproken 
Werthe  von  denen  der  andern  sind. 
Beide  Kegelschnitte  sind  somit  ähnlich 
und  ihre  Axen  stehen  auf  einander 
senkrecht. 

Die  reciprokc  Polare  einer  Curve  hö- 
herer Ordnung  kann  nicht  mehr  von  der- 
selben Ordnung  sein;  da  sie  aber  in 
Linicucoordinaten  eine  Gleichung  von 
demselben  Grade  hat,  so  theilt  man  die 
Cnrvcn  überhaupt  in  Cnrven  der  zweiten, 
dritten  u.  s.  w.  Klasse,  je  noch  dem  Grade 
ihrer  Gleichung  in  Linicncoordinaten, 
so  dass  jede  Curve  znr  Klassenzahl,  die- 
selbe Zahl  hat,  welche  ihre  reciproke 
Polare  znr  Ordnungszahl  hat.  Da  nun 
die  Ordnungszahl  einer  Curve  unter  an- 
dern anzeigt,  wie  oft  eine  gegebene  Grade 
diese  Curve  schneidet,  (die  imaginären 
Schnittpunkte  natürlich  mitgerechnet) 
jedem  Schnittpunkte  aber  eine  Berüh- 
rungslinic  in  Bezug  auf  die  Polare  ent- 
spricht, so  zeigt  die  Klassenanzahl  an, 
wie  viel  Tangenten  sich  von  einem 
Punkte  uus  an  die  Curve  ziehen  lassen. 
— Für  die  Kegelschnitte  stimmen  diese 
beiden  Zahlen  überein,  sie  betragen  näm- 
lich 2. 

Näheres  über  diese  Theorie  enthalten 
namentlich  die  schon  angeführten  Werke 
von  Plückor,  ferner  die  von  Monge, 
Foncelct  ( von  Letzterem  sind  die  Ab- 
handlungen in  den  Comptes  rendues,  in 
Lionvillcs  and  Crcllcs  Journal  nament- 
lich die  des  letztem  Journals  Memoirn 
lur  la  theorie  des  polaires  reciproques 
zn  beachten)  auch  Carnots  Geometrie  de 
Position  enthält  Einschlagendes,  nier 
gestattet  der  Kaum  nicht , weiter  auf 
diesen  Gegenstand  einzugehen. 

Reciprocitltsgesetx  (Zahlenlehre). 

Dieses  Gesetz,  das  von  Legend  re  her- 
rührt, und  von  Gauss  als  Iheorema  fun- 
damentale bezeichnet  wird,  bezieht  sich, 
wie  cs  ursprünglich  hingestcllt  worden 
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ist,  auf  die  quadratischen  Reste  und  lehrt 
die  Frage,  wann  eine  Primzahl  a in 
Bezug  auf  eine  andere  h quadratischer 
Rest  ist,  auf  die  Frage  zurückführen, 
wann  b in  Bezug  auf  a quadratischer 
Rest  ist.  Der  erste,  der  diesen  Sat*  be- 
wiesen hat,  ist  Gauss.  Seine  Beweise 
sind  theils  in  den  disquisiliones  arilh- 
melicae , theils  in  den  Schriften  der  Göt- 
tinger Gesellschaft  enthalten.  Einer  dieser 
Beweise  so  wie  einer  von  Diricblct  ist 
in  dem  Artikel  „quadratischer  Rest“, 
Abschnitt  12 -14)  enthalten,  wo  man  das 
Theorem  selbst  aufsuchen  möge.  Es 
sind  aber  später  ähnliche  Gesetze  für 
cubisehc  und  biqnadrntische  Reste,  (dieses 
von  Gauss,  jenes  von  Jacobi)  aufgefun- 
den  und  auf  verschiedene  Weise  bewie- 
sen worden.  Namentlich  ist  hierbei  auf 
einen  Beweis  von  Eisenstein  hinzuweisen 
(siehe  Crcllc  Bd.  28  u 29),  der  alle  drei  da- 
mals bekannten  Gesetze  aus  derselben 
Quelle,  den  trigonometrischen  und  ellip- 
tischen Functionen,  ableitet.  Zu  bemer- 
ken ist  jedoch,  dass  diese  Gesetze  sich 
nicht  mehr  auf  beliebige,  sondern  nur  auf 
die  complexen  Primzahlen  beziehen  (siehe 
den  Artikel : complcxe  Zahl).  Kummer  hat 
ein  allgemeines  Reciprocitätsgcsetz  für 
Reste  jeden  Grudcs  aufgestcllt.  Hierbei 
aber  nehmen  die  von  ihm  in  die  Arith- 
metik eingeffihrten  „idealen  Primzahlen“ 
die  Stelle  der  gewöhnlichen  oder  der 
complexen  ein.  Die  Fundamente  dieser 
Theorie  gibt  der  Artikel:  ideale  Factoren. 
Vergleiche  übrigens  Kummers  in  den 
Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
enthaltenen  Aufsätze : 

„Theorie  der  idealen  Primfactoren 
(1857)“  und: 

„Ueber  das  allgemeine  Reciprocit&ts- 
gesetz,“ 

Reciproke  Gleichung.  (Algebra). 

Eine  Gleichung,  wo  die  Coefficienten 
der  von  der  Mitte  gleich  weit  entfernten 
Glieder  übereinstimmen.  Eine  solche 
lässt  sich  mittels  einer  quadratischen 
Gleichung  auf  die  halbe  Gradzahl  re- 
dneiren.  (Vergleiche  den  Artikel:  Qua- 
dratische Gleichung,  Abschnitt  9). 


Rectascension  (Astronomie,  auch  grade 
Aufsteigung). 

So  heisst  die  Entfernung  des  Deelina- 
tionskreises  eines  Gestirnes  auf  dem 
Acquator  gemessen  vom  Frühlingspunkte 
(ansteigenden  Knoten).  Die  Rectascen- 
sion wird  entgegengesetzt  der  schein- 
baren Bewegung  des  Himmels  von  Null 
bis  360°  gezählt.  Rectasce§sionen  und 
Dcclinationen  geben  ein  auf  den  Aequator 
bezogenes  Coordiuatensystem  für  den 
Himmel,  und  bestimmen  also  die  Orte 
der  Gestirne.  (Vergleiche  den  Artikel: 
Astronomie.) 

Rectification  der  Curven  (Geometrie). 

So  wird  die  Verwandlung  eines  ge- 
gebenen Cnrvcnbogens  in  eine  Grade, 
oder  was  mit  dieser  Aufgabe  identisch 
ist,  die  Berechnung  der  Länge  dieses 
Bogens  genannt.  Wie  auch  die  Rectifi- 
ention  der  Curven  begründet  werde,  man 
ist  immer  genöthigt  dieselbe  auf  den 
Satz  zu  stützen , dass  eine  Bogenlänge 
mit  der  von  seinen  Eckpunkten  aus  be- 
schriebenen und  aus  Sehnen  bestehen- 
den gebrochenen  Linie  Zusammenfalle, 
wenn  die  Länge  jeder  dieser  Sehnen  sich 
der  Null  nähert. 

Ehe  wir  zum  Beweise  dieses  Satzes 
und  zur  Aufstellung  der  allgemeinen 
Rectificationsformeln  mit  Hülfe  der  Infi- 
nitesimalrechnung schreiten , wollen  wir 
jedoch  einige  auf  elementarem  Wege 
ausführbare  Rectificationen  geben. 

Beginnen  wir  mit  der  gewöhnlichen 
Parabel,  deren  Gleichung  in  rechtwink- 
ligen Coordinaten: 

y*=-2px, 

wo  der  Anfangspunkt  in  den  Scheitel- 
punkt der  Parabel  fällt,  und  die  Axe 
der  x zugleich  die  Huuptoxc  der  Parabel 
ist.  Zieht  man  von  beliebigen  einander 
sehr  nahen  Punkten  der  Parabel  JV,  \r 
AT,  ...  (Fig.314)  Lothe  auf  die  Axe  der  x, 
und  denkt  sich  dem  angegebenen  Prinzip 
zufolge,  die  Sehnen  ÖS\  JViV,,  A, 
als  mit  den  entsprechenden  parabolischen 
Bogen  zusammenfallend,  so  ist,  wenn 


Reciproker  Werth  (umgekehrter 
Werth). 

Der  reciproke  Werth  der  Zahl  a wird 


OMs 


OMf  = xf,  NMf  = yt, 

= XS-1> 


die  Zahl  - genannt  Mit  Hülfe  einer  8eseUt  wird’  offcnbar: 

a 

Tafel  der  reciproken  Werthe  der  Zahlen  ^s_  ,^,  = y |)*+ i): 

lüsst  sich  jede  Division  in  eine  Mnlti- 

plication  verwandeln.  Eine  solche  Tafel  Hieraus  erhält  man  für  den  gnnien 
gibt  der  Artikel : Quotient.  Bogen : 
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Fig.  314. 


wo  r0  — 0,  y„  — 0 zu  setzen  ist.  Wegen  der  Gleichung  der  Parabel  ist  nun: 

V 

xt  — 2/»  ’ 

also,  wenn  man  dies  einsetzt : 

° v, = 

wofflr  man  auch  setzen  kann,  da  der  Unterschied  von  und  verschwin- 

dend klein,  also : yf  + y^_  = 2yt_  j ist: 

0N.  = 7 \l’~  ‘ (9,  ~ »)  Y^+~^r 

Auf  diesen  Ausdruck  wenden  wir  die  von  Euler  herrührende  Methode  des  Rational- 
machens  an,  d.  h.  wir  setzen: 

+ «,_,■ 

oder: 

P*  = 2«,  _,y,_, 

woraus  sich  ergibt: 

P* P*  “V  P*  + "\-1 

»ia_v  yp5 +»■,_, =-fc—t 

(“r-1  (•*/_, 

y‘~y'-i= ’ 

oder  mit  Berücksichtigung  des  verschwindend  kleinen  Unterschieds  zwischen  uf 

und  ut ( : 

“()(P,  + “,I_1)’ 
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Deber  das  Gesetz,  nach  welchem  y(  aus  oder  «(  aus  » entsteht,  war 

keine  bestimmte  Anahme  gemacht,  und  es  war  dies  auch  nicht  nöthig,  da  voraus- 
gesetzt, dass  die  entsprechenden  Ordinaten  einander  unendlich  nabe  liegen,  in  jedem 
Falle  die  Summe  der  Sehnen  OXf  mit  Bogen  0Xf  zusammenfällt.  Bestimmen 

wir  jetzt  dies  Gesetz  so,  dass  u(  = pu(  ( sein  soll,  wo  p eine  Constante  ist. 

Es  darf  dann  der  Bedingung  gemäss  p nur  um  eine  verschwindende  Grosse  von 
der  Einheit  abwcichen  und  man  hat: 


«i  = ep.  «,  = e'p,...  «,  = ? />; 


wegen  der  Gleichung 


j/p.+y',_,  = (y,_ , + 

ist  nämlich,  da  y0  = 0 war,  u0  zz  p}  also : 

p<-1  (i  ~e)(p*  + g^,~l V)* 


o.v 


4p3(‘-'V* 


P i = o 

oder  wenn  man  diesen  Ausdruck  vereinfacht: 

f=i-l  (l  + p^1-*)). 


o.v  v 


( = 0 p2(*-') 

Diese  Summe  zerfällt  in  die  von  drei  andern : 


ON 

s 4 r 


rr\ 

l * = 0 


+ 2i‘  1 p^‘- 


1=0 


-O+SXO)1!. 

<=o  J 


Die  beiden  ersten  Bcihen  sind  geometrische. 
Als  Summen  ergeben  sich  bez&glicb : 

eHl-g-'1) 


i-e 


uud 


l-e 

— Ir,  2s, 

Q 0-~9  ) 


— 2 


»I  “ 4 /a  • \ 

e (i-e ) 


2t 

e 


l- 


1-p*  e*  ((?■-•) 

während  die  Summe  der  dritten  Reihe  gleich  $ ist ; man  erhält  also  : 


°"-=f?Ö+7)('+^rt)  + 

Es  ist  nun:  uf  — p*p,  also: 


pß-e)* 

2 


p =7,  .= 


lg»,  - lg  P 

Igp  •. 

Da  aber  p nur  unendlich  wenig  von  der  Einheit  abweicht,  ist  zu  setzen : 

2t  — 6 


st  _ ‘ 


also: 


l+p=:2,  p*  = l,  lgp  = p-l, 

(u  u 


wo  also  zu  setzen  ist: 


”t  = +V  -v« 
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und  somit: 


woraus  dann  folgt : 


-I 


P* 


wo  y für  y,  gesetzt  ist.  — Für  den  Brennpunkt  der  Parabel  ist  y = p,  also: 


m‘  = r*+ |lo*(1+v®- 


Diese  Formel  stellt  also  die  Länge  des 
parabolischen  Bogens  vom  Scheitelpunkte 
bis  za  der  durch  den  Brennpunkt  ge- 
henden Ordinate  vor. 

Es  ist  zu  erkennen,  dass  diese  Me- 
thode im  Wesentlichen  nichts  anders  ist, 
als  die  in  der  Integralrechnung  ange- 
wandte. Gleiches  lässt  sich  aber  wohl 
von  allen  Methoden  sagen,  welche  die 
durch  Integralrechnung  gewonnenen  Re- 
sultate auf  elementarem  Wege  darstcllen 
sollen 

Die  Rectification  des  Kreises  führt 
unmittelbar  auf  die  Quadratur  desselben 
zurück.  Vergleiche  hierüber  den  Artikel 
Quadratur  (geometrische).  Im  Uebrigen 
sind  Kreis  und  Parabel  die  einzigen  Ke- 
gelschnitte, deren  Rectification  in  Form 
von  Functionen  , die  nicht  durch  Inte- 
grale definirt  sind,  gelingt,  und  sonach 
leuchtet  es  ein,  dass  überhaupt  nur  in 
seltenen  Fällen  algebraische  Curven  sich 
in  Form  bekannter  Functionen  rectifi- 
ciren  lassen. 

Von  den  transcendenten  Curvon,  wo 
dies  möglich  ist,  merken  wir  besonders 


die  Cycloide,  Epicycloide  nnd  Hypoey- 
cloidc.  Uebcr  diesen  Gegenstand  ist  das 
Nöthige  in  dem  Artikel : Radlinicn  ent- 
halten. Hierbei  bemerken  wir  noch, 
dass  sich  Epicycloiden  und  Hypocycloi- 
den  bilden  lassen,  welche  algebraische 
Curven  von  beliebig  hoben  Graden  sind. 
Dies  ist  nämlich  der  Fall  wenn  der  feste 
und  der  erzeugende  Kreis  Radien  haben, 
die  in  einem  rationalen  Verhältnisse 
stehen  (vergl.  hierüber  den  Abschnitt  3) 
des  Artikels:  Radlinic).  So  gelingt  es 
unendlich  viel  algebraische  Ourvcn  die 
rectificirbar  sind,  zu  finden. 

Wegen  ihrer  historischen  Wichtigkeit 
betrachten  wir  noch  die  Rectification  der 
Ncill’schen  Parabel,  deren  Gleichung  ist: 

ay>  = x* 

auf  elementare  Weise.  Es  ist  diese  Curve 
nämlich,  wie  es  scheint,  nächst  dem  Kreise 
die  erste,  bei  der  es  gelangen  ist,  sie  zu 
rectificiren. 

Ganz  wie  bei  der  Apollonischen  Pa- 
rabel gelangen  wir  zu  der  Formel: 


0iV.  = . >• + - »i-i  )• 

wo  x0  = y,  = 0 ist.  Woraus  sich  denn  mittels  der  Gloichung  der  Curve  ergibt: 
«=*— l / ' i T » 

0iV'  = if«  y(*«-*i-«),+7(x»  *!- .>*■ 

oder  wenn  man  setzt  x(  = z*: 


ov* " ,='o  V (i*’ " •«- «)§ + i *)' 

- — l),+  "7  i + ®i—  i’)*» 

oder  mit  Berücksichtigung  des  verschwindend  kleinen  Unterschiedes  von  ij 


und  i 


t—  t 1 
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°N.=t*0 


*=»— 


=2|o 


wo  — = i>  gesetzt  iat.  Es  kann  nämlich  die  Grösse  a immer  als  positiv  ange- 
4a 

nommen  werden,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  die  Substitution  *,  = — * die- 
selbe positiv  machen  würde. 

Gans  wie  im  vorigen  Falle  wendet  man  die  Euler'schc  Substitution  an : 


und  erhält: 


yi+4’*,,_i=4*i_1+“,_l 


24“i-tut 


yi+i*»*,,  =: 


l + K’ 


I— t 


2« 


t—  l 


woraus  sich  dann  mit  Rücksicht  auf  den  verschwindenden  Unterschied  von 
nnd  u(  ergibt: 

! f=— « t>E+«,<-.)1  a 


Oy  = jrä  2 

* 44  1 = 0 


1 


1 t-*—1  [ — 2 * ) 

S=f£§  <•«-!—«>  + 


u 

Es  ist  nun  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  apollonischen  Parabel  au  machen, 
nämlich : 

s, 

oder  da 
aho : 

OiY 


50  = 0,  «*  = 1 ist,  «.  = !», 


Die  Summe  »erlegt  sich  also  in  vier  geometrische  Reihen,  und  man  crhftlt  für 
dieselbe : 

e*(i-e~3<)  , p(l-e')  _ e~‘  fl-g*)  _ p 3(i-gJ*) 


1-<T 


i-e' 


l-t 


i-e* 


(e3*-i)  d-e3,~9)  + Ce*  - D (i-g*~3) , 

p3*“#(p*-1)  p*~2(p-'> 


oder  mit  Berücksichtigung,  dass  die  Zahlen  2,  3,  6,  9 gegen  * verschwinden: 

0A-  = »Zi  _ (f*-4)1 1 (g2‘  + p‘  + l)»  + 1 1 , 

46  'p3*(i-e*)  e*(i-p)i  4i?e*  1 3a‘*  I 

oder  mit  Berücksichtigung  des  Wcrthes  von  g*  = u : 
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(u-2+u-1) 

= I2M «“.  + 1 + “.  >’+3>’ 

wo  in  letzen  ist  

»i  = yi +*•*,- *y*<t 

•lao: 

«j-1  = yi +b,xf  + h-y*t 

■onach  ergibt  «ich  schliesslich:  

o»=BIyinT5rp-i)=|{/(,+5)+t}- 

2)  Wir  geben  jetzt  die  allgemeinen  Formeln  zur  Bectification  der  Curven. 

Sei  AB  (Fig.  315)  der  Bogen  einer  beliebigen  Curve,  die  wir  der  Allgemein- 


Fig.  315. 


beit  wegen  als  doppelt  gekrümmt  annehmen,  alt  a,  ....  a*  . . . Punkte  auf  der- 
selben zwischen  A und  ß,  und  seien  je  zwei  auf  einander  folgende  Punkte  durch 
eine  Sehne  verbunden,  so  ist  die  Länge  einer  solchen  Sehne  <«n,  ans  den 

Coordinaten  der  Endpunkte  zu  bestimmen.  Es  seien 

0,„  = *«•  'ne»  = V *»“»  = *» 

die  Coordinaten  von  an, 


Ol 


n+ 


i -*n+i>  *n+ 1 eit+ 1 yn-M’  en+l°»+l  ‘n+l 


die  von  ferner  rtn<7  und  9 ^ bezüglich  parallel  den  Axen  der  x und  y ge- 

zogen} so  ist: 


V = aVn“V  9h-*n±x  "V  *“is+l=*«+i-*»’ 


und 


V »+t  = <*n+ 1 - + <Vm  - *n'>'  + (‘»+1  - *■>*■ 

Ea  wird  also  der  Weith  der  gebrochenen  Linie 

Aa.a,  ...  «„«n+1  ...  B 
dargeatellt  sein  durch  die  Summe: 


H—  i 

2 

rt  — 0 


2 y(*.  + 1 - + (yB+ 1 - *n>'  + (•»+  I ~ *»>’’ 

i—  A » 
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wo  a*  = ß de r letzte  Eckpunkt  der  gebrochenen  Linie,  a0  = A der  erste  ist. 

Denkt  man  sich  die  Anzahl  der  Punkte  a zunehmend  und  einander  näher  rückend, 
so  nähert  sich  dieser  Ausdruck  einer  ganz  bestimmten  Grenze  S,  welche  durch 
das  Integral  gegeben  ist: 

s-/'  r 

Die  Grenzen  « und  ß sind  die  den  Punkten  A und  II  entsprechenden  Wcrthe 
von  x.  Nach  den  Eigenschaften  solcher  Ausdrücke,  (vergleiche  den  Artikel: 
(anal)  tische)  Quadraturen)  ist  dies  Integral  unabhängig  von  dem  Gesetze,  durch 
welches  die  Zwischenräume  der  Punkte  a,  . . . verbunden  sind,  vorausgesetzt, 
dass  alle  diese  Punkte  auf  der  Curve  A II  liegen,  und  die  Entfernungen  je  zweier 
nächsten  Punkte  verschwindend  klein  sind;  unter  diesen  Bedingungen  ist  also  S die 
Grenze  jeder  gebrochenen  Linie,  deren  Eckpunkte  auf  der  Curve  AB  liegen.  Es 
lässt  sich  nun  zeigen,  dass  alle  diese  Curven  nicht  allein  gleiche  Länge  haben, 
sondern  auch  völlig  zusammcnfallen.  Das  Stück  einer  solchen  Linie  zwischen 
a 


und  'St  nämlich  gleich: 


f. 


n-H 


) fix * -f-  dy 5 -(-dz*. 


Denke  man  sich  einerseits  die  grade  Linie  an  , und  die  Linie  a 6,6.  ...  a 

>i  « + 1 ' it  1 1 *-f  i' 

wo  6,4,  . . . Punkte  der  Curve  sind,  so  stellt  das  Integral  beide  Linien  dar;  diese 
haben  also  gleiche  Länge.  Da  nun  von  zwei  gleichen  Linien,  die  gemeinschaftliche 
Eckpunkte  haben,  von  denen  eine  eine  grade  ist,  die  andere  mit  ihr  zusammen- 
fallen muss,  so  liegen  auf  der  verschwindend  kleinen  Graden  0flan+l  auch  die 

Punkte  6,4,...,  und  da  diese  ganz  beliebig  zwischen  a und  a auf  der 

M 1 

Curve  genommen  waren,  so  sehen  wir,  dass  die  Grenze  S eine  Linie  vorstellt, 
auf  der  sich  alle  Punkte  von  der  Curve  AB  befinden,  mithin  diese  Curve  selbst 
Es  ist  also  die  allgemeinste  Rectificationsformcl  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 


1) 


*=/;  w* 


2) 


Bei  einer  einfach  gekrümmten  Linie  erhält  man  t = 0,  also: 

-f.  RgV 

Führt  man  Polarcoordinaten  ein,  setzt  man  also  im  Falle  einer  einfach  ge- 
krümmten Linie: 

x = r cos  9,  y = r sin  9 
dx  — — r sin  9d9  + cos  9 dr 
dy  = r cos  9d9  + sin  9dr, 


I » 


woraus  eich  ergibt: 
so  hat  man: 

3)  S = 


dx'1  +rfy*  = rVS*  + dr *, 


-Ja  i1  + r'l£dr=f9  ir'+W>di' 

wo  a und  6 die  Anfangswerthe  von  r,  rj.  h die  entsprechenden  Werthc  von  9 sind. 
Bei  doppelt  gekrümmten  Linien  ist: 

x = r cos  9,  y = r sin  S cos  y , s = r sin  9 sin  t/. 
dx  = — r sin  9 d 9 + cos  9dr 

dy  — — r sin  9 sin  yd//  + r cos  9 cos  <fd9+  sin  9 cos  ydr 
dz  = r sin  9 cos  ydy  + r cos  9 sin  qd9+  sin  9 sin  <jdr. 


also: 


somit: 

4) 
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dx * + dy*  ■+■  di*  — r*d9*  + r*  sin  $’<&/.  ’ + dr* 

I 


S=./„  ^1+r'^T  + r',iD9'l£dr- 


3)  Von  diesen  Formeln  sind  einige  Beispiele  zu  geben: 

Die  Gleichung  einer  Parabel  höherer  Ordnung  ist: 


Man  erhalt : 


yn  = pn-mx” 


1-* 


, _ n—  m m— I 

dü  _ "P  * ■ _ - Hxa 

rfx  ~ n—  t n ” 

»y 

also  mit  Hülfe  der  Formel  2)  des  vorigen  Abschnittes : 


wo  « = 0 gesetzt  ist. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  die  Integration  nicht  in  jedem  Falle  geling 
Abschnitt  1)  haben  wir  die  Fälle  n = 2,  m = 1 , und  wo  it  — 2,  m-8 
bereits  behandelt. 

Setzt  man  allgemein: 


so  kommt: 


ein  Integral,  welches  sich  leicht  berechnen  lässt,  wenn. 


■GR 


Zahl  ist.  Sei  somit 


also : 


'(t-0 


= *, 


» 1 _'2A  + I 

n " 1 + 2*  = 2*  ' 


In  diesem  Falle  hat  die  Parabel  also  eine  Gleichung  von  der  Form: 

,k  *,4+l  , 


dieselbe  wird  rectificirt  durch  den  Ausdruck: 


'-/f+mv4"*"* 


Setzen  wir  noch: 


U In 

war, 


ganze 
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1 


■o  kommt: 


(2 p k ~9  l,nd  V'l+S*  = «<. 

i'*“1 

4 


du 


und  die  Integration  gelingt  immer  in  einfachster  Weise  in  Form  einer  ganten 
algebraischen  Funktion  von  u.  Die  Neillsche  Parabel  ist  offenbar  der  einfachste 
Fall  und  entspricht  dem  Werthe  von  k gleich  Eins. 

Setzt  man  dagegen : 

m _1~ 2i-l' 

« 

wo  k ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist,  so  hat  man: 


■=/ 


oder  trenn  man: 


setzt : 


4t3  , 

+ (2k  -iyr  1 ** 

?k—  i 


l/7-r,  „ 2k-  1 _ L 

Vi-v'  m-W'p  ~ 


s = f 2>xl  + Ar*  e 

I 

= }(-T-“T) 


Dieses  Integral  enthält  Arcus  und  Lo-  also,  wenn  man  die  Grenzen  0 und  x 
garithmen,  ist  aber  in  jedem  Falle  zn  einführt: 
berechnen.  Der  einfachste  ist  wieder 
der,  wo  k = 1 ist,  und  entspricht  der 
apollonischen  Parabel.  Da  übrigens  die  S : 

Gleichung  der  Parabel  in  dem  hier  be- 
trachteten Falle  die  Form  annimmt:  Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der 

2k^\  —I  2k  für  den  Flächeninhalt  der  Kettenlinie : 

yL  ^ x * 

so  sieht  man  dass  alle  Parabeln  von 
der  Form : . 


*+l 


=J>*=ai(‘a-‘  .") 


y = 


ist : 


also: 


’g 

X 


so  sicht  mau,  dass 

F = aS, 

rectificirbar  sind,  wenn  s eine  beliebige 

ganze  Zahl  ist.  also  der  Flächeninhalt  der  Bogenlänge 

n.  . . * proportional  ist.  Wie  beim  Kreise,  bil- 

D.e  Gleichung  der  Kettenl.n.e  FJ  ^ ^ ^ Quai,r#tur  uud 

Rectification  dasselbe  Problem. 

Um  auch  Anwendungen  der  Polar- 
coordinaten  zu  zeigen,  betrachten  wir 
die  Archimedische  Spirale,  deren 
Gleichung  ist: 

r = o». 

Die  Formel  3)  gibt: 

/>£  

Vi- 

n 


/ i. 

is  sich  dann  ergibt: 


L + 91  d9 


= la^v'i+si+iaigca+yn-»1)- 
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Die  logari  thm  ische  Spirale  hat 
zur  Gleichung: 


und  ergibt: 


a» 


dr  n9 
db  = ae  ’ 


Srny'l  + a»  f*'a9d9, 
•*  (1 


also : 


S = (eB^— 1). 

tt 


Von  den  doppolt  gekrümmten  Carven 
antcr6uchcn  wir  diejenige,  deren  Glei- 
chungen sind: 

»i  , m 

y = ax  , z = bx  . 

Die  Projectionen  der  Carvc  auf  die  drei 
Coordinatencbencn  sind  Parabeln  höherer 
Ordnung. 

Man  hat: 

dy  — naxn~  1 dx,  di  = mbxm~  1 dx, 
also: 


S = J'  \\  + n,a,*"^n  *?  + m'b'x,(m  ^dx. 

Die  Integration  gelingt  z.  B.,  wenn  n = 2,  m — — ist.  Die  Gleichungen  der 

Curven  sind  dann  y = ax *,  z = bx*,  die  Projection  auf  die  xy  Ebene  ist  in  diesem 
Falle  eine  apollonische,  die  auf  die  xz  Ebene  eine  Neillsche  Parabel.  Man  bat 


dann : 


S = j'  ^/l-f^«’*1  b'x  dx. 


Man  gelangt  bei  der  Integration  zu  einem 
algebraischen  Ausdruck  um  einen  Loga- 
rithmus vermehrt. 

In  manchen  Aufgaben  betrachtet  man 
auch  doppelt  gekrümmte  Linien,  welche 
durch  Umwickeln  einfach  gekrümmter 
auf  gewissen  Flächen  entstanden  sind. 
Es  ist  hierbei  zweckmässig,  den  Bogen 
der  einfach  gekrümmten  Erzeugungs- 
linie zu  bestimmen,  der  natürlich  dem 
der  doppelt  gekrümmten  gleich  sein 
muss. 

Sei  z.  B.  x*  -fy1  = a ’ die  Gleichung 
eines  Umdrehungscylindcrs,  y,  = tg^ 
die  einer  Graden.  Indem  man  letztere 
am  den  Cylinder  wickelt,  erhält  man 
y,  = t,  und  die  Länge  der  Graden  zwi- 
schen den  Ordinaten  y,  und  y,  ist: 

yC'.—zV  + Ür.-FÖ1  = 


Fig  316. 


Sind  ».  und  z,  die  entsprechenden  . „ , . . , , , , .. 

Werthe  von  * au?  dem  Cylinder,  so  ist  elnf  8cbttar  nnf  enander  fu  gender  Nor- 
die  Bogenlänge  der  Schraubenlinie  somit  IBa  cu’  •••<■„_  ,i  cn  ■ die  Krummungs- 

, . t,-t.  mittel  punkte,  so  dass  man  also  hat: 

gleich  — * . 
sin  /u 

4)  Was  die  Auffindung  rectificirbarer  . . ,v  , 

Curven  anbetrifft,  so  ist  zunächst  zu  80  ,8t  offcnbar: 
merken,  dass  die  Evolute  einer  beliebi-  niei~ atci  — cici 
gen  Cnrve,  welche  eine  Gleichung  in 
endlicher  Form  hat,  rectificirt  werden 
kann.  Sei  AB  (Fig.  316)  ein  einfach  also  durch  Addition  aller  dieser  Glei- 
gekrümmtcr  Curvenbogcn,  chungcn  erhält  man : 


aic%  fl»Pi  — ctci • 


i~Vj  = clcl+c»c»+'-+Cs_| 
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Die  Corvo  e,cf  ist  non  die  Evolute  der 

Curve  AB,  und  der  Bogen  der  ersteren 
ist  also  gleich  der  Differenz  derjenigen 
Krümmungsradien  der  letzteren,  welche 
dem  Anfangs-  und  Endpunkte  des  Evo- 
lutenbogens entsprechen.  Seien  r und  r. 
diese  Krümmungsradien,  a der  Evolutcn- 
bogen  nnd  berücksichtigen  wir,  dass  wir 
den  Krümmungsradius  als  positiv  be- 
trachten, wenn  er  nicht  zwischen  der 
Abscissenaxe  und  Curve  fallt,  so  ist  in 
unserem  Falle  a,c,  = — r„  «nc n = — r, 

also) 

<r  = r — r„ 

aber  wenn  dt  das  Bogenelement  von  AB, 
nnd  l der  Winkel  der  Tangente  mit  der 
Axe  der  x ist,  somit  der  der  Nor- 
male mit  der  Axe  der  y,  so  hat  man: 

Winkel  a c a = dl, 
n—  1 a—  l n ’ 

_ dt  _ dt , _dt  ds0 

r~Tr  r°~dT,  a~di~ir; 

Man  hat  aber: 

dt  — Ydx'  + rfy*,  tg  l = 

also : 


also: 

a=  -fr» +>’)*_  C- 

Pl 

Die  Evolote  der  Parabel  ist  bekannt* 
lieh  die  Neillsche  Parabel,  und  diese 
Rectificationsform  würde  mit  der  oben 
gegebenen  übereinstimmen,  wenn  den 
Constanten  dieselbe  Gestalt  gegeben 
wäre. 

Enler  hat  aber  auch  ein  allgemeineres 
Verfahren  angegeben,  um  solche  Curven 
aufzufinden,  deren  Rectification  in  end- 
licher Form  gelingt.  Sei 


so  erhält  man: 


y = /pdx  = px  - fxdp 


und 
S = 


=f]/i+p'dx  = xYi +p>  -yÄ 


indem  man  nun  setzt : 


fxdp  - g 


erhalt  man: 


z r, 


dl 

cos  l 1 


1 ddJL, 


dt1  1 

* = & ~ c’ 


'(£) 


dt  . 


wo  C der  Anfangswerth  von  — ist. 

dl 

Beispiel.  Für  eine  Ellipse  oder  Hy- 
perbel ist: 

H + b 

also : 

dy  bx  rfx^o’y*  + A1!1 

_ = *- 


°y 


«y 


jdy Arfx(ay*  + Ax*)  —h’dx 

dx  o’y*  ay*  1 

-(«V + *’**)*  c 

~ o*A* 

Ist  die  Curve  eine  Parabel,  hat  man  also : 
y*  = 2 px, 

so  ist : 

<V  _ P rf<fy  _ -pdy 
dx  y ' dx  y* 

*= j VV  + y»> 


O x~Tp'  2)  f = px  — q, 

3)  S = x +p’  — r. 

Feiner  hat  man  : -- 

dq  _ dr  xp 
dp-*’  dp-yf+^’ 
also,  indem  man  x eliminirt: 
pdq  = dr]/  1 + p*, 
woraus  sich  ergibt: 

4)  p = ^ - ■ 

Y dq'1  — dr* 

Sind  also  p und  r zwei  beliebige  Func- 
tionen einer  neuen  Variablen  u,  so  ist  p 
mittels  der  Gleichung  4) , x,  y und  i 
mittels  der  Gleichung  1),  2)  und  3)  ge- 
geben. Eliminirt  man  u,  so  hat  man 
die  Gleichung  der  Curve  und  ihre  Bo- 
genlänge, ohne  dass  eine  Integration 
nöthig  ist. 

Durch  die  Formel  : 


ist  jede  Rectification  auf  eine  Quadratur 
zurückgefiihrt.  Denkt  man  sich  nämlich 
eine  zweite  Curve,  deren  Gleichung: 


*• 
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Reduction. 


wo  x and  * die  Coordinntcn  der  neuen 
Curvc  sind,  so  ist  der  Flächeninhalt  der 
letsteren  gleich  der  Bogenlänge  der  er- 
Steren.  Die  älteren  Mathematiker  aber 
haben  sich  viel  mit  dem  umgekehrten 
Probleme  beschäftigt,  Curven  7.u  finden, 
deren  Quadratur  sich  auf  die  Rectifica- 
tion einer  andern  Curve  zurückführen 
liess,  da  ihnen,  freilich  mit  Unrecht, 
ron  beiden  Problemen  das  der  Rectifi- 
cation als  das  einfachere  galt. 

Ist  zwischen  s und  x eine  Qieichung 
gegeben , welche  die  in  Rede  stehende 
Curve  vorstellt,  so  hat  man  : 


dx 


= Yt'  - 1, 


also : 


y=fVz'-ldx 

nnd  das  ist  die  Gleichung  derjenigen 
Curve,  deren  Rectification  auf  die  Qua- 
dratur der  gegebenen  führt.  Es  ist  also 
nüthig,  dass  eine  zweite  Quadratur  sich 
in  endlicher  Form  ausführen  lasse. 


Beispiel.  Sei  j*  = 2 px,  also  die 
Curve  eine  apollonische  Parabel,  so  ist: 

y = fV2px~  1 dx  = i V^TTijy, 

also : 

9p  V =(2j>*-1)*. 

Dies  ist  diejenige  Curvc,  deren  Bogen- 
länge dem  Flächeninhalt  der  Parabel 
gleich  ist;  setzt  man  noch: 


so  erhält  man: 

9ys  = Spx‘. 

Die  Curve  ist  also  die  Nei lischt:  Parabel. 
Um  Curven  zu  finden,  deren  Quadratur 
auf  eine  Rectification  zurückgeführt  wer- 
den kann,  braucht  man  nur  das  Integral 

/Y^=T  dje  in  ähnlicher  Weise  wie 

vorhin  das  Integral  f Ydz*  -\-dy*  zu  be- 
handeln. 

Da  nämlich: 

f V**  -ldx-y, 

so  ist: 


aber  auch: 


e = * V**  - 1 

Setzen  wir  noch: 


so  ist; 

1)  y =*V*>  -I  — te; 

da  man  noch  hat: 

2)  dw  Vt*  — 1 = xtdt 

so  kann  mau  ir  und  i als  Funktion  einer 
neuen  Unbekannten  m beliebig  anneh- 
men, die  Gleichung  2)  gibt  dann  x,  und 
die  Gleichung  1)  y dazu.  Wird  aas  die- 
sen beiden  Gleichungen  u climinirt,  und 
aus  den  Wcrthen  für  z und  x ebenfalls 
u eliminirt,  so  stellt  die  erster«  Glcichnng 
diejenige  Curve  vor,  deren  Bogenlänge 
dem  Flächeninhalte  gleich  ist , welcher 
durch  die  zweite  Curve  bestimmt  wird. 
Beispiel.  Sei 

u>  = uT,  sr:  am; 
die  Gleichung  2)  gibt: 

2u  Va’u1  — 1 = Xit'u 

oder: 

«•*»  = 4((t,u«  — 1). 

Eliminirt  man  u,  so  ergibt  sich; 
alx*  = 4a1*1  — 4. 

Die  Gleichnng  stellt  eine  Hyperbel  vor, 
deren  beide  Axen  in  einem  ganz  be- 
stimmten Verhältnisse  stehen. 

Die  Gleichnng  1)  gibt: 

y — x V^o'u*  — 1 — u’, 
also,  wenn  man  u eliminirt: 


«***  1 


Die  Curve  stellt  eine  apollonische  Pa- 
rabel vor.  Indessen  ist  es  nicht,  wie 
hier  allerdings  der  Fall  ist,  nüthig,  dass 
sich  die  bezügliche  Quadratur  und  Recti- 
fication wirklich  ausführen  lasse. 

Reduction. 

Zurücklührung  eines  complicirteren 
Ausdrucks  oder  Problems  auf  etwas  Ein- 
facheres. Gleichungen  höherer  Ordnung 
sucht  man  auf  solche  einer  niederen 
Ordnung  oder  auf  Wurzeln,  d.  h.  auf 
binomische  Gleichungen  zu  reduciren, 
Integrale,  welche  irrationale  Ausdrücke 
enthalten,  anf  solche  mit  rationalen  Aus- 
drücken, Differenzialgleichungen  auf  Qua- 
draturen, partielle  Differenzialgleichungen 
auf  gewöhnliche,  Integrale,  welche  eine 
Quadratwnriel  von  einemAnsdrucke  dritter 
oder  vierter  Ordnung  enthalten,  werden 
anf  die  canonische  Form  der  elliptischen 
Integrale  reducirt  u.  s.  w.  Somit  ist  das 
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Wort  Reduction  gleichbedeutend  mit  dem, 
was  man  gewöhnlich  „Auflösung  einer 
Aufgabe“  nennt.  Denn  da  jede  Auf- 
gabe ein  Problem  vollständig  definiren 
muss,  so  kann  es  sich  nur  darum  han- 
deln, die  durch  dieselbe  gegebenen  Grös- 
sen in  möglichst  einfacher  Form.  d.  h. 
so  viel  als  möglich  reducirt  zu  erlangen 

Reduction  der  Beobachtungen. 

Ein  Verfahren,  welches  beabsichtigt, 
die  Beobachtungen  von  denjenigen  be- 
kannten Fehlern  zu  befreien , welche 
ihnen  aus  verschiedenen  Umstünden  an- 
geheftet sind.  Dergleichen  Umstände 
sind  z.  B.  Unvollkommenheit  der  Instru- 
mente. Dieselbe  wird  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  aufgehoben,  vermittels 
vervielfältigter  Beobachtungen,  und  An- 
wendung der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung auf  dieselben  [siehe  den  Artikel : 
Quadrate  (Methode  der  kleinsten)].  Oft 
kommt  cs  auch  vor,  dass  ein  Instrument 
einen  constanten  und  bekannten  Fehler 
hat,  dies  ist  z.  B.  bei  einer  Ubr  der 
Fall,  welche  gleichmässig  über  einige 
Minuten  vor  oder  nach  gellt.  Es  ist 
leicht  ersichtlich , wie  dieser  Fehler  in 
jeder  Rechnung  durch  entsprechende  Ad- 
dition oder  Subtraction  aufgehoben  wer- 
den kann.  — Den  Beobachtungen  durch 
Fernröhre  klebt  ein  Fehler  an,  welcher 
von  der  Refraction  der  Luft  hcrr&hrt. 
Da  der  Einfluss  derselben  wenigstens 
annäherungsweise  bekannt  ist,  so  sind 
die  entsprechenden  Bcobachtungsfchler 
durch  Anwendung  von  Rcfractionstafeln 
zu  verbessern. 


Reduction  der  Winkel  &if  den  Heri- 

lOTkt.  . 

Bei  geodätischen  Aufnahmen  kommt 
cs  darauf  an,  die  Horizontalprojection 
von  Linien,  Punkten  und  Winkeln  zu  er- 
mitteln. Sind  also  z.  B.  Winkel  zu  mes- 
sen, welche  die  vom  Auge  des  Beob- 
achters ausgehenden  Strahlen  mit  einan- 
der machen,  welche  nach  zweien  nicht 
in  derselben  Horizontalcbene  liegenden 
Punkten  gerichtet  sind,  so  kommt  es 
darauf  an,  deren  Horizontalprojection  zu 
berechnen  Die  sehr  einfache  Rechnung 
gehört  in  die  Geodäsie.  Es  ist  hierbei 
zu  bemerken,  dass  beim  Gebrauch  des 
Theodoliten  die  Prnjeotion  der  entspre- 
chenden Winkel  unmittelbar  gefunden 
wird,  die  Reduction  auf  den  Horizont 
also  nur  beim  Gebrauch  des  Spiegelsec- 
tanten  nöthig  ist. 

Reductionsrechnung  (praktische  Re- 
chenkunst ). 

Die  Verwandlung  der  Münzen,  Maazte 
und  Gewichte  der  verschiedenen  Länder 
in  einander,  so  wie  die  ZurückfOhrung 
der  höheren  und  niederen  Einheitei, 
z.  B.  Centncr,  Pfund«,  Lothe,  der  einen 
auf  die  anderen. 

Reflector  gleichbedeutend  mit  Spiegel- 
telescop. 

Reflexion,  Znrflckwerftang,  Splegelung 
(Optik.) 

Die  Veränderung  im  Gange  eines  Licht- 
strahles, welche  durch  den  Einfluss  spie- 
gelnder Flächen  (Reflexionsflächen)  be- 
wirkt wird.  Ist  EF  (Fig.  317)  die  Be- 


Fig.  317. 
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flexionsflache,  welche  eben  oder  krumm 
Bein  kann,  AB  ein  einfallender  Licht- 
strahl, BC  das  im  Punkte  ß,  wo  der- 
selbe einfallt,  auf  die  Flache  errichtete 
Loth,  also  wenn  dieselbe  krumm  ist, 
die  Normale,  BD  der  rcflcctirte  Strahl, 
so  heisst  Winkel  ABC:  Einfallswinkel, 
DBC  Reflexionswinkel.  „Beide  liegen 
in  einer  F.bene  und  sind  gleich.“  Dies 
ist  das  Reflexionsgesetz,  auf  welchem  die 
Theorie  der  Spiegelung  beruht  (vergleiche 
im  Uebrigen  den  Artikel:  Licht). 

Das  Reflexionsgesetz  lässt  sich  aus 
der  Annahme  beweisen,  dass  die  Licht- 
ersebeinungen  durch  ein  elastisches  Flui- 
dum, den  Aether,  hervorgebracht  werden. 
Insofern  die  Wärmeerseheinungen  den- 
selben, und  der  Schall  in  der  Wellen- 
bewegung der  Luft  einen  ähnlichen 
Ursprung  hat,  so  findet  auch  in  diesen 
beiden  Gebieten  das  Reflexionsgesetz 

Fig 


Anwcndnng.  Beim  Schall  bringt  es  die 
Erscheinung  des  Widerhalls  hervor. 
Die  Zurückwerfung  eines  vollständig 
elastischen  Körpers  von  einem  anderen 
Körper  ist  ebenfalls  durch  das  Reflexions- 
gesetz bestimmt,  und  wird  zuweilen  auch 
als  Reflexion  bezeichnet. 

Refractor. 

Ein  auf  das  Prinzip  der  Brechung  be- 
ruhendes Fernrohr  im  Gegensatz  zum 
Reflector  oder  Spicgeltelcscop  (siche  den 
Artikel:  Telescop). 

Reffaction,  Brechung  (Optik). 

Die  Eigenschaft  der  Lichtstrahlen,  beim 
Uebergang  von  einem  Medium  ins  andere 
ihre  Richtung  zu  andern.  Ist  AB  (Fig. 
31H)  der  einfallcndc  Strahl,  CG  die  Grenz- 
fläche beider  Medien,  welche  eben  oder 

318. 


krumm  sein  kann,  so  heisst  Loth  BC 
auf  CG  das  Einfallsloth , ist  BE  seine 
Verlängerung,  BD  der  gebrochene  Strahl, 
so  nennt  man  ABC  den  Einfallswinkel, 
ÜBE  den  Brechungswinkel.  Das  Bre- 
chungsgesetz, welches  von  Sncllius 
(Mitte  des  16.  Jahrhunderts)  herröhrt, 
lautet  nun : 

„Das  Verhältniss  der  Sinus  des  Ein- 
falls- und  des  Brechungswinkel  ist  con- 
stant.“ 

Dies  Gesetz  gilt  aber  nur  für  einfach 
brechende  Mittel;  was  die  doppelt  bre- 
chenden, die  Begründung  und  Ausfüh- 
rung des  Brechungsgesetzes  anbetrifft, 
■o  vergleiche  man  den  Artikel : Licht, 
da  es  unzweckmässig  wäre,  die  hier 
nöthigen  Betrachtungen  von  den  opti- 


schen Gegenständen  zu  isoliren.  Auch 
bei  Wärme  und  Schall  findet  sich  die 
Erscheinung  der  Rcfraction, 

Regel-de-tri,  Regula-de-tri  (praktische 
Rechenkunst). 

Das  Verfahren,  welches  man  anwendet 
um  von  vier  Grössen,  von  denen  je  zwei 
gleich  benannt  sind,  und  deren  Verbält- 
niss  dem  der  beiden  andern  gleich  ist, 
die  eine  zu  finden. 

Z.  B.  Sei  die  Aufgabe  zu  lösen: 

9 Pfund  kosten  6 Thaler,  was  kosten 
11  Pfund. 

Auflösung,  Ist  x der  Preis  der 
11  Pfund,  so  sind  offenbar  die  Verhäit- 

, 11  Pfand  . x Thlr.  , . . , 

n,8Sa:  Tpf^nnd6^hR;gl,!,cl1’ alS0! 
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11  _ jr 

9 “ G ’ 

d.  h. : 

6-11  2 • 11  _ 22. 

9 _ 3 “ 3 ’ 

man  erhält  also  7J  Thaler. 

Dieser  Aufgabe  liegt  die  Annahme  zu 
Grunde,  dass  der  Preis  in  demselben 
Verhältniss  zunimmt  wie  die  Waare. 
Bei  andern  Aufgaben  handelt  es  sich 
darum,  Grossen  zu  ermitteln,  die  in  dem 
Maasse  abnehmen,  als  andere  gegebene 
zunehmen.  Dies  ist  z.  B.  bei  folgender 
Aufgabe  der  Fall: 

9 Arbeiter  rollenden  eine  gewisse  Ar- 
beit in  12  Tagen.  In  wieviel  Zeit  wür- 
den 15  Arbeiter  mit  derselben  fertig 
werden. 

Auflösung.  Da  in  demselben  Maasse, 
wo  die  Arbeiterzahl  wachst,  sich  die  nO- 
tbige  Zeit  vermindert,  hat  man: 

15  Arbeiter 12  Tage 

9 Arbeiter  x Tage  ’ 

also : 

9 • 12  _ 9 • 4 _ 36 

15  “ 5 5’ 

und  die  Anzahl  der  Tage  ist  7$. 

Die  erstere  Aufgabe  wird  direct,  die 
letztere  indirect  genannt,  und  man  theilt 
daher  die  Regel -de -tri  in  eine  directe 
und  indirecte  (umgekehrte)  ein. 

Beide  hier  gegebenen  Beispiele  gehören 
der  einfachen  Regel -de -tri  an,  welcher 
gegenüber  man  auch  eine  zusammenge- 
setzte hat.  Dieselbe  besteht  darin,  dass 
die  drei  Glieder  der  Proportion,  aus 
welcher  das  vierte  gefunden  werden  soll, 
nicht  unmittelbar  gegeben  sind,  sondern 
durch  andere  Proportionen  erst  gefunden 
werden  müssen.  Z.  B. : 

Wenn  8 Arbeiter,  die  täglich  9 Stun- 
den arbeiten,  in  19  Tagen  einen  Garten 
umgraben , der  12  Ruthen  lang  und 
8 Ruthen  breit  ist,  wie  lang  ist  derjenige 
Garten,  der  bei  einer  Breite  von  20  Ru- 
then von  24  Arbeitern , die  täglich 
11  Stunden  arbeiten,  in  86  Tagen  nm- 
gegraben  wird. 


Werden  jotzt  nur  die  Arbeitstage  be- 
rücksichtigt. 

12  • 24 

Um  — 5 — Ruthen  Länge  umzugra- 

o 

heu,  werden  19  Tage  gebraucht,  wie 
lang  ist  der  Garten,  der  in  36  Tagen 
nmgegraben  wird? 

Das  Verhältnis  ist  wieder  ein  directes: 

36 __f_ 

19  — 12^24 

8 

12-24-36 
X~  8-19  ' 

Es  wird  jetzt  die  Breite  berücksich- 


tigt. Zu 


12  • 24  • 36 


Ruthen  Länge  ge- 


8-19 

hören  8 Ruthen  Breite.  Wie  viel  Ru- 
then Länge  geboren  (bei  gleicher  Arbeits- 
zeit und  Arbeiterzahl)  zu  20  Ruthen 
Breite  ? 

Das  Verhältniss  ist  offenbar  indirect, 
also: 

8 * 

20  “12-24- 36 
8-19 

8-12-24-36 


8-19-20 

Es  sind  noch  die  Arbeitsstunden  zu 
. _ . . . . 8-12-24  - 36  . 

berücksichtigen. — — Ruthen 

8 • 19  ■ HO 

Länge  werden  bei  täglich  9 Stunden  Ar- 
beitszeit umgegraben,  wieviel  wenn  die 
Arbeitszeit  11  Stunden  beträgt? 

Das  Verhältniss  ist  nun  direct,  also: 

11  _ * 

9 “ 8-12-24-36 
8-19-20 
11-8.12-24-36 


9-8-19-20  ’ 
also,  wenn  gehoben  wird: 

_ 11  • 12  • 24  _ 3168 
* — 19-5  — 95  ' 

Der  Garten  hat  ^^  = 33?=  Ruthen 
9o  95 


Auflösung.  Indem  man  zunächst 
nur  die  Arbeiter  und  die  Länge  des 
Gartens  berücksichtigt,  hat  man : 

8 Arbeiter  arbeiten  einen  12  Ruthen 
langen  Garten  um,  wie  lang  ist  der,  den 
24  Arbeiter  umgraben? 

Das  Verhältniss  ist  ein  directes,  also: 
24  * _ 12  • 24 

8 = 12’  *“  8 ‘ 


Länge.  — Es  ist  nun  leicht  ersichtlich, 
wie  man  ohne  Aufsetzen  aller  dieser 
Proportionen  zum  Ziele  gelangt,  indem 
man  ansetzt: 

12-24  36  JB  11 
8 ‘ 19  ' 20  * 9 ’ 

d.  h.  indem  man  immer  den  zuerst  gefun- 
denen Ausdruck  als  Glied  einer  Proportion 
betrachtet,  und  mit  zwei  anderen  gleich 
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benannten,  in  der  Aufgabe  enthaltenen 
Glieder  verbindet. 

Ein  anderes  Verfahren,  diesen  Ansatz 
zu  bilden,  ergibt  sieb  dnreh  folgende, 
bei  jedem  Regel -de -tri -Exempel  anzu- 
wende  Schlusskettc. 

8 Arbeiter  machen  einen  Graben  von 
12  Ruthen  Länge,  also  ein  Arbeiter  einen 


12 

solchen  von  — Ruthen  Länge  und  24 
Arbeiter  einen  solchen  von  ^ ^ Ru- 


then. Es  wäre  so,  wenn  dieselben  täg- 
lich 9 Stunden  arbeiteten;  bei  einer 
Stunde  Arbeitszeit  könnte  der  Garten 


12  • 24 

nur  — - Ruthen,  bei  11  Stunden  Ar- 
beitszeit aber  — -Q— Rothen  haben. 

o • y 

Dies  fände  statt  bei  19  Tagen  Arbeit; 

. . . . . . , , 12-24 

bei  einem  Tage  Arbeit  würden  - ■■ 

o • y • iy 

12-24-36, 


Ruthen,  und  in  36  Tagen  -g-  g 


19 


Ru- 


then umgegraben.  Dies  jedoch  nur,  wenn 
der  Garten  8 Ruthen  breit  ist,  wäre 
er  eine  Ruthe  breit,  so  kann  die  Länge 

q..  , 12-24-36-8  . 

8 mal  grösser,  also  : — - g-  — — , da 

er  aber  20  Ruthen  breit  ist,  so  muss  Bie 

20  mal  kleiner,  also:  ~g-g.19.gQ  •*»»• 

Dies  ist  der  vorige  Ansatz.  Die  letztere 
Methode  empfiehlt  sich  dadurch,  dass  sie 
bei  gleicher  Kürze  doch  während  des 
ganzen  Verfahrens  den  Ausfuhrenden  nö- 
thigt,  sich  der  Begründung  bewusst  zu 
bleiben,  wodurch  Schlussfchler  eher  ver- 
mieden werden  als  bei  der  leicht  mecha- 
nisch werdenden  Proportionsrechnung. 

Uebrigcns  ist  es  klar,  dass  wenn  die 
ganze  Schlussfolge  nur  in  Gedanken  ge- 
schieht, der  Ansatz  durch  allmäliges 
Einreihen  aller  Zahlen  in  dasselbe  Bruch- 
schema  geschieht,  und  nicht  wiederholte 
Ansätze  nöthig  sind. 

Dem  Regel -de- tri -Verfahren  ordnen 
sich  die  meisten  Rechnungen  des  prak- 
tischen Lebens,  namentlich  auch  die  Auf- 
gabe der  gemeinen  Zinsrechnung  unter. 


Regenerator  (Maschinenkunde). 

Eine  Einrichtung  bei  der  Ericsons’chen 
calorischen  Maschine  (siehe  den  Artikel; 
Wärme)  aus  einer  Reihe  von  Drahtnetzen 
bestehend,  durch  welche  die  warme  Loft 
beim  Austritt  strömt,  um  einen  möglichst 
grossen  Theil  der  Wärme  an  dies  Ge- 


flecht abzngeben,  welche  beim  nächsten 
Kolbenspiel  zur  Erwärmung  dor  cintre- 
tenden  Luft  benutzt  wird.  Auch  bei 
Dampfmaschinen  hat  man  wohl  ähnliche 
Einrichtungen  versucht,  jedoch  haben 
sich  dieselben  hier  wie  dort  nicht  be- 
währt, unter  Andern  wegen  der  bedeu- 
tenden Kraft,  welche  dazu  erforderlich 
ist,  die  Luft  oder  den  Dampf  durch  ein 
solches  Geflecht  zu  treiben. 

Regula  cöci  (Arithmetik). 

Eine  Aufgabe  der  unbestimmten  Ana- 
lytik. Sie  besteht  darin,  dass  eine  ge- 
gebene ganze  Zahl  in  eine  Anzahl  von 
ganzen  Theilcn  vcrthcilt  werden  soll,  die 
mit  gewissen  Zahlen  multiplicirt,  eine 
Produktensumme  von  gegebener  Grösse 
bieten. 

Beispiel.  Jemand  kauft  hundert 
Stück  Vieh,  Ochsen,  Schweine  und  Schafe 
für  zusammen  3200  Thaler.  Wenn  der 
Preis  eines  Ochsen,  nun  50  Thaler,  der 
eines  Schweines  20  und  eines  Schafes 
12  Thaler  ist,  wie  viel  Stück  von  jeder 
Art  waren  darunter? 

Auflösung.  Unter  z die  Anzahl  der 
Ochsen,  unter  y die  der  Schweine,  und 
unter  s die  der  Schafe  verstanden,  hat 
man  die  Gleichungen: 

1)  z + y + t = 100 

2)  60x  + 20y  + 12»  = 3200, 
berechnet  man  z aus  der  ersten  Glei- 
chung und  setzt  cs  in  die  zweite  ein, 
so  hat  man: 

1200  + 38z + 8y  = 3200 

oder: 

38z  + 8y  = 2000 

d.  h.: 

3)  19*  + 4y  =1000. 

Diese  Gleichung  wird  am  bequemsten 
gelöst  mittelst  der  Ilülfsglcichung : 

19z,  + 4y,  = 1, 

wofür  sich  leicht  durch  Versuchen  (oder 
durch  Kettenbrüche  siche  den  Artikel: 
unbestimmte  Aufgabe)  die  Lösung  ergibt: 

»i  = 5 

und  es  ist  leiebt  zu  sehen,  dass  die  Pro- 
ducts dieser  Zahlen  mit  1000  zugleich 
auch  Auflösungen  der  Gleichung  3)  sind, 
also; 

z = - 1000,  y = 5000. 

Es  ist  dies  jedoch  nur  ein  System  von 
Auflösungen.  Alle  solche  ergeben  sich 
aus  den  Formeln: 

* = - 1000  + 4«,  y = 5000  - 19» 
wo  n eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

16 


Digitized  by  Google 


242 


Regula  faUi. 


Regula  falsi. 


Es  ist  ersichtlich,  dass  die  mit  n mnlti- 
plicirtcn  Theile  in  Gleichung  3)  sich 
heben.  Gleichung  1)  gibt  nun: 

» = — 3900  + 15». 

Diese  Formeln  geben  natürlich  an 
sich  unendlich  viel  Wcrthe  von  *,  y,  z. 
Der  gegebenen  Aufgabe  gemäss  tritt 
aber  eine  Beschränkung  ein.  Es  darf 
nämlich  keine  dieser  Zahlen  negativ  sein. 
Damit  dies  in  Bezug  auf  z nicht  statt- 
finde. muss  »wenigstens  gleich  260  sein. 
In  diesem  Falle  ist  auch  x positiv.  Damit 
aber  y positiv  sei,  kann  der  höchste 
Werth  von  »,  263  nicht  übersteigen. 

Es  bleiben  also  nur  dio  Werthe 
» = 260,  261,  262,  263 
übrig.  Man  erhält  denselben  entspre- 
chend : 


* = 40 

y = 60 

* = 0 

44 

41 

15 

48 

22 

30 

52 

3 

45. 

Der  Ausdruck  Regula  cöci  kommt  viel- 
leicht daher,  weil  die  Aufgaben  von  den 
Erfindern  durch  Versuche  gelöst  worden. 

Regnla  fahl  ffhgles  des  fausses  po- 
sitions)  (Rechenkunst). 

Diese  Verfahrungsart  scheint  der  Vor- 
gänger der  Algebra  r.u  sein.  Sie  dient 
dam,  einen  Thcil  derjenigen  Aufgaben, 
welche  zu  Gleichungen  ersten  Grades  fah- 
ren, in  der  Weise  zu  lösen,  dass  man 
von  willkürlichen  Annahmen  für  die 
Werthe  der  gesuchten  Zahlen  ansgeht, 
um  durch  Verbesserung  derselben  die 
wahren  Werthe  zu  ermitteln.  Die  Weise 
des  Verfahrens  und  die  Grenze  seiner 
Anwendbarkeit  werden  folgende  Beispiele 
teigen. 

Beispiele  1.  Eine  Summe  von  62 
rheinischen  Gulden  soll  theils  in  Gul- 
den  tbeils  in  Thalem  bezahlt  werden,  so 
dass  im  Ganzen  44  Geldstücke  zu  ver- 
wenden sind. 


derart,  dass  der  älteste  doppelt  so  viel 
als  die  beiden  andern  zusammen  und 
ausserdem  noch  200  Thaler,  der  nächst- 
folgende aber  doppelt  so  viel  als  der 
jüngste  erhält.  Wieviel  bekommt  Jeder? 

Auflösung.  Wir  nehmen  willkür- 
lich an,  dass  der  jüngste  Sohn  100  Thaler 
bekäme;  cs  würde  dann  der  zweite  200 
und  der  älteste  800  Thaler  erhalten, 
dies  gäbe  aber  statt  2000  Thaler  nur 
eine  Summe  von  1100  Thalern.  Da  der 
älteste  Sohn  200  Thaler  vorweg  be- 
kömmt, so  sind  nnr  1800  Thaler  zu  ver- 
theilen. Da  nun  bei  unserer  Annahme 
900  Thaler  vertheilt  worden  sind,  so 
werden  1800  erschöpft,  wenn,  abgesehen 
von  den  200,  welche  der  älteste  vorweg 
erhielt,  jeder  das  doppelte  empfängt.  Es 
erhält  also  der  jüngste  200,  der  mittlere 
400  nnd  der  älteste  1400. 

Bei  diesen  Aufgaben  ist  nur  eine  will- 
kürliche Annahme  zu  machen.  Man 
nennt  daher  das  betreffende  Verfahren 
einfache  Regula  falsi.  Die  mehrfache 
Regula  falsi  tritt  ein,  wenn  mehr  als 
eine  Annahme  zu  machen  ist  Wir  ge- 
ben davon  ebenfalls  ein  Paar  Beispiele. 

Beispiel  3.  Ein  Spieler  wird  ge- 
fragt, wie  viel  Geld  er  noch  übrig  habe. 
Seine  Antwort  lautet:  Der  Deberschnss 
der  fünffachen  Anzahl  meiner  Goldstücke 
über  30  ist  gleich  dem  Ucberschuss  der 
doppelten  Anzahl  derselben  über  6-  Wie 
viel  Goldstücke  hat  er  noch? 

Auflösung.  Angenommen  er  hätte 
20  Goldstücke.  Der  Uebcrschuss  von 
5-20  über  30  ist  70.  Der  Uebcrschuss 
von  2-20  über  6 ist  dagegen  34.  Man 
hat  also  einen  Fehler  gemacht,  der  70—34 
oder  36  beträgt. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  er  hätte  19  Gold- 
stücke. Der  Ueberschuss  von  5 • 19  über 
30  ist  65,  der  von  2 • 19  über  6 ist  32. 
Der  Fehler  beträgt  also  33. 

Lässt  man  also  die  Anzahl  der  Gold- 
stücke um  Eins  abnehmen,  so  vermin- 
dert sich  der  Fehler  um  36—33  oder  3. 


Auflösung.  Beständen  die  44  Stücke 
alle  in  Gulden,  so  wäre  ihr  Werth  44  Gul- 
den. Dieser  Werth  ist  also  um  18  Gul- 
den zu  vermehren.  Ersetzt  man  ein  Gul- 


denstück  durch  einen  Thaler,  so  wird 
die  Summe  um  { Gulden  (7  Gulden 
gleich  4 Thaler)  vermehrt.  Es  sind  also 
so  viel  Gulden  durch  Thaler  zu  ersetzen, 
als  die  Zahl  J in  18  enthalten  ist,  d h. 


= 24  Thaler  sind  anznwenden,  wo 


dann  noch  20  Gulden  übrig  bleiben. 


Damit  derselbe  also  von  36  anf  Null 
sinke,  d.  h.  kein  Fehler  vorhanden  sei, 

36 

muss  die  Anzahl  der  Goldstücke  nro  — 

oder  12  sinken.  Anfänglich  war  20  an- 
genommen, also  die  richtige  Anzahl  ist 
20—12  oder  8. 

Beispiel  4.  Ein  Vater  wird  nach 
dem  Alter  seines  Sohnes  gefragt.  Die 
Antwort  lautet:  Ich  selbst  bin  dreimal 
älter  als  mein  Sohn,  war  aber  vor  zehn 
Jahren  fünfmal  älter.  Wie  alt  iat  der 


Beispiel  2.  Ein  Vater  vertheilt  Sohn? 
unter  seine  drei  8öhne  2000  Thaler  Auflösung.  Sei  der  Sohn  24  Jahr 
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alt,  »o  wird  der  Vater  72  Jahr  alt  sein. 
Vor  zehn  Jahrcu  wäre  dann  der  Sohn 
14,  der  Vater  aber  62  Jahr  alt  gewesen. 
62  ist  aber  nicht  das  fünffache  ron  14, 
sondern  Ton  dieser  Zahl  70  nm  8 ver- 
schieden. Ist  nun  der  Sohn  23  Jahr,  so 
ist  der  Vater  69,  vor  zehn  Jahren  sind 
die  bezüglichen  Alter  13  nnd  59,  die 
letztere  Zahl  ist  ron  5 • 13  = 65,  um  6 
verschieden.  Jcde6  Jahr,  welches  man 
dem  Sohne  abzieht,  vermindert  also  den 
Fehler  nm  2,  so  dass,  damit  derselbe 
von  8 anf  Null  sinke,  4 Jahre  abzuzie- 
hen  sind.  Das  wirkliche  Alter  des  Soh- 
nes ist  also  20,  das  des  Vaters  60  Jahr. 

Die  einfache  Regula  falsi  ist  nur  an- 
wendbar, wenn  die  Formel,  welche  die 
Auflösung  gibt,  nur  aus  Produkten  und 
Quotienten  entsteht.  In  Beispiel  2)  ist 
deshalb  die  abzuzichcndc  Zahl  200  vor 
der  Anwendung  der  Regel  entfernt  wor- 
den. Die  Anwendung  der  mehrfachen 
Regula  falsi  erfordert,  dass  die  Acnde- 
rungen  der  Fehler  den  Aenderungen, 
welche  man  dem  Wertlie  der  unbekann- 
ten Grösse  gibt,  proportional  ist  Dies 
ist  der  Fall,  wenn  die  Aufgabe  anf  eine 
Gleichung  erster  Ordnung  führt  und  die 
erstcrc  in  einer  passenden  Gestalt  gege- 
ben ist.  Immer  nämlich  nimmt  eine 
Gleichung  erster  Ordnung  die  Gestalt  an: 

n = ax  + 4. 

Setzt  man  nun  für  x die  fehlerhaften 
Wertbc  « nnd  ß,  nnd  seien  fi,  y die  ent- 
sprechenden Werthe  der  rechten  Seite 
der  Gleichung,  so  ist : 

ft  = aa  -f  b,  y = aß+  b, 
also,  wenn  man  diese  Gleichung  abzieht : 

fl-  v — o (ft  ~ ß), 

ii  — y ist  aber  die  Acndernng  des  Feh- 
lers, welcher  im  ersten  Falle  n—  /i  im 
letztem  n — y war,  und  diese  Acndernng 
stebt  zu  der  in  der  Wahl  der  Unbekann- 
ten a — ß somit  wirklich  in  einem  con- 
stanten  Verhältnisse. 

Man  versteht  aber  zuweilen  unter  Re- 
gula falsi  auch  diejenigen  Methoden, 
welche  man  bei  der  Auflösung  höherer 
Gleichungen  anwendet  und  welche  darin 
besteht,  dass  man  stau  der  Unbekann- 
ten auf  irgend  eine  Weise,  durch  Ver- 
suche oder  Schlüsse,  zunächst  einen  nicht 
sehr  von  ihr  entfernten  Werth  findet 
nnd  diesen  durch  Näherungsmethoden 
verbessert.  Bei  dieser  Bezeichnung  wäre 
also  x.  B.  die  Newtonsche  Näherungs- 
methode eine  Art  der  Regula  falsi.  Je- 
doch ist  diese  Ausdrucksweise  nicht  all- 
gemein üblich. 


Regulator. 

Eine  an  Uhren  und  Maschinen  anzu- 
bringende Vorrichtung,  nm  der  Bewe- 
gung derselben  die  nöthige  Glcichmässig- 
keit  zu  geben.  Was  die  so  wichtigen 
Regulatoren  der  Uhren  anbetrifft  *°  be- 
stehen dieselben  entweder  in  einem 
Pendel  oder  in  einer  Feder.  Der  erstere 
ist  offenbar  nur  bei  unbeweglich  ange- 
brachten Uhren  anznwenden.  Vermöge 
der  Gleichzeitigkeit  der  Pendel  und  Fe- 
derschwingungen.  wird  auch  dem  Gange 
der  Uhr  Gieichmässigkeit  verliehen.  Siche 
über  das  Nähere  den  Artikel:  Uhr. 

Im  Uebrigen  sind  die  Regulatoren  der 
Dampfmaschinen,  welche  aus  einem  Cen- 
trifugalpendel  (siehe  diesen)  bestehen, 
von  besonderer  Wichtigkeit.  Auch  bei 
Wassersäulmascliinen  sind  Regulatoren 
nöthig.  Und  in  gewisser  Weise  sind 
die  Bremsevorrichtungen  bei  Locomotiven 
hierher  zu  rechnen. 

Reibung  (Friction,  Mechanik). 

1)  Einleitung. 

Diejenige  Kraft  welche  durch  die  Ein- 
wirkung zweier  sich  berührender  Körper 
entsteht,  in  der  Berührungsebene  und  in 
der  Richtung  wirkt,  welche  der  Bewe- 
gung der  Körper  entgegengesetzt  ist 
Die  Reibung  herrscht  bei  Ruhe  und  Be- 
wegung der  Körper.  Im  letzteren  Falle 
ist  ihre  Einwirkung  immer  verzögernd, 
im  crstcren  Falle  bewirkt  sie,  dass  eine 
geringe  hinzutretende  Kraft  den  Körper 
noch  nicht  in  Bewegung  versetzt,  son- 
dern, dass  das  Gleichgewicht  erst  dann 
aufgehoben  wird,  wenn  diese  Kraft  grösser 
als  diejenige  ist,  mit  welcher  die  Rei- 
bung einwirkt.  In  keinem  Falle  also 
kann  durch  die  Reibung  Bcwegnng  ge- 
schaffen, sondern  nnr  eine  solche  ver- 
nichtet werden.  Dagegen  kann  die  Rei- 
bung indem  sic  gewisse  Componenten 
der  wirkenden  Kräfte  ganz  oder  theil- 
weise  aufhebt,  die  Bewegungsrichtung 
ändern.  Dies  macht  sie  in  der  prak- 
tischen Maschinenlehre  zn  einem  wich- 
tigen Mittel  der  Ucbertragung  von  Be- 
wegungen. 

Es  ist  ein  bekannter  mechanischer  Satz, 
dass  wenn  zwei  Körper  sich  berühren, 
ihre  Einwirkungen  auf  einander  immer 
normal  auf  der  Berührungsebene  gesche- 
hen. Insofern  nun  die  Reibung  aber  in  der 
Berührnngsebene  selbst  stattfindet,  hat 
man  hier  scheinbar  eine  Ausnahme  von 
diesem  fundamentalen  Satze,  indess  auch 
nur  eine  scheinbare.  Denn  berücksich- 
tigen wir,  dass  die  Körper  weder  voll- 
kommen glatt,  noch  vollkommen  fest 
16* 
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sind,  so  ist  es  klar,  dass  bei  der  Be- 
rührung kleine,  dem  idealen  Gesotse, 
welches  die  Oberflächen  dieser  Körper 
bestimmt,  widersprechende  Erhebungen 
und  Vertiefungen  sich  vorfinden  oder 
bilden.  Also  z.  B.  wenn  zwei  Bollen  sich 
berühren,  so  finden  sich  auf  den  cylin- 
drischen  Oberflächen  derselben  kleine 
Wölbungen  oder  Gruben,  welche  dem- 
selben die  vollkommene  Cylindergcstalt 
nehmen,  und  auch  eine  vollkommene 
Berührung  unmöglich  machen.  Man  kann 
sich  die  Sache  so  vorstcllcn,  als  wenn 
die  Erhöhungen  des  einen  in  die  Ver- 
tiefungen des  andern  KOrpers  dringen, 
wodurch  vermöge  der  Undurchdringlich- 
keit ein  Widerstand  gegen  die  Bewe- 
gung hervorgebracht  wird.  Indess  ist  es 
nicht  nOthig,  die  Beibung  so  materiell 
aufzufassen,  wenn  man  an  die  Stelle  der 
Undurchdringlichkeit  sich  Abstossungen 
und  Anziehungen  denkt,  wclcho  das 
Vorschreiten  hemmen,  und  überwunden 
werden  müssen.  Bei  diesen  Widerstän- 
den spielen  indess  nicht  bloss  die  Theile 
des  Körpers  eine  Bolle,  sondern  auch 
die  Imponderabilien , namentlich  die 
Wärme,  insofern  dio  Beibung  von  Wärme- 
entwickelung begleitet  ist,  und  zwar  ha- 
ben die  Versuche  der  neuesten  Zeit  ge- 
zeigt, dass  diejenige  lebendige  Kraft, 
welche  bei  der  durch  Beibung  bewirkten 
Verzögerung  verloren  geht,  sich  als 
Wärme,  d.  h.  als  Zunahme  der  lebendi- 
gen Kraft  der  Aetherschwingungen  ganz 
oder  beinahe  ganz  wieder  vorfindet.  In- 
sofern muss  sogar  diejenige  Arbeit, 
welche  zur  Uebcrwindung  der  Wider- 
stände, welche  der  Körper  selbst  dar- 
bietet, verbraucht  wird,  als  sehr  gering 
angeschlagen  werden,  weil  nach  dem  Ge- 
setze der  lebendigen  Kräfte  sonst  ein 
dieser  Arbeit  gleiches  Quantum  leben- 
diger Kraft  ganz  verloren  gehen  muss. 
Dieso  Thatsache  deutet  auf  cino  weniger 
materielle  Natur  der  Beibung,  als  man 
derselben  gewöhnlich  zu  geben  pflegt,  hin. 

2)  Arten  der  Reibnng. 

Man  stellt  zunächst  die  Beibung  der 
Bnhe  die  Beibung  der  Bewegung  gegen- 
über. Die  erstere  ist  derjenige  Wider- 
stand, welcher  überwunden  werden  muss, 
ehe  der  Körper  zur  Bewegung  gelangen 
kann,  die  letztere  ist  der  bei  der  Bewe- 
gung selbst  eintretendo  Widerstand.  — 
Jedoch  ist  auch  nach  der  Art  der  Be- 
wegung ein  Unterschied  zu  machen.  Wie 
die  Bewegungen  eines  (festen)  Körpers 
auf  einem  andern  in  gleitende  und 
rollende  getheilt  oder  zerlegt  werden 
können,  so  unterscheidet  man  auch  eine 


gleitende  und  eine  rollende  oder  wäl- 
zende Beibung.  Die  gleitende  Beibung 
ist  also  die,  welche  sich  cinstcllt,  wenn 
ein  Körper  sich  gleitend , d.  h.  derart 
bewegt,  dass  alle  seine  Punkte  gleiche 
und  parallele  Geschwindigkeiten  haben. 
Die  rollende,  die,  welche  stets  stattfindet, 
wenn  ein  Körper  rollt,  d.  h.  eine  drehende 
Bewegung  um  den  jedesmaligen  Berüh- 
rungspunkt oder  die  Berührungslinie  be- 
schreibt, oder  was  dasselbe  ist,  wenn  der 
aui  beiden  sich  berührenden  Körpern 
vom  Berührungspunkte  zurückgclegte 
Weg  gleich  ist.  Wenn  beide  Bewegun- 
gen gleichzeitig  Vorkommen,  so  finden 
offenbar  auch  beide  Beibungsarten  statt. 
Neben  diesen  Beibungsarten  betrachtet 
man  oft  noch  die  Zapfenreibung  (Axen- 
reibung),  welche  entsteht,  wenn  ein  cy- 
lindrischer  Zapfen  sich  in  seinem  Lager 
dreht.  Indess  ist  dies  offenbar  nur  ein 
besonderer  Fall  der  gleitenden  Beibung. 

3)  Gesetze  der  gleitenden  Bei- 
bung. 

Nur  von  der  gleitenden  Reibung  sind 
einige  genauere  Gesetze,  die  jedoch  auf 
empirischem  Wege  ermittelt  sind,  bekannt. 
Dieselben  lauten : 

1)  Die  Reibnng  nimmt  mit  der 
Rauhigkeit  zu.  — 8ie  wird  also  durch 
Schmieren  vermindert,  weil  hierdurch  die 
Vertiefungen  ausgefüllt  werden.  Oel, 
Fett,  Seife  sind  gute  Schmieren.  Dage- 
gen vermehren  dieselben  die  Adhäsion, 
welche  zwischen  den  sich  unmittelbar  be- 
rührenden Punkten  der  Körper  stattfindet, 
indem  sic  die  Anzahl  dieser  Berührungs- 
punkte vermehren.  Diese  Adhäsion  ist 
jedoch  meist  viel  kleiner  als  der  aufge- 
hobene Thcil  der  Beibung,  und  unter- 
scheidet sich  übrigens  von  der  letzteren 
wesentlich,  indem  sic  andern  Gesetzen 
gehorcht.  Namentlich  ist  sie  von  der 
Grösse  der  Berührungsfläche  abhängig, 
und  von  dem  Drucke  unabhängig,  kann 
aber  in  der  Regel  gegen  die  Beibung  ver- 
nachlässigt werden. 

2)  Die  Grösse  der  Beibung  ist 
proportional  dem  nach  der  ge- 
meinschaftlichen Normale  ge- 
richteten Drucke,  welcher  zwi- 
schen beiden  sich  reibenden 
Körpern  stattfindet. 

3)  Sie  ist  unabhängig  von 
der  Grösse  der  sich  berühren- 
den Flächen.  — Es  wird  nämlich 
wenn  die  Berührungsfläche  zunimmt, 
zwar  die  Anzahl  der  sich  reibenden 
Theile  vermehrt,  gleichzeitig  aber  der 
Druck  jedes  TheileB  in  demselben  Maasse 
vermindert. 
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4)  Die  Reibung  bewegter  Kör- 
per ist  von  der  Geschwindigkeit 
n n abhängi  g. 

5)  Dagegen  ist  die  Reibung 
der  Rnhe  nicht  dicselbo  als  die 
der  Bewegung  und  zwar  ist  fast 
immer  die  erstero  die  grössere. 

6)  Findet  zugleich  Gleiten  und 
Wälzen  statt,  so  ist  fast  immer 
die  wälzende  Reibung  so  klein, 
dass  sie  gegen  die  gleitende  ver- 
nachlässigt werden  kann. 

7)  Die  Zapfenreibung  ist  klei- 
ner als  die  gewöhnliche  glei- 
tende. 

Diese  Gesetze  sind  jedoch  nur  annä- 
hernd richtig,  wie  sie  denn,  wie  schon 
bemerkt,  nur  als  Erfahrungssätze  gelten 
können.  Der  Abschnitt  5)  wird  die  Mo- 
difleation,  der  sie  erliegen,  angeben. 

4)  Vom  Re  ibungs  coefficien  t en, 
dem  Reibungswinkel  und  Rei- 
bun  gskeg  el. 

Nach  dem  zweiten  und  dritten  der  obi- 
gen Gesetze,  ist,  wenn  N der  Normal- 
druck, R die  Grösse  der  Reibung,  d.  h. 
diejenige  Kraft,  welche  nöthig  ist  um 
die  Reibung  zu  überwinden, 


R 


eine  constsnte  Grösse,  d.  h.  sie  ist  nur 
von  dem  Stoffe  und  dem  Zustande  der 
Körper,  welcho  sich  gegeneinander  rei- 
ben, abhängig,  keinesweges  aber  von 
ihrem  Drucke  gegeneinander  oder  von 
dem  Bewegungszustande.  Der  Ausdruck  i f 
heisst : „Reibungscoefficient.“  Derselbe 
ist  für  die  verschiedenen  Materien  be- 
sonders zu  ermitteln,  und  zwar  auf  ex- 
perimentalem Wege. 


Wenn  ein  Körper  C (Fig.  319)  sich 
auf  einer  schiefen  Ebene  AB  befindet, 

Fig.  319. 


dio  um  den  Winkel  o gegen  den  Hori- 
zont geneigt  ist,  so  ist,  wenn  G das  Ge- 
wicht von  C ist,  G cos « der  Normal- 
druck, also  i/G  cos  a die  Grösse  der 
Reibung,  welche  der  Kraft  G sin  a,  den 
der  Körper  C zum  Sinken  treibt,  entge- 
genwirkt. Es  kann  also  erst  dann  Hin- 
absinken von  C eintreten , wenn  G sin  a 
grösser  als  </G  coso,  d.  h.  wenn 

tgo  > <f 

ist.  Setzen  wir 

tgl  = «r 

so  erhalten  wir  den  Winkel  1,  dessen 
Tangente  gleich  dem  Reibungscoefflcien- 
ten  ist.  Derselbe  wird  „Reibungswinkel“ 
genannt.  Wir  haben  mithin  den  Satz: 

„Damit  ein  Körper  allein  unter  Ein- 
fluss der  Schwere  auf  einer  schiefen 
Ebene  sinkt,  muss  deren  Neigung  gegen 
den  Horizont  grösser  als  der  Reibungs- 
winkel sein.“ 

Die  Beobachtung  des  Reibnngswinkels 
gibt  ein  bequemes  Mittel  zur  Bestimmung 
des  Reibungscoefficienten. 

Wenn  zwei  Körper  AB  und  CD  (Fig. 
320),  auf  welcho  die  Schwere  allein  wirkt, 


Fig.  320. 
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schief  gegen  einander  gedrückt  werden, 
und  FF  — D die  Grösse  dieses  Druckes 
ist,  so  zerlegt  er  sieh  in  einen  normalen 
Theil  EG,  und  einen  tangentialen  EH, 
wie  auch  die  Körper  begrenzt  seien.  Sei 
a der  Winkel  zwischen  dem  gegebenen 
und  dem  normalen  Drucke,  also: 

EG  : D cos  a,  EH  — D sin  <t. 

Die  Reibungsgrösse  ist  also  gDcoea, 
und  cs  wird  erst  dann  das  Gleichgewicht 
gestört,  wenn  D sin  n grösser  aU  y D cos  a 
oder  tg  n grösser  als  y wird,  also  wenn 
r den  Reibungswinkel  Übersteigt.  Ist 
FEG  der  Reibungswinkcl , und  denkt 
man  sich  FE  um  die  Normale  EG  ge- 
dreht, so  entsteht  ein  Rotationskegel, 
welcher  „Reibungskegel**  genannt  wird. 
Seine  Oberfläche  umfasst  alle  Richtun- 
gen, in  welchen  die  Reibung  grade  dem 
Hinabgleiten  noch  Widerstand  leistet. 


5)  Reibu  ngs  ver such  e und  Rci- 
bun  gstafeln. 

Znr  Ermittelung  der  gleitenden  Rei- 
bung für  verschiedene  Materien  hat  man 
einen  auf  horizontaler  Bahn  gleitenden 
Schlitten  angewendet.  Ein  Seil,  welches 
über  eine  feste  Rolle  gezogen  ist,  wird 
durch  ein  Gewicht  in  Bewegung  gesetzt 
(Fig.  321).  Unterlage  und  Schlitten  wer- 
den mit  abgegl&tteten  Schichten  von  den 
zu  untersuchenden  Substanzen  bekleidet. 
Ist  G nun  das  Gewicht  des  Schlittens, 
P das  Gewicht,  welches  zum  fortziehen 
nöthig  ist,  so  wird  yG  die  Reibung 
sein,  also  die  Acceleration  wird  sein : 

P — (fG 
p ~9  P+G  ’ 


wo  g die  Beschleunigung  der  Schwere 
ist,  hieraus  ergibt  sich  dann: 


7 


P+G  p 

0 9 


Wird  nun  während  der  Zeit  f der  Weg  s 
zuröckgelegt,  so  ist: 

s = j p»*, 

mithin 


_ P P+G  2s 

r ~ G G gt*’ 

Wie  die  Formel  bei  Anwendung  einer 
schiefen  Ebene  zu  modificiren  ist,  wird 
man  leicht  erkennen.  Dergleichen  Ver- 
suche haben  Coulomb  nnd  Morin  ange- 
stellt.  — Um  die  Zapfenreibung  zn  er- 
mitteln, wendet  Hirn  folgenden  Apparat 
an,  der  von  ihm  „Reibungswaage"  ge- 
nannt wird.  Der  Zapfen  C (Fig.  322) 
wird  durch  eine  Maschine  fortwährend 
umgedreht,  das  Zapfenlager  D ist  mit 
einem  gleicharmigen  Hebel  ADB  ver- 
bunden, nnd  wird  mittels  der  Gewichte 
P nnd  Q auf  den  Zapfen  gedrückt.  Der 
Zapfendruck  erzeugt  also  eine  Reibungs- 
grösse 


Fig.  322. 
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Diei  ist  die  Kraft,  mit  welcher  Hebel 
und  Lager  umgedreht  werden  würde, 
wenn  nicht  durch  ein  auf  der  einen  Seite 
hiniutretendes  Gewicht  das  Gleichgewicht 
hergeitellt,  also  die  horizontale  Lage 
erhalten  würde,  ee  ist  also  z.  B.  P grös- 
ser als  Q zu  nehmen. 

Es  wirkt  nun  1)  an  einem  Hebelarme  r, 
der  gleich  dem  Zapfcnhalbmesscr  CD 
ist.  die  Reibung  ./  (P  + (J),  2)  an  dem 
Arme  CA  — a die  Gewichtsdifferenz  P—  ß, 


Drucke  und  gehörig  angewandter  Schmiere 
y bei  allen  Stoffen  sich  demselben  Werth 
nähert. 

Auch  den  Satz,  dass  die  Bcibung  der 
Ruhe  grösser  als  die  der  Bewegung  sei, 
findet  Bochet  nur  bestätigt,  wenn  Holz 
oder  Leder  auf  benetzten  oder  geschmier- 
ten Eisenschienen  gleitet.  In  diesem 
Falle  aber  ist  die  erstere  Reibungsart 
doppelt  so  gross  als  die  letztere. 

Für  verschiedene  Stoffe  findet  Bochet 


so  dass  man  hat: 

»r(P+  ß)  = o(P— Q), 

also: 

P-Q  ji 
1 ~ P+Q  r' 

Die  neuesten  Versuche  über  gleitende 
Reibung  sind  von  Bochet  mit  Eisenbahn- 
wagen auf  Eisenbahnschienen  angestellt. 
Das  Gleiten  wurde  durch  Festkeilen  der 
Räder  oder  durch  besondere  Vorrichtun- 
gen (Schuhe)  bewirkt.  Dieselben  waren 
mit  verschiedenen  Substanzen  Überzogen, 
Hnd  ein  Federdynamometer  mass  die  der 
gleitenden  Reibung  gleiche  Zugkraft  der 
in  Schlitten  umgewandelten  Wagen.  Diese 
Untersuchungen  bestätigen  zwar  die  Pro- 
portionalität zwischen  Reibung  und  Druck, 
ergaben  aber,  dass  die  erstere  nicht 
völlig  von  der  Gröse,  der  sich  berüh- 
renden Flächen  und  der  Geschwindigkeit 
unabhängig  sei.  Bochet  kommt  zu  fol- 
gender empirischen  Formel: 
k — y 

* = ^+^  + y, 

wo  e die  Geschwindigkeit,  k der  Werth 
Ton  <f  für  sehr  kleine,  y der  für  sehr 
grosse  Geschwindigkeit  ist.  a ist  ein 
Erfahrungscoefficient,  der  etwa  0,3  zu 
setzen  ist,  wenn  v in  Metern,  dagegen 
gleich  0,084  wenn  c in  Fussen  gegeben 
ist.  Der  Beibungscoefficicnt  nimmt  so- 
nach mit  wachsender  Geschwindigkeit 
ab,  doch  ist  er  bei  Geschwindigkeiten, 
die  nicht  gTÖsser  als  ein  Fass  sind,  nahezu 
als  constant  zu  betrachten,  y ist  offenbar 
stets  kleiner  als  k.  Wichtig  ist  es,  dass 


folgende  Resultate,  wo  überall  e in  Me- 
tern ausgedrückt  ist: 

a)  für  trocknes  weiches  Holz,  bei  we- 
nigstens zehn  Kilogramm  Druck  auf  den 
Quadratcentimeter : 

0,30  « oA 

’-r+Ö3r  + 0’30' 

b)  Für  trocknes  hartes  Holz  unter  der- 
selben Bedingung: 

0.30  , 

7 = ITÖje  + °l25- 

c)  Für  halbpolirtes  Eisen,  bei  mehr 
als  300  Kilogramm  Druck: 

0.15  , A,E 

7 = r+o>+0’15- 

d)  Für  halbpolirtes  Eisen  bei  einem 
Drucke  von  100  bis  300  Kilogramm 
wenn  es  trocken  ist,  ferner  bei  wenig- 
stens 20  Kilogramm,  wenn  es  geschmiert 
oder  ganz  polirt  ist,  endlich  auch  für 
harziges  Holz  mit  reinem  Wasser  benetzt 
unter  demselben  Drucke: 

• _ 0,176  , A<V7(. 

7 = iX7^^  + 0075' 


7 ~ 1 + 0,3*  

e)  Für  Holz  mit  Fett  geschmiert,  po- 
lirt und  unter  wenigstens  20  Kilogramm 
Druck: 

o.io  , nAA 
7=TTä3e  + °'06- 

Die  folgenden  Reibungstafeln  sind 
nach  den  älteren  Versuchen  gefunden, 
und  gelten  daher  auch  nur  unter  der  Be- 
schränkung, dass  die  Geschwindigkeit 


bei  grosser  Glätte  der  Stoffe  mässigem  gering  ist:. 
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Reibungscoefficienten  der  Ruhe. 


Trocken. 

1 

S 

1 

3 

a 

« 

► 

3 

o 

s 

« 

a 

• J5 

II 

fl 

• •? 
i 

f 

0 

r 

"o 

o. 

3 

o 

a 

•O 

0 

f 

Holz  auf  Holz,  kleinatcr  Werth  . . . 

0,30 

0,65 

0,14 

0.30 

mittlerer  „ ... 

0.50 

0,68 

— 

0,21 

0,19 

035 



grösster  „ ... 

0.70 

0,71 

— 

— 

0,25 

040 

— 

Holz  auf  Metall 

0,60 

0,65 

0,10 

0,12 

0,12 

0,10 

— 

Metall  auf  Metall,  kleinster  Werth  . 

0,15 

— 

0.11 

— 

— 

0,15 



mittlerer  „ . • 

0,18 

— 

0,12 

0.10 

0,11 

— 



grösster  „ . . 

0,24 

— 

0,16 

— 

— 

— 



Hanf  auf  Holz,  kleinster  Werth  . . . 

0,5 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

mittlerer  „ ... 

0,63 

0,87 

— 

— 

— 





grösster  

0,80 

— 

— 

— 

— 





Sohlenleder  auf  Holz  oder  Gusseisen, 

hochkantig  . . . 

0,43 

— 

0,62 

0,12 

— 





flach  

Lederriemen  Ober  Trommeln, 

0,63 

— 

0,80 

0,13 

% — 

— 

0,27 

Ton  Holz .... 

0,47 

— 

— 

— 

— 





„ Metall  . . . 

0,54 

— 

— 



— 

0,28 

038 

Stein  auf  Stein  (glatt)  (Ziegel), 

kleinster  Werth  . . . 

0,67 

— 

— 

— 

— 





grösster  „ ... 

0,75 

— 

— 

— 

— 





Stein  auf  Schmiedeeisen 

kleinster  Werth  . . . 

0,42 







— 





grösster  

0,49 

— 

— 

— 

— 





Hartholz  auf  Stein 

0,64 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

Reibungscoefficienten  der  Bewegung. 


Trocken 

U 

§ 

£ 

fl 

*o 

0 

■ 

J; 

0 

1 

« 

C 

I! 

& I 

B 

H 

ß 

s 2 

«£  g* 

!<S 
it 
£ a 

e 

V 

5 

"5 

CD 

• 

0 

f 

e 

5 

df. 

§ 

Holz  auf  Holz,  kleinster  Werth 

0,20 

0,06 

0,06 

0.14 

O,0S 

mittlerer  „ 

0,36 

0,25 

— 

0,07 

0,07 

— 

— 

0,15 

0,12 

grösster  „ 

0,48 

— 

— 

0,07 

0,08 

— 

— 

0,16 

0.15 

Holz  auf  Metall,  kleinster  Werth 

0,20 

— 

0,05 

0.07 

0,06 

— 

— 

— 

0,10 

mittlerer  „ 

0,42 

0,24 

0.06 

0.07 

0,08 

0,08 

0,10 

0,20 

0.14 

grösster  „ 

0,62 

— 

0,08 

0,08 

0.10 

— 

— 

— 

0.16 

Metall  auf  Metall,  kleinster  Werth 

0,15 

— 

0,06 

0,07 

0,07 

0,06 

0,12 



0.11 

mittlerer  „ 

0,18 

0,31 

0,07 

0,09 

0,09 

0,08 

0,15 

0,20 

0,13 

grösster  „ 

0,24 

— 

0,08 

0,11 

0,11 

0,09 

0,17 



0.17 

Hanfseil,  auf  Holz 

0,45 

0,33 



_ 











„ Eisen 

— 

0,05 



0,19 







__ 

Flaches  Sohlenleder  auf  Holz  oder 

Metall,  roh 

geklopft 

0.54 

0,36 

0,16 

0,20 

0,30 

— 

— 

— 

— 



— 





fettig 

— 

0,25 

— 

Hochkantiges  trocken  

0,34 

0,31 

0,14 



0,14 









fettig 

— 

0,24 

— 

— 

— 

— 

— 

- 

— 
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Coefficienten  der  Zapfenreibung. 


Glockcngut  auf  Glockcngut  . 

n „ Gusseisen  . . 

Schmiedeeisen  auf  Gluckcngut 
Schmiedeeisen  auf  Gusseisen 

Gusseisen 

Gusseisen  auf  Glockengut  . . 
Schmiedeeisen  auf  Guajakholz 
Gusseisen  auf  Guajakholz  . . 
Guajak  auf  Gusseisen  . . . . 
Guajak  auf  Guajak 


Trocken. 

}7jouoq  pan 

geschmiert  und 
benetst 

Oel,  Talg  oder 
Schweinefett 

e 

t i 

El 

O c 
c 

M 

B 2 

U 

J ° 
& “ 

1 E 
« 

te 

jS 

IC  < 
* u 

c.  v 

U JS 

c J2 

i d 

c £ 
3 'S 
3 •= 

tc 

0,097 

_ 

_ 

— 

— 

— 

— 

0.049 

— 

— 

— 

0,25 

0,189 

— 

0,075 

0.054 

0,090 

0,111 

— 

— 

— 

— 

0,075 

0.05-4 

— 

— 

— 

— 

0,137 

0,079 

0.075 

0,054 

— 

— 

0.137 

0.104 

0,161 

— 

0,075 

0,054 

0,065 

— 

0,166 

0,188 

— 

— 

0,12 

— 

— 

— 

— 

0,186 

— 

— 

0,100 

0,092 

— 

0,109 

0.14O 

— 

— 

— 

0,116 

— 

— 

— 

0,153 

— 

— 

— 

0,070 

— 

— 

— 

6)  Arbeit  der  Reibung. 

Legt  ein  Körper  gleitend  den  Weg  s 
zurück,  und  ist  N der  Normaldruck,  so 
ist  v As  diejenige  mechanische  Arbeit, 
welche  zur  Ucberwindung  der  Reibung 
nöthig  ist.  Diese  heisst  „Arbeit  der 
Reibung“.  Ist  die  Unterlage  beweglich, 
s , der  Weg  des  gleitenden  Körpers,  », 
der  der  Unterlage,  so  ist  * = s,— s,  zu 
setzen,  also  der  relative  Weg  zu  neh- 
men. Der  Ansdruck  qNt  ist  dann  die 
Arbeit  der  Reibung  für  beide  Körper 
zusammen.  Denn  der  schneller  gebende 
Körper  beansprucht  die  Arbeit  qNslt  der 
langsumere  gewinnt  bei  Zurücklcgnng 
des  Weges  durch  die  Reibung  der  Ar- 
beit qN$ ,,  so  dass  yJV(s,  — s,)  die  Ge- 
sammtarbeit  ist. 

Bei  der  Zapfenreibung  sei  R der  Druck 
zwischen  dem  Zapfen  und  dem  Lager, 
r der  Halbmesser  des  Zapfens.  Die 
Reibung  selbst  ist  gleich  i/R,  und  der 
zugehörige  Weg  ist  der  Umfang  des 
Zapfens  2/ir.  Die  Arbeit  während  der 
Umdrehung  ist  also : 

2nq  Rr. 

Werden  in  einer  Minute  n Umdrehungen 
gemacht,  so  ist  die  in  der  Secunde  ver- 
brauchte Arbeit: 

H^-r  = 0,105  nn*. 

d.  h.  „die  Arbeit  der  Reibung  ist  propor- 
tional der  Umdrehungszahl,  dem  Zapfen- 
halbmesser, dem  Zapfendrucke  und  dem 
Reibungscocfficientcn.“ 

Die  ersten  drei  Grössen  sind  also  bei 
rotirenden  Maschinen  so  gering  zu  neh- 


men, als  es  der  Zweck  der  Maschine 
und  die  Erforderniss  der  Festigkeit  ge- 
stattet. Die  Arbeit  der  Reibung  wird 
aber  vermindert,  wenn  man  die  Zapfen- 
lager durch  Frictionsräder  ersetzt. 

Welle  AB  (Fig.  323)  ruht  mit  ihrem 
Zapfen  O auf  den  Umfangen  EH  und 
E'H',  der  um  D und  & drehbaren 
Räder.  Ist  R der  Druck  der  Welle,  so 
erhält  man  die  Fressungen: 

N = N’= — — , 

n a 

2c°.-g- 

wo  n = DCD’  ist.  Die  Reibung  bewirkt, 
dass  die  Räder  mit  dem  Zapfen  umlau- 
fen, und  es  entstehen  dabei  in  D und  D’ 
die  Reibungen  qN  und  qN’,  deren 
Summe  ist: 


Seien  DE  = a,  D'E’  = al  die  Radhalb- 
messcr,  DK—D’K’=.rl  die  Zapfen- 
halbmesser, so  muss  am  Umfange  der 
Räder  oder  an  dem  des  Zapfens  C zu 
ihrer  Ueberwindung  die  Kraft: 


wirken,  während  dieselbe  qR  war,  wenn 
Zapfen  C unmittelbar  in  einer  Pfanne 
ruht.  — Mit  Vernachlässigung  der  Ge- 
wichte der  Frictionsräder  verhalten  sich 
also  die  Arbeiten  der  Reibung  in  beiden 
Fällen  wie 
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Fig.  323. 


ri 

a,  cos-1 

Brächte  man  nur  ein  Frictionsr&d  an, 
«o  wäre  n gleich  Null  und  das  Verhält- 
nis gleich  — zu  setxen. 

at 

7)  Unterschied  zwischen  der 
Beibnng  der  Zapfen  in  alten  und 
n enen  Lagern. 

In  einem  alten,  also  ausgelaufenen 
Zapfenlager  ruht  der  Zapfen  nur  in  einem 
Punkto  A (Fig.  324)  während  er  in  einem 


Fig.  324. 


neuen,  in  allen  Punkten  des  Lagers  ruht. 
Im  ersteren  Falle  ist  die  Reibung  ge- 
ringer als  im  letzteren.  Sei  R der  Mittcl- 
druck,  welcher  sich  in  eine  Normalkraft  N 
zerlegt,  ans  der  tangential  die  Reibung 


</i V entsteht,  nnd  in  eine  Tangentialkraft 
S;  man  hat  also,  wenn  sich  beide  Kräfte 
ins  Gleichgewicht  setzen  sollen 
S = gN 

und  da  Ä*  = JV*-4-s*  ist: 

ä = ivyTTT*, 

hieraus  folgt  der  Normaldruck : 

R 

N~V r+v 

und  die  Beibnng: 


Ist  noch  I der  Bcibungswinkel  also: 

1 = ‘g  I» 

so  hat  man : 

F - R sin  i. 

Wenn  der  Zapfen  im  Zustande  der  Rohe 
ist.  so  liegt  er  in  demjenigen  Punkte  auf, 
durch  welchen  der  mittlere  Drnck  geht. 
Findet  nnn  Bewegung  statt,  so  wird  er 
so  weit  in  die  Hohe  steigen,  bis  die 
Kraft  zum  Herabgleiten  der  Beibnng 
gleich  wird,  d.  h.  er  hebt  sich  nm  den 
Winkel  I im  Lager  in  der  der  Bewe- 
gung entgegengesetzten  Richtung.  Fände 
dies  Fortrücken  nicht  statt  so  wäre  die 
Reibung  gleich 

yfi  = f tg i, 

da  die  Richtung  des  Druckes  normal 
gerichtet  wäre.  Die  wirkliche  Beibnng 
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AsinA  hat  also  in  der  hier  angenom-  zu  vernachlässigen  ist.  — Zuweilen 
menen  dos  Vcrhiltniss  cos  1:1.  — Ge-  wendet  man  statt  der  kreisförmigen  oder 
wöhulich  ist  nun  1 so  klein,  dass  cosA  vielmehr  cylindrischen  Lager  droiseitig 
der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  kann,  prismatische  an.  Sei  AUB  (Fig.  325) 
also  der  Einfluss  der  Hebung  des  Zapfens  ein  solches,  und  liege  der  Zapfen  in  A 


Fig.  325. 


und  B auf.  Seien  0 und  0'  die  in  A 
und  B wirkenden  Kräfte  in  welche  sich 
der  Druck  zerlegt,  N und  N'  bezüglich 
die  normalen  Theile,  so  wirken  tangential 
die  Reibungen : 

tf  N und  '/  N', 


Ist,  wie  fast  immer,  A nur  klein,  so  kann 
man  sin 2l  = 2 sin A setzen,  wo  man 
dann  erhalt: 


_ R sin  1 
F = 


für  die  man  aus  den  eben  angegebensn 
Gründen  auch  setzen  kann  0 sin  A und 
0'sinA;  die  Gesammtreibung  hat  also 
die  Grosse  (0  4-0')  sin  X.  Sei  Winkel 
ACB  = a,  und  R der  Mitteldruck,  wel- 
cher in  0 angreift,  C der  Schnittpunkte, 
der  Normaldrücke  N und  N',  so  ist: 

Winkel  QOR  = ACD  - CAO  = -^-A 

Winkel  0'OA  = BCD  + CHO  = y+A, 
also : 0*00  = er. 


Also  das  Verhältnis!  der  Reibungen  bei 
cylindrischen  und  dreiseitigen  Lagern  ist 

gleich  cos  -g- : 1. 

Sei  das  Lager  jetzt  neu  und 
k r eis förmi g in  welchem  Falle  also  der 
Zapfen  in  allen  Punkten  aufliegt. 

Man  kann  dann  annehmen,  dass  der 
Druck  sich  auf  alle  Punkte  des  Lagers 
gleichmässig  vertheilt. 

Sei  R = CD  wieder  der  Gesammtdruck 
(Fig.  3'26),  Winkel  NCD  = N'CD , so 
kommt  auf  jeden  der  Punkte  N und  Nr 


Hieraus  ergibt  sich  : 

A.in(A  + !) 


0 = 


A sin 


<y  = 


(t-‘) 


— des  Gesammtdruckes,  wenn  man  an- 

n 

nimmt,  dass  der  Zapfen  Oberhaupt  in 
n Punkten  aufliegt,  und  ganz  wie  bei 
dreiseitigen  Lagern,  findet  man  für  die 
Reibung  in  N und  N'  zusammen: 

R sin  2A 
n cos  NCD' 


also  die  Gesammtreibung: 

F=  IST  Mt  + O + ,in  (f-1)] 


oder: 


A sin  2A 

_ a ' 
2 cos  g- 


Nimmt  mah  an,  dass  die  Sehne  AB  in 
n gleiche  Theile  getheilt  sei  und  durch 
die  Theilpunkte  Vertikallinien  noch  der 
Peripherie  gezogen  sind,  welche  in  den 
Punkten  N,  N’,  O,  0'  . . . dieselbe 
schneiden,  so  ist  offenbar: 

NP  .AB 

cos  NCD  = cos  ONT  = ^ , 
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wenn  man  nämlich  n sehr  gross  und  aus 
diesem  Grunde  NO  mit  der  Tangente 
in  N zusammenfallcnd  denkt.  Der  Ge- 
sammtdruck  auf  das  Lager  ist  also : 


^R  n-NO 
2 n AB 


sin  21, 


wo  das  Zeichen  2 sich  auf  alle  Bogen- 
elemente NO  auf  einer  Seite  von  CR  er- 
streckt. Es  ist  aber  hierfür  zu  setzen: 

R ein  21  fl  sin 21.400 

-ÄB~SN0  = AB ’ 


nnter  AOD  den  Bogen  verstanden. 

Ist  noch  Winkel  ACB  = a,  r der  Ra- 
dius des  Zapfens,  so  hat  man : 

AB  = 2r  sin  AOD  = 

Z J 

also  die  Gesammtreibung  ist  dann: 

„ _ fl«  sin  21 

. . t» 

4sm_ 

Will  man  noch  annähernd  sin  21  = 2 sin  1 
setzen  so  kommt: 


jp  _ fl«  sin  1 
" 

Je  tiefer  der  Zapfen  im  Lager  ruht, 
desto  grösser  ist  die  Reibung.  Für  sehr 
flach  aufliegende  Zapfen  ist  zu  setzen: 


also : 

F = Äsinl 

ganz  wie  bei  alten  Lagern. 


8)  Näh e rungs we r th e für Z apfon- 
druck  und  Zapfenreibung. 

In  der  Regel  wird  der  Zapfendruck  A 
durch  zwei  Seitenkräfte,  welche  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  P und  Q,  aus- 
gedrückt;  man  hat  daher: 

fl  = yp*  +o'. 

Da  bei  complicirten  Werthen  von  P und 
(J  oft  R eine  zur  Berechnung  und  na- 
mentlich zu  weiteren  Schlüssen  höchst 
ungeeignete  Form  annchmen  kann,  hat 
Poncelet  versucht,  diesen  Ausdruck  auf 
einen  Näherungswerth  von  linearer  Form 
zurückzufahren,  der  hier  angeführt  wer- 
den muss,  da  er  öfters  angewandt  wird. 
Setzen  wir  zu  dem  Ende 

£=*,  r = pYT+I*, 

indem  wir  annehmen,  dass  Q kleiner  als 
P ist.  Es  soll  nun  gesetzt  werden: 

Vl  + *’  = p + rx  + y, 

wenn  wir  dann  ]/l  + x*  mit  fi  + rx  iden- 
tificiren,  so  ist  der  Fehler: 


y = i- 


p + »* 

Yi  +*• 


und  dieser  ist  im  Durchschnitt  möglichst 
klein  zu  nehmen.  Die  änssersten  Gren- 
zen von  x,  welche  in  Betracht  kommen, 
sind  0 und  1,  die  entsprechenden  Werthe 
von  y also: 


y = 1 — Pf 


y = i 


P + v 

V 2 • 


Offenbar  Bind  dies  die  grössten  positiven 
Werthe  des  Fehlers,  wenn  beide  Werthe 
nämlich  positiv  sind. 

Auch  hat  derselbe  ein  negatives  Ma- 
ximum, welches  man  findet,  indem  man 
setzt: 


woraus  sich  ergibt: 


( W + >x)X  = y(l  + x‘),  also  x ~ 
wozu  der  Werth: 


t 

P 


y = i-VV*  + «'. 

gehört. 

Damit  nun  weder  ein  zu  grosser  po- 
sitiver, noch  ein  zu  grosser  negativer 
Fehler  entstehe,  bestimmen  wir  ft  und  y 
so,  dass  die  Fehler,  welche  x = 0,  x = 1 

und  x = — entsprechen,  einander  gleich 

sind,  (der  letztere  mit  umgekehrten  Vor- 
zeichen), also,  dass  man  hat: 
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Hieraus  ergibt  sich: 
r = l*Q/ 2 — 1)  und  /j  = 

also: 


1+V4—  2 


fi  — 0,96,  v - 0,40 ; 
es  ist  also,  indem  man  den  Fehler  y 
ausser  Acht  lässt: 


yi  + *’  = 0,96  + 0,40*, 

d.  h.: 

R = 0,96  P + 0,400, 

Offenbar  ist  der  grösste  zu  begehende 
Fehler: 


y = l-/s  = 0,04. 

Diese  Methode  ist  nur  anwendbar,  wenn 
man  weiss,  dass  eine  der  beiden  Seiten- 
kräften  P und  Q immer  die  grössere  ist. 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  setzt  man: 

VTT^*  =/u(l  + *), 
wo  dann  der  Fehler  , 


y = i 


Mi+«) 

Vl  + x' 


ist,  aber  x alle  Werthe  zwischen  0 und 
unendlich  annehmen  kann,  für  welche 
Werthe  von  x der  Fehler  jedesmal: 


y = l-  b 

wird.  Für  den  grössten  negativen  Fehler 

y 

ist  x = — = 1,  also  derselbe  wird : 
b 

y = l-(uV'2. 

Aus  demselben  Grunde  wie  oben,  wird 
gesetzt: 

^2  — 1 = 1 — ,n, 

also: 

fi-—  2 „ = 0,825 


1 + ^2 


und  man  hat: 


R=  0,825  (P+  Q). 

Der  Fehler  ist  in  diesem  Falle  höchstens 
0,17,  Hesse  man  Q gnnz  ausser  Acht, 
so  erhielte  man: 

j/I+^r=  1 + y 

und  der  Fehler  y wäre  gleich 

YT+T>-1. 

Damit  dieser  Ausdruck  höchstens  gleich 
0,04  ist,  darf  yi+x*  nicht  mehr  als 
1,04,  betragen.  Aus  der  Gleichung: 


yi+x«  = 1,04 
aber  ergibt  Bich : 

*’  = 0,08,  x - 0,3. 

Ist  also  x immer  kleiner  als  0,3,  so  ist 
cs  gerathener  R = P zu  setzen.  Eben 
so  ist,  wenn  man  weiss,  dass  x grösser 
als  0,2  ist: 

V'/’M-'Ö7  = 0,888  P + 0,490  Q 

ein  besserer  Werth,  da,  wio  leicht  zu 
ubersehen,  der  grösste  Fehler  nur  0.02 
in  diesem  Falle  beträgt.  — Von  den 
hier  gegebenen  Werthen  ist  also  nur  der 
zweite  immer  anwendbar,  während  die 

übrigen  drei  verlangen,  dass  x = ge- 
wisse Bedingungen  crfBllt. 

9)  Reibung  bei  stehenden 
Zapfen  und  Spitzzapfen. 

Oft  namentlich  bei  stehenden  Zapfen 
findet  eine  Reibung  auf  die  Basis  des- 
selben statt,  welche  als  gleitende  Rei- 
bung zu  betrachten,  somit  auch  für  die- 
selbe der  entsprechende  Reibungscoef- 
ficicnt  zu  nehmen  ist.  Es  ist  die  Arbeit 
dieser  Reibung  zu  ermitteln. 

Der  Druck  R vertheile  sich  auf  alle 
Funkte  der  Basis  gleichmässig  Theilen 
wir  also  die  letztere  in  gleiche  Sectorcn 
ACB,  BCD  u.  s.  w.  (Fig.  327),  die  eich 


Fig.  327. 


als  Dreiecke  betrachten  lassen,  wenn  die 
Sehnen  sehr  klein  genommen  werden. 
In  allen  Funkten  eines  solchen  Dreiecks 
wirken  dann  die  Reibungen  parallel, 
also  die  Mittelkraft  von  allen  im  Schwer- 
punkte des  Dreiecks,  welcher  um  }r 
vom  Mittelpunkt  entfernt  ist,  wenn  r=  CA 
der  Radius  der  Basis  ist.  Sei  n die 
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Anzahl  der  Sectoren  ACB,  so  wirken 
also  alle  Mittelkräfte  der  Peripherie  abde, 
deren  Radius  Ca  =■  J v ist,  und  jede  dieser 

Kräfte  ist  gleich  — . Sie  haben  alle 

n 

gleiches  statistisches  Moment,  und  die 

Summe  derselben  ist:  !»—•»,  also 
n 

wenn  M die  Grosse  des  Reibungsmo- 
mentes ist,  so  hat  man:  M = i'/ltr.  — 
Ist  die  Basis  ein  Ring  (Fig.  328),  so  sind 


Fig.  328. 


statt  der  Dreiecke  Trapeze  AA'B'b  zu 
nehmen.  Sei  Radius  CA  = v,  CA'  = »>,. 
Die  Entfernung  Ca  des  Schwerpunktes 
eines  solchen  Trapezes  vom  Mittelpunkt 
gibt  die  bekannte  Formel: 


und  man  erhält  somit  für  das  Moment 
der  Gesammtreibung : 


M=  | ;R 


oder  wenn  man  den  mittleren  Halbmesser 
” = p,  und  die  Breite  des  Ringes 

y — yt  = h setzt: 


" ■**(*  + £)• 

Was  die  Arbeit  der  Reibung  A anbe- 
betrifft,  so  ist  also  für  eine  Umdrehung, 
wo  der  zurückgelegte  Bogen  gleich  2n 
ist,  zu  setzen  bezüglich: 


A = | n<f  Rr  und  A = 2 ntjR 


Sei  jetzt  der  Zapfen  conisch 
zugespitzt.  Der  Axendruck  R zer- 
legt sich  daun  in  zwei  Normalkräfte  N 


und  N’  (Fig.  329)  die  übrigens  zusam- 
men grösser  als  R sind.  Es  wird  also 
hierbei  die  Reibung  vermehrt. 


Fig.  329. 


Sei  Winkel  A DC  — 9 der  halbe  Scheitel- 
winkel des  Kegels,  so  ist 
2/V  sin  9 — R. 


Dieselbe  vertheilt  sich  gleichmässig  auf 
die  Kegclfiächc  ADB.  Thcilt  man  die- 
selbe in  unendlich  kleine  Dreiecke  ADE, 
so  wird  der  Schwerpunkt  eines  solchen 
Dreiecks  A'  in  der  Entfernung 
a'D  = | AD 

von  der  Spitze  fallen,  und  der  Halbmesser 

A’C  = \AC 

sein.  Ist  also  CA  = r der  Radius  des 
Zaplens  beim  Eintritt  in  die  Pfanne,  so 
erhalten  wir  das  Reibungsmoment 


* sin  9 


oder  da  r = a sin  9,  wenn  DA  = a die 
Seite  des  Kegels  ist : 


M — Qi/Ra. 

Diese  Arbeit  ist  also  der  Kegelseite  pro- 
portional. Bei  geringem  Eintauchen  kann 
die  Reibung  kleiner  sein  als  wenn  der 
Zapfen  eben  wäre.  — Oft  läuft  der 
Zapfen  in  einen  abgestumpften  Kegel 
aus,  für  diesen  Fall  findet  Reibung  am 
Mantel  und  an  der  AbstumpfungsfUlche 
statt.  Ist  r der  Halbmesser,  CA  an  der 
Eintrittsstelle  (Fig.  330),  r,  der  Halb- 
messer DE  an  der  Basis,  und  9 wieder 
der  halbe  Scheitelwinkel,  so  geben  ähn- 
liche Betrachtungen: 


r3  + r , iR 
sin  9 J r* 
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so  gibt  eine  nach  den  hier  angewandten 
Prinzipien  nnszo führende  Rechnung,  wenn 
r der  Kngclradius  ist: 

und  wenn  die  Pfanne  keine  rolle  Halb- 
kugel sondern  eine  Calotte  bildet,  r,  der 
Radius  an  der  Eintrittsstelle,  r der  der 
Kugel  ist,  annäherungsweise: 

» = |[l  + 0,3 

10)  Antifrictionssapfen. 

Nimmt  man  den  Axcndruek  R eines 

Jedoch  ist  hierbei  der  Sei.endruck  N «i'ÜSSS*  £ 

stark,  dass  nach  längerem  Gebrauch  der 


Pfanne  nur  der  Druck  auf  die  Basis 
übrig  bleibt,  man  also  hat: 

F - } 7Är,. 

Es  gibt  auch  Zapfen  mit  abgerundeter 
Basis.  Ist  die  Pfanne  halbkugclförmig, 


portional,  und  ist  G der  Inhalt  der  Ver- 
tikalprojection  ADDA  der  Reibungsfiäehe 
ABBA  (Fig.  331),  so  ist  der  Vertikal- 
druck auf  die  Flächeneinheit  (Quadrat- 
zoll): 


R'-R 

R 


Fig.  331. 


D C\  D I A 


Ist  ferner  n der  Neigungswinkel  eines 
Flächcnelements  O gegen  die  Axc  des 
Zapfens  CT,  so  ist  der  Normaldruck  für 
die  Flächeneinheit  in  Punkt  O : 


IV'  = 


R' 


and  somit  die  entsprechende  Reibung: 


F,  jlRy_ 

” G sin  o 


es  ist  aber  gleich  der  Tangenten- 
sin  a 


länge  OT,  also  auch: 


F’y  = *£0T. 


P = 


_ tf-R 


sin  a G sin  a 


Setzen  wir  nun  voraus,  dass  das  Moment 
an  allen  Stellen  dasselbe  sei,  damit 
gleichmässigeB  Abnntzen  stattfinde , so 
Das  Moment  dieser  Reibung  aber  ist,  ist  die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass  die 
wenn  mit  y der  Halbmesser  MO  des  Tangentcnlänge  OT  constant  sei.  Man 
Querschnittes  bezeichnet  wird:  erhält,  wenn  man  dieser  Bedingung  ge- 
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nilgt,  eine  Curve  AOB  (Zuglinie  genannt), 
aus  deren  Rotation  um  die  Axe  CT  die 
entsprechende  Zapfenform  hervorgeht. 
Die  Entstehung  der  Zuglinie  lässt  sich 
auch  so  veranschaulichen : Sei  der  schwere 


Punkt  A an  dem  Faden  AC  (Fig.  332)  be- 

Fig.  332. 


festigt,  rQckt  das  Ende  C dieses  Fadens 
auf  der  Graden  CX  fort,  so  wird  Punkt  A 
die  Curve  beschreiben.  Um  sie  zu  con- 
struiren  zieht  man  AC  senkrecht  auf  CX 
und  gleich  dcrFadenlängc.  Nimmt  man  r 
nahe  an  A,  und  macht  nn'  = AC,  auf 
nn'  nimmt  man  ß nahe  an  r,  und  zieht 
ßß'  = AC  u.  s.  w„  die  Punkte  A,  a,  ß . . . 
gehören  der  Zuglinie  an.  Auch  lässt 
sich  leicht  ihre  Gleichung  bestimmen. 
CX  sei  die  Axe  der  r,  CA  die  der  y, 
AC  r a.  'Sei  BO  r y,  OC  — x die  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  B der  Curve,  so  ist: 

sin  BXD  = - ^ 
di 

und  BD  — BX  sin  BxD,  d.  h.: 


Der  grösste  Reibungshalbmesscr  r — CA 
ist  hier  (Fig,  331)  gleich  der  constanten 
Tangente  CA,  somit  das  Reibnngsmo- 
tnent  t/ttr  von  der  Länge  des  Zapfens 
unabhängig.  Diese  Construction  wird 
auch  bei  Hähnen  (Antifrictionshähne)  an- 
wendbar. 

11)  Einfluss  der  Spitzen  nnd 
Schneiden  auf  die  Reibung. 

Um  die  Axenreibang  zu  vermindern, 
werden  die  Zapfen  durch  spitze  Stifte 
oder  scharfe  Schneiden  gestützt.  Es  ist 
klar,  dass  wenn  die  Spitze  oder  Schärfe 
eine  absolute  wäre,  kein  messbarer  Rei- 
hungsweg  vorhanden,  also  die  Arbeit  der 
Reibung  verschwinden  müsste.  Indess 
bringt  die  Elasticität  der  Körper  ein 
Eindrücken  und  Abstumpfen  hervor,  wo- 
durch eine  reibende  Fläche  entsteht, 
auch  tritt  bei  läcgercm  Gebrauche  ein 
Abreiben  ein,  also  die  Spitze  verwan- 
delt sich  dauernd  in  eine  Fläche,  und 
dann  ist  die  Arbeit  der  Reibung  nach 
dem  Obigen  zu  beurtheilen.  Daher  ist 
diese  Methode,  die  Reibung  zu  vermin- 
dern hauptsächlich  bei  Instrumenten  üb- 
lich, die  entweder  nur  ab  und  zu  im 
Gebrauche  sind,  wie  ein  Wagen,  oder 
nur  geringe  Arbeiten  vollbringen  z.  B. 
Boussolen,  Uhren  u.  s w.  — Nach  Cou- 
lomb ist  die  Reibung  auf  Spitzen  stärker 
als  der  Druck  und  von  der  Convergens 
der  Zuspitzung  abhängig,  auch  ist  die 
Härte  der  Stifte  natürlich  in  Betracht  zn 
bringen.  Bei  Granat  ist  die  Reibung 
kleiner,  wie  bei  Bcrgkrystall,  bei  Glas 
noch  grosser  und  bei  Stahl  noch  mehr. 
Achnlichcs  findet  bei  Schneiden  statt. 

Die  Nadel  AB  habe  am  Stifte  FCG 
(Fig.  333)  die  Spitze  DCE  von  der  Höhe 

Fig.  333. 


y dt  * 


d.  h. : y%(djc*  + dy*)  z:  a*dyt 

(«»-iw  = rfx>, 

„ i > 


also: 


also  int*grirt : 


=/ 


r=  \ a 


-olg 


a + ]/a*  — y* 


Die  Constante  wird  nämlich  Null,  da  für 
* = 0,  y = a ist.  Diese  Gleichung  kann 
man  auch  schreiben: 


i+y«*-»* = 


y • 


CM  = A und  dem  Halbmesser  DM  — r 
eingedrückt.  Das  Volum  } nr'A  des  ent- 
sprechenden Kegels  sei  dem  Drucke  R 
proportional,  also: 

nr>A  = 3/rÄ, 

wo  ft  eine  zu  bestimmende  Constante  ist, 
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sei  der  Winkel  DCE  (Convergenz  der  des  halben  Convcrgcnzwinkcls  nnd  wie 

Ze.pit.nng)  gleich  <r,  so  ist  A = rcot-,  di'T .Po*eni  * l"  Dre,'c'k»;“  „ . 

v b ’ 2 L,eRt  ein  Balken  AfS  (Fig.  334)  nnf 

nnd  einer  scharfen  Kante  Cf,  ist  wieder  a 

der  Couvergenzwinkel  OCH,  I die  Länge 
Cf  der  Schneide,  Ä der  Druck,  so  er- 
hält man  auf  ähnliche  Art: 


_ j l3fiRtSj 

woraus  sich  dann  ergibt: 

,»r=»y£ 


,*=yss^. 


12)  Rollende  Reibung. 

j j,  . ' Es  ist  -klar,  dass  auch  die  rollende 

Reibung  wächst,  wenn  der  Druck  zu- 
„Die  Reibung  auf  dem  Stifte  verhält  nimmt  und  abnimmt,  wie  der  Dnrch- 
sich  wie  die  Cuhikwurxcl  der  Tangente  messer  des  rollenden  Körpers  wächst. 


Fig.  334. 


Jedoch  ist  das  Gesotz,  wonach  dies 
geschieht,  noch  nicht  hinreichend  unter- 
sucht. Nach  Coulomb  verhält  sich  indess 
die  rollende  Reibung  umgekehrt  wie  der 
Halbmesser,  und  direct  wie  der  Druck. 

Ist  also  R der  Druck,  r der  Halb- 
messer, f ein  zu  ermittelnder  Rcibungs- 
cocfticient,  so  ist  die  Reibung: 


r 


Ist  r in  prenssischen  Zollen  gegeben, 

so  hat  man: 

Für  Walzen  ans  Fockenholz  f — 0,0184 
n » » Ulmenholz  f = 0,0311, 


Der  Druck  Q eines  Cylinders  ACB 
(Fig.  335)  findet  auf  einer  Basis  AO 
Btatt,  welche  als  eben  zu  denken  ist. 
Es  findet  eine  Drehung  um  die  durch  0 
gehende  Cylinderseite  statt.  In  A wirkt 
die  Kraft  Q,  in  IS  die  Kraft  F.  Beide 
wirken  also  entsprechend  auf  die  Hebel- 
arme OM  (senkrecht  auf  (1),  und  OS 
(senkrecht  auf  F).  Sei  OS  = a,  OM-f, 
so  ist  also,  damit  Gleichgewicht  statt- 
findet, zu  setzen: 

Fa  = Qf 


für  gusseiserne  Räder  auf  gleichen  Schie- 
nen bei  20  Zoll  Durchmesser: 
f — 0.0178  nach  Rittinger 
f - 0,0187  nach  Weissbach , 
bei  Rädern  von  38  Zoll  Durchmesser: 
f — 0,019  bis  0,021  nach  Pambour. 

/D 

Die  Formel  F — — setzt  voraus,  dass 
r 

die  Kraft  F,  welche  die  Reibung  über- 
winden soll,  an  dem  Walzenhalbmesscr  r 
wirke.  Wenn  sie  aber  am  Hebelarm  p 
wirkt,  so  hat  man: 


und  man  erhält  also  als  ReibungsgrOsse 


a 


Die  Funkte  O und  A sind  im  Ucbri- 
gen  als  zusammcnfallcnd  zu  betrachten, 
wo  OA  unendlich  klein  ist.  In  der 
That  allerdings  bewirkt  der  Druck,  dass 
AO  und  f kleine  endliche  Grossen  sind, 
also  f eine  dnreh  die  Erfahrung  zu  be- 
stimmende endliche  Linie  nnd  diese  ist 
dann  der  sogenannte  Reibungscoefficicnu 
Jedoch  kommt  dies  wenigstens  für  die 
Grösse  der  Linie  ON  = o,  nicht  in  Be- 
17 
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Fig.  335. 


traeht,  auch  kann  dar  Druck  Q auf  A Eino  oft  vorkommcndo  Anwendung 
mit  dem  Gcsammtdruck  li  auf  O vor-  der  rollenden  Reibung  bietet  die  hori- 
tnuscht  werden.  Man  hat  also:  zontale  Fortbewegung  eines  schweren 

Körpers  ASB  auf  Walzen  C und  D (Fig. 
_ fW  336).  — Sei  P die  erforderliche  Kraft, 

~ a ' r der  Radios  der  Walze,  R die  Last, 

f und  fx  die  Rcibungscoefficienten  der 
wirkt  die  Kraft  also  horizontal,  so  ist  Walzen  in  Bezog  auf  die  Unterlage  HK 
a = r,  wirkt  sie  im  obersten  Punkte  K und  den  zu  bewegenden  Körper  AB,  so 
der  Walze  a =2 r.  ist  nach  dem  Obigen  n — 2r,  also: 

Fig.  336. 


OK  ti*eü  r 

.xi  t.  Jjtujn  t r, 

n ... 

Tiiln  K nl  . 

. 

•Walt  nih  Inn 

/ O bua  ,(0  . 

-Hat*  tii'ji.. 


Was  dieWege  der  Walzen  •nnbctrilft,  so 
möge  die  Walze  AH  sieh  um  den  Bogen 
AO  drehen,  aRo  auch  um  einen  diesem 
Bogen  gleichen  Weg  AA'  vorwärts  ge- 
hen, so  kommt  der  Punkt  O'  von  AB 
mit  O in  Berührung,  dessen  Entfernung 
AO  von  A gleich  AA'  ist.  Der  Körper 
ABS  ist  also  um  OA'—IAA'  weiter 
geschoben.  D.  h. : 

„Der  fortschreitende  Weg  der  Walzen 
ist  gleich  dem  halben  Wege  des  fortge- 
schobenen Körpers.“ 


13)  Reibung  biegsamer  Körper. 

Wenn  ein  völlig  biegsamer  Körper,  also 
ein  Seil  auf  einem  festen  Körper  auf- 
liegt, so  ist  der  Fall  wo  der  letxtcre 
scharfe  Kanten  hat  von  dem  Fall  ca 
unterscheiden , wo  er  continuirlich  ge- 
krümmt ist.  Finde  zunächst  ersteres  statt. 
Sei  das  Seil  über  die  Kante  0 (Fig.  337) 
gelegt,  und  auf  der  einen  Seite  durch 
die  Last  Q,  auf  der  andern  durch  die 
Kraft  P gespannt.  Beide  Kräfte  üben 
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Fig.  337. 


einen  Druck  auf  C aus,  dessen  Richtung 
nach  statischen  Gesetzen  den  Winkel  ACP 
halbirt.  Sei  Winkel  DCP  = «,  so  ge- 
ben die  Kr&ftc  P und  (J  eine  nach  der 
Richtung  des  Druckes  fl  genommeno 
Componente,  und  eine  senkrechte  auf 
dieser  Richtung.  Die  erstere  ist 


R = (/>+<?)  sin 


Es  wirkt  dann  entgegengesetzt  der  Bc- 
wcgnng  also  in  Richtung  PC  eine  Rei- 
hung, welche  dem  Drucke  proportionul  ist. 

_ Sei  ti  der  Kcibungscocllicicnl,  so  wird 
die  Reibungsgrösse  sein: 

F= p(P+Q)ü  »-£• 

Fände  keine  Reibung  statt,  so  wäre,  da- 
mit Gleichgewicht  stattfinden  soll,  P = (J 
zu  setzen.  Es  ist  also  im  Falle  des  Gleich- 
gewichts V um  so  viel  grösser  als  P hier 
zu  nehmen,  als  die  Reibung  hctr&gt,  man 
hat  also;  /*=()- f-F  zu  setzen,  und  somit: 

F = f,( 2ß+F)sin 
woraus  sich  ergibt: 

2 fiQ  sin  ^ 

F= 

l + /*sin-^ 

P=Q -. 

1-^sin-l 

Es  ist  nun  klar,  dass  wenn  zwei  Kanten 
vorhanden  sind,  und  die  Nebenwinkel 
der  Kanten winkel  «r,  «ra  sind,  man  erhält: 


1 + p »in  V 
p,=p 

1 Bi 

1 - P »*"  Y 


^(l+fs.h.|.)  (l+g.in^) 
(l-^usin^)  (l-^sin^) 


wo  P"  die  in  der  zweiten  Kante  wirkende  Kraft,  P die  in  der  ersten  stattfindendo 
Spannung  ist.  So  erhält  man,  wenn  ein  Beil  über  «Kanten  gespannt  ist,  «,«,  ...«^  ( 

die  entsprechenden  Winkel,  P und  Q die  an  den  anssersten  Kanten  wirkenden 
Kräfte  sind: 


P-c(1+/"inf)  (l+*,,in%)  •••  (1+^,in-V) 

(l-fiiin-g.)  (l-^.in^)  . ; . (l sin -^) 


und  wenn  allo  Kantenwinkel  gleich  sind: 


P-Qi 


l+t“»in  ö- 


Man  kann  den  Körper  mit  n Kanten  jetzt  durch  eine  Cnrve  ersetzen,  für  dio 
inan  sich  « Sehnen  denkt,  die  immer  so  sich  legen  lassen,  dass  sic  gleiche  Winkol  a 
bilden,  und  n ins  Unendliche  wachsen  lässt.  Ist  dann  a der  Winkel  den  dio  erste 
nnd  dio  letzte  dieser  Sehnen,  d.  h.  die  tangential  an  der  Curvo  wirkenden  Kräfte 

P nnd  Q mit  einander  machen,  so  ist  « = — , nnd  da  mit  wachsendem  n, 


Reihe, 


Reihe. 


2G0 


a n 
sin  ~~  cT~ 
2»  2m 


*u  nehmen  ist,  so  erhält  mnn  : 

p=q\ 


fi+e?’ 
1 + 2» 


l 2n 


schreiben.  Es  ist  dann  allerdings  nOthig. 
dass  man  das  erste  Glied  der  Reihe 
kennt  Ist  nämlich  n„=o,  so  gibt  un- 
sere Formel  sogleich: 

«,=«!,  «,  = ax ’ . . . 

Wäre  das  Gesetz  einer  Reihe  dagegen 
gegeben  durch  die  Formel: 

an=aun-l+ban-1' 


Bekanntlich  sind  aber  die  Grcnzwcrthe: 


also : 

P = Qe^a. 

Die  Formel  gilt  also,  welches  die  Ge- 
stalt der  Curve  oder  vielmehr  der  Körper 
auch  ist,  um  welche  das  Seil  gespannt  ist. 

P 

Das  Verhültniss  von  Kraft  und  Last 

ist  also  nur  von  dem  Winkel  abhängig, 
welche  ihre  Richtungen,  oder  was  das- 
selbe ist,  die  Tangente  oder  Normale  in 
den  Angriffspunkten  mit  einander  machen. 
Bei  einem  Kreise  übt  also  die . Grösse 
des  Radius  gar  keinen  Einfluss  auf  die 
Rcibun  g aus. 


so  müsste  man  zwei  Glieder  kennen,  um 
alle  übrigen  bestimmen  zu  können. 

Es  ist  eine  wichtigo  Aufgabe  in  der 
Differenzenrechnung,  dergleichen  invol- 
ventc  Gesetze  in  evolutc  umzugcstaltcn, 
d.  h.  das  ntc  Glied  als  Function  der 
Stcllenzahl  n anszudrücken.  — Was  die 
Stcllenzahl  anbetrifft,  so  kann  dieselbe 
auch  Null  oder  eine  negative  gante  Zahl 
sein.  Betrachtet  man  z.  B.  die  Reihe 

i 2 — 1 

ox  . . . ax  y ax  y ax  , a,  ax, 

, w von  welcher  der  mit  a bc- 

ax*  ...  MX 

ginnende  Theil  mit  der  oben  gegebenen 
übereinstimmt,  so  ist  cs  zweckmässig  zu 
setzen: 

n 

a = «0,  ax  — u v ...  _ | • 

Man  beginnt  also  die  Reihe  nicht  mit 
dem  ersten,  sondern  mit  dem  Nullten 
Gliedc.  Um  die  vor  a stehenden  Glieder 
von  den  übrigen  zu  unterscheiden,  setzt 
man  aber: 


Reihe. 

1)  Allgemeines. 

• Unter  Reihe  ist  im  Allgemeinen  jede 
Verbindung  von  Ausdrücken  zu  verste- 
hen, welche  einem  gewissen  Gesetze  ge- 
mäss gebildet  sind.  Diese  Ausdrücke 
heissen  Glieder  der  Reihe.  Jedes  Glied 
hat  eine  bestimmte  Stcllenzahl,  es  ist  dies 
nämlich  diejenige  ganze  Zahl,  welche  an- 
zeigt, das  wievielte  Glied  man  betrachte. 

Das  Gesetz  einer  Reihe  kann  die  ein- 
zelnen Glieder  als  unmittelbare  Functio- 
nen der  Stellenzahl  ergeben,  wie  dies 

z.  B.  mit  der  Reihe,  a , ax,  ox*  . . . ax11  1 
der  Fall  ist,  wo  dos  nte  Glied  durch  die 

Formel  axn  1 ausgedrückt  wird.  Es 
kann  aber  auch  dies  Gesetz  in  invol- 
venter  Art  gegeben  sein,  indem  man 
jedes  Glied  als  Function  eines  oder  einer 
Anzahl  von  vorhergehenden  ausdrückt. 
Sind  «0,  die  n-J-l  ersten  Glie- 

der der  vorher  hingeschriebenen  Reihe, 
so  lässt  sich  deren  Gesetz  auch  unter 
der  Form 


— 1 — 2 
ax  = <f  , , =<T_2*** 

n 

MX  =rr_u 

nnd  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  auch 
bei  dieser  Bezeichnung  das  oben  gege- 
bene Gesetz:  a = artg  — i richtig  bleibt. 

Eine  Reihe  ist  endlich,  wenn  man  sie 
aus  einer  bestimmten  Anzahl  Gliedern 
bestehen  lässt;  sic  ist  unendlich,  wenn 
man  bei  keinem  bestimmten  Glicde  ab- 
bricht. Offenbar  kann  man  jede  Reihe, 
wenn  anders  das  Bildungsgesetz  kein  be- 
schränktes ist,  welches  nur  für  gewisse 
Grenzen  von  n gilt,  als  unendlich  be- 
trachten. Die  zuletzt  gegebene  Reihe 
kann  nach  zwei  Richtungen  hin  unend- 
lich genommen  werden,  d.  h.  inan  kann 
unbegrenzt  von  a0  bis  <r  und  bis 

fortschrcitcn.  — Es  kann  aber  Vorkom- 
men, dass  die  Glieder  einer  Reihe  sich 
mit  wachsendem  n der  Null  nähern. 

Dies  ist  z.  B.  mit  der  Reihe  a,  ax, . . . ax  , 
der  Fall  wenn  n kleiner  als  1 ist.  Solche 
Reihen  wurden  früher  oonvergent  genannt, 
solche,  wo  dies  nicht  der  Fall  ist,  also 
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z.  B.  die  obigen,  wenn  x grosser  als  1 ist, 
divergent.  Wir  werden  jedoch  gleich 
sehen,  dass  man  diese  Ausdrücke  jetzt 
in  einem  etwas  andern  Sinne  nimmt. 

Eine  sehr  wichtige  Aufgabe  ist  es,  die 
Summe  einer  Reihe  vom  ersten  Glieds 
bis  zu  einem  gewissen  zu  finden,  also 
za  bestimmen  den  Ausdruck : 

Sn  = at  + «i+«r  + ••  •+«„_,• 

Offenbar  kann  in  dieser  Reihe  n jeden 
Werth  haben,  also  auch  unendlich  gross 
werden.  In  diesem  Falle  ist  S der 

Werth  einer  unendlichen  Reihe.  Im  All- 
gemeinen nun  wird  Sn  veränderlich 

sein  mit  der  Anzahl  n der  Glieder,  je- 
doch kann  es  Vorkommen,  dass  dieser 
Ausdruck  sich  mit  wachsendem  n einer 
bestimmenten  von  n unabhängigen  Grcnzo 
nähert,  und  Reihen  wo  dieses  stattfindet, 
werden  im  Gegensatz  zu  der  so  eben 
gegebenen  Bedeutung  dieses  Wortes  con- 
vergent  genannt,  während  alle  anderen 
Reihen  divergent  heissen. 

Die  Summe  einer  convcrgentcn  un- 
endlichen Reihe: 

S = rr0 + «!+«, + <»j  + ... 
ist  also  eine  bestimmte  von  der  Anzahl 
der  genommenen  Glieder  unabhängige 
und  somit  endliche  Grösse,  und  zwar  dio 
feste  Grenze,  der  Bich 

= «<,  + «,  + •••  + «„ 

mit  wachsendem  n nähert.  Divergente 
unendliche  Reihen  haben  nur  insofern 
eine  Summe,  als  cs  möglich  ist,  die  end- 
liche Reihe 

&n  — + “,  + •••+«„ 
zu  summiren  und  dann  n gleich  unend- 
lich zu  setzen.  Diese  Summe  wird  aber 
von  n abhängig  bleiben  und  deshalb  mit 
wachsendem  n Sn  entweder  unendlich 

gross  oder  schwankend  werden.  Sei  x 
eine  positive  Zahl  und  grösser  als  1,  so 

wird  axn  mit  wachsendem  n unendlich 
sein,  also  auch  der  Werth  von  S . Be- 
trachtet man  dagegen  die  Reihe,  welche 

aus  dem  Bildungsgesctz  a = — a 

fl  fl~  1 

entsteht.  Ist  z.  B.  u„  = 1,  so  hat  man: 
Sh  = "•  + e‘  + • • ' + “n 

Ist  hier  n grade,  so  ist  offenbar  S = 1 

fl 

ist  n ungrade  5^  = 0.  Wenn  n also 
auch  ins  Unendliche  wächst,  so  wird  dio 


Reihe  immer  einen  der  Wertlio  1 oder  0 
haben , jedoch  ist  es  fraglich  welcher, 
wenn  man  nicht  die  Beschaffenheit  der 
Zalil  n kennt. 

Dio  Theorie  der  Convcrgenz  der  Rei- 
hen ist  von  der  grössten  Wichtigkeit,  und 
wird  in  dem  Folgenden  näher  darauf 
cinzugcben  sein.  Hier  bemerken  wir  nur 
Einiges  Ober  diesen  Gegenstand. 

Sei: 

Sn  = tto 

S(n  + =:  ce0  -f*  «|  + tr , + • • . 

+ "»  + Vm+- ••  + '<»+a! 

soll  nun  die  Reibe  convergircn,  so  muss 

8 von  n unabhängig,  also  S.  = S 
n {ft-j-A)  n 

werden,  woraus  sich  ergibt: 

«„+,  +«„4.3 + •••+«„+, i = 0. 

Damit  also  Convergenx  stattfinde,  muss 
die  Summe  der  Glieder  von  a 

n+l 

bis  zu  einem  beliebigen  ^ (wo  A 

auch  unendlich  sein  kann)  sich  der  Mull 
nahem,  wenn  n wächst,  und  diese  Be- 
dingung ist  offenbar  nothwendig  und 
ausreichend.  Setzt  man  dagegen  für  A 
eine  bestimmte  Zahl  z.  B.  A = 1,  2 . . . , 
so  erhielte  man : 


und  diese  Bedingungen  sind  für  die  Con- 
vergenz  der  Reihe  zwar  nothwendig  aber 
keineswegs  ausreichend , da  aus  ihnen 
nicht  folgt,  dass  8*  = ^ für  jeden 

Werth  von  A sei.  Also  aus  der  Bedin- 
gung, dass  die  Glieder  einer  Reihe  sich 
mit  wachsendem  n einzeln  der  Mnll  nä- 
hern, ist  keinesweges  völlig  zu  erkennen, 
ob  diese  Reihe  convergirc.  Es  kann 
nämlich  dio  Summe  von  unendlich  Violen 
solcher  Glieder  doch  eine  endliche  von 
der  Anzahl  abhängige  Grösse  sein.  Da- 
gegen ist  die  Bedingung,  dass  die  Summe 

%+1  + «n  + 2+--- 

ins  Unbegrenzte  mit  wachsendem  >•  Bich 
der  Mull  nähere,  völlig  ausreichend  für 
die  Convergenx.  Denn  in  diesem  Falle 
hat  man  für  wachsendes  n: 

lim  = w,  + a,  + . . . +«|( 

= «o+«i  +««  •••; 

der  nach  an  folgende  Theil  verschwindet 
nämlich,  und: 

lim 

= o,  + o,  + «j  • •• 
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du  auch  der  nach  folgende  Thcil  ver- 
schwindct.  Man  hat  also  lim  S = lim  S , 

» p' 

d.  h.  die  Beihc  ist  unabhängig  von  dem 
Geeetxe,  nach  welchem  die  Gliederxabl 
annimmt,  und  folglich  conrergent. 

Die  Keihcn  find  nach  der  Beschaffen- 
heit ihrer  Glieder  zunächst  einzutheüen 
in  solche  mit  reellen  und  complexcn 
Gliedern.  Da  aber  die  letzteren  in  awei 
Beihen  zerfallen,  von  denen  die  erste 
ganz,  die  letztere  bis  auf  einen  Factor  i 
reell  ist,  so  lässt  sich  die  Betrachtung 
derselben  immer  auf  die  der  Beihen  mit 
reellen  Gliedern  zurück  führen.  — Bei 
den  Beihen  mit  reellen  Gliedern  ist  es 
noch  wichtig,  diejenigen,  deren  Glieder 
alle  dasselbe  Zeichen  haben  von  denen 
zu  unterscheiden,  deren  Zeichen  wechselt. 
Indess  ist  auf  diese  Gegenstände  später 
zurückzukommen. 

Wenden  wir  uns  zunächst  zu  einigen 
elementaren  Betrachtungen. 


2)  Von  d ergo  o metrischen  Reihe. 
Die  schon  vorhin  betrachtete  Beihc: 

S=o  + <i*  + nx>  + . . . + „xH~  1 

n 

wird  geometrische  genannt.  Das  Gesetz 
derselben: 


lässt  sieh  so  in  Worte  fassen: 

„Der  Quotient  zweier  aufeinander  fol- 
genden Glieder  ist  einer  gegebenen 
Gröstc  r gleich.  Dieser  Ausdruck  * wird 
gewöhnlich  Exponent  genannt,  wir  wollen 
ihn,  nm  keine  Verwechselung  mit  dem 
Potenzexponenten  herbeizuführen  als 
„Index  der  Bcihe“  bezeichnen.“ 

Die  geometrische  Beihc  lässt  sich 
wenn  n beliebig  ist,  leicht  summiren. 
Man  hat  offenbar: 

Sn  = o-f*(a+*  + o**  + ...  + a*B  — 

In  der  Klammer  steht  genau  die  obige 
Bcihe  mit  Ausschluss  des  letzten  Gliedes, 
Es  ist  also  der  Werth  des  Ausdruckes 

in  der  Klammer  gleich  — axH~  , 
also: 

S(|  = o + *(Sf|-8*"-') 

d.  h. : 

_ _a  — axn axn  — a 

n ~ 1 — x x— 1 


Lässt  man  n ins  Unendliche  wachsen,  so 
hat  man 

S—a  + ax  + ax’  + . . . . 

Es  ist  klar,  dass  diese  unendliche  Bcihe 
bei  reellem  * nnr  convergiren  kann,  wenn 
x abgesehen  vom  Vorzeichen  kleiner 
als  1 ist.  Ist  * nämlich  grösser  als  1, 
so  werden  die  einzelnen  Glieder  mit 
wachsendem  n bis  ins  Unendliche  zuneh- 
men. Wenn  x=rl  ist,  gibt  die  Bcihe: 

5„  =1  + 1 + 1. ..  = »1 

also  die  Summe  wird  mit  wachsendem  n 
unendlich,  während  sie  für  * = — 1,  wio 
schon  oben  gezeigt  wurde  zwischen  den 
Werthen  Null  und  Eins  schwankt. 


Ist  aber  x kleiner  als  1,  so  wird  xM 
sich  der  Null,  also  jedenfalls  der  ge- 
fundene Werth  von  S sich  dem  Wertho 


nähern:  cs  findet  immer  Conver- 

1 — x 

genz  statt.  Dasselbe  findet  statt,  wenn 
x imaginär,  der  Modul  von  x aber  kleiner 

als  Eins  ist.  Setzt  man  nämlich  x=rc'^‘ 

so  wird  xn  - r”  en1  * sich  immer  noch 
der  Null  nähern.  Ebenso  wird,  wenn  der 
Modul  grösser  als  1 ist,  die  Summe  S* 
unendlich  gross  werden. 

Ist  der  Modul  gleich  1,  also  x = e’^  , 
so  erhält  man: 


S 


il 


o 


1 — «*?* 


ein  Ausdruck , der  offenbar  von  n ab- 
hängig ist;  also  auch  in  diesem  Fallo 
findet  Divergenz  statt.  Die  Convergenz- 
bedingung  für  die  geometrische  Beihc  ist 
in  jedem  Falle  also  die,  „dass  der  Modul 
des  Index  kleiner  als  Eins  sein  muss, 
und  in  diesem  Falle  ist  die  Summe  der 
Reihe 


Unter  Modul  einer  reellen  Grösse  ver- 
stehen wir  nämlich  ihren  absoluten  Werth. 
Gibt  man  dem  Index  x in  der  That 

einen  complexcn  Werth  xc7‘  und  setzt 
a = l,  so  zerfallt  die  geometrische  Beihc 
in  zwei  andere: 

S„=V+^- 

wo: 
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Tb  = 1 + ► cos  7 + a’  cos  27  4- . . . + a*  1 cos  (fi  — 1)  7 

V — v sin  7 + s>*  sin  2</  + . . . + yn  1 sin  (n  — 1)  7 

ist,  während  die  Summenformel  gibt: 

1 -yHenfi_  n-SS'r*) 


s„= 


1-K« 


7 i (1  — a cos  7)*  4-a1  sin  7’ 


und  wenn  man  dies  in  einen  reellen  und  imaginären  Thcil  zerlegt,  den  ersten 
gleich  T , den  letztem  gleich  V sotzt,  so  ergibt  sich: 


T = 

H 


V = 


1 — a cos  7 — a" cos  n 7 4-  a'*~*~ 1 cos  (n  — 1) 7 
1 — 2 y cos  7 4-  a1 

a sin  7 — a”  sin  « 7 4-  a’1"*’  1 cos  (w  — 1)  7 


Nimmt  man  an,  dass  y kleiner  als  1 sei,  und  n ins  Dncndliche  zunimmt,  so  er- 
hält man  hieraus: 

'1  — 1/COS7 

T = 1 4-  v cos  7 4-  a*  cos  2-/  4-  yl  cos  37  + . . - = Cos  7 + a> 

y sin  ti 

U = y sin  7 + a*  sin  87  4- ...  =:  , 5 : — :• 

’ ’ 1 — 2a  COS  7 4"  a* 

„ _ , , , . _ immer  eine  Zahl  ß vorhanden  sein,  dio 

3)  fc.n.gc  Kegeln  über  die  Con-  iwischcn  „ und  j llcgt,  und  grösser  als 
vergenz  der  Bethen,  welche  sich 
aus  der  geometrischen  Reihe  er-  “h+i 
geben.  -7-  ,st-  man  hat  <J,o: 


Aus  dem  blossen  Vergleiche  einer  be- 
liebigen Reihe  mit  einer  geometrischen, 

ergeben  sich  gewisse  Regeln  für  dio  

Convergenz  und  Divergenz  derselben.  an 


<ß> 


-ü±l2  < ß>  < 1 


°n+3  < **V 


«4-1  "»  + 2 

Dieselben  lassen  sich  in  folgende  Sätze  ajg0. 

zusammenfassen.  , 

Wir  nehmen  zunächst  an,  sämmtliche  nn+i  nn+2  »’ 

Glieder  der  zu  untersuchenden  Reihe 
seien  positiv: 

I.  Eine  Reihe  ist  convergcnt,  wenn  Mithin: 
das  Verhältniss  eines  Gliedes  zum  Vor-  , + 0 (1  + /9 

hergebenden  mit  wachsender  Stellcnzahl  » »+ 1 «+1  n 

einen  Werth  annimmt,  welcher  um  eino  + ß'  + • • •) 

endliche  Grösse  kleiner  als  die  Einheit  und  da  d;c  Reihe  sich  einer  endlichen 
ist;  sie  ist  divergent,  wenn  dieser  Werth 

grösser  als  die  Einheit  ist  Or£nt0  * nähert,  welche  Null  ist, 

Denn  sei  1 — 0 

ao  + Bl  + 4.  . ..  wenn  <1^=0  wird,  so  wird  auch  die 

die  zu  untersuchende  Reihe,  so  muss  im  Reihe  links  unter  der  angegebenen  Bo- 
Fallo  der  Convergenz : dingung  Null  sein.  Nun  ist 


°»+an+l  + <,n-H  + ' 


a»<0» -p? 


mit  wachsendem  it  sich  der  Null  nähern.  nnd  da  ßr  hinrcichend  grosses  ß sich  ßv 
Sei  nun  der  [Juli  nähert,  so  findet  diese  Bedin- 


lim  = o<  1, 
a» 


gung  immer  statt.  Ist  dagegen 


so  wird,  wenn  n hinreichend  gross  ist, 


y|  I | 

lim = <1  nnd  a > 1 

an 
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so  kann  auch  ß grösser  als  Eins  derart  genommen  werden,  dass  man  hat 


"«  + 2 


«+» 


also; 

a»  + an+ 1 + V+2  +•  ’ * > “n  ^ +P  + P + • • •> 

und  da  die  Summe  der  Bcihc  rechts  stets  unendlich  gross  ist,  so  findet  dies 
auch  mit  der  Bcihc  links  statt;  die  letztere  wird  immer  divergiren. 

Dies  Critcrium  versagt  aber  seinen  Dienst,  wenn  man  hat: 


n 4- 1 - 

hm = 1 ; 


denn  die  Glieder  der  Beibe  werden  sich  dann  zwar  der  Gleichheit  nähern,  ohne 
dass  man  jedoch  eine  geometrische  Reihe  im  Allgemeinen  angeben  kann,  welche 

“>•+1 

eine  Grenze  der  gegebenen  Beihe  bildet.  Jedoch  wenn  man  weiss,  dass  

n 

n 

für  wachsendes  n immer  noch  grösser  als  Eins  ist,  wird  die  Beihe  divergiren, 
denn  man  hat  dann; 


°B  + 0«+l+on  + 2+--->aH<1  + 1 + 1 + --->> 


und  der  Ansdruck  rechts  ist  unendlich  gross. 


II.  Eine  Reihe  ist  convcrgcnt,  wenn  der  Ausdruck  («n)B,  w0  a„  das  nte  Glied 

der  Beihe  ist,  sich  mit  wachsendem  n einer  Grenze  nähert,  die  kleiner  als  Eins  ist. 

Offenbar  ist  nämlich,  wenn  a diese  Grenze  ist,  und  ß zwischen  Eins  und  er 
liegt,  für  hinreichend  grosses  a im  ersten  Falle ; 


1 

n 

« < A 


1 

n + l 
I 

n+l 


1 

n+2 

<ß,  an+2<ß... 


a«+a*+ 1 + an+2  + < f‘n  + l,n+  ' +fs"  + Z + • • •> 

und  da  die  Bcihc  rechts  sich  der  Bull  nähert,  so  ist  dies  auch  mit  der  Reihe 
links  der  Fall.  Ist  jedoch  « grösser  als  Eins,  und  ß zwischen  1 und  <r,  so  hat 
man: 

1 1 


n 

a > ß, 

IS 


«+t 

a 

n+l 


>ß... 


a„  + °n+ 1 + an  + 2 + * ’ •>ß”  + ß’>+ ' + + ■■  • 

und  beide  Reihen  wachsen  mit  n ins  Unendliche.  Für  n gleich  Eins  versagt 
auch  dies  Critcrium  seinen  Dienst 

Wir  wollen  diese  beiden  Critcrien  auch  auf  Reihen  an  wenden,  welche  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x fortschreiten,  also  auf  die  Beihe: 


Es  ist  dann: 


und 


««  + «,*  + «,*’  + ... 


1 1 

n » 

a = a x 

n n 
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und  die  Reihe  eonvcrgirt  oder  divergirt,  je  nachdem 


ti+l 


1 

n 

- x oder  n x sich 


einer  Grenze  nähern,  die  kleiner  oder  grösser  als  Eins  ist,  d.  h.  je  nachdem 

“n-j-l  n 1 

oder  n sich  einer  Grenze  nähern,  die  grösser  oder  kleiner  als  — ist. 

“»  n *■ 

Mit  diesen  beiden  Criterien  verbinden  wir  noch  Folgendest 
III.  Eine  Reihe  «,  + «,  + «,  + . . . eonvcrgirt,  wenn  man  jedes  Glied  «(( 
in  2 Factoren  n^,  fln  zerlegen  kann,  derart,  dass  die  Reihe  ",  + ",+«,+«,+  .. 
conrergirt,  und  fln  für  wachsendes  >i  nicht  unendlich  wird.  — Denn  in  diesem 

Falle  hat  man  : 


ai.+  l+<*»+2'K 


= ß(." , 


+ "«+2  + 


•). 


wo  fl  ein  Mittclwcrth  der  Grössen  ^ • 

vergenz  der  Reihe  ist  aber 


%+l+a«+2  + 


"n+l  +0n+s  + 


. . u.  s w.  ist.  Wegen  der  Con  - 

= 0, 

..  = 0. 


also  anch 

Anwendungen  dieser  Regel  folgen  später. 

4)  Arithmetische  Reihen  und  B i n omi  aleoeffi  c i e n t en. 

Eho  die  Theorie  der  unendlichen  Rciho  weiter  zu  verfolgen  ist,  soll  noch  auf 
einige  Reihen  mit  endlicher  Gliederzahl  etwas  näher  cingegangen  werden. 

Unter  einer  arithmethischen  Reihe  erster  Ordnung  versteht  man  eine  solche, 
worin  die  Differenzen  zweier  auf  einander  folgenden  Glieder  constant  sind.  Das 
allgemeine  Schema  einer  solchen  Reihe  ist  also,  wenn  «,  die  Differenz  und  a, 
das  erste  Glied  ist: 

an  «i  +°oi  «,  +2«„ «,+("  — 1)0,. 

Eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  ist  eine  solche,  worin  die  Differenzen 
jo  zweier  auf  einander  folgenden  Glieder  eine  Reihe  erster  Ordnung  bilden,  oder 
die  zweiten  Differenzen  (Differenzen  je  zweier  auf  einander  folgenden  Glieder  der 
Differenzenreihe)  constant  sind. 

Allgemein:  Eine  arithmetische  Reihe  »tcr  Ordnung  ist  eine  solche,  deren 
Differcnzcnrcihc  eine  arithmetische  Reihe  « — 1 ter  Ordnung  oder  deren  n te  Diffe- 
renzenreihe  constant  ist. 

Die  Differenzenreihe  einer  Reihe  zweiter  Ordnung  sei  die  obige: 

«„  «,+«„«,  +2«, «|  +(n  — l)a, 

und  ausserdem  a,  das  erste  Glied,  so  erhält  man  die  Reihe,  indem  man  ein  Glied 
der  Summo  zweier,  dreier  Glieder  u.  8.  w.  nach  und  nach  *n  « , addirt,  also: 

«ii  «i  + «n  «i  + 2«,  + «,,  «,  + 3«,  + 3«,,  o,  +4« , -j-  6«,, 

Ist  o,  das  erste  Glied  einer  Reihe  dritter  Ordnung,  so  erhält  man  dieselbe  wenn 
man  die  Summe  der  Glieder  der  Differenzenreihe,  also  einer  Reihe  zweiter  Ord- 
nung nach  und  nach  zu  o,  addirt. 

Es  bandelt  sich  jetzt  darum,  das  allgemeine  Glied  einer  Reihe  von  beliebiger 
Ordnung  und  die  Summe  der  Glieder  einer  solchen  Reihe  zu  finden. 

Zn  dem  Ende  gehen  wir  von  gewissen  spcciellen  Reihen  aus.  Es  sei: 

_"("  — !)("  — 2)  ...  ("-/>+!) 

P~  1-2-3  f p 

wo  p also  eine  ganze  Zahl  ist.  Die  AusdrQckc  von  dieser  Form  werden  Binomial- 
coefficienton  genannt,  weil  sie  in  der  Binomialformel  Vorkommen.  Der  Ausdruck  w 
heisst  der  p tc  Binominleocflicicnt.  Offenbar  ist  auch  ” 

np  = 0, 
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wenn  «*  eine  gerne  positive  Zahl  ond  kleiner  als  p ist,  da  im  Zähler  dann  der 
Faktor  Null  vorkommt.  Auch  hat  man: 

= 1. 


Es  ist  ferner: 
Nun  hat  man: 


rP 


, . »(»  — 1)  ■ • • (*  — p + 1)  (**  — 1)  (n  ~ 2)  • • • (e  — p) 

l . 2 . . . P 1*2  ...  p 

- 1)  (w  — 2)  ■■■(«  — p 4-1) 


1-2 


\p  p / 


woraus  sich  augenblicklich  ergibt: 

*>  !>- (-T  !),  = (•“  Vt 

Setzt  man  p = 1 , so  hat  man : 

1,  = 1,  2,  =2  ...  ",  = n. 


■ ■■  P~  1 

mit  bilden  die  Grössen  1„  2,,  8,...», 
eine  Reihe  zweiter  Ordnung.  In  der- 
selben Weise  zeigt  die  Formel  1)  dass 
die  Ausdrücke: 

l*i  2*i  3*  ...  ** 


Die  Reihe  der  Ausdrücke  bildet  also  Differenzreihe  haben  die  Reihe: 
eine  arithmetische  Reihe  erster  Ordnung.  1„  2,  . . . »„ 

Für  p = l hat  man:  sl*o  6ejj,8t  eine  Reihe  dritter  Ordnung 

n,  — (*  — 1),  = (n—  1)„  bilden. 

und  wenn  man  für  n nach  und  nach  die  Allgemein:  „Die  Reihe  der  pten  i- 

Zahlcn  2,  3 ...  i»  setzt,  so  ist  zu  sehen,  nomialcocfhcienten : 

dass  die  Reihe : 1 , 2 , 3_  ...  « 

1 2 3 . n P I P 

s»  s»  t •••  * , ,,  ist  eine  arithmetische  Reihe  pterOrdnnng.“ 

zu  Differenzen  je  zwei  auf  einander  fol-  _ . . , . _ .. 

gender  Glieder  die  Reihe:  Zur  Summation  einer  solchen  Reihe 

6 aber  gibt  die  Formel  1)  das  Nöthigo. 

li>  2,,  3,  . ..  (a  — l)i,  Setzen  wir  in  derselben  für  n nach  und 

bat,  also  eine  Reihe  erster  Ordnung  ist.  So-  nach  2,  3 ...  n so  ergibt  sich : 


4 -3  =3 
P P P~\ 


V>,=V.'  WW 

und  durch  Addition  aller  dieser  Gleichungen  ergibt  sich: 

2)  »,,  = V-.+2p-'+Vi+*--+("“V»- 

Links  ist  das  Glied  — 1^  vernachlässigt,  was  geschehen  kann,  da  rechts  der  Index 
p — 1 wenigstens  gleich  Eins,  also  p wenigstens  gleich  2 und  daher  immer 
gleich  Null  ist. 

Aus  der  Formel  2)  lässt  sich  der  Werth  des  nten  Gliedes  und  der  Summe 
einer  beliebigen  arithmetischen  Reihe  finden. 

Was  zunächst  die  Reihe  erster  Ordnung 

o„  o,  + »,  4-  2«,,  «,  + 3a,  ... 

anbetrifft,  so  sei  Af,  das  i»te  Glied,  S,  die  Summe  der  n ersten  Glieder,  und 
man  hat  offenbar: 

Nt  = »,+(»-1)0. 

sowie  i 

8,  = sal  + (l42  + 34...  + s 1)  n#. 

Die  in  der  Klammer  enthaltene  Summe  gibt  die  Formel  2),  wenn  man  darin  p = 2 
setzt,  also: 

3,=«,«,  +»r«e- 

Seien  jetzt  .V , und  St  bezüglich  das  »te  Glied  und  die  Snmme  der  n ersten 
Glieder  einer  Reihe  zweiter  Ordnung,  wie  denn  allgemein  iV^  und  ntes  Glied 

und  Summe  einer  Reihe  pter  Ordnung  vorstellen  sollen. 

JV,  wird  erhalten,  indem  man  die  i»  — lstcn  Glieder  einer  Reihe  erster  Ord- 
nung zu  einor  willkürlichen  Grösse  fl,  addirt,  und  man  hat  also,  wenn  man  in 
dem  Werthe  von  S,  n durch  n — 1 ersetzt : 


Digitized  by  Google 


I 


Reihe. 


267 


Reihe. 


Nt  = «»  + ("-  1),  «i  + (»-1),  <V 

Die  Summe  der  n ersten  Glieder  dieser  Bcihc  ist: 

»»,  +(1 + 2 + 3 + ...  + »-l)ai  + [l, + 2, + ...  + (»-  1),]«,, 
also  mit  Hälfe  der  Formel: 

S.  =«iO,  + »1ol  +»,«,. 

Indem  man  so  fortfthrt,  erhält  man  ganz  allgemein,  wie  leicht  zn  sehen: 


3) 

*) 


N_  = 


ap  + (" “ J)i  np_i  + (» - 0.  + • • • + («  - Dp 


8 r:  n , o + n a 
P 1 p ' 1 p I 


+ »!<*, 


P~» 


+ ...  + », 


>+' 


Was  die  Bedentung  der  Grössen 


P'  />-•’  P— 3 


Ordnung  der  höchsten  Ordnung 
der  Partialreihen  gleich  ist. 


Um  dies  zn  beweisen,  bemerken  wir 


anbetrifft,  so  ist  dos  erste  Glied  der  dass  da  die  p ten  Differenzen  einer  Reihe 

Reihe  selbst,  o , das  erste  Glied  der  Ptcr  Ordnung  constant  sind,  nothwendig 

P~ 1 die  p + lten  Differenzen  alle  gleich 

ersten,  # das  erste  Glied  der  zwei-  Null  sein  müssen,  und  dass,  wenn  die 
„ r . , , ' , , p + 1 ten  Differenzen  nicht , aber  die 

ten,  allgemein  das  erste  Glied  der  cincr  Reihe  von  Ausdrücken  alle 

sten  Differenzenreihe.  Diese  Anfangs-  der  ^ gleich  sind,  man  nothwendig 
glieder  sind  also  zu  bestimmen , ehe  cine  arithmetische  Reihe  pter  Ordnung 
man  das  allgemeine  Glied  und  die  Summe  haben  “uss.  Bc,t«hcn  nnn  die  Pir‘lal- 

der  vorgelegten  Reihe  finden  kann.  re,hcn  »us  c,ner  odcr  mehreren  Reihen 

...  „ , , pter  Ordnung  und  andern  von  niederer 

An  diese  Berechnungen  sind  jetzt  Ordnung,  so  werden  die  Diffcrcnzenrei- 
noch  einige  Satze  von  Reihen  höherer  hcn  der  durch  Additi0n  aller  dieser  ent- 


Ordnung  zu  knüpfen. 

Satz  I.  Alle  Binomialcoeffi- 
cienten,  wo  n eine  ganze  Zahl 
ist,  sind  auch  ganze  Zahlen. 

Es  ist  nämlich  zunächst 

»,  =1  + 2 + ...  + « — 1 
gleich  einer  ganzen  Zahl,  ferner 
«s=l,+2,+...  + (»  — !), 


standenen  Reiben  gleich  der  Summe  der 
entsprechenden  Differenzonreihen  der  Par- 
tialreihen sein.  Bei  den  Reihen  von 
niederer  Ordnnng  sind  die  pten  Diffe- 
renzenreihen der  Null  gleich,  cs  bleiben 
also  nur  die  von  den  Reihen  pter  Ord- 
nung herrührenden  constantenDifferenzcn- 
reihen  übrig,  deren  Gliedersummen  wie- 
der cine  solche  constante  Reibe  bilden) 
somit  ist  die  vorgelegtc  Reihe  pter 


ebenfalls  eine  solche,  da  die  Summe  Ordnung. 

rechts  aus  ganzen  Zahlen  besteht,  u.  s.  w.  c . ...  . , • -r. 

n Satz  III.  Jede  ganze  Function 

Satz  H.  Die  Summe  der  Glie-  pten  Grades  von  n gibt,  wenn  man 
der  mehrerer  arithmetischen  für  n dieZah  le  n 1,2,3 ...»  setzt  eine 
Reihen  von  verschiedener  oder  arithmetische  Reihe  pterOrdnung. 
gleich  er  O rdn  u ng  bilden  wieder  Denn  betrachten  wir  zwei  auf  einander 
eine  sr  i thmetisohe  Reih  e,  deren  folgende  Glieder  der  so  gebildeten  Reihen: 


A0n^’+Aln^>  1 + Atn 


.P-* 


^.(«-l^  + iM»-!)'’-'  + ("  — 2)p— 2 + . . . + A 


so  ist  die  Differenz  derselben  gleich: 

^.(«,’-(»-l)P)  + ^l(»P“,-(»-l)»,-1)  + A,(»p-1-(»-l)P-3)+... 

+ An-l  [»-(»-!)]  =^.(»P“,+»P“Z(>«-l)  + nP_3(»-l)>+... 
+ (»-l)Pi",)  + A,(»P-,+»P“3(»-l)  + nP-''(»_l).+  ... 

+(-dp"2)+...+^_1.  . , <\  rl  c. 


i'ijc'j  0:b  0* 


I 
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Die  Glieder  der  Differenzenreihe  sind 
also  um  einen  Grad  niedriger  als  die 
ursprüngliche  Reihe,  somit  wird  also  die 
zweite  Differenzenreihe  Functionen  von 
p — 2ter  Ordnung  u.  s.  w.,  also  die  pte 
Differenzenreihe  Functionen  von  p — pter 
Ordnung  oder  Constanten  geben,  womit 
unser  Satz  bewiesen  ist. 

Hieraus  folgt  dann  leicht; 

Satz  IV.  Die  Producte  der 
Glieder  von  verschiedenen  arith- 
metischen Reihen  bilden  eine 
arithmetische  Rei  he,  deron  Ord- 
nung der  Summe  der  Ordnungen 
der  Partialreihen  gleich  ist. 


Nach  Formel  3)  ist  nämlich  das  all- 
gemeine Glied  der  Reihe  pter  Ordnung 
eine  ganze  Function  pten  Grades  von«. 
Maltiplicirt  man  nun  die  allgemeinen 
Glieder  der  Reihen  von  der  Ordnung  p, 
Pj.p,:  so  hat  man  eine  ganze  Function 

vom  Grade  p+Pi  + ;>,+ also 

eine  arithmetische  Reihe  von  derselben 
Ordnung. 

Hieraus  folgt  dann  namentlich: 

, Dass  die  pten  Potenzen  einer  Reihe 
erster  Ordnung,  also  z.  B.  der  natürlichen 
Zahlen  eine  Reihe  p tcr  Ordnung  bilden.“ 
Sonach  lassen  sich  auch  mittels  der 
Formel  4)  diese  Reihe  summiren. 

Sei  z.  B.  zu  linden : 


S,=0*+l«+2’+...  + (i*-l)*, 

so  hat  man: 

Reihe  0 14  9 

erste  Differenzenreihe  13  5 

zweite  ,i  2 2 

also: 

o,  =0,  o,  = l,  «„  = 2 

und  nach  Formel  4): 

S _»("-!)  "(w-1)  ("~2)  0 n («  — 1)  (2h  — 1) 

•”  1-2  + 1-2-3  1-2-3 

Sei  ferner  zu  finden: 

S,  =0»+l*+2*  +...  + (n-l)' 

Reihe  0 1 8 27  64 

erste  Differenzenreihe  1 7 19  37 

zweite  „ 6 12  18 

dritte  „ 6 6 

e _»(»-!)  , »(n-l)(»-2)  „ , "(h  — 1)  (*  2)  (»  — 3)  „ 

S*-~n2"  ■+TjT5 6 + 1-  2~3~  4 6 

= [ 1 + 2»  - 4 -H  ("*  ~ 5» + 6)]  = - y * 


Es  ist  übrigens  klar,  dass  eine  arithmetische  Reihe  mit  wachsender  Glieder- 
zahl bis  ins  Unendliche  wächst,  wenn  die  Differenzen  endlich  bleiben,  also,  wenn 
man  diese  Gliederzahl  unendlich  nimmt,  in  diesem  Falle  immer  divergirt. 


5)  Binomische  Reihe. 

Die  binomische  Reibe  ist  der  Ausdruck  von  (a  + z)n  geordnet  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  x.  Wir  werden  diese  Reihe  zunächst  darstellen,  indem 
wir  annehmen,  n sei  eine  ganze  positive  Zahl,  in  welchem  Falle  dio  Reihe  immer 
bei  einem  bestimmten  Gliede  abbricht.  — Zunächst  sicht  man,  indem  man  suceossivc 
a + x mit  sich  selbst,  2,  3 u.  s.  w.  mal  multiplicirt,  dass  man  einen  Ausdruck  von 
der  Form  erhält: 


wo  die  Coefficienten  a 


(») 


. . . ganze  Zahlen  sind. 
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Aach  sieht  man,  dass  (/,  ^ = n ist.  Mnltiplicirt  man  nnn  die  eben  gefundene 
Reihe  nochmals  mit  «+x,  so  kommt  einerseits: 

n-f-t  i»-h 1 (*+')  » (n-fl)  * (*+')  « , *+t 

(a  + x)  - a + n,  a x +a,  a x'  + . . . + an  ' a x * 

nnd  andrerseits: 

n+ 1 n+l  /,  (")^  » , ( (»)  (»)\  n— I 

(a-|-x)  = <*  + \1  + «l  / <•  * + v*  t +“,  / a *'  + ..< 


/ (n)  («)  \ «— i , / (n)  A it  «s+t 

+ (a  +«  ja’*  + 1«  + 1|«*  + x . 

V ii — 2 »— 1 1 \ n—  1 / 


Durch  Vergleich  der  Cocfficientcn  beider  Ausdrücke  ergibt  sich  hieraus: 

("+•)  (»)  , (") 

et  = a -f-fr  , 

P V~x  P 

wo  p jeden  Werth  ron  Null  bis  n annchmcn  kann,  und  man  der  Ergänzung 
wegen  acut: 

a = 1 , a =1,  R . = U, 

• n *+* 

wnnn  k eine  gansc  positive  Zahl  ist. 

Schreiben  wir  die  gefundene  Gleichung  unter  der  Form: 

(a+0  («)  («) 

a -a=a 

P P P~> 

und  setzen  für  n nach  einander  die  Wcrthe  1,  2 ...  n — 1,  so  ergibt  sich : 


(*)  (0  (')  (■')  (*)  (») 

a —«  = a , « — a =b  , 

P P P~\  P P P~ 1 


(«)  (••»)  (») 

n — fi  ss « , .. . 

P P P~‘ 

(")  (»-') 
n —a  = o 

P P P~* 


und  durch  Addition  aller  dieser  Gleichungen: 

(»)  (0  (•)  . (*)  . <0  , ■ (»-') 

a — a —a  +o  +o  +...+H  . 

P P p-1  p-l  p-l  p—  I 

Nimmt  man  an,  dassp  — 1 wenigstens  gleich  X ist,  so  muss  a'  ^ immer  gleich 

P 

Null  sein,  (da  a =0  war)  und  man  hat : 
nk 


« (')  . (*)  . , (»-') 
« = « +«  + •••  + « 

P p— 1 p— 1 p—  l 


Ist  zunächst  p = 2,  so  hat  man: 


a,  — 1 + 2+  . . . + « — X — n, 

(vergleiche  Formel  3)  des  vorigen  Abschnittes).  Setzt  man  p=r  3,  so  ergibt  sich 
in  gleicher  Weise: 

^ = 1,  +2,  + . ..  +(n-l),  = n„ 
also  indem  man  so  fortfährt,  ganz  allgemein: 


(n)  _ _ w(»  - 1)  (n  - 2)  ...  (n-p  + X) 

p p 1.2-3  ...  p 


ao  dass  man  hat : 
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i\  /in"",  n — l , »—2  * . . 

1)  («  + *)  = « +"t«  * + n,n  ** + ...  + * 

Die  Reihe  bricht  offenbar  von  selbst  ab,  da  die  Binominlcocflicienten,  n , , 

"+ 1 

i>4-2...  der  Muli  gleich  werden.  Auch  ist  leicht  an  sohcn,  dass  die  Reihe  der 
Coefftcicnten  eine  symmetrische  ist,  insofern  die  Ansdrücke: 


n(*  — 1)  ..  ■ (n  — s + 1) 


1) . . . (s  4- 1) 

und  n = - - 

z— J 1 • 2 ...  n — s 


s 1-2  .,.  i 

einander  gleich  sind. 

Dieser  Beweis  dos  binomischen  Satzes  für  ganze  Potenzen  lasst  sich  sehr 
leicht  auf  den  binomischen  Satz  fiir  Factoriellen  übertragen.  Unter  Factorielle 
verstehen  wir  ein  Product  von  Factoren,  welche  eine  arithmetische  Reihe  erster 
Ordnung  bilden.  8ei : 

x(x+j))(*4-2/<)  ...  [*+(«  — l)/<]  = xM 

Hier  zeigt  n die  Anzahl  der  Factoren  an,  wir  nennen  n analog  dem  Ausdrucke 
für  Potenzen.  F.xponcnt  der  Factorielle,  während  p die  Differenz  der  arithmetischen 
Reihe  ist.  Wir  wollen  jetzt  den  Ausdruck: 

(«  4.  *)"  I P 

bestimmen. 

Sei  n zunächst  gleich  2,  so  ergibt  sich : 

(«4-a)2lp  = (n4-*)  (<*  4- * +p)  = <* (®  + J>)  4-  2a  • x 4-  x (x 4- p). 

Dieser  Ansdrnck  kann  anch  geschrieben  werden: 


(a-j-x)2  Ip  = a2  I P 4-2 


o1  IPx1  Ip  4-  x2  IP; 


mnltiplicirt  man  diesen  Ansdruck  mit  (n  + * + 2p),  so  kann  man  dies  in  folgender 
Ordnung  thun:  das  erste  Glied  wird  erst  mit  a 4-  2p  und  dann  mit  x,  das  zweite 
erst  mit  * + p,  das  dritte  mit  a nnd  x4-2 p mnltiplicirt,  nnd  man  erhält: 


(«4-*)3tP=  «3|P  + 3a2fP*1iP-f3«1IP*2IP4-x3ip. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  ergibt  sich  allgemein: 

(«  4-*)"lp  =«"lp4-  tr.Wr»"“'  I**11'  4-  «,W«“-lIPx2IP4- . . . +x"lp. 


Durch  Mnltiplication  mit  a + x + np  derart,  dass  man  das  erste  Glied  mit  a + np 
nnd  x,  das  zweite  mit  a + (s-  l)p  und  x4-p.  das  dritte  mit  <i4-(it—2)p  und 
x4~2p  mnltiplicirt,  lassen  sich  die  zwei  Formeln  herstellen,  welche,  wie  bei  den 
Potenzen  die  Relation 


>)_„(«) 
er  — ft 

p p-* 


geben,  so  dass  man  schliesslich  das  Verfahren,  welches  so  eben  fiir  Potenzen  an- 
gewandt worden  ist,  znr  Bestimmung  der  Coefßdenten  wiederholen  kann,  so  dass 
man  hat: 


2)  (o  4-  x)"Ip  = nHIP  4-  w1al*— 1 l?x^  Ip  4-  »,oB— J^Px2|P  4-  . . . 4-xn|P. 

Dies  ist  der  binomisclie  Satz  für  Factorielle.  Wir  kehren  za  den  Potenzen  zurück. 
Setzt  man  in  Formel  1)  noch  a = 1,  so  ergibt  sich : 


3)  . (1  4-*)*  = 1 4-  «,x 4-  «,x’  -J-»,!1  4-  . . . . 


Wir  wollen  diese  Formel  jetzt  für  den  Fall  beweisen,  wo  n eine  gebrochene  Zahl 
oder  negativ  ist.  In  beiden  Fällen  wird  die  Reihe  rechts  dann  niemals  ubbrcchcn. 
Sie  ist  also  eine  unendliche  Reihe,  die  wir  zuvörderst  in  Bezng  auf  ihre  Con- 
vergenz  prüfen. 

Du  aber  im  Allgemeinen  x negativ  oder  imaginär  sein  kann,  so  sind  zunächst 
einige  Regeln  über  die  Convergcnz  derjenigen  Reihen  anfznstellen,  deren  Glieder 
wechselnde  Vorzeichen  haben,  oder  imaginär  sind. 
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6)  Uober  dlo  Convergenz  derjenigen  Reihen,  deren  Glieder 
wechselnde  Vorzeichen  haben,  oder  imaginär  sind. 

A.  Reihen  mit  wechselnden  Vorzeichen. 

Satz  I.  Wenn  eine  Reihe  mit  pur  positiven  Gliedern  conver- 
girt,  so  wird  sio  auch  dann  nicht  zu  convergiren  flufhoren  wenn 
man  die  Vorzeichen  beliebiger  Glieder  ändert. 

Denn  sei:  o,  + fl, 4-  fl,  + fl,  + . . . die  zn  betrachtende  Reihe,  und  alle  Glie- 
der positiv.  Zur  Convcrgcnz  ist  nothwendig  und  ausreichend,  dass 

a*+an  + l+*n  + l + --- 

sich  mit  wachsendem  «t  der  Noll  nähert.  Wenn  man  also  beliebige  Glieder  dieser 
Summe  weglasst,  so  werden  die  übrigen 


fl  1 •{-  fl  , f tt  . M 4-  . 

n | //  ' »-f  //  n+p”  ' 


kleiner  als  #i  -f  a , 4-  a 

« ^ «+ 1 «4-2 


•ein,  und  folglich  mit  der  letztem  Reihe  sich  der  Null  nähern  Gibt  man  nun 
a , , <i  , ,y  a , ,,  dua  negative  /eichen,  so  hat  nitnn 

nnd  von  dieser  Reihe  verschwindet  sowohl  der  positive  als  der  negative  Tbeil;  es 
wird  also  die  Reihe,  welche  von  a,  anfängt  und  deren  Vorzeichen  wechseln, 
immer  convergiren. 

Indoss  findet  die  Convergenz  von  Reihen  mit  wechselnden  Vorzeichen  oft 
schon  dann  statt,  wenn  dieselbe  Reihe  mit  gleichen  Vorzeichen  genommen, 
divergirt.  Man  hat  nämlich  folgenden  Satz. 

Satz  II.  Eine  Reihe,  deren  Vorzeichen  abwechselnd  positiv 
oder  negativ  sind,  eonvergirt  immer,  wenn  die  einzelnen  Glieder 
abnehmep  and  mit  wechselnder  Stellenzahl  sich  der  Null  nähern. 

Beweis.  Sei  «,  — a,  + .. . die  zu  untersuchende  Reihe,  wo  a(, 

«,  ...  positiv,  a#  >«,>«,  ...  und  lim  «n  = 0 ist. 

Setzen  wir:  ' > ' 

ä,b=o. -«,  + «,  r-a,  + ...  + a,n 


. 4-  « — fl 


2/i  4*  I 


*2«+l  “ida+s)  ^a2a+3 


= «.-«»+  «z—«s  + ■ 

8=  «,  — «,+«,  — fl,  + ..., 

wo  also  -S  die  ganze  unendliche  Reihe  vorstellt.  Es  ist  offenbar: 

S=  SV«-(a2. 

S = SJn  + t + + (a2*+*  ~ ai«+J  + ■ ' • 

Die  Ausdrücke  hl  den  Klammern  sind  sämmtlich  positiv,  and  man  hat  somit: 

S <S<8  . 

Da  nun  mit  wachsendem  » der  Unterschied  der  Reihen  S.1(|  und  d.  h.  die 

Grösse  aiH^^  unter  alle  Grenzen  sinkt,  so  liegt  S zwischen  swei  beliebig  zu 

verengenden  Grenzen  und  stellt  daher  eine  bestimmte  Grösse  vor,  so  dass  der 
Reihcnnusdruck  für  S convergiren  muss. 

Es  ist  aber  hieran  eine  wichtige  Bemerkung  zn  knüpfen.  Wenn  die  Reihe 

= ®«  + ai  + »,  + <»,  + . ..» 

wo  alle  Glieder  positlr  sind,  eonvergirt,  so  werden  auch  die  beiden  Reihen: 

V — fl.  + a,  +a,  + ... 

und 

2"  = Oi+«s  +«a  + 
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offenbar  jede  einzeln  convergiren.  In  diesem  Falle  kann  man  die  positiven  und 
die  negativen  Glieder  der  Heihe  8 in  beliebiger  Anordnung  schreiben.  Immer 
wird  man  dieselbe  Summe  erhalten ; man  hat  also  z.  B. : 

S = «„  — al  + at  — fl,  4-o,  — ...=  o,  + «,—  «l+*i+»|-  <«,+... 

= n0  + n5  + e4  — öi+o*  + ',>  + <,h~  <*>  + •••) 

denn  man  kann  ja  die  Reiben  immer  auf  die  Form  1'  — i"  bringen.  Wenn 
dngegen  die  beiden  Reiben  nicht  convergiren,  so  hat  man: 

/,(n)==a»  + a*  + a‘  +---  + fl.-n 

T(”)  ~ “ 1 + “*  + " ' + ' ' ’ 

wo  die  Werthe  von  der  Gliederzahl  n abhängig  sind.  Es  wird  also  x.  B.  sein: 


T=  a„  + fl,  +a,  + o,  — a,  + •••+“,„  + a\ti+2  ~ ajii+t 
= a.  o,  + ...  + o4ll+1  - + «2,+  ! + “gw+t  + — + a4„> 

nnd  da  der  erste  Thcil  der  Reihe  convergirt,  nnd  mit  wachsendem  n gleich  S 
wird,  so  erhält  man: 

T = S + a2n  + t + a2«+i+--'  + a>n 


Die  letztere  Reihe  nnn  wird  im  Allge- 
meinen nicht  gleich  Null  sein,  somit  die 
Reihe  T von  S verschieden  sein.  Man 
sagt  in  diesem  Falle  gewöhnlich,  die 
Summe  der  Reibe  hänge  von  der  An- 
ordnung der  Glieder  ab.  Dies  ist  jedoch 
im  uncigenllichen  Sinne  zu  verstehen, 
da  ja  die  Anzahl  der  positiven  und  ne- 
gativen Glieder  sich  ändert,  und  so  die 
Aenderung  der  Summe  hervorgebracht 
wird.  Wir  fassen  das  Gesagte  in  fol- 
genden Satz  zusammen: 

Satz  III.  Bei  einer  convergi- 
renden  Reihe  mit  nur  positiven 
Gliedern,  können  ohne  Aende- 
rung der  Summe  diese  Glieder 
beliebig  angeordnet  werden. 
Wechseln  dieZeichen  der  Glie- 
der, so  kann  dies  nur  geschehen, 
wenn  die  Reihe  der  positiven 
und  die  der  negativen  Glieder 
jede  für  sich  einzeln  conver- 
giren. 

Anmerkung.  Es  gibt  auch  Reihen 
die  aus  unendlich  viel  unendlichen  Rei- 
hen gebildet  sind.  Also: 

•i  +ai  +«,  +•■• 

+ s;,  +s',  + of,  +... 

+ . 


In  einer  solchen  darf  ohne  Aenderung 
der  Summe  nicht  im  Allgemeinen  die 
Anordnung  von  Reihe  zu  Reihe  verän- 
dert werden,  wenn  gleich  s&mmtliche 


Reihen  convergiren,  es  kann  also  z.  B. 
eine  Aenderung  der  Anordnung,  wie: 

o,  + o'i  4-  a” x 4- . . . 
a,  4-  o',  4-  o",  4- . • • 


eine  andere  Summe  hervorbringen.  Der 
Grund  ist  leicht  ersichtlich.  Da  die 
Reihe  in  der  ersten  Anordnung  conver- 
girt, so  werden  allerdings  die  Ausdrücke : 

an  + d..4-i+"-’  a'»  + a'a-H'f-" 
mit  wachsendem  n der  Null  gleich,  ohne 
dass  jedoch  auch  dio  Reihe: 


(»K  ("4-  *) 

«.  4-«,  4--.. 


(»)  (w+l) 

ai  +°i  4- . • 


gleich  Null  zu  sein  brauchen,  so  dass 
hier  eine  Aenderung  eintreten  kann. 

Beispiele  zu  dem  Gesagten  werden 
wir  später  geben. 


B.  Reihen  mit  imaginären 
Gliedern. 

Da  man  eine  Reihe  mit  complcxeu 
Gliedern  in  einen  reellen  und  einen  mit 
i = V — 1 multiplicirten  Theil  zerlegen 
kann,  so  braucht  man  eben  nur  jeden 
einzelnen  Theil  auf  seine  Convcrgena 
zu  prüfen.  Indess  lässt  sich  oft  die 
Untersuchung  der  Convergcnz  dieser 
Reihen  auf  folgenden  einfachen  Satz 
zuriiekführen. 

Jede  Reihe  mit  complexen 
Gliedern  convergirt,  wenn  bei 
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der  Reihe  der  Modeln  der  einzelnen  Glieder  dies  stattfindet.  — 
Es  lasst  sich  nämlich  die  Reihe  immer  auf  die  Gestalt  bringen: 

»,(cos  y,4-  i 810  1/,)  + y,  (cos  y,  -f  i sin  y ,)  -f-  (cos  y , 4-i  sin  y,)  + .. ., 
«reiche  zerfallt  in  die  beiden 

cosy i + v,  cos  y,-j-  y,  cos  «/,  + .. . 

• (»-,  sin  y , + y,  sin  y,  4-  y,  sin  y,  + ...). 

Sehen  wir  von  dem  Zeichen  der  einzelnen  Glieder  ab,  d.  h.  denken  wir  nns  die- 
selben positiv,  so  ist:  die  Summe  sowohl  der  ersten  Reibe  als  die  der  zweiten 
durch  i dividirt  kleiner  als  r, + r,  4-r, -)- ...  nnd  sie  werden  mit  der  letzten 
Reihe  convcrgircn.  Wie  wir  gesehen  haben,  wird  aber  dnreh  die  wechselnden  Vor- 
zeichen diese  Convergenz  nicht  anfgehoben. 

7)  Die  binomische  Reihe  für  negative  Zahlen  und  Bruche. 

Wir  nntersnehen  die  Reihe: 

1)  /^,)  = 1 +»,*  + »,**  +«,**  + ... 

zunächst  anf  ihre  Convergenz.  n soll  eine  beliebige  reelle,  x eine  beliebige  Zahl  sein. 
Wir  wissen  von  dieser  Reihe  zunächst  nur,  dass  für  ganzes  positives  n dieselbe 

endlich  wird,  nnd  in  diesem  Falle  f(n)  = (1  -J-  ar)"  zu  setzen  ist. 

Da  x eine  complexe  Zahl  sein  kann,  so  setzen  wir  x — ye und  untersuchen 
die  Reihe  der  Moduln,  d.  h.  die  Reihe: 

1 + " i*  + ".r1  + »,»'14-. . . , 

welche  für  reelles  x mit  der  ersteren  zusammenfallt.  Dem  ersten  Kennzeichen 
des  Abschnitts  3)  zur  Folge  wird  die  Reihe  convergiren,  wenn  mit  wachsendem  s 

"*4- 1 1 

kleiner  als  — wird.  Nnn  ist: 

"s 

"s+l  n (n  — 1)  ...  (n  — »)  » (n  — 1)  ...  (n  — »4-1)  n — i 

~ 1*8  ...  * + l ' 1-2  ...  * — 7+1  ’ 

ein  Ausdruck,  der  sich  mit  wachsendem  s der  Einheit  nähert. 

Es  wird  also  die  Reihe  convergiren,  wenn  Eins  kleiner  als  — , d.  b.  v kleiner 
als  Eins  ist,  d.  h.: 

„Die  binomische  Reihe  convergirt,  wenn  bei  reellem  x der  absolnte  Werth 
dieser  Grosse,  bei  complexcm  x der  Modul  von  x kleiner  als  Eins  ist.“ 

Ist  x reell  nnd  grösser  als  Eins,  so  wird  die  Reihe  divergiren.  Dasselbe 
findet  aber  auch  bei  imaginärem  x statt,  wenn  der  Modnl  grösser  als  Eins  ist. 
Denn  untersucht  man  die  Reihen,  in  welche  f(n)  zerfällt : 


1 + n\y  cot  y + n,y‘  cos  2 y + . . 
! + »',»<  sin  y +»,«'*  sin  2y  4-  . . 


n . cos  («4-1)  y j 

Z grösser  als  — werden 

cos  s y>  » 


so  muss  die  erste  Reihe  divergiren,  wenn 

kann,  sobald  « wächst.  Nnn  ist: 

"»4- 1 cos  (»  4- 1)  y 

——  = 1,  — irr ~ — — = cos  y — tg  s y sin  y 
cos  » y 

nnd  da  tg«y  jede  beliebige  Grösse  annehmen  kann,  so  wird  dieser  Ansdruck 
nicht  kleiner  als  Eins  bleiben.  Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  Reihe  convergire, 
dass  also  der  Modnl  von  x kleiner  als  Eins  sei,  und  bestimmen  die  Summe  der- 
selben. Man  hat: 

f(n)  ■ f(p)  = (1  4-  ntx  4-  n,x*  4- . . .)  (1 4-  Pi*  + P.*’  +•••); 

18 


li 


* 

« 


I 


1 
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wird  die  Maitiplication  rechts  wirklich  ausgeführt,  so  ist  der  Faktor  von  xm  im 
Prodnctc  offenbar : 


,+"m_tp.+»m_äPs + •••  + />„ 


Nach  der  im  Abschnitt  5)  für  Factoriellen  eingefohrten  Bezeichnung  kann  man 
aber  schreiben: 


1-2-3. 


und  es  ist  somit  der  angegebene  Factor: 

m I — 1 m — t I — t , m — 1 1 — 1 * | — t 

» 1 ■ » ' 1 l-l  + " 1 P 1 

O Q _ ' 1 O Q — I * 


1-2-3. ..m  1 1-2-3... m' 


1 - 2-3  ...m*  1-2 


+ »■  + 


1-2-3.  ..m 

— I 


1 / m 1—1  m—  l|  — t 1 I — I m(m  — 1)  m — 1 1 — I 

= n273^l"  +"•"  r +-T72-"  f 

•f.-.+p"1-'} 

Wendet  man  auf  diesen  Ausdruck  die  Formel  2)  des  Abschnittes  5)  an,  so  ergibt  sic  h 


1 , . .»*  I — I 

fr2T3T^(n+f') 

und  es  ist  somit : 

ft»)  -ftp)  = 1 + ("  + P).  * + (»  + p),  X»  + (n  -f  p),  Z*  +■  . . . 

Die  Reihe  rechts  mit  Formel  1)  dieses  Abschnittes  verglichen,  gibt  die  Summa 
f(n  -f-p);  sie  wird  also  ebenfalls  convergiren,  so  lange  f(n)  und  f(p)  convergiren, 
d.  h.  wenn  x kleiner  als  Eins  ist,  und  man  hat,  was  auch  n und  p seien: 

2)  ft»)-ftp)=/(< * + p). 

Setzt  man  in  dieser  Formel  p = n,  so  ergibt  sich: 


ft«)  ft»)  = [ft")]'  = f (2n) , 
also  wenn  man  jetzt  p = 2n  setzt : 

ft»)  ft2»)  = [ft»)]'  = ft3») 

und  indem  man  so  /ortfährt: 

3)  [ft»)]*  =/•(*»), 

wo  n beliebig  ist,  s aber  eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss.  Sei  somit  n = 
wo  q und  s ganze  positive  Zahlen  sind,  so  bat  man : 

Wf)]*=ft») 

und  wegen  des  Wcrthcs  von  q : 

['GH'-ff. 

woraus  sich  dann  ergibt: 

'(tH  l + w)T 

d.  h.  .- 

„Die  Reihe  1 stellt  auch  dann  die  ntc  Potenz  von  1-f-J  dar.  wenn  n ein 
beliebiger  positiver  Brach  ist.“ 

Irrationalzahlen  lassen  sich  als  Grenzen  der  Brüche  auffassen,  und  somit  gilt 
auch  für  solche  unsere  Reihe. 

Für  beliebige  negative  Zahlen  aber  beweisen  wir  sie,  indem  wir  in  Formel  2) 
setzen  p — — st,  und  uns  n positiv  denken,  es  ist  dann : 

ft»)ft-«)  = ftd). 
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Da  n positiv  ist,  und  für  n = 0,  die  Reihe  1)  direct  f(0)  = 1 gibt,  so  hat  man: 

f (-")=  —1—-=(1 + *)“", 

(1  + *)" 


womit  der  binomische  Satz  auch  lür  negative  Zahlen  erwiesen  ist.  Derselbe  hat 
indess,  im  Falle  n keine  ganze  positive  Zahl  ist,  keine  Gültigkeit  mehr,  wenn  x 
grösser  als  Gins  ist.  In  die  Formel: 


(1  + x)  = 1 + -K  .. 

können  wir  noch  — für  x setzen  und  erhalten,  wenn  wir  mit  a”  multipliciren: 


, , n n , h—  1 , n — 2 , , 

(a  fi)  =:  a + nta  x-fn,«  xB+...t 

welches  der  binomische  Satz  in  seiner  allgemeineren  Gestalt  ist.  Diese  Reihe  gilt 
x 

so  lange  also  — kleiner  als  Gins,  d.  h.  x kleiner  als  n ist. 
a 


8)  Entwickelung  transcendenter  Funktionen  in  Potenzreihen. 

Die  in  den  Elementen  vorkommenden  transcendenten  Functionen  lassen  sich 
gewiasermaassen  als  Grenz  falle  von  Putensen  betrachten,  und  es  ist  daher  inüglich 
den  binomischen  Satz,  auf  sie  antnwenden.  Was  zunächst  die  Exponentialgrössen 
anbetrifft,  so  ist  diese  Anwendung  bereits  in  dem  Artikel  Quantität  (Abschnitt  3) 

gemacht.  Wir  entwickelten  daselbst  den  Ausdruck  f(x)  = -f  — ^ nach  dem 

binomischen  Satze  und  erhielten , wenn  wir  n ins  Unendliche  wachsen  licssen, 
aber  als  ganze  positive  Zahl  voraussetzten: 

({*)  = 1 + * + jTjj  + JTjjTg  + • ' • 

indem  sich  die  Convergenz  dieser  Reihe  für  jedes  x aus  dem  Grande  heraus- 
stellte, weil 

a«+l  « — * x ^ fl 

af  s + ln  j + lx 


mit  wachsendem  t sich  der  Null  nähort,  da  t immer  kleiner  als  n bleibt. 

Es  ist  also  dieser  Ausdruck  ganz  unabhängig  von  dem  Gesetze,  nach  welchem 
n wächst,  und  da  man  somit  setzen  kann: 

x J_ 

n m ’ 

wo  in  wieder  als  ganzo  Zahl  betrachtet  werden  kann,  welchen  ganzen  oder  ge- 
brochenen Werth  auch  x habe,  so  ergibt  sich: 

/ l\ml 
«■>-(!+£)  • 

Also,  wenn  man  1 + ---  = « setzt,  so  hat  man : 

e = l+  l + f72+i .2 .3  + ." 


eine  Formel,  die  sich  auch  leicht  auf  negatives  x ansdehnen  lässt.  Es  ist  nämlich: 


und  in  den  Reihen- Ausdrücken  für  die  Grösse  rechts  verschwinden  alle  Glieder 
bis  auf  dos  erste,  so  dass  man  hat 

18» 
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Für  imaginäre  x aber  dient  die  Formel: 


—x 

t 


en,  = lim(l  +i!) 

als  Definition,  woraus  sich  dann  wie  in  dem  angeführten  Artikel  gezeigt  worden, 
die  Reihen  für  cosinus  und  sinus  ergeben.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Entwickelung 
der  Logarithmen  in  Reihen.  Ist 

x __ 

« = y* 

so  ist: 

* = igy; 

dieser  Logarithmus  von  y heisst  der  natürliche.  Um  den  für  irgend  eine  andere 
Basis  <i  zu  finden,  setzt  man  a 6 = y,  woraus  sich  dann 

t = lKay 

ergibt ; da  man  aber  hat : 

lgu  . s lg  n 

e b — a,  also  e “ = y, 

so  ist 

lg»  = >gaylga  oder  lg^y  = J|^. 

Die  Berechnung  der  Logarithmen  eines  beliebigen  Systems  lässt  sich  also  auf 
die  des  natürlichen  Systems  zurückführen. 

Was  diese  anbetrifft,  so  gibt  die  Gleichung: 


den  Grcnzwcrth  von  y,  nämlich  : 

x = lim  n Vy 

also  wenn  man  y=  l + s setzt: 


lg(14-*)  = hmn 
Aber  nach  dem  binomischen  Satze  ist: 


= lim(l  + i)  =y 

» (y  — l)  * 

[(l  + x)T-ll 


r 1 ,1  G-0G-). 

'L(l  + ‘)  lJ  — * + * + 1-2-3  * 


Da  ■ — keine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  diese  Reihe  nur  für  Werthe  von  z,  welche 
n 

nicht  grösser  als  Eins  sind,  convergiren.  Da  aber  n unendlich  gross  ist,  so  ist 
diese  Reihe  noch  direct  zu  untersuchen;  es  ist: 

1 

Ä*-fl  n * 

"V-“  f + 1 *' 

Die  Grenze  dieses  Ausdruckes  ist  z,  und  das  Kennzeichen,  dass  s Eins  nicht  über- 
steigen kann,  trifft  auch  hier  zu.  Da  in  diesem  Falle  aber  die  Reihe  eine  be- 
stimmte Summe  hat,  so  kann  man  in  iimn  U)"  - J die  G rüste  — gleich 
Null  setzen,  und  hat: 
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lg(l  + *)  = 


woraus  sich  auch  ergibt: 


Beide  Reihen  geben  keine  Summe,  wenn 
z grösser  als  1 ist.  Setzt  man  s = 1, 
so  verlasst  uns  das  eben  angewandte 
Kennzeichen.  Die  erste  Reihe  aber  gibt 
in  diesem  Falle: 


lg2  = l-i  + *-i  + ... 
und  diese  Reihe  muss  nach  dem  vorigen 
Abschnitte  convergiren,  da  die  Glieder 
abnehmen  und  abwechselnde  Vorzeichen 
haben.  Dagegen  wird  die  zweite  Reihe : 

lgO  = -(l  + i + i+i  + ...) 


nicht  convergiren,  obgleich  die  Glieder 
ins  Unendliche  abnehmen,  es  ist  nämlich 
bekanntlich  lg  0 = — co. 

Da  die  eben  gegebenen  Reihen  nur 
convergiren,  wenn  z kleiner  als  1 ist, 
so  lassen  sich  mittelst  der  ersteren  nur 
die  Logarithmen  der  zwischen  1 und  2 
and  mittels  der  letzteren  nur  die  der 
zwischen  0 und  1 liegenden  positiven 
Zahlen  berechnen.  Auf  die  letzteren  las- 
sen sich  aber  die  Logarithmen  aller 
reellen  positiven  Zahlen  zurückführen,  da 

wenn  « grössor  als  1 ist,  jedenfalls  — 

zwischen  0 und  1 liegen  wird,  und  man 
setzen  kann: 

lg»  = -lgi  = -lg^-’Ll!), 


woraus  sich  ergibt: 


eine  Reihe,  die  allerdings  convergirt, 
wenn  u grössor  als  Eins  ist,  aber  mit 
wachsendem  u so  langsam,  dass  sie  zur 
numerischen  Berechnung  nicht  zu  be- 
nutzen ist.  Dagegen  kann  man  Reihen 
für  lg  u bilden,  deren  Convergenz  so  gar 
bis  auf  jeden  beliebigen  Grad  zum  Wach- 
sen gebracht  werden  kann. 

Zu  dem  Ende  sei  u zunächst  grösser 
als  Eins,  dann: 

P_ 

w = y u P’ 

wo  p eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Man 
hat  dann: 

V P _ 

lg«  = lg  y'«p = p ig  Vu 

und  daher: 


Da  nun  p so  gross  genommen  werden 


P_ 

kann,  dass  V » sich  auf  eine  beliebige 
Grenze  der  Einheit  nähert,  so  kann 


P_ 

y « — 1 so  klein,  als  mau  will,  gemacht 
werden,  und  man  kann  sich  sogar  mit 
einem  Gliede  begnügen,  wenn  man  p so 


bestimmt,  dass 


sich  hin- 


reichend der  Null  nähert.  Ist  also  lg  u 
auf  s Decimalstellen  zu  bestimmon,  so 
muss  sein: 


d.  h.: 


V»- 1 < 


(2  PT 

io  4- 


setzt  man  übrigens  p = 2n,  so  wird  die 
P_ 

Bestimmung  von  y u sich  auf  wieder- 
holte Ausziehung  von  Quadratwurzel  be- 
schränken. 

Sei  jetzt  u kleiner  als  Eins,  so  ist 
e = — -zu  setzen,  wo  man  dann  hat: 

H 

lg«  = — lg« 


und  mit  dem  letztem  Ausdruck  ist  wie 
oben  zu  verfahren.  — Bekanntlich  lassen 
sich  aus  unserer  Formel  auch  recurrento 
Reihen  für  lg  u ableiten,  welche  die  Lo- 
garithmen der  grösseren  Zahlen  durch 
die  der  kleineren  geben,  und  äusserst 
schnell  convergiren.  Indcss  sind  der- 
gleichen Formeln  nur  als  Interpolations- 
formeln zu  betrachten,  da  die  Fehler, 
welche  man  bei  den  kleineren  Zahlen 
begeht,  sich  für  die  grösseren  summiren, 
und  in  gewissen  Zwischenräumen  directo 
Berechnungen  nöthig  machen. 

Was  noch  die  Logarithmen  der  nega- 
tiven und  complexen  Zahlen  anbetrifft, 
so  ist  auf  dasjenige  za  verweisen,  was 
darüber  in  dem  Artikel  Quantität  gesagt 
worden  ist.  Jedoch  berührt  die  Ent- 
wicklung der  Bögen  und  Potenzen  der 
trigonometrischen  Linien,  die  hier  zu 
gebenden  Betrachtungen.  Man  hat  be- 
kanntlich ; 
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lg*: 


1 — r 


i(ex,  + e-x')  i(l  + e-*x') 
also  wenn  man  tgx  = y setzt: 

1 _e-2*arctg» 


woraus  dann  folgt:- 
also: 


i(l  + e_2iBrC,gy) 

■•iarctgy  _ 1 + ty 

“1-iy 


arc  tgy  = gT  (lg  (1  + iy)  — lg  (1  — *y)). 


Nach  der  oben  gegebenen  Formel  lassen  sich  die  Ausdrücke  Ig(l  + iy)  und 
lg (1  — iy)  in  Reihen  entwickeln,  so  lange  der  Modul  von  »y,  d.  h.  y selbst 
kleiner  als  Eins  ist,  und  man  hat: 

lg  (1 -|iy)  = iy  + |*-^-^+^+... 

V*  tf*  t/7 

arc  tgy  = y-^+-£  -y  + •••> 


und  die  Gültigkeit  dieser  Reihe  erstreckt 
sich  über  alle  Werthe  von  y,  die  kleiner 
als  Eins  sind;  aus  den  schon  oben  ge- 
gebenen Gründen  ist  y = 1 selbst  nicht 
ausgeschlossen,  auch  nicht  y = — 1,  da 
auch  in  diesem  Falle  die  Glieder  ab- 
wechselnde Zeichen  haben.  Noch  ist  zu 
bemerken,  dass  die  Arcus  tangens  mehr- 
deutig, die  gegebene  Reihenentwicklung 
aber  eindeutig  ist,  und  dass  gleiches  bei 
den  Logarithmen  stattfmdet.  Die  hier- 
über nüthigen  Betrachtungen  enthält  der 
Artikel  Quantität. 

9)  Allgemeine  Sätze  über  Ent- 
wicklungen nach  Potenzreihen. 

In  dem  Artikel  Quantitäten  (imaginäre) 
ist  der  Satz  bewiesen,  dass  jedo  Function 
f(x)  sich  in  gewissen  Grenzen  nach  gan- 
zen positiven  Potenzen  von  x entwickeln 
lasse,  falls  f( 0)  nicht  discontinuirlich  ist, 
und  dass  diese  Entwicklung  richtig  bleibt, 
so  lange  die  betreffende  Reihe  conver- 
girt.  Man  kann  also  die  Entwickclbar- 
keit  ohne  Weiteres  voraussetzen,  und 
cs  kommt  blos  darauf  an,  die  Coeffi- 
cientcn  der  betreffenden  Reihe  zu  be- 
stimmen. Zu  diesem  Behufe  dient  nun 
namentlich  folgender  von  Dcscartes  her- 
rührender Satz. 


°o  + + ...  =0 

so  muss 

flo=fll=«l  = 11,:0 

sein. 

Offenbar  n&mlich  verschwindet  mit  ab- 
nehmendem x die  ganze  Reihe  bis  aufs 
erste  Glied,  und  man  hat  somit  «e  = 0, 
also  für  jedes  x auch 

+ atx*  -f  ...  = 0 

oder 

«/+  V + ö»1*  -f  . ..  = 0, 

woraus  bei  abnehmendem  x folgt  *»,  = 0, 
und 

«i +'*,**  + • • . = 0, 

also  a2  ==  0 u.  8.  w. 

Nach  diesem  Satze  lassen  sich  viele 
Functionen  in  Potenzreihcn  entwickeln. 

Beispiel.  Sei  z.  B.  die  Function 
arc  sin  x zu  finden.  Wir  setzen: 

arc  sinx  = a0  -f  axx+  aax*  -f ... 

und  indem  wir  differenziiren : 


Wenn  man  in  convergenter 
Reihe  für  unendlich  viele  con- 
tinuirlich  auf  einander  folgende 
Werthe  von  x hat 


= «1+2«,*+ 3«, *’  + ... 

Es  ist  aber: 
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1 xi\— i — i ■ B_x. 

} -1+2+2»-l-2  + 2*-l-2-3 

1-3-5-7 


*■  + . 


2*. 1. 2-8-4 

Hieraus  folgt  dann  : 

1 + + jiTiTa**  ■*"  2*  -1-273 *'  + • • • — “i  “ 2«,*—  3 «,x‘ 

— 4a,  x*  — . . . = 0; 

also  wenn  man  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  vergleicht,  so  ergibt  sich : 

„ 1-3-5  ...  2»  — 1 

■,,  = °.  “.,1,  = — . 

2* • 1 - 2 - 3 . ..  s(2*  + 1) 

womit  zu  verbinden  ist  o,  = 1. 

Noch  bleibt  n„  unbestimmt,  indess  ergibt  sich  direct:  arcsin(0)  = 0,  und  da 
die  Reihe  für  x =0  sich  auf  ac  beschränkt,  so  ist  a,  = 0 zu  setzen,  also: 

, x*  1 -3x*  , 1-3-5  , , 

WM*  = *WFrT8+a,-.1.n.»*' ,+.-- 

Was  die  Convergenz  dieser  Reihe  anbetrifft,  so  hat  man : 

s. 


-’s +3 


(2»  + l)> 


, (2. +2)  (2s + 3)  ’ 

ein  Ausdruck,  der  mit  wachsendem  s sich  x nähert.  Zur  Convergenz  der  Ent- 
wicklung genügt  also,  dass  x kleiner  als  Eins  ist. 

Wäre  arc  cos  x in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln,  so  hätte  man : 


also : 


arc  cos  x = — — arc  sin  x, 


n **  l-3x‘ 

arccos  x_  g x 2-3  js.j.j.j- 


Nicht  immer  aber  lassen  sich  die  Entwicklungen  auf  so  einfache  Weise  finden. 
Man  hat  bekanntlich: 


tg*  = - 


1-2-3  1-2-3-4-6 


1 


i + i 


1-2  1-2-3-4  **• 

Will  man  aber  diese  Entwicklung,  welche  immer  convergirt,  in  cino  andere  nach 
ganzen  Potenzen  von  x umgestaltcn,  wo  natürlich  auf  die  immerwährende  Con- 
vergenz zu  verzichten  ist,  so  kann  man  setzen : 

tgx  = atx+a,x*  b,xj  + . . . . 

Es  ist  dann 

‘g(-*)=  + -tg(x). 

Das  Glied  a„  verschwindet  nämlich,  da  tg  (0)  = 0 ist,  und  man  wird  haben : 
i^x-fa,*’  + a,x*  + .. . = «,x  — a,x*  +a,x‘  — . . . 

also : 

«1  = «.=...  = o. 

Aus  beiden  Entwickelungen  von  tgx  folgt  nun: 

i + i-sro*ä— a - • • • = («.*+  B»*‘  + a‘*‘  + • • •> 


1 • 2 -3  1 -2-3-4 -5 


/.  x1  x*  \ 

V -r^2+l-2-3-4 
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Wenn  man  rechts  die  Multiplication  nasführt,  so  wird  der  Coefficient  des  mit 
^js-f  i multiplicirtcn  Gliedes  sein : 


aU->  "2.-3  (-!)*«, 

is+i-  1-2  -2-3-4  •'■'r  1-2-3...2«’ 

Zar  Bestimmung  der  Coefficicnten  hat  man  also  die  recurrcnte  Formol : 

, *8.-1  . °s«—t  , (-l)V  - (-!)• 

2.+ 1 — 1-2  +1. 2-3-4  "’"rl-2-3...2s  1-2-3...  2.  + 1' 

Es  lassen  sich  hieraus  die  einzelnen  Coefficicnten  bestimmen,  wenn  man  nach  ein- 
ander setzt:  . = 0,  1,  2....  Auf  diese  Weise  ergibt  sich: 

«.  = 1, 


1-2 


Ttt'  als°  a*-1.2  1 


2-3 


, also  a,  = i 


1 1 , 1 _ 16 
"s  _ 1-2-3-4-5  1 -2-3-4  + 3-l-2  1-2-3-4-5 


n.  s.  w.  Die  evolute  Bestimmung  der  Grössen  a,,  n,,  a,  würde  grössere  Schwierig- 
keit machen.  Sie  hangt  in  sehr  einfacher  Wei6e  von  derjenigen  der  sogenannten 
Bernoullischen  Zuhlen  ab,  von  denen  nachher  die  Rede  sein  wird.  Man  erhalt: 

2.r*  2‘x*  2*  • 17  x’ 

,t:;‘_JC  + 2-3+l-2-3*4-5+l-2«8>4-5»6*7  + ''. 


Was  die  Convergenz  dieser  Entwicklung  anbetrifft,  so  ist,  um  nicht  in  Weitläuf- 
igkeiten zu  gerathen,  auf  die  allgemeinen  Bedingungen  der  Convcrgenz  für  Potenz- 
reihen zu  verweisen,  welche  der  Artikel  Quantität  (imaginäre)  ergibt. 

Das  Resultat  für  diese  Entwicklung  ist,  dass  sie  so  lange  eonvergirt,  als  x 
die  Einheit  nicht  übersteigt. 

Wir  wollen  noch  cot  x in  eine  Potenzreihe  entwickeln.  Es  ist : 


x cot  x 


x * x* 

xcosx_  1 • 2 ^ 1 • 2 • 3 • 4 

sin  x , x*  , x* 

1-nT3  + i.2  -3-4^5 


da  für  x = 0,  xcotx=  1 wird,  erhält  diese  Reihe  nur  positive  Potenzen  von  x, 
und  man  kann  setzen: 


x cot  x = b0  + 6,x’  + i,x4  -f- . . . ; 


die  mit  ungraden  Potenzen  von  x behafteten  Glieder  verschwinden  nämlich,  was 
sich  ebenso  wie  bei  der  Tangente  vcrificiren  lässt.  Aus  beiden  Gleichungen 
ergibt  sich: 


x1  x* 

l-2  + l -2-3  -4 


(», -f  i,X»  + 4tX*  - ...) 


X* 

37173 


+ 


X* 

1-2-3-4-5 


und  durch  Ausführung  der  Multiplication: 


4 

2. 


i + 


21—  t 


1-2-3  1-2-3-4-5 


, (-!)**. (-1)* 

’1"l-2-3...2»-)-l  — 1-2-3...2«' 


womit  die  Gleichung  60  = 1 zu  verbinden  ist,  und  alle  b sich  in  ähnlicher  Weise 
wie  die  Ausdrücke  ergeben. 

Eben  so  leicht  lässt  sich  eine  Reihe  für  sec  x finden.  Es  ist : 


l-2  + 1 


2-3-4 
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und  wenn  man  setzt 

so  ergibt  sich  wie  oben  : 

°2s  — ä . “21-* 


sec  * = c„  + ctx7  + e,x*  + . . ., 

(-D'e. 


’2»  1-2  + l-2-3-4  " ‘ + 

Was  die  Cosecante  anbetrifft,  so  iBt: 


x cosec  x = 


1-2-3.. .2* 

1 


: 0 und  et  = 1. 


sin  x , x * 

■*  '■»  n ' 


also,  wenn  man  setzt : 


erhält  man : 


l-2-3~l-2-3-4-5  •" 


cosec  or  = ^7  -f  £,*  + J,*‘  + . • ., 


+ 


(-D’Ss_ 
1-2-3.  ..2s  + l 


= 0 


= 1. 


Die  Beziehung , welche  zwischen  den 
Coefßcienten  a.  b,  e und  g stattfindet, 
wird  in  einem  folgenden  Abschnitte  ge- 
geben werden. 

Hieran  knüpfen  wir  noch  einige  Sätze 
über  die  Convergenz  der  Potenzreihen. 
I.  Wenn  in  einer  Reihe 

°o  4-  - - • 

für  irgend  einen  Werth  y von  x der 
Modul  des  Gliedes  <<„*"  mit  zunehmen- 
dem n nicht  über  alle  Grenzen  wächst, 
so  convergirt  die  Roiho  selbst,  und  die 
Reihe  der  Differenzialquotienten  nach  x 
für  jeden  Werth  von  x,  dessen  Modal 
kleiner  als  der  von  y ist. 

Sei  nämlich  - 

= modo  , und  r = mod y,  0 = mod x 
n n 

so  wird  die  Reihe 

+0, * + <».**  + . ■ - 

gleichzeitig  convergiren  mit 

6«  + + + • • • 

Man  kann  aber  setzen : 


, n , n Q 
bo  = br  - — . 

fl'  N ti 


Da  nun  nach  der  Annahme  die  Reihe 
der  ersten  Factoren 


b,  -f  6,r + 4,1-’  + • • • 

nicht  ins  Unendliche  wächst  und  die  der 
zweiten  Reihe 


convergirt,  so  wird  auch  die  Reihe 


4,  + 4,p  -f . • • 

nach  einem  in  Abschnitt  3)  bewiesenen 
Satze  convergiren.  Was  nun  die  Reihe 
der  Differenzialquotienten  anbetrifft,  so 

ist  deren  allgemeines  Glied  nanx’>  *» 

und  das  der  Moduln  dieser  Reihe: 


nb  p 
n ' 


n— 1 _ j rn—  I 


Die  Reihe  der  ersten  Factoren  ist  wio 
oben,  die  der  zweiten 


welche  convergirt,  da  der  Quotient  des 

n + 1 ten  Gliedes  durch  das  n te  — 

n r 


sich  mit  wachsendem  n einer  Grösse  — . 

r ’ 

die  kleiner  als  Eins  ist,  nähert. 

Es  ist  nicht  an  sich  klar,  dass  die 
Summe  der  Differenzialquotienten  der 
Glieder  einer  gegebenen  convergirenden 
Reihe,  auch  den  Differenzialquotienten 
dieser  Reibe  bildet,  denn  ist  z.  B. : 

S = fi(*)  + /".(*)  + /".(*)  + - • • 


so  kann  man  zwar  setzen: 


dS  _ df^x)  df,(x) 
dx  dx  dx 

so  lange  die  Anzahl  der  Glieder  endlich 
ist ; wird  sie  aber  unendlich  gross,  so  kann 

dfnW 

der  Werth  von  — : — bedeutungslos  oder 
dx 


Digitized  by  Google 


Reihe. 


282 


Reihe. 


unbestimmt  werden,  so  dass  die  Summe 

df,  , dr,(. t) 

d(x)  dx 
(iS 

aufhört  die  Grenze  von  — in  sein.  — Es  gilt  aber  für  Potenircihen  der  Satz : 
dx 

II.  Wenn  eine  ßeihe 

S = <i,  + a,z  + a,z*  + . . . 

conrergirt  für  jedes  x,  dessen  Modul  gleich  r ist,  so  wird  für  jede»  z,  dessen 
Modal  q kleiner  als  r ist,  sein 
dS 

' ^ = «1+2a,z  + 3o1z* + ... 

also  gleich  der  Summe  der  Differenzialquotienten,  denn  cs  ist: 


= S(z+.Q-g(z)  (»  + ,-)•-»* 

dx  v . * v 


Betrachtet  man  nun  die  Glieder  dieser  Reihe  vom  nten  an,  so  kommt: 

, (*+o"-*n 

°fl  y T "„+  , y T 

A«-» 


+ « (*^>')"+1  X”+l  = T = fl[(i  + y)H~ ' + (*  + yf~  2x 

n -f- 1 y n 


+ ...  + (x  + r)xn-S+zH-1]  + an+i[(x  + y)n+(x  + y)H  '*  + . 


+ (*  + •>)*"  '4-*"]+... 

Sei  mod  a * = b , mod  x = p,  mod  x + n = (/,  so  liegt  die  Summe  der  Modul  dieser 
Reihe  zwischen 


"^ert_'  + (»  + i)4n+1en  + ...,  und  »V'"_,+("+i>V|-i?'"I 

welche  entstehen  wenn  man  im  ersten  Falle  (/  für  p im  zweiten  p für  p'  setzt, 
also  die  Modulsumme  einmal  vergrössert,  das  andere  Mal  verkleinert.  Da  nun 

nach  Satz  I.  die  Reihe  bt  -f  26  ^+  • • H&Mpn~  * +•  ••  convergirt  für  o und 
p',  so  wird  mit  zunehmendem  n sein 


» &„e"~  + (»  + 1)*„+ , e"  + • • • = 0 


und  ebenso,  wenn  man  p'  für  p setzt;  cs  wird  also  T = 0 sein,  und  man 

dS 
dx  ' 


kann  in  dem  Wcrthe  Ton  ^ J a ^ — , sich  s immer  endlich  denken, 


in  welchem  Falle  man  hat:  was  zu  beweisen  war. 

dx  , 


10)  Reihe  der  negativen  Potenzen  einer  arithmetischen  Reihe. 

Die  Reihe  (z+o)’ > (z  + 2«)*  . . • war  immer  eine  arithmetische  Reihe 
ster  Ordnung  so  lange  j eine  ganze  positive  Zahl  war.  Sei  jetzt  s eine  negative 
(ganze  oder  gebrochene)  Zahl,  und  untersuchen  wir  die  Reihe : 

S = x~p  + (x+a)~p+  (x  + 2«)~P  + . . . 

Offenbar  werden  die  Glieder  mit  wachsender  Stellenzahl  sich  der  Null  nahem, 
jedoch  haben  wir  gesehen,  dass  dieser  Umstand  nicht  zur  Convergenz  der  Reihe 
ausreicht. 

Untersuchen  wir  nach  Abschnitt  3)  den  Ausdruck : 
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1 _ / x 4*  f*  + 1)  <»\  p 

an  \ x -|-  n « / ’ 

so  nähert  derselbe  sich  mit  wachsendem  n der  Einheit,  und  gleiches  findet  mit 

J_  -L 

= (*+»«)  " 

statt.  Es  lassen  uns  also  hier  die  obigen  Kennzeichen  der  Convergenz  im  Stich. 
Dieselbe  ist  also  direct  zn  prüfen. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  « nnd  * positiv  seien.  Es  sind  dann  je 
nach  dem  <t  gr&sscr  oder  kleiner  als  x ist,  die  einzelnen  Glieder  der  Beihe  S 
kleiner  als  eine  der  folgenden: 

*~p,  (2 *rp.  (3*rp . . . 

«_p,  (2«rp,  (3 

Ist  x negativ,  so  wird  der  Ausdruck  — x + mrt,  wenn  man  m derart  nimmt,  dass 
ma  dass  kleinste  Vielfache  von  « ist,  welches  grösser  als  x ist,  doch  immer 

positiv  sein,  und  die  mit  (—  x-j-m«)  ? beginnenden  Glieder  unserer  Reihe, 

werden  kleiner  sein,  als  die  entsprechenden  der  Reihe 

P,  (2«)~P,  (3a)  p . . . 

In  jedem  dieser  Fälle  wird  also  unsere  Reihe  gleichzeitig  convergiren  mit  einer 
der  Reihen : 


« ^ + (2o)  ^ + (3o)  p-j-  . . . 

oder: 

*-p+(2*r^+(3*rp+ .... 

welche  beiden  Reihen  die  Form  annehmen: 

a~p(l  + 2~/’  + 3~p+.  . .)  x~p(l-!r2~pJri~p+.  . .), 

so  dass  die  Convergenz  unserer  Reibe  nur  von  der  in  der  Klammer  enthaltenen 
abhängt. 

Ist  « negativ,  so  kommt  die  Betrachtung  auf  die  Reibe: 

(_<,)-P(_2a)-/'  + (-3«)-p+  ..  ., 
zurück,  (wo  nöthigenfalls  a mit  x zu  vertauschen  ist),  und  da  hierfür  gesetzt 
werden  kann: 

• 

(-  c)-P(l  + 2“p  + 3_p+.  . .), 

so  ist  wieder  die  in  der  Klammer  stehende  Reihe  maassgehend.  Gleiches  zeigt 
sich  wie  leicht  zu  sehen  auch  dann,  wenu  x und  o complexc  oder  rein  imaginäre 
Grossen  sind,  wie  man  sieht,  wenn  man  statt  der  reellen  Grossen  x und  na 

ihre  Moduln  betrachtet  und  eine  Reihe  von  Moduln  bildet,  mod  (nn)  p oder 

mod  (nx)  p,  welche  grösser  als  die  von  (x  + ne)-^  sind.  Nur  der  Fall,  wo  x 
reell,  und  a rein  imaginär  ist,  macht  hier  eine  Ausnahme.  In  diesem  Falle 
haben  wir: 

* \ ~P 

(x  + nai)~p  — (nai)~p  (l  — — ) 

\ HU/ 

/ zi\"  _£_» 

oder  da  der  Ausdruck  ^1  — — 1 sich  mit  wachsendem  n dem  Werthe  e « 

nähert,  für  diesen  Fall : 

pxi 

(i  + ani)-p  = (s«i)-^«  “ 
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und  da  der  reelle  und  imaginäre  Theil  der  Exponentialgrösse  beide  kleiner  als 
Eins  sind,  so  wird  die  Convergcns  der  Reihe  auch  in  diesem  Falle  von  dem  Faktor 

(itai)  d.  h.  von  der  Convergcns  der  Reihe: 

(«.•)-* +<2«ir'+(3«.r-',+  . . . 

oder  von  der  Reihe  1 + 2 p +3~P  + . ..  abhangen.  — Was  nnn  diese  letztere 
Reihe  anbetrifft,  so  ist  offenbar: 

2~p  + 3~p  < 2 • 2~p 


4 p +b~p +S~P +7  p<4-4  p 

8~P  + 9~P+ 10  “P  + li“/’  + \2~P  + 13-/*  + 14_;,+  15“p  + 16_i’<  8 • 8~p 
u.  s.  w.,  ferner 

1~P > 2-P 

2~p  + 3~p  > 2 • i~p 
i~p  + ö~p  + 6~p  + 7~p  > 4 ■ 8~p 
u 8.  w.,  so  dass  unsere  Reihe  convcrgirt  mit  der  folgenden: 

l+2,-7’  + 4,_P  + 81-P  + ...=l  + 2,-''  + 2*(1~^  + 23  ~p)  + . . . 

und  divergirt  mit  der  folgenden: 

2-p+2-tp+1+2-3P+t+2-tp+3  + ...  = i(2~ P+‘ +»-•*+* 

+ 2—>p+3+.  ..)• 

Es  sind  dies  beides  geometrische  Reihen,  deren  erstere  so  lange  convcrgirt  als  p 
grösser  als  Eins  ist,  und  deren  zweite  immer  divergirt,  wenn  p gleich  Eins  oder 
grösser  als  Eins  ist,  und  man  hat  dnher  den  Satz: 

„Die  Reihe  S = x~p  + (x  + «)~P  + (x  + 2n)— p + .. . wo  p positiv  ist,  con- 
vergirt  für  jedes  x und  er,  wenn  p grösser  als  Eins  ist,  Bonst  aber  niemals.“ 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wo  p =1  ist,  man  hat  dann: 

5-1,1,  1 | ... 

x x + a ' x + 2«  "r"  ‘ ‘ ‘ ’ 

wie  eben  gezeigt  wurde,  divergirt  diese  Reihe.  Diese  Divergenz  findet  aber  nicht 
statt,  wenn  man  den  einzelnen  Gliedern  wechselnde  Vorzeichen  gibt,  da  die  Glieder 
mit  wachsender  Stellenzahl  sich  der  Null  nähern.  Es  hat  also  die  Reihe: 


g _ ; | ; *■  | 

1 x x + ri  x + 2n  x+3rr 

eine  ganz  bestimmte  Summe. 

Aber  auch  bei  der  Reihe  S kann  man  von  einer  Snmme  sprechen.  Nur  dass 
dieselbe  von  der  Anzahl  der  Glieder  abhängt.  Wir  wollen  uns  mit  der  Ermitt- 
lung beider  Summen  S und  S,  hier  beschäftigen.  Sei: 


5 - 1 , 1 1 
(")  x x + rt  'x  + 2n 


x+  (n  — 1)  «’ 


S , „ - S,  , : 

<"+/>)  («) 


:-i_  + L_  _+. 

* + »<r  x + (»  + l)a 


x 

nt: 


1 + 


x + « 


+ 

1 + 


• + 

1 

x + 2a 


1 


* + (»  + P — 1)“ 

+ . ..+ 


1 + 


x + (p-l)n  | 
nu  J ‘ 


Der  letzte  Ansdruck  nähert  sich  mit  wachsendem  n offenbar  dem  bestimmten 
Integral : 
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•/.  I 


</» 


o - + £:+» 
0 na 


i + £±C 

1 . tue 

= — lg 

n i+z 


= - lg  [x  + (P  + ") "]  — — lg  (*  4-  »«)• 


Setzen  wir  noch  p + n-n',  so  erhalten  wir  für  wachsendes  n und  n': 
V)  - T lB  (*  + "'a)  = \n)  ~ i '*(*+*")■ 


d.  h.  Der  Ansdruck 


S(»)"T,8(x  + Bä) 


nähert  sich  mit  wachsendem  n einer  von  n unabhängigen,  also  nnr  mit  * und  a 
sich  ändernden  Grösse.  Wir  wollen  dieselbe  hier  ermitteln.  Sei  y irgend  eine 
endliche  positive  ganze  Zahl,  so  ist: 

s W — — lg  (x  + *•«)  = — H 4 + ...  + * .. — lg(x+  fit), 

n X x + a x -f- 2 a X + (v—1  )a  a 

und  indem  wir  diese  Gleichung  von 

’i  (*.  «> = 4" + ^4 — b 1 


x 4-  a x-)-2a 


+ ...  - 


1 


x + (»  — 1) « n 

1 


lg  (*  + »«) 


sbziehen,  wo  7 (x  4-  «)  die  constante  Grenze  von  S(n) lg(x4-nn)  vorstcllt, 

ergibt  sich: 

1 1 


t (X,  o)  — S (v)  4-  -i-  lg  (x  4-  xer)  = 1 


+ : 


x4-*>n  ‘ x4-(«'4-l)«  ' x4- (•'4- 2)« 

1 1 1 + 

' X4(»-1)«  « 8Ws'«/ 

Der  Logarithmus  rechts  nimmt  aber  die  Form  an: 

) 


ig'J-Jri^  + 1,,  i+iü+Jlfl  4. ...  4.  ig  _ ÜL!Ln  - = ]g( 
*■  + ^ l,x4-(n-l)n 


x+v« 


1 + 


X + vuf 


X +(*+  1)« 

+ '8  (1  + x + (r4-l)o)+‘  ' ' +lg  (1+X4(»-1)^)’ 
oder  wenn  man  nach  vorigem  Abschnitt  diese  Logarithmen  in  Reihen  entwickelt 

1 ./«4-ntA  1 , 1 1 

a 6\i-f-rß/  x 4-  va  + x + (»>4-1)  o + ’ ' ' + x 4-  (n  — 1)  « 

’■  t [(ribJ  + t+(,1+ir«)’+  ■ ■ ■ + (.+(.’-«.)  ] 

r ¥ [Ws)*  V W^)'  ♦ • • ■ + Gr£irJ]  - • 

*0  zu  bemerken  ist,  dass  die  in  den  Klammern  stehenden  Reihen  alle,  die  erste 
ausgenommen,  nach  dem  Obigen  convergiren.  Es  ist  somit: 

1)  ?(x,<r)  = S{r)  — — lg(x  4-  >,n)4-  ^--I'[x4-(>'  4-*)«]  2 

+ "g"  * [*  + (K  + *)  “]  4-  . • . , 

*0  »ich  die  Summen  auf  alle  Worthe  von  s von  0 bis  ins  Unendliche  erstrecken. 
Nimmt  man  v hinreichend  gross,  z.  B.  gleich  10,  so  wird  sich  schnelle  Convergenz 
trgeben.  — Setzt  man  z.  B.  x = 1,  « — 1,  so  ist: 


s(0  = i + * + i + - • ■ + - 
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und  der  Ausdruck  7 (x, «)  reducirt  sich  auf  eine  Constante.  Die  Formel  1)  wird 
in  diesem  Falle,  wenn  C diese  Constante  ist: 

2)  C = 1 + ! + *+.  . . +i-  — lg (1 + »■)  + ** (l  + > + .)~2 

+ SJ(l+r  + i)',+  . . 

man  erhalt  anf  diese  Weise: 

C = 0,6772156649015328  . . . 

Allgemein  aber  hat  man,  wenn  n ins  Unendliche  wächst: 

3)  T + + ■ ■ ■ + x-TÖT=T)7J=  1 lg(x+nn> + *<*> 

woraus  dann  folgt: 

4)  1 -+  $ + | 4*  • • • + — = C + lg  (1  -f  »)• 

n 


Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Bcihc : 

1 


-...+ 


1 


X 1 + n ' r + 2n  x + 2(w  — 1)  n x + (2h  — 1)  a’ 

wo  n ins  Unendliche  wächst.  Man  kann  hierfür  setzen  : 

..  _ 1 , 1,1.  , 1 /II 

1 — 1 + i + 2«  x + 4or  ‘ ' x+2(n  — l)n  \x  + « x + 3 a 


x -f  (2is  — 1)  a 


st  = 4 


I,_J_  ,_L_.  . . i ( 1 , 1 

x x + it  x + 2 « X + (2n  — 1) « (x  + a + x + rr 

\ 2 ~2“  + “ 

— + — \=± 

— + 2>«  f+^+(n_l)„J  « 


= — 1e(*  + 2««)-y(x,n) 


und  da  sich  mit  wachsendem  n die  Ausdrücke  lg  (x  + 2 an),  lg  [x  + (2n  + 1)  «] 
der  Gleichheit  nähern: 

5)  S,  = ilg2  + y(^~ ,«) (x,  «). 

Dies  ist,  wie  voranszusehen  war,  eine  von  n unbhängige  Grösse. 

Für  den  Fall,  wo  x gleich  n ist*  heben  sich  die  Grössen  y weg  und  man  hat 

T-2Ü  + 3S_S  + ...  = —lg  2 

eine  Formel,  welche  mit  der  im  vorigen  Abschnitte  gefundenen: 

!-*  + *-*  + • • - = lg2 

identisch  ist. 

Um  diesen  Gegenstand  aber  völlig  r.n  erschöpfen,  bleibt  es  noch  übrig,  zu 
untersuchen,  wie  sich  die  Reihe  S4  ändert  wenn  man  die  Anordnung  der  positiven 
und  negativen  Glieder  sich  verändern  lässt.  Zu  dem  Ende  nehmen  wir  nn,  dass 
immer  auf  p positive  Glieder  deren  7 negative  folgen  sollen,  ohne  dass  die  Zeichen 
selbst  sich  ändern.  Wir  setzen  also: 

x T x + 2 n x + 2(p  — 1)« 

1 1 1 

x + « x + 3«  x + (2j  — 1)« 
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+ _ + i (-  . . . 

* + 2/>«  *+(2/>  + 2 )«  * + 2(2//— 1)« 

_ 'l 1 _ _ 1 

*+(29  + 1 )«  x + (2?  + 3)a  * + (49  — 1)0 

+ . .... 

Nehmen  wir  an,  dass  9 kleiner  als  p sei  und  dass  die  Reihen  der  positiven  nnd 
negativen  Qlieder  ans  n Partialreihcn,  wie  in  jeder  Colninne  enthalten  sind,  be- 
stehen, um  dann  eben  so  viel  negative  als  positive  Glieder  au  haben;  es  wären 
dann  zu  T noch  hinzuzufügen  die  Glieder; 

_ 1 1 _ 1 

* + (2"9  + 1)o  * + (2/19  + 3)«  ""  x + (2np  — l)n 

Dann  aber  würde  die  Reihe  T sich  in  S,  verwandeln,  so  dass  man  hat: 

T=s  , 1 , 1 , , 1 

1 *-f(2»9+l)o  * + (2n9  + 3)«  * + (2»p  — l)o  ’ 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 


+ L / 1 ■ * .,  1 

* (2ng  +-!)«»  I - x * + 2«  . . * + 4« 

V (2n  9 + 1) « (2«9  + 1)o  (2»9+1)o 

> (P  — 9)  ~ 1]«  1* 

J«9  + l)«  ) 


woraus  sich  für  wachsendes  n ergibt: 

T=s'+  r.f 


x + 2[n 
(2h 


P~1 

P 


j<9 

1 -9’ 


also: 


r=s‘+ilgf 


oder  mit  Berücksichtigung  des  Werthcs  von  S, : 

6)  7 = 7 lg  (2  + * 1 ")  _ (x- o)- 

Der  Werth  von  T hingt  also  von  dem  Verhältnisse  — allein  ab.  Für  x = a,  hat 

7 

man  einfach : 


7) 


'=>2V7' 


Dieselbe  Formel  lässt  sich  leicht  beweisen  auch  für  den  Fall,  dass  9 grösser  als  p 
ist ; es  ist  dann  nämlich  nur  9 mit  p su  vertauschen,  und  das  Zeichen  der  Ergän- 
zungsreihe, welche  su  .S,  kommt,  7.u  ändern,  was  dann  denselben  Ausdruck  gibt. 
— Was  den  Ausdruck  7)  anbetrifft,  so  ist  cs  interessant  zu  bemerken,  dass  diese 
convergircndcn  Entwicklungen  die  Logarithmen  ganz  beliebiger  ganzer  nnd  ge- 
brochener Werthe  enthalten. 

Mit  Hülfe  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  lässt  sich  ein  Summenaus- 
druck lür  die  Reihe: 


1 


«(«)  = -+  — i— - 

x*  (*  + «)*  (x  + 2«)“ 


+ ...+■ 


(*  + »-  l«)5 

finden.  Es  ist  nämlich  bekanntlich  (siehe  den  Artikel  Quadratur): 
T(»)_  —«9.1—1 

«*  J n 


d9, 
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wo  r(»)  der  bekannte  Ausdruck  ist,  welcher  für  ganzes  positives  s den  Werth 
1-2-3-»  — 1 annimmt.  Man  hat  sonach,  wenn  man  für  u nach  und  nach  x, 
x + u,  x + 2 « . . . setzt: 


«w=  i /“V-  (.-•  + .-<*+•>* +,-<'+2“>»+ . 

' ' ß 0 1 — e 


— nnS 


d9. 


Die  Formel  ist  selbstverständlich  nur  für  positive  Werthe  von  s gültig;  auch 
muss  x positiv  sein.  Setzt  man  n = oo  so  erhält  man,  wenn  fi  die  Reihe 


!+■ 


V (*+«)*  (*  + 2<r)* 


+ • . . 


vorstellt : 


— x a 


1- 


- n & 
t 


1 

- <1 ». 


Die  Gültigkeit  des  Integrals  verlangt  aber  noch  eino  weitere  Beschränkung.  An 
der  nntern  Grenze  verschwindet  nämlich  der  Nenner.  Setzen  wir  daher : 


— x 9 i— I , 

» d.9 


-zJ  „i  — 1 , 

• y e & <iS 


e ff  ff  aa  , /»-  e ff 

i , -«»  + 7 „ . -« 

0 1 — e ^ 0 1— e 0 1 — e 


wo  v abnimmt,  so  wird  das  zweito  Integral  einen  endlichen  Werth  haben, 
kann  dann  vermöge  der  Form : 


/ 


A*)  <!(*)**= /T«+i(4 


Man 


wo  i zwischen  0 nnd  1 liegt,  und  welche  Formel  für  alle  Functionen  f (x)  gilt, 
welche  in  den  Grenzen  a nnd  b ihre  Zeichen  nicht  wechseln,  dafür  schreiben : 


— xiv 

- — r 

- —atv  / 

1 — e J 0 


S —XI V 

" ff1-1  (fff  = e 


Bei  abnehmenden  y ist  aber: 


= 1 — cur , 


„ —ctir 
i(l-e  ) 


= 1 — xi  y 


zu  setzen,  woraus  sich  die  Grenze  ergibt: 
s—  I 

, ein  Ausdruck,  der  continuirlich 

SOI 

bleibt,  so  lange  « grösser  als  Eins  ist. 
Diese  Bedingung  ist  also  für  die  Gültig- 
keit unserer  Formel  hinzuzufügen.  Die 
Formel  kann  aber  nicht  für  die  Grenze 
s — 1 angewandt  werden,  da  das  Integral 
in  den  Grenzen  0 und  y einen  endlichen 

Werth  hat  also  Discontinuität  statt- 
rr  e 

findet.  Bei  der  Formel  für  fi(n),  wo  n 
endlich  ist,  findet  die  letzte  Beschrän- 
kung dagegen  nicht  statt. 

11)  Regeln  für  die  Convergenz 
der  Reihen  mit  positiven  Vor- 


zeichen, falls  die  Ausdrücke 


1 


sich  der  Einheit  nähern. 

Da  bei  der  Reihe  der  negativen  Po- 
tenzen, die  früher  gegebenen  Kennzeichen 
der  Convergenz  nicht  ansreichten,  dessen- 
ungeachtet aber  die  Fälle,  wenn  diese 
Reihe  convergirt,  ermittelt  werden  kön- 
nen, so  kann  man  auch  andere  Reihen 
mit  diesen  vergleichen,  und  hieraus  neuo 
Regeln  über  die  Convergenz  ableiten, 
Es  ist  hierbei  die  Reihe  der  negativen 
Potenzen  ganz  wie  oben  die  geometrische 
zu  behandeln. 
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Sei  die  zu  untersuchende  Reibe  wieder  also  grösser  sind  als  die  der  divergenten 

«.  + «,  +a,-f ...  + «+...,  Beibe: 

" 2_  , i_  l 

wo  wir  uns  alle  Glieder  reell  und  po-  $ + l **’*•* 

sitiv  denken.  „ _ 

Ar  , . . . # , Diese  wie  alle  Betrachtungen  über  die 

fnlÄn  *e^rvJ?  “ ,,eG1'ei‘  Convcrgonz  gehen  von  dem  Satze  aus, 
g n Ausdrücke.  dass  Rejhe  dann  convergirt,  wenn 

aa+a,,  | +•••  ihre  Glieder  von  einem  bestimmten  an 

schneller  abnehmen,  als  die  einer  an- 
mit  den  entsprechenden  der  Reihe:  dern  als  convergent  bekannten  Reihe. 

, , 1 Jedoch  gibt  es  in  Bezug  auf  die  Yer- 


°s  + “.+  l + °,+2  +••• 


— 4. — 4 * + . . , , gleicliung  zweier  Reihen  noch  ein  an- 

s“  (,  4-l)r<  (*4-2)"  deres  oft  anwendbares  Kennzeichen. 

wo  a grösser  als  Eins  ist,  die  also  nach  Satz  II.  Ist 

Obigem  mit  wachsendem  s der  Null  sich  °»  + fli  + at  + . . . 

nähert,  so  wird  dasselbe  mit  den  Glie-  . 

dern  der  gegebenen  Reihe  der  Fall  sein,  ' untersuchende  Reihe, 

und  somit  die  gegebene  Reihe  conver-  lit  + b 4- 1 -f. 

giren,  so  bald  für  wachsendes  *,  a < — , cino  andere  schon  als  conver- 
. * ,°gent  bekannte,  und  sind  die 

lg — Glieder  beider  Reihen  positiv, 

so  wird  die  crstcrc  Reihe  immer 

d.  h.  > a und  «selbst  grösser  als  convergiren,  wenn  man  von 

einem  bestimmten,  dem  sten 

Eins  ist.  Ist  « aber  kleiner  als  Eins,  Glie  de  bis  ins  Unendliche  hat: 
so  wird  die  Reihe  . 

1,1,1  <-  _*ti 

h \-  1-  . • • a 6 

»“  (S  + 1)“  (s  + 2)  ° „ * * 

Denn  wenn  man  die  letztere  Reihe  mit 
sich  nicht  der  Null  nähern,  folglich  auch  as 

nicht  die  vorgclegte,  sobald  — , wo  s eine  bestimmte  endliche  Zahl 

1 * 


* + 1 s+1 

«.  < 6.  ‘ 


n > — , also  - < n 

» « Igs 


ist,  multiplicirt , so  wird  dieselbe  noch 
immer  convergiren.  Die  Reihe  vom  s ten 
Glicde  an  ist  dann : 


ist.  Daraus  folgt  daun  der  Satz:  a f + + . • • 

Satz  I.  „Eine  Reihe  conver- 

girt  oder  divergirt,  je  nachdem  ond  der  entsprechende  Theil  der  zu  un- 

(l  \ tersuchendcn  Reihe 

V . °.  + a.+  l+a.  + 2+-  • • 

der  Ausdruck  — sich  mit  ..  , 

lg  s Aber  da 

wachsendem  s einer  Grenze  nä-  as+i  ^s-M 

hert  die  grösser  oder  kleiner  als  < — ; — 

Eins  ist.“  a,  b. 

Dies  Kennzeichen  verlässt  uns,  sobald  '**’  8UC“!  . 

die  Grenze  der  Einheit  gleich  wird.  Ist  _ °t+ 1 

jedoch  für  jedes  endliche  * von  einem  a*+l  <as~b  * 


bestimmten  an  - — immer  noch  kleiner 
lg« 

als  Eins,  so  wird  die  Reihe  divergiren, 
da  dann  a > — wird,  und  die  Glieder 


s+2  »+* 

“«+*  <0*+ir7!  <a>~T~  ’ 

s+l  s 

^«+3  ^*+3 

°S  + 3 < “«  + 2 < “s  —j^~  ‘ 
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*o  dass  dio  Glieder  der  vorgclcgton 
Reihe  kleiner  als  die  einer  als  conver- 
gent  bekannten,  sind. 

Nehmen  wir  z.  B.  als  die  zur  Verglei- 
chung bestimmte  Reihe,  wieder  die  fol- 
gende : 

1 H 4* h • • •» 

2*  3* 

so  muss  also,  damit  die  vorgelegte  con- 
vergire , 

-ü-i  < und  « > 1 

at  \*  + 1/ 

sein.  Umgekehrt,  wenn 
(i  / \ rc 

J—L  > ) und  n < 1, 

af  \f+l/ 

so  wird  die  Reihe  dirergiren,  denn  cs 
sind  dann  dio  Glieder  der  Reihe : 

a,+  l+°,+*  + a»  + 3 + - • * 
offenbar  grösser  als  dio  entsprechenden 
der  Reihe: 

a $u  a ia  1 1 *** 

— 4 — 4 4... 

(*41)"  («  + 2)“  (*43)“ 

Da  aber  die  letale  Keilte  divergirt,  so 
findet  auch  gleiches  hei  der  erstcren  statt. 

Die  Ungleichheiten  finden  übrigens  im 
algebraischen  Sinne  statt,  d,  h.  dio  po- 
sitiven Werthc  von  n sind  grösser  als 
die  negativen  gedacht. 

Den  Bedingungen  der  Convergenz  oder 
Divergenz  die  hierin  enthalten  sind,  ist 
aber  ein  einfacherer  Ausdruck  zn  geben. 
Zunächst  kann  man  dieselben  umge- 
stalten in  : 

— — > (l  + -—).«>  1 

"s+i  ' ‘ 

im  Falle  der  Convcrgenz, 

-^-<(1+-)  , «<1 


im  Falle  der  Convcrgenz, 

<i 

— *-  <1  + -,  « <1 

"*4 1 ’ 

>m  Falle  der  Divergenz,  d.  li.  im  erstem 
Falle 


Im  letzteren  Falle: 


n Falle: 

\a*+l  J 


also : 

Satz  III.  F.inc  Reihe,  eonver- 
girt  oder  divergirt,  je  nachdem 


sich  der  Ansdruck 


mi  t wachse nd em  s einer  Grenze 
nähert,  die  nlgcbraisch  grösser 
oder  kleiner  als  Eins  ist. 

Dies  Kennzeichen  wird  dann  mit  Vor- 
theil angewandt,  wenn  dio  Einheit 


I — 1 1 die 

“»+■  > 


zur  Grenze  hat. 

Nur  der  Fall,  wo  » i 

I “*+l 

Einheit  zur  Grenze  hat,  entzieht  sich  der 
Betrachtung.  Ist  jedoch  dieser  Ausdruck 
für  jedes  endliche  « von  einem  bestimm- 
ten an  stets  kleiner  als  Eins,  so  findet 
Divergenz  statt,  denn  es  ist  dann: 


*4-1 


*4  1’ 


* 41 

im  Falle  der  Divergenz. 

Den  Ausdrücken  rechts  ist  aber  eine 
einfachere  Form  zu  geben.  Es  ist  immer, 
wenn  * grösser  als  Eins  ist: 

(*+*)'— 7- 

wo  die  weggelassenen  Glieder  sich  bis 
auf  jede  Grenze  der  Null  nähern,  und 
man  hat  also  die  Regeln : 


und  das  Vcrhältniss  zweier  Glieder  der 
vorgclcgton  Reihe  ist  also  grösser  als 
das  zweier  entsprechenden,  der  als  diver- 
gent bekannten  Reihe: 

14*4*4- . • 

Beispiel.  .Untersuchen  wir  die  Reihe: 


1 J_4J  1-3-5 
1 "*■  STll + 2 • 4 • 5 + 2 • 4 • 6 • 7 
so  ist: 

1 -3-5  ■ . . (2*-l) 
:2-4  . . . 2*(2s  4 1) 

'*4t 


+ - • 


nnd  der  Ansdrnck 


nähert  sich 


>14--,  «>1 


«4i 


mit  wachsendem  s der  Einheit. 
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Dagegen  ist: 


•feH-Pssss?8-* 


Ein  Ausdruck  fiir  den  zu  setzen  ist: 

s r4»,  + 10s  + 6-(4*,+  4s +1)1  _ « Gs  + 5 

2s  + l L 2«  + l -l~2s+l'2*+r 

und  der  «ich  mit  wachsendem  s,  also  dem  Werthc  rr  = } nähert,  so  dass  die 
Reihe  convergirt. 

Die  Reihe 

1 , 1 i 1 jJ  . 1 1^6 

1+  2 + 2-4  + 2-4-<>  + ‘ ' 


hat  znm  allgemeinen  Glieder 


Das  Verhältnis» 


1-3-5  ...  (2s- 1) 
"t  2-4-6  ...  2s  ' 


wird  gleich  EinB,  dagegen  ist: 


2s + 1 


und  die  Giense  des  Aasdrneks  ist  a = J,  weshalb  unsere  Reiho  dirergirt. 

Mancherlei  Regeln  der  Convergcnz  gibt  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale. 
Der  vorige  Abschnitt  hat  uns  gezeigt,  wie  der  Rest  der  Reihe  vom  sten  Gliede 
an  ohne  Weiteres  zuweilen  in  ein  bestimmtes  Integral  verwandelt  werden  kann. 
Ocfter  anwendbar  ist  jedoch  das  jetzt  zu  gebende  Kennzeichen. 

Nehmen  wir  an,  dass  a(  eine  Function  von  s sei,  die  stets  abnimmt,  mit 

wachsendem  s sich  der  Null  nähert,  und  stets  positiv  ist,  und  übrigens  einer  Er- 
weiterung für  gebrochene  und  irrationale  s fähig  ist. 

Da  die  Function  cg  positiv  und  abnehmend  ist,  so  hat  man: 


and 


also : 


/•s+J  /»«  + * 

n da , a . , > / n da 

, « *+'  , « 

/’!+!  /•«+! 

, aada’a.+  *<J,+ia«Jn- 

, +a.+  i %da 

y»  00 

a da. 

. “ 


ii, rv,  1 »s«ltl 


a»+<  + , +°«  + ä + 

Hat  das  Integral  nun  einen  endlichen  Werth,  so  wird  dasselbe  mit  der  Reihe 

“•  + fli  +ai  + - • • 

staltfindcn,  und  letztere  also  auch  conrergiren,  ist  dagegen  das  Integral  unendlich 
gross,  so  findet  dasselbe  mit  der  Reihe 

“o  +°i  + °i  + • • • 

statt,  und  sie  wird  also  divergiren. 

Beispiel.  Sei  gegeben  die  Reihe: 


lg1  lg2  lg3 

T + “2'  + "r  + ' 


•if{-  i»fn:,0  »!L  (ml«  o» 

. i-.* um 

t :•  f 

19* 
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Der  Ausdruck  a = — ■ — wird  immer  abnehmen  von  dem  Wcrthe  an , wo 
s a 

= 0 ist,  wo  also  ein  Mnximam  stattfindet  Es  erfüllt  diesen  Werth  die 

. du 

Gleichung: 

1 lg « n • . i 
— — — 0 ; es  ist  also  « = r. 
e*  R* 

Es  ist  ferner: 

f‘  _1(igl),_}()gI),i 

ein  Ausdruck,  der  für  f = oo  unendlich  gross  wird.  Somit  divergirt  also  die  vor- 
gelegte  Reihe. 

Andere  Regeln  der  Convergenz,  welche  auf  die  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  beruhen,  müssen  hier  übergangen  werden. 


12)  Untersuchung  der  binomischen  Reihe  für  den  Grenz  fall. 
Die  binomische  Reihe: 


(1  + *)"  = 1 +tt,i  + n,**  +»,*’  +*.  . 
convergirt  für  jedes  x,  das  abgesehen  vom  Vorzeichen  kleiner  als  Eins  ist.  Der 
Grenzfall,  wo  x zz  + 1 ist,  erfordert  somit  eine  besondere  Untersuchung. 

Man  hat: 

5±i=±*=i±i=T(,.*4i). 

S 

Wir  haben  früher  gesehen,  dass  die  Reihe  immer  divergiren  wird,  wenn  der  in 
der  Klammer  stehende  Ausdruck  für  jedes  endliche  s grösser  als  Eins  ist,  und 
da  dies  der  Fall,  wenn  n 4- 1 negativ  ist,  so  sind  nnr  die  Werthe  von  n zu 
untersuchen,  welche  h -f  1 positiv  machen,  also  die  von  —1  bis  oo,  (die  Grenze 
— 1 ausgeschlossen). 

Sei  jetzt  x = — 1,  in  welchem  Fall  zu  setzen  ist: 


j±i _i_»+i 


Diese  Formel  zeigt  schon,  dass  al^_  ( und  a$  gleiche  Vorzeichen  haben,  wenn 

«4-1  kleiner  als  i ist,  dass  also  alle  Glieder  von  einem  gewissen  an  gleichzeitig 
positiv  oder  negativ  sind.  (Im  letzteren  Falle  sind  sic  dann  mit  entgegengesetztem 
zu  nehmen),  so  dass  das  letzte  Kennzeichen  des  vorigen  Abschnittes  ansuwenden 
ist.  Man  hat: 


$ 


Die  Grenze  dieses  Ausdruckes  ist  n-|-l,  und  damit  derselbe  grosser  als  Eins 
sei,  muss  n positiv  sein,  in  welchem  Falle  Convergenz  stattündet. 

Sei  jetzt  x = + 1,  also 


» + 1\ 

* )’ 

so  sind  die  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ,  nnd  es  ist  zur  Convergenz 
nnr  erforderlich’,  dass  die  einzelnen  Glieder  mit  wachsendem  s abnehmen  und 
sich  der  Null  nähern.  Kon  ist  offenbar: 
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allgemein : 

= (’-T1  - ■).  (Sf  - 0 • ■ • (^h  ->)•. 

Es  kommt  also  nur  darauf  an,  dass  mit  zunehmendem  I sich  der  Ausdruck : 

der  Null  nähere,  wo  s so  gross  als  man  will  genommen  werden  kann.  Statt  des 
obigen  Ansdrucks  aber  kann  man  den  offenbar  grosseren: 

(!-!*!)  ..(.-4^) 

untersuchen.  Und  wenn  t sehr  gross  ist,  kann  man  vermöge  der  Gleichung: 
lim  (l er- 


setzen : 


H+l 


l-"-±i=e 


1 - 


«+1 


»+* 


1- 


»+1 


■+t 

s+t-i 


s ■ s + l~  ’ ’ * s + f-1 

wo  dann  der  zu  untersuchende  Ausdruck  die  Gestalt  annimmt: 

-(*+!)/ 1 . 1 


(t+.-ti+- 


*+ 


hi 


Die  in  der  Klammer  eingeschlossenc  Summe  aber  wird  bei  wachsendem  I,  wie 
wir  gesehen  haben,  unendlich  gross;  immer  also  wenn  n-f- 1 positiv  ist,  wird  diese 
Grenze  Null  werden.  Somit  folgt  für  die  binomische  Reihe  der  Satz: 

Satz.  Die  binomische  Reihe  für  (1  + x)"  converglrt,  wenn 
x — — 1 ist,  immer  noch,  wenn  n positiv  ist,  für  x = + l immer,  wenn 
» + 1 positiv  ist.  Sie  divergirt  für  x=—  1,  wenn  n negativ  ist, 
und  für  x = -f- 1,  wenn  n-f-1  negativ  ist 

Die  Untersuchung  der  Grenzfällc  namentlich  bei  Potenzreihen  macht  oft  um- 
ständliche Untersuchungen  nüthig. 

13)  Recurrente  Reihen. 

Eine  reenrrente  oder  rücklanfendc  Reihe  ist  eine  solche,  deren  allgemeines 
Glied  eine  Function  einer  bestimmten  Anzahl  von  vorhergehenden  Gliedern  ist. 

Damit  also  die  Reihe  : 


°o  + ®l  + ai  + °s  + • • • 
eine  recurrente  sei,  muss  man  haben: 

1)  ",  =*(a.-v  “.-»•••  a,-P>- 

E*  ist  im  Allgemeinen  Aufgabe  der  Differenzenrechnung  das  independente  Gesetz  für 
dns  allgemeine  Glied  zu  finden.  — Wir  beschäftigen  uns  hier  mit  denjenigen  Reihen, 
welche  im  engern  Sinne  recurrente  genannt  werden;  dieses  sind  solche,  wo  zwi- 
schen einer  Anzahl  auf  einander  folgender  Glieder  eine  lineare  Beziehung  statt- 
findet, also  die  Gleichung  1)  die  Form  annnimmt : 

2)  n,  + «la1_,  + «.a,_j  + ' • •+“pa,_p  = °- 

wo  cr„  o,  . . . «p  Constnnten  sind. 
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Die  allgemeine  Auflösung  dieser  Functionen  - Gleichung  muss,  wie  in  der 
Diffcrcnicnrcchnung  geneigt  wird,  p Constauten  enthalten,  welche  zu  bestimmen 
sind,  wenn  man  die  p ersten  Glieder  der  Reihe  o0,  o,  . . . o , kennt. 

Setzt  man  = u , so  erhält  man  : 

3)  + +n,«P_' +.  . . +«^  = 0, 

eine  Gleichung  p tcr  Ordnung,  deren  Wurzeln  sein  mögen: 

«„  «,  . . . sy 

Da  die  Gleichung  2)  eine  lineare  ist,  muss  jeder  Ausdruck  von  der  Form : 

4)  A,!«/-*- A,  «,*  + A,u,  -f  . . -4 ~Apup=at 

dieselbe  erfüllen,  wo  A,,  A,  . . . A willkfirlicho  Constnntcn  sind,  und  zur  Be- 
stimmung derselben  hat  man  die  Gleichungen: 

5)  -4 , + A,  + ■ • • + -4p  = «o 

A 1**!  + A,*,  + . • • + Apup  = "i 

.4i«  > + A,u  * + . . . + Apy*  = a. 


A,u.p  1 -\-A.uJ'  '+...  + A u P *=0 

11  'pp  p— t 

Es  ist  wichtig,  dass  zur  Bestimmung  von  a die  Gleichung  3)  nicht  aufgelöst 

zu  werden  braucht;  offenbar  sind  nämlich  die  aus  5)  zu  bestimmenden  Grössen 
Alt  A,  . , . A ^ symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  ti,  . . . u ^ , somit 

auch  der  Ausdruck  in  4),  wenn  man  für  A,,  A,  ...  die  Werthe  setzt,  eine 
sulche  symmetrische  Function,  also  eine  rationale  Function  von  «,...«. 
Ein  Beispiel  möge  dies  näher  ausfuhren.  Sei  p = 2,  also  die  Gleichung  2) : 
a,  +«t  +«r°J_2  =0. 

Dio  Gleichung  3)  wird  dann : 

u,  + rr,u  -f  rr,  = 0, 

welche  gleichbedeutend  ist  mit  dem  System: 

“,  + «,=  -«i,  u,u,  = n,. 

Die  Gleichungen  5)  werden  dann: 

Al+At=a„  A,u,  + A,u,  =a„ 

d.  h.: 

•M«,  - = 

^z(“i  -«>)=«oui  -«i* 

Die  Gleichung  4)  wird,  wenn  man  A,  und  A,  eliminirt: 

„ -n,5-1) 

_ «i  (“»*-»/)-  ) 

M,  -U, 

Sei  noch 

«,  = -/».  «i*  -4«,  = y*, 

so  ist: 
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“.-h“.  = ß<  ui=— ">  = ^2r 

J * 1 V*  1 , ,»  1 . . » — 2 * — t _ 

— »i  = — (fl-y)  — — iß  + r)  =--—.ßy(*  ,ß  -*>/»  y‘ 

2*  2*  2*— 

+ *»/s‘~V+  •••). 

wo  die  entsprechenden  Binomialcocffkientcn  sind.  Die  Reihe  ist  selbst- 

verständlich eine  cndliclie. 

Setzen  wir  dio  Werlhe  von  fl  und  y wieder  ein,  so  ergibt  sich  hieraus: 
at  = - — ~ ' («i1  - 4",)  +*»"i,_6(«,*  - 4«,)*-  . . . ] 

+ -~~~~~7*a~  [(*  - W 3 - (»  - 1 W~ 5 (« t*  - 4o.) 

2,_i 

+ (*  — 1)««.*  7(«,3  — 4«,)*  — . . 

Besondere  Erwägung  muss  für  den  Fall  cintretcn,  dass  die  Gleichung  3)  zwei 
oder  mehr  gleiche  Wurzel  hat,  in  welchem  Falle  unser  Verfahren  nicht  mehr  das 
allgemeine  Integral  gibt.  Man  kann  dann  ähnlich  wie  bei  Behandlung  der  linearen 

Differenzialgleichungen  verfahren.  Seien  die  Wurzeln  u,  und  u,  zunächst 

« A-f*  I 

gleich,  so  kann  man  diese  erst  sich  um  eino  abnehmende  Grösse  unterscheiden 
lassen  und  setzen: 

uh+l=uk  + ^ 

setzt  man  dies  in  s ein,  so  kommt: 

(“a + ’')P  + °i  (“*  + *')P+  * + • ■ • + <*  = 0 

oder,  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  y weglässt,  was  ja  bei  abnehmendem  v 
geschehen  kann,  und  Gleichung  3),  welche  auch  für  u = gilt,  berücksichtigt : 

3a)  ruVh  l + (p-l)«r,u^  "+(p-2)«Ju^_J+  .-.  ■ + =0. 

Man  zeigt  bekanntlich  auch  direct,  dass  in  diesem  Palle  der  Differcnzialquoticn1 
der  Gleichung  3)  für  u = up  verschwindet. 

Die  Gleichung  4)  aber  gibt: 

4)  Alul‘  + Atu'  + . . . + (“*+•')* 


+ Ah+2Uk+l  + • 


aber  wenn  man  y sehr  klein  nimmt,  so  ist: 


+ A u = a . 
PP  P’ 


* s i—l 

(uA  + v)  =up  + ,uh  y. 

Also,  wenn  man  vcrtanscht: 

Ak  + Ak+l  mit  Bh'  vAh-\- 1 mit  Bh+ 1 ’ 
was  geschehen  kann  wenn  man  A ^ nnd  , wachsen  lässt,  in  welchem  Falle 
B A und  endlich,  so  ergibt  sich,  wenn  man  wieder  A ^ und  für 

Bh  nnd  Bh+  ( schreibt: 

4)  + . . . + Akuh  + sAk+{uk  +Ah+luk+i 

• s 

■4*  • • • *4"  ^ u — ö • 
T PP  P 
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0»  jedes  mit  einem  der  Coefficicntcn  A maltipiicirte  Glied  eine  partielle  Auf- 
lösung ist,  so  ist  auch : 

Akuk  + ,Ak+tuh  '=flp 

eine  solche.  — Nimmt  man  nun  auch  an,  dass  sei,  so  setzen  wir 

wieder:  = u^  + y,  und  haben  dann  die  Auflösung 

s s—  1 

B (u  + »•)  4-  tB  . . u.  = a 
PKP  ' p+l  * P 

nnd  da  die  Summe  zweier  partiellen  Auflösungen  wieder  eine  Auflösung  ist: 

(y4A  + ylA)“A  + ,’^A+l  + ,'ÄA  + ßA+l)MA  +~T Tg“  rÄA+ 1 “*  = V 

wo  man  v unendlich  klein  gesetzt  hat,  also  wenn  man  für: 

Ak+Bk'  ^A+l  + ^A’  ßA+l  ’ 

bezüglich  setzt: 


Ah'  ^A+l’ 


1-2  A 


A+i’ 


so  ergibt  sich:  ' 

s-  I s(»  — I)  s— * 

’A+l“A  +“i.ST  Ak+tuk  =ap 
und  in  Vereinigung  mit  den  von  den  übrigen  Wurzeln  herrührenden  Gliedern 
die  allgemeine  Auflösung: 


Va  + ,j4a 


4b)  «,=•<*,«, +-4,«,  + . . . +Ahuh+tA 


h + tuk 


+ 1-2  *+2  A 


+ ^ + 3^+3  + - • • + ylnM, 


p p 


auf  diese  Weise  erhalt  man,  wenn  k gleiche  Wurzeln  sind,  statt  der  Glieder: 

jlAHA  + i4A+l"A+i+ • • • + AA+*-i"a+*-i 

die  folgenden: 

Ah%‘h  + ,Ah+iuh  +,^A+2"A  +•  • • +,*-i^A+t-luA+t-l' 

wo  i„  i,  • . . die  Binomialcocfficienten  sind. 

Nimmt  man  also  im  allgemeinen  falle  an,  dass  die  p Wurzeln  u,  . . . 
in  Klassen  von  bezüglich  k,  (,  ...  k : zerfallen,  deren  jede  nur  gleiche  ent- 

halt, wo  also  auch  A,  k,  ...  gleich  Eins  sein  können,  so  ist : 


l = A-l 
4 c)  a = X 
p 1 = 0 


«,  A 


I = kt—  I 


11+ 1 "l+ 1 


+ * 

1 = 0 


l = k,  — i 


+ - 

t=o 


»,  A 


’lAk+\ 


s— I 


li1*+A'+«+i“*+ti  + «+i 


+ . . . 


t = kn-l 


s—  I 

j"1q  * * + *l+tj  + • • • + ^n_  |+f+  1 ***  + ^»+  • • ■ +*„_  ,+*+  f 


Auch  die  Gleichungen  5)  werden  andere;  sie  nehmen  nämlich  die  Gestalt  an,  welche 
sich  aus  4c)  ergibt,  wenn  man  darin  nach  einander  s = 0,  1,  2 . . . p — 1 setzt. 

Kehren  wir  zu  dem  Falle,  wo  alle  Wurzeln  der  Gleichung  3)  ungleich  sind, 
zurück.  Aus  den  Gleichungen  5)  lassen  sich  dann  sehr  leicht  die  Ausdrücke 
A„  A„  Ay  bilden. 
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Multipliciren  wir  dieselben  der  Reihe  nach  mit  in  bestimmenden  Conslanten : 
» "p  — i ‘ ’ ‘ rp—  1 und  addiren  dieselben,  so  ist  das  mit  A multiplicirte 
Glied : * 

p— l p—1  p— 3 

V“?  + *‘"f  +"*“?  +-'-  + ep_')* 

ein  Ausdruck,  der  sich  nnf  die  Form  bringen  lässt: 

(“?-“'•}  • • • ,(“y  “ V’ 

wenn  man  setzt: 

ei  = -(»i  + ».  + ■ • • + «,,_,) 

».=  + • • ■ + 

r,=  -(»,», . . • + <'-p_3,Vs'‘p_i 


rp_l  = • • + »,_,)• 

Um  zu  bewirken,  dass  alle  Ansdriicke: 

‘ ’ ' <u?“'rp-t> 

mit  Ausnahme  desjenigen,  wo  q — r ist  verschwinden,  hat  man  nur  setzen: 

tr,  = v,  ...  ir  . = u 
1 a j r—  i r—  1 

*0  — u . ...  IC  . = V 

r r— t p-{  p 

und  man  erhält  also  aus  den  Gleichungen  5) 

AAUr  ~ *i)  (“r  -“»)*••  ("r  ~ “r-  t > (“r_“r+  • • • (“r  ~ V - 

‘,p_I  + flp_..*’.  + «p_3t:,  + • • + 

womit  Af  gegeben  ist. 

Was  die  Grossen  »,  . . . s^_|  anbetrifft,  so  ist  identisch: 

(“  — “i)  (“  ~ «s)  • . . (»  - « ) = uP  + a,up~  ' + . . . + ap 

= (“P_1  +»i“P“ä  + • • • + 


worans  sich  ergibt: 


•r'rVi-f  = 


also : 


*.  =«i  + *r,  «>,  = <ri+«,wr  + l»;  + _ # 


Bs=0.  + “s-l"r  + “,-2";  + •••  + «.«'  '+“*• 

Wenn  man  noch  setzt: 

3 3— 1 3—1 

6)  ft(u)  = u +atu  +«, « +...+  «,> 

so  ist  offenbar: 

/p(“)  = («-•* i)  («-».)•••  («““,) 

/’p(«r)=(«r-»1)  («.-«,)  • • • («r-»r_,)  (“r-«r+l)  • • • (“r-“p)> 

•Iso: 
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Die  Gleichungen  4)  und  7)  lösen  die  Aufgabe  vollständig.  Dies  ist  sogar  für 
den  Fall  richtig,  wo  zwei  oder  mehrere  Wurzeln  gleich  werden.  Es  nimmt  dann 
die  Summe  der  entsprechenden  Glieder  in  4)  mit  Berücksichtigung  von  7)  die 
Form  $ an,  welche  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  bestimmt  wird,  und  so  zum 
Resultate  führt. 

Die  Reihe 

+ °i  -f  + • • *4*  rtM__  j 

lässt  sich  leicht  summiren.  Dieselbe  zerfällt  nämlich  in  Partialrcihcn,  deren  all- 
gemeines Glied  die  Form  hat:  s^Au  ; für  l = 0 ist  dies  eine  geometrische 

1 — t<n 

Reihe , und  die  Summe  ist  A — — — . In  jedem  andern  Falle  ist  das  allge- 

_..  , A d\u‘)  A d‘  (l-»H\  D. 

meine  Glied:  ^ s — , also  die  Summe:  r — — I— I Bei 

Jul  1-2. dut  \l-u / 

unendlich  vielen  Gliedern  hat  man,  wenn  der  Modul  von  u kleiner  als  Hins  ist 
für  die  Summe  bezfiglich: 


A . A 

1“  ,.2..., 


Eine  andere  Methode  zur  Ermittelung  des  allgemeinen  Gliedes  ist  die  von 
La  Place  herrührendc  Betrachtung  der  erzeugenden  Function,  welche  wir  hier  nur 
kurz  geben  wollen. 

Man  kann  das  allgemeine  Glied  a nämlich  als  den  Coefficicnten  der  unend- 
lichen lieihe  : 

«o  4- «i*  + «,*’  + . . . 

betrachten.  Setzt  man  nun: 


«»  + «, *+  o,*,  + . • • = 


! + «,*  + «,**+.  • .+  "pxp 


so  wird  der  Ausdruck  rechts,  den  wir  mit  f(x)  bezeichnen,  die  erzeugende  Func- 
tion der  lieihe  links  genannt,  und  wenn  man  den  Nenner  wegschafft,  so  erhält 

man  als  Coefficient  von  r 1 rechts  den  Ausdruck: 

n,  + n.«,_l  + ns‘,,_7+-  • ■ + “p°,_p- 

Dieser  Ausdruck  aber  ist  gleich  Null,  wenn  » grösser  als  p — 1 ist.  Somit  erfüllen 
die  Coefticientcn  unserer  lieihe  in  der  That  die  Gleichung  2).  Ist  s kleiner  als  p, 
so  hat  man: 

*,=«,.  4,  = a0«,  + «„  6,  = -f  a,n,  + n,  ..  . 

V-,  = ••%-»  + °>',p_i  + a>,,p_3  + - ■ ' + °p-r 
Sind  die  Grössen  ...  n gegeben,  80  l&S8t  sich  *lso  aocl>  t0,  bt  . . ■ b^_  ^ 

finden.  Es  ist  mithin  der  Coefficient  von  x*  in  der  Entwickelung  von  ( (x), 

oder  wenn  man  mit  Bes  7 (z)  den  Cocffieienten  von  — in  der  Entwickelung  von 
a (x)  bezeichnet: 

a = Res  m. 

‘ x*+1 
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Um  nun  <las  independente  Gesotz  von  f{%)  zu  bilden,  braucht  man  nur  die 
Function  f(x)  in  Fartialbrüchc  zu  zerlegen,  wo  zieh  dnnn  ergibt: 

/■(*)  = JT A—k, 

(-7) 

wo  n irgend  eine  positive  ganzo  Zahl,  A und  q Constanten  sind. 

Der  Coefficient  von  xg  in  dieser  Entwickelung  ist:  — l\f — » und 

* 9* 

dies  ist  der  Werth  von  a Diese  Methode  hat  den  Vortheil,  dass  sie  ohno 

weitere  Unterscheidung  der  mehrfachen  Warsein  immer  zum  Ziele  führt.  Auch 
ist  sie  leicht  auf  doppelte  und  mehrfache  Reihen  anzu wenden. 

Nach  einer  Methode,  die  einem  ähnlichen  Theorem  in  der  Theorie  der  linearen 
Differenzialgleichungen  genau  entspricht,  lässt  sich  das  independente  Gesetz  einer 
Kcihc,  deren  Glieder  die  recurreme  Beziehung  erfüllen: 

8)  + .4- 4-  ...  4-  « /1  = 7 (<), 

wo  7 («)  eine  beliebige  Function  des  Index  s ist,  auf  die  eben  behandelte  Auf- 
gabe zurückführen.  Sind  nämlich  u\\  irgend  wie  gefundene  par- 

tielle Lösungen  der  Gleichung  2)  so  setzen  wir; 

Qx  4«  w . 4(0  (•>  , , 4W  W _ r MJA 

9)  as  = AiUl  +At  u%  + . . . +Ap  up  = 2 Ap  up  , 

(#)  (*)  ($) 

wo  At  , A7  ...  Ap  zu  bestimmende  Functionen  sind. 

Nehmen  wir  für  dieselbe  zunächst  die  /?  — 1 Beziehungen  an: 

10)  = SA^+P-  ’)«(’), 

so  erhalten  wir  mit  Benutzung  dieser  Gleichungen,  wenn  wir  den  Werth  von  flJ 
in  8)  cinsctzen,  und  berücksichtigen,  dass  nach  der  Annahme  : 

(0.  («-»),  (»--),  , J*-p)  _ n 

V*  + a‘uh  +a'Up  + ••  • + V*  _° 

ist : 

+ ■ . • + af_l2A^»^~v+  ^ 
+ ')„(*-/>)  = 

wo  die  Gleichungen  10)  angewandt  sind,  indem  man  für  i nach  und  nach  i 
(»  — 1),  (»  — 2)  . . • gesetzt  hat. 

Offenbar  iat  nnn : 

+ «ji'A(*)||(*-,)+  . . . + * X 0, 

P 

also  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  abzieht : 


oder : 


tt 

p 

eine  Glcichnng,  die  wir  mit  don  folgenden  verbinden,  die  mit  10)  gleichbedeu- 
tend sind: 
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S[A^>  — A^~' >]«(*“ *>  = 0 


Die  Anzahl  der  Gleichungen  ist  p.  Sie  geben  die  p Grössen  : 

V-JT" 

als  Functionen  von  s derart,  dass  man  hat: 


oder: 


a<«> 


Ak  ~Ah  '= 

Ah  ~ Ah  ) + ^(t)+  *(l)'+  * • 


+ n«) 


vl0  A h **nc  ',el‘cbige  Constante  ist,  welche  durch  die  Anfangsglieder  der  Reihe 
bestimmt  werden  muss. 

Offenbar  wflrde  diese  Methode  noch  unverändert  anwendbar  sein , wenn 
n,  ...  «p  beliebige  Functionen  von  s wären.  Ist  i/.(s)  = 6 eine  Constante, 
so  setst  man: 

M (*)  , 

«,  = +C 

W ..(*) 


(*) 

wo  eine  partielle  Lösung  sein  soll,  und  A jede  Zahl,  die  grösser  als  Eins  ist. 

Bleiben  dann  A,,  A,  . . . ,1  Constanten,  so  muss  sein: 


.,(«),  ...  (*)  , , . w . 

'M«i  +e)  + A,u,  +...  + Apup  = t 


und  da  man  hat: 


so  ist: 


A,(u,  d-A,«,  + . 


+ Au‘)  = 0, 
P P 


A, 

eine  Gleichung,  welche  die  Constante  c gibt. 


13)  Recnrrentc  Reihen,  worin  jedes  Glied  aus  allen  Vorher- 
gehenden zusammengetzt  ist  — Bernonlli’sche  Zahlen. 

Ist  das  allgemeine  Glied  einer  Reihe  af  gegeben  durch  die  rccurrente  Gleichung : 

1)  “•a,  + 0.0,_1+“jaJ_2  + • • • + «,».  = 

wo  o0,  o,,  o,  ...  n , fl  Constanten  sind,  so  ist  die  erzeugende  Function  von 
der  Form: 

/■(*)  O0  + 0,1 + <T,** 

Setzt  man  nämlich  diesen  Ausdruck  gleich  o,  <i , x + o,  z*  + . . . , so  erfüllt 
der  Coefficicnt  von  die  Gleichung;  man  kann  also  setzen: 
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/_?(*)  \ 
ni  = Res  \xt+r~~x  ). 


n*v 

Ist  umgekehrt  die  mengende  Function  gegeben,  so  fahrt  die  Gleichung, 

sur  Entwickelung  derselben. 

So  hatten  wir  die  Reihen: 

1) 

2) 

3) 

4) 


tgx  = «<,x4-fl,x' -f  a4x‘4-.  . . 
cotx^  + M+i.xS  + i,*.  + . . . 
secx  = c,  4-  c,  x1  + c4  x*  + . . . 
cosec x=  — +ja  x + j4x* + s,x‘+ . . . 

X 

(in  der  ersten  Reihe  sind  die  Bezeichnungen  a,,  as  . . . des  Abschnitts  9) 
mit  o„  a,,  «,  . . . yertauscht.) 


Es  ergab  sich  aber: 


5) 

6) 

7) 

8) 

und 


2 s— 4 


1t  — 3 

“n  TT  + 172^3^4 


(-D* 


42s-2  *21-4 

k-  -=-=-3  + 


it  1 .2-  3 1 • 2 ...  5 

e„ 

it 


1t  — 1 , SS  — 4 

c - ^-=-  + 


1-2. ..2s  1-2.  . .2s-f  1 

(-1/4.  (-1/ 

1 *2  ... 2s  + 1 = 1T2 .7T2s 


1-2  ' 1-2-3-4 


ft  = 0 


3it— » 


91t—  4 


1-2.. ,2s 

(-l)'j. 


92t  1 • 23  1 1 • 2 ...  5 • ' • T 1 • 2 . . . 2s  4- 1 

<*.  = 4,  = e,  = j,  = 1. 


= 0 


Die  Coefficionten  dieser  vier  Reihen  lassen  sich  auf  die  einer  einzigen  zurDck- 
ühren.  Man  hat: 

1 4-  cos  u a 

cosec  « 4-  cot  o = — : = cot 

sin  a 2 

1 — cos  a a 

cosec  a — cot  n = — ; = tg  -s- 


2 • 


Wenn  man  nun  in  dem  Ausdruck: 


cosec  a — cot  -g-  — cot  a. 

* Ct 

die  Reihenentwickelungen  aus  2 und  4 einsetzt,  ergibt  sich  durch  Vergleichen  der 
Coefficicnten : 


* 1 91t  = — k1t  (2*_  1 _ 1) 


und  mitttcls  der  Formel: 


cosec  a =.  tg  — 4-  cotn 

+ 2*~ 1 1 


2t— 2 


tf-'g  = « 

oder  mit  Benutzung  der  vorigen  Gleichung: 

«2.-2  = " *2,(2’ -1) 


oder: 
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2*  — 1 

Um  die  Coefticicnten  der  dritten  Reihe  zu  entwickeln  bedienen  wir  uns  der 
Gleichung: 

1 _ 2 sin  n 

cos  « sin  2 ff 

oder : 

sec  n = 2 sin  « cosec  2 « 

und  indem  wir  für  sec  er,  sin«  und  cosec2«  die  Werthc  cinsctzcn  : 

c.  + ci«’ +«*«*  + • • • =2(n_i72T34  iT2T3T4r5~  ' ' ’) 

• (|i+ff,-2«4-ff4-8«'  + ff.-32a*  + . . .) 

nnd  durch  Vergleichung  der  Coefticicnten  ergibt  sich  : 

o-*— - c\‘-t  — \ i—  I * 

•*  -2  * (-D  5.2 


S 2 " ”«*  — s 

c*»~  ■*  nsrni 


1 • 2 • 3 • 4 • 5 


• + 
+ 


1-2-3  ...  2«  — 1 
(-1)*5„  . 


1-2-3. ,.2*  + l 

es  lassen  sieh  also  die  Cocfficienten  u,  4 , c leicht  durch  die  Cocfficienten  g be- 
stimmen. Wir  wollen  dieselben  jedoch  noch  auf  andere  recurrente  Ausdrücke 
gurückführen,  indem  wir  scucn: 

»)  ■-  - — 2ß‘ 


„ 2ß„  2ßj  n 

cot  2 ~ «'  1-2  1-2-3-4 


Da  die  Gleichung  2)  gibt: 


n 21,  , l.«  , l.n1  , 

cot  — = — ! + -2-  4-  — 4 4- 

O ,,  * 9 01  T 


bo  ist: 


2 1 2* 

1-2-3  ..  . 2*4. 


ß„  = 1 und  Ä = — 


Die  Zahlen  ß,,  ß,,  ß,  . . . heissen  die  Bernoulli’schen  Zahlen  Sollen  die  Cocf- 
licientcn  nnserer  vier  Keihcn  durch  dieselben  ausgedrückt  werden,  so  erhalten  wir: 


10; 

11) 

12) 

und  endlich: 


* 

2?  ” 1 *2*3  ...  2s 

(2,  + l — 1)  27*’*"1  » 


a — 


•'*  + I 


1-2-3  ...  (2* + 2) 
2 (2*  1 — 1)  ß0j 
J2*  ~ 1-2-8  ...  2a 


c 


2t 


-l)D  2,*-,(2*-5-l)  „ 

1-2-3. ..2*  .■*  1-2-3-1-2-8...  2*  — 2 *»— s 

2s*-d(2*-3_1)  (— 1),—  1 2*  • (2*  — 1)  ß, 

+ l-2-3-4-6...2*-4  ?*-*  ■+  1-2-3  ...  2»-l-l-2 

(-  1)*  ß»2(2~‘  — 1) 

1-2-  3 ...  2*  — 4 
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oder,  was  dasselbe  ist: 

13) 


2,5+i  l .-1 

= r2.3TT2.Ti  V2’ + 1)(/  B,,  ~ <2'  + 


2*-3-i 


+ (-■« +l).  ‘-  2r  - • . . + (-l)’-,(2.  + i),j_i  (-T,zr! 

2 


2 

wo  (2.  + 1),,  (2s+1),  ...  die  Binomialoocfficicntcn  sind. 

Das  rcenrrentc  Gesetz  für  die  Bcrnoullischen  Zahlen  nimmt  mit  dem  für  die 
Coefficientcn  A verglichen  die  Gestalt  an : 


2?*  B. 


22’-4  ß 


1-2-3. ..2s  1 -2 -3- 1-2 -3...  2s -r  2 + 1 -2  • 3-4 -5- 1 -2-3  . ..2.-4 


•iS  — \ 


- 1 *>,+  l 

1-2-3  ...  2.  + 1 1-2...  2s’ 


worar  man  auch  setzen  kann  : 

»2. 


(2.  + 1)  2 2,B  . - (2.  + 1),  2S,_  J (2.  + 1),  2?,~  ' ß 


2s  — 2 1 v ‘ /4  21—  t 

+ (-l)*ß„  = (-l)‘+,<2s  + l)- 

Dasselbe  Gesetz  erhält  aber  ein  einfachere  Form,  wenn  man  den  Ausdruck  cot  — 
direct  ermittelt.  Es  ist  derselbe: 


cot  — — 2 __  /l  + cos  (t  _ 1 4*  cos  ir 

2 . « l 1 — cos « sin  « * 

sin  — 


und  man  hat  die  Beziehung 
1 -f-  cos  a 
2 

also  wenn  man  für  cos  a und  sin  o die  entsprechenden  Entwickelungen  setzt,  und 
die  Coefficienten  vergleicht: 


(B0  , . Ä4ft*  \ 

= _.,no^+r^+_r__+_.jt 


ß„ 


ß. 


(-!)**.  _ (~l),+  l 

' ’ + 1-2 -3...  2.  + 1 " 2-1-2...  2s’ 


+ 1 


1-2-3  ...  2.  l-2-3-l-2-3...2s— 2 1 - 2 -3 -4 -5- 1 -2-3  ...  2s— 4 

. 2s  + 1 

wofür  man  auch  schreiben  kann : 

14)  Bu  - * (2s),  Bu_  # + * (2.).  . . • + <-  0*  ^ ■ ß.  = 

Unsere  Aufgabe  redudrt  sich  jetzt  darauf,  ein  independentes  Gesetz  für  die 
Bcrnoullischen  Zahlen  zu  ermitteln.  Wie  in  dem  Artikel  Quantitäten  (imaginäre) 
dargethnn  wird  , lässt  sich  die  Cotangente  eines  beliebigen  Winkels  in  eine 
Reihe  nach  Parti albriicben  zerlegen,  welche  immer  convergirt,  und  zwar  hat  man: 

o 2 . m = 00  1 

cot  — = 4 a Z -■■■  ■; 

2 o m=l  4 m ■ n * — o ’ 

Ist  a kleiner  als  2n,  so  kann  man  setzen  : 
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4m 


j _ 1 / r,'  «'  \ 

*«’ — <»’  4m,rr’  \ ^ ^ (2mji)‘ ^ (2m^)*  ’/’ 


also  : 


cot  — = 4n(t.  + *1  o’  + k,n‘  + 

Z a 


•), 


wo  zu  setzen  ist: 


m = oo 
h=  X 


’ m=l  (2mn)'5+i 


Man  hat  aber 


l.g.S-.TS  = 2i-i  und  ,omi,; 


15) 


*»»  = _ 1 L | 1 | 1 J_  + \ 

1 -2  -8  ...  2s  2»*-V*\  2 ?s  3»  4 •*  / 


Die  Reihe  rechts  convergirt  immer,  und  um  so  mehr,  je  grösser  s ist.  Umge- 
kehrt kann  dies  Verfahren  auch  dienen,  die  Reihe 

i+4i+V--- 

2'*  8’* 

zu  berechnen,  da  die  Bernoullischen  Zahlen  bekannt  sind. 

Aus  der  Formel  14)  erh&lt  man : 

= — 1,  B,  = j,  Bt  — j\,  B,  = 1*5,  B,  = au,  Bi.  = sV- 
F,,  = iVir  ®u  ~ ■ 

Diese  Zahlen  nehmen  allerdings  zuerst  ab,  aber  von  B , an  nehmen  sie  bis  ins 
Unendliche  zu. 

Ans  der  Formel  15)  ergibt  sich : 


also,  z.  B.: 


1+£+F-+4-t.+ 


1 + ^-+‘F**"F  + ' 

1 + ^r+‘F  + 'F  + ' 

1 + -fr+.-|r  + -£r  + ' 


Wir  hatten  in  Abschnitt  10)  gefunden: 

i+_j __+_j_+. j_  r 

X*  (x  + «)*  (x  + 2<0*  r«  J o 1 — e 


1-2-3  ...  2s 


2*  71* 

30-1 -2-3-4 
2*  «• 

42-  1-2  ...  6 
oo  x.4  „s— 


(x  + <r)  (x  + 2a) 
also,  wenn  x = n = 1 war: 


d» 

a9 


11,  1 /**  e^S*-1 

' + -.+J.  + "-  = Tüf'  — - 

ss  sein  musste, 
wir  r(2s)  = 1 • 


16) 


wo  s grösser  als  Eins  sein  musste.  Vergleichen  wir  die  Integrale  mit  dem  eben 
Gefundenen,  indem  wir  F(2s)  = 1 • 2 ...  (2s  — 1)  setzen,  so  ergibt  sich : 


näs2'is-zß 


1 — e 
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Integral^MnndrQcke^  ^ ^ dic  Bernöullischen  Zahl,,,  durch  ein  bestimmte, 

R ""  hi?f  i’0rm'-1  15)  enthaltene  independente  Ausdruck  für  die 

Bcnnoollischcn  Zahlen  hat  den  Nachthcil,  dieselben  trotz  dem,  dass  sie  rational 
sind,  in  transcendenter  Form  zu  geben. 

M ^ir,e"iTk«ln  hier  n,lch  Serret  einen  lw«'‘en  Ausdruck  der  nicht  mit  diesem 
Nachtheile  behaftet  ist. 

Die  Bernoullischen  Zahlen  sind  deflnirt  durch  die  Formel: 

rnt.üL— _2ß._2ß1«  2Ä.O» 

2 « 1-2  1 .2.3-4  • ■ 

seteen  wir  nun  für  cot  seinen  Werth: 

tt 

« . fr  . 

iL4  «M_i  V t 

2 g 

e — t 
und  ai  = xt  so  kommt : 


1 


2 * ' 1 -2 • 3 rs.— 5 + ---  + (_1) 


B.x 


B.x ' 


n—  | 


R,n* 


,sn— 1 


« -1 
Man  hat  aber  identisch : 


l-2.3...(2n+l)' 


e*  + 1 *X- 1 


eSjE  — 1 


und  indem  man  beide  Glieder  rechts  in  Reihen  ausdrückt,  erhält  man : 

17)  — L_  -l-(2»-l)g.»  ,(2*-l )ß.*' 

e*  + l 2 1.2  +~2.3.4  • • 

B — * 

+ (-D"  (2^-1) 

verllir^11!'6’! 'ieun^C'il  <len  a',8®m®'n<!n  Begeln  über  Potenr, reihen  so  lango  con- 
rergirt,  als  der  Modul  von  * kleiner  als  n ist. 

..  c rgleicht  man  nun  die  Coefficicntcn  der  Potenzen  von  x mit  denen,  welche 

i irecte  Anwendung  der  Maclaurinschen  Reihe  ergibt,  so  erhalt  man : 


<1* 


!»—  1 1 


(x  . - 

* +1 


da 


in—  i 


(fiir  « = 0). 


Nun  zeigt  sich  leicht,  dass  der  Ausdruck  rechts  die  Form  hat. 


j3n — * 1 


dx 


in — i 


A,  . . ■A.Jn_j  sind  zu  bestimmende  Coefflcienten.  Da  nnn  — - — sich 

«*  + 1 

nach  Gleichung  17)  als  ungrade  Function,  folglich  der  2n  — lte  Differenzialquo- 
tient als  grade  Function  von  x ergibt,  so  bleibt  dieser  Ausdruck  unverändert, 
wenn  man  x mit  — x vertauscht.  Durch  diese  Vertauschung  aber  wird  der  Aus- 
druck rechts: 


20 
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I A ^O-’— ’)*+...+ At< 

in — i -n — - 


so  (lass  man  hat: 


und  somit : 


(«X+l)?" 

A - A 

!H  — p 


,in—  1 1 


e*+l 


rfx" 


AM'—')  + 'ti+  • • • + V-.  («("+  1)1  + *("-1)x)  + V" 


(•*  + 1 )•" 


Ausserdem  nber  ist: 
— x 


_i_  = _! = e~X  — e ~-x  _|_  e •lx  — — l)u  1 ef,T  ^ " 


«*  + 1 1 + « * 


alBO : 

Jln—  I 1 

= (-1)2"- 1 e_x +22"-1  «-Jx  - 3-“- 1 e~ 3*  + . . . 

dx~n~ 1 

, , ,,u  in — I. — uz  . 

+ (—  1 )■  ft  e ■ + . . . 

Entwickeln  wir  (ex+l)!"  nach  der  binomischen  Reihe,  so  ergibt  sich  durch  Ver- 
gleich dieses  und  des  so  eben  gefundenen  Ansdruckes  die  Gleichung : . 


Al(«(!"—>X  + .X)  + . . .+^n_,  (e(”+,)X-t-e(" "')*)  + Abc~ 

= [(_lf— 'e-*  + 2-"-'«-3X (-l)V"-'*-''X  + . • -3 

[e3  " ' * + (2n) , eCJn  - 0 * + (2,,),  e?"_I  * + - . • + 2»  «*  + 1]. 

Die  rechte  Seite  darf  so  wie  die  linke  also  nur  positive  Potensen  von  t1  ent- 
halten. Durch  Vergleichung  der  Coefficlenten  ergibt  sich: 

Ap  = (—  l)p[p‘‘,n  — 2n(/'-l)*”_I  + ■ • • +(~ l)’(2n),(P  — •)"*-' 

+ ..  .-M-1)P_I(2 n)/»]. 


Wenn  in  dem  Ausdrucke  für  den  (2n — l)tcn  Differcnzialquoticntcn  von  jetit 

eX+l 


x = 0 gesetzt  wird,  so  ergibt  sich: 


(-db 


(A,  4 - A,  + 


+ AU  -t+HP1 


woraus  dann  folgt : 


(— 1)-"2>"— 1(2t"—  l) B = _ jin-t  (2sn-.  _fc) 

2n  m 

- (3?"-,-2«-22"  + (2n),)  + . . . +(-l)"-'  t(»  — 1)*"“* 
-2n(»-2)5"'1  + • . - +(-l)"_2(2»>„_2)  + 

— 2n(n  — l)2,t  l + . . . +(-1)"-,(2»)b_1], 
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oder  wenn  man  die  mit  n , 
18) 


<2  f| | 

(n  — 1)  ...  behafteten  Glieder  vereinigt: 


+ (1  + 2«  + 1 (2»),)  (»  - 2f"  ‘ ~ (1  + 2»  + (2») , 

+ +• . . 

Da»  Gesetz  dieser  Reibe  ist  völlig  ersichtlich. 


* 14)  Weitere  Anwendungen  der  Bernonlli ' sehen  Zahlen. 

A.  Ausdruck  für  die  Summen  der  Reiben  ganzer  Potenzen. 

ln  der  Theorie  der  arithmetischen  Reihe  war  bereits  ein  Ausdruck  für: 

1)  y(n>p)  = zP  + (z  + n)P  + (*+2e)»,+  . . . + [*  + («-1)«]»» 

von  uns  abgeleitet  worden.  Indess  gibt  es  noch  eine  andere  wichtige  Summen- 
formcl,  die  nach  ganzen  positiven  Potenzen  geordnet  ist.  Um  diese  zu  finden, 
definiren  wir  den  Ausdruck  y(n,p)  durch  die  rccurrente  Gleichung: 

2)  y («, p)  — 1 [(«  - 1) J>)  = [*  + (» ~ 1) o]P, 

welche  zn  verbinden  ist  mit 

8)  y (0,  p)  = 0. 

Diese  beiden  Gleichungen  geben  fQr  jedes  positive  ganze  n offenbar  die  obige 
Summe  wieder,  sie  definiren  aber  auch  die  Function  */  (n,  p)  für  negatives  ganzes  n 
denn  man  hat: 

i (0 ,p)  — <r(~  1. !•)  = (*-  n)P' 

1 (-  1.  p)  — '/  (-  2,  p)  = (*  - 2n)P 


<1  [-  (n  - 1), p]  - (-  n, p)  = (*  - na)p, 

also  durch  Addition  mit  BerQcksichtignng  der  Gleichung  5): 

4)  <f  (—  *. P)  - — (*  — <*)P  — (*  — 2«)P  — . . . — (■*  — «b)p, 

oder,  wenn  * = 0,  p grade  ist: 

5)  <f  (-  «,  f)  = — g (»  + 1,  p)  + tf  (1,  p). 

Es  ist  nnn  offenbar: 

(*  + »«)*’  — [*+(»- 1)«]**  = p«[*+(s-  1)«]P_1 

+ !>.«*[*  + (»  — 1)<0P~'  + • • . + «P 

wo  p,,  p,  . . . wieder  die  Binomialcoeficienten  sein  sollen. 

Setzt  man  hier  fDr  s alle  Werthe  von  1 bis  n nnd  addirt  die  so  gebildeten 
Gleichungen,  so  erhält  man : 

6)  (x  + ntt)p  — xp=paif(n,p-l)+ptttt<f  (n,p~2)  + . . . 

+ pap~‘  v («>  1)  4-  aP9  (»,0), 

woraus  sich  dann  die  Entwickelungen  ergeben: 

,(«,0)  = t— 

9 (». !)  = *-$*-  “♦(»-*) 

, («,  2)  = äa *-  - i (y*  -**>  + £ (y  - *) 

20* 
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*(»,3)  = ^1^-*(jr'-*‘)  + -|(3r»-**) 

</  (»,4)  = - ~^X j(y‘  -*•)+  J (.¥*— **)  — 


wo  nach  einander  p = 0,  X,  2 . . . gesellt  ist,  y aber  = * + n<t. 


Allgemein  erhält  man  so  ans  Formel  6)  auf  rccurrentem  Wege  den  ent- 
sprechenden Ausdruck  für  jedes  p.  Um  dies  Gesetz  zu  bestimmen,  bemerken  wir, 
dass  die  obigen  Entwickelungen  jedenfalls  geben: 


7)  + 


, ,W  ,,  P-*  P~\. 

+ A,  n (V  —*  )+• 


• .(P)  P~* , . 

• + ap  “ (y  - *). 


wo  also  die  Coefficienten  A weder  a noch  n noch  x enthalten,  also  Functionen 
von  j ) allein  sind.  Das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  aber  ist  leicht  zu  ermitteln. 
Gleichung  1)  gibt,  wenn  man  noch  differenziirt: 


»'(•tri  = p»  (*»*-!)• 
also,  wenn  man  auch  Gleichung  7)  differenziirt: 

p , (-,,,  - 1)  = ö-  </  - + pa\P)  1 - .r  - ■) 

+ '—I +...+MST2,  •'“'<»—) 


und  wenn  man  in  7)  p mit  p — 1 vertauscht,  und  den  so  gefundenen  entsprechen- 
den Coefficienten  des  allgemeinen  Gliedes  — x ? * mit  dem  hier  gegebenen 

identificirt: 


8) 


(p-s  + 1)A 


( P ) 


— PÄ 


(p-  0 


Setzt  man  hier  wieder  p — 1 fBr  p,  macht  in  der  so  entstehenden  Gleichung  dieselbe 
Substitution,  u.  s.  f.  so  kommt:  * 

, > i<H)  , ...(p— 0 

(p— »Mf  = (p-lM, 

(p — 2)  p — 3 

(p-l-.)Ay  ; = (p-2)A; 


2 A 


(*+•) 


= (*  + 1)  A^\ 


p kann  selbstverständlich  nicht  kleiner  als  s sein.  Diese  Gleichungen  mnltiplidrt 
man  mit  einander  erst  alle,  dann  alle  mit  Ausschluss  der  ersten,  dann  alle  mit 
Ausschluss  der  zweiersten  und  so  fort;  es  kommt: 


1-2-3-4.  ■ ■ (p—t  + 1)  (p)  _ 
»•(«  + !)  (»  + 2)  ...  p s 


s 


A(,) 

1-2-3.  ■ .(p-s) 

*(*  + !)••  .(p-1)  » 
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oder  da  man  hat : 


1 • 2 • 3 ■ 4 . ■ . (p-s  + l)_ 


»(.  + 1)  (s  + 2)...  p 
and  da  Pp_,+l  = P,_l  i«: 


*>-•+ 1 


,w 


,(!»-») 


a« 


P._,  (?-!),_,  (P-2),_t 

i obe 
a<P) 


Die«e  Ausdrücke  sind  somit  vom  obern  Index  p ganz  unabhängig;  setxt  man 
also: 


9) 


A' 

i 

v7 


»o  stellen  die  Grössen  bf  lediglich  Constanten  vor,  und  es  ist  b mit  A 
identisch. 


(0 


Was  die  Grössen  A^  und  A}r>  betrifft,  so  entziehen  dieselben  sich  dieser 
Betrachtung.  Die  Gleichung  8)  gibt  aber  direct  für  s = 0: 

(p+l)A(<P)  = pA(^-,)  = (p-l)A(^-2)  = . . .aW 
und  da  für  p = 0 der  Coefficient  der  ersten  Glieder  Eins  ist,  so  hat  man: 

M l 

p + 1’ 

Ebenso  gibt  Gleichung  8)  für  s = 1 : 

a^Ka^p-'Ka^-^  = .,.=a('\ 

Es  war  aber  für  p = 2 der  Coefficient  des  ersten  Gliedes : — |,  also  A W = — £ 
Die  Gleichung  7)  nimmt  nun  die  einfache  Gestalt  an: 

10)  y(»,p)  = -J  (/+1-x"+,)-i(/-^)  + £.ai,(/-‘_Ii>-') 


(P) 


(p  + 1)« 


P— 1 -P— ' 


* «**•<**  n'-x?  ’)  + •■•+  p P 


Dieser  Ausdruck  ist  aber  noch  einer  Vereinfachung  zu  unterziehen.  Zu  dem  Ende 
wollen  wir  * = 0 setzen;  cs  ist  dann  offenbar  i/( l,p)  = 0,  und  wegen  Gleichung  5) 
für  grades  p: 

?(—  *>P)  = — 7(»  + l>P)- 
Ist  noch  n iz  1,  so  hat  man 

*(—  1.P)  = — ?(2,p)- 

Setzen  wir  jetzt  in  Gleichung  10)  zuerst  n = 1 und  dann  n = — 1,  so  ergibt  sich: 


A) 


0 = 


B)  (-1) 


P + l 

P~>  1 


-i  + |+,+^4,  + . . . +-£jr  4P 


i + JL & 4.P15  _ | t nf-'V'V 

p+i  t + 2 6,  + 3 * • * , + ( P • 


Also  durch  Addition,  indem  wir  uns  p grade  denken: 

2f>.  l ,2 'p.r 


-l  = -l+^ii,+^4,+  . . .+ 


P-l , 


für  p = 2 ergibt  sich  hieraus: 


p — 1 p— r 
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— 1 = — 1+|  Au  also  b,  = 0, 

für  p — 4,  also 

— 1 = — 1 + j 4,,  also  4,  = 0,  n.  s.  f. 

Es  sind  also  alle  b mit  ungraden  Indiccs  der  Rull  gleich,  und  man  hat,  indem 
wir  noch  setzen : 

6S,  = (-!)*+'  Bu 


— P-~a*Bt(yP  3—xP  3)  + ... 


Die  Reihe  bricht  offenbar  von  selbst  ab.  Um  das  Gesetz  der  Coefficienten  su 
bestimmen,  können  wir  setzen: 

Jt  = 0,  n = 1 

und  erhalten : 

12)  !*  + *'+  . . • = + 


B.nP-'+^By-r 


cs  reicht  aber  ein  Werth  von  » schon  völlig  zur  Bestimmung  aus.  Setzen  wir 
daher : « = 1,  so  kommt : 


13) 


1 = 


1 -i  + 4*,-*r*.  + . • .+(-i> 


j>  + 1 1 ' 2 * 4 

wo  p grade  ist.  Für  nngrades  p bat  man : 


-11P+ 


Pp—t 


B. 


14) 


Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  die  Formel  13)  mit  Formel  14)  des  vorigen  Ab* 
Schnittes  übereinstimmt,  da 


P, 

‘ + 1! 


f's+l 


p-t 

ist.  Macht  man  diese  Aenderung,  so  hat  man  in  der  That  die  erw&hnte  Formel. 
Ausserdem  aber  gibt  Formel  12)  unendlich  viel  recurrentc  Beziehungen  für  die 
Bcrnoulli sehen  Zahlen,  welche  alle  dieselben  defmiren.  Der  Ausdruck  11)  gibt 
dann  die  verlangte  Summenformel 

B.  Allgemeine  Summenformel. 

Der  folgende  Ausdruck  enthält  eine  allgemeine  Summenformel,  deren  An- 
wendung jedoch  gewissen  Beschränkungen  unterliegt. 

Wir  setzen : 

-Z/X*)  = /■(*)  + /■(*  4-  «)  + f(x  + 2«)  + . ..  +/■[!  + (»-l)re] , 
wo  f eine  beliebige  Function  vorstcllen  soll.  Nun  ist  nach  dem  Tavlorschen 
Satze : 

f(x  + a)-f(x)  = «/,(i)  + yt2 /■"(*)  + • .z, 
also,  wenn  man  für  x nach  einander  jr,  x -\-a,  x + 2«  . . . x + (is  — l)re  setzt: 
f(x  + na)  - f(x)  = alf'(x)  + 


setzt  man: 


rw=?w, 
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•o  kommt : 


oder : 


f. 


x-f  na 


'/  = «•?'/(*)+  j g -J'/  'W  .+ 


1 rx+no  n 

x '/  (*)rfjc  “ jT2  ■*»■'(*)  + • • • 
«Iso,  wenn  malt  nach  und  nach  7 mit  7',  7."  . . . vertauscht : 

**'(»)  = -£■[»(*+ »«)-»(*)]-  — ■ • . 

1 7 ' (*)  = ~ [7 ' (x  -f  na)  - 7 ’ (*)J  - '/  (“)  — • • • 


Wenn  man  2-/'(x),  S:/"(x)  hieraus  eliminirt,  so  erhält  die  Eliminationsgleichung 
die  Form  : 


'/'«) 


j p x-f-na 

15)  -**(*)  = — / V(*)*+^.[y(*-M«]  + 7(x)]  + ^«[/(x-fiu.)- 

+ >4,«’  [*"(*+  na)-  7." (*)]  + . . . 
und  die  Coefficienten  A„  At,  A , . . . ergeben  »ich: 

1 


^•+rT2-0’  Ai+rh+ 1.2T3 


= 0, 


A>  + l-hi  + 


1 -2T  1-2-3t1-  2-3-4 


= 0 


oder  wenn  man  setzt: 


iJ+1  =1-2-3  . . . (.  + 2) .4, 


so  erhält  man  .- 

4 +(L+J)4+<i±2)l4 

s+l^  2 »+  3 s— I 

Ihr  s = 0 ergibt  sich  4,  = — also: 


-*  + *, 


(»  + !) 


<»  + !>. 


i + («  + 2)i,  + 1 = 0; 


= 0, 


s + 2 1 2 * 3 

eine  Qieichung,  die  der  mit  .4  bezcichneten  in  diesem  Abschnitte  identisch  ist, 
und  aus  der  sich  also  die  nämlichen  Schlüsse  ziehen  lassen , da  diese  Gleichung 
zur  Bestimmung  der  4 ausreicht.  Es  sind  also  wie  dort  die  4 mit  ungraden 
Indices  der  Null  gleich,  und  die  mit  gradeu  Indices  und  abwechselnd  negativen 
Vorzeichen  die  Bernoulliachen  Zahlen.  Man  hat  also : 

16)  X i (*)  = — / y (x)  rfr  — 4 (7  (x  + n«)  — 7 (*)) 
aJx 

+ x4*2  • ('/'(*+»“)  - »•'(*))  + rÄri  “*  + "n>  - *■"'(*» + - • 


Diese  Formel  heisst  die  EulePsche.  Ihrer  Anwendbarkeit  steht  aber  so  lange  ein 
Bedenken  entgegen,  als  man  den  Rest  der  Reihe  rechts  nicht  bestimmt,  da  die 
Couvergenz  dieser  Reihe  durchaus  nicht  allgemein  stattfindet,  und  im  Uebrigen  auch, 
wie  wir  sehen  werden,  die  Anwendbarkeit  der  Formel  selbst  im  Falle  der  Diver- 
genz nicht  völlig  ausgeschlossen  ist.  Wir  bedienen  uns  somit  zur  Bestimmung 
des  Restes  einer  von  Poisson  herrührenden  Methode.  Es  ist:  (siehe  dio  Theorie 
der  Fonrrier’schen  Reihen  im  Artikel:  imaginäre  Quantität.) 
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für  alle  reellen  Wcrthe  von  x zwischen  a und  — a.  An  den  Grenzen  selbst 
aber  ist: 


D)  + /■(-«)>  = $-afa  mdi  + ^r  / +afW,^Co, 

—a  ° J -a  s=l  « 

Sei  nnn  a = na,  und  seut  man  für  * nach  und  nach  die  Werthe: 

-(n-l)a,  -(n-2)«  . . .,  - a,  0,  a,  2a  . . . (n-l)rt  in  C 

ein,  addirt  die  entstehenden  Gleicbnngen  zu  i (f(an)  + ( — na))  so  kommt: 
/*  = +(«— t)*  . 

E)  + = g-  (A*«)  + /■(-»«)) 


wo  gesetzt  ist: 


+ 


2a  — 1 
2a 


P = l + 2cos-  + 2cos—  +.  . . + 2co»^.~i^i” 

a » n 

Ist  s ein  Vielfaches  von  2a,  so  wird  P = 2a  — 1.  Ausserdem  aber  ist : 

P cos  — = i*-f  oos  n — cos  -- 

» n 

woraus  sich  ergibt: 

P—  — cossn, 

wenn  * kein  Vielfaches  von  2 a ist. 

Es  ist  nnn 


, = oo 
2 

1 = 1 


Pc  OS 


snl 


cos  » n cos  + 2»  J cos  2j?i\ 

**>  i an 


Die  erste  Summe  rechts  gibt  nämlich  den  Werth,  welcher  gelten  würde,  wenn 
der  zuletzt  für  P gefundene  Werth  ausnahmsweise  stattfände.  Es  ist  also  für 
die  Werthe  von  > = 2«'a  der  entsprechende  Thcil  des  Summenausdruckes  wieder 
abzuziehen,  und  der  hinzuzuzahlen,  welcher  O = 2n  - 1 entspricht,  beide  letzteren 
Thcile  aber  sind  in  der  zweiten  Summe  enthalten.  Wegen  der  Gleichung : 


ist  nun: 


snl 

cos  tn  cos =s  cos  > n 

Bit 


na  — X 
na  ' 


*"*  snl  * = co  na  — 1 ‘ = co2s’nl 

2 P cos  ~ — — — 2 cos  Sn — -f-  2a  2 

* = » na  »=  1 »a  1=, 


na 


und  somit  gibt  unsere  Gleichung  E): 
/*  = +(«-») 


/*  = +("-!)  v 

ljf_n  f(>n)  + if(na)-^f(,-na)\  = — (f(na)  + f(-  na)) 

+ ■ -■?) .O  - t/_+”  C!>  ■* «*>" 

/+»«  * = ® o,  _ j 

2 cos2—  f(i)dl. 

—na  t - 1 tt  * 
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/»-+("—  1)  \ /» +i «i 

“ ( * /■(*«)  + }/■(»«)  - U(- ««))  = / 

'*=-»  / ^ -«« 


+ 21  1 co» f(l)  </  L 

' — nrt  i = i “ 


Wir  setzen  jetzt: 

Y(0  = 9 (*  + ^ *+•  »tOi  2»  = n',  * + *'«  = y 

•*9(*)  = V(*)  + ?(*  + «)  + 1f(*  + 2«)  + . . . + '/  [*  + (2n  — 1)  o], 
so  kommt: 


F)  n [^-/(*)  + H(y)-i?(x)]=  J 9q(i)dl 

+ *n  .1  r (°0'  })  ',wdi- 

Diese  Gleichung  ist  für  den  Fall  entwickelt,  dass  y = x + 2n«  ist.  Sic  gilt  aber 
noch,  wenn  y = z + (2n — l)a  ist.  Denn  setzt  man  y = j:-+(2« — 1)«  statt  x in 
dieselbe  ein,  so  ergibt  sich : 


«['#(y')  + iv(y)-i7(y')]=/  '/>/(l)<U  + 2 / y 00  cos  2*”~-  *).7  (l)H 

•'  y'  J y'  s=l  “ 

und  zieht  man  diese  Gleichung  von  der  obigen  ab.  so  bleibt  die  Form  die  der 
Gleichung  F),  nur  dass  yf  — y erscheint,  so  dass  dieselbe  gilt,  es  mag  y um  ein 
grades  oder  ungrades  Vielfaches  der  Differenz  sich  von  a unterscheiden. 

Wir  setzen  nun: 


B >2»/x  1.1  \ 

*"  2**—  1 nin  \ 2iB  32" 

Es  ist  dann  B^n  genau  der  im  vorigen  Abschnitte  entwickelte  Ausdruck  für  die 

Bernoullischen  Zahlen.  Berücksichtigen  wir,  dass  man  hat  y — x = »M,  wo  nf  eine 
ganze  Zahl  ist,  so  erhält  man: 

= tin2«”Cy-x)  = 

CI  a 

und  durch  theilweises  Intcgriren : 

»y  f = oo 


Q)2  fV  * CO»  2 ' ” (*  (y) - (,)] 

x 1=1  “ 1'd 


- 17/7*374«*  [»'"(y)  - /"(«)]+•  • • + (- 1)’ 

V*» 


in 

1-2. ..2» 


’») 


- »«-) MH-(-er(ö  /; er 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  F)  so  erhält  man  einen  Ausdruck  der 
mit  16)  tlbereinstimmt,  nur  dass  ein  Schlussglied  hinzukommt.  Es  ist  nämlich: 

16a)  2<f,(x)  = ~ /'\(i.)dX-i[y(y)-y(x)]+~^a[r'(y)-f,'(x)] 

- t rfifrn [*'"W - » " '(*)]  + ••• 

,«  Ir  (*)]+(-!)  ä . 


)«-l 


+ (-l 

wo  zu  setzen  ist: 


1-2. 


Digitized  by  Google 


Reihe. 


314 


Reihe. 


17) 

Sei  jetzt 
x und  y 


(,f*  T5  00,21  "^r) 

»,n  der  grösste  Werth,  welchen  die  Function  y^wj(l)  in  den  Grenzen 
annimmt.  Da  nun  wegen  de«  Ausdruck«  für  B , jedenfalls : 


* = ® 1 1-x 

2 -^-cosSsn < 

s=  1 


2-yv 


2n 


1-2 


2n 


ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 


18) 


U2«  ^ 1-2...  2» 


2n 


hat  aber  in  dem  ganzen  betrachteten  Raume  dasselbe  Zeichen,  so  ist 

dies  auch  das  Zeichen  von  R . Nimmt  Rnn  ins  Unendliche  ab,  so  divergirt  die 

Reihe  16).  Ist  dann  für  einen  schicklichen  Werth  von  n dieser  Rest  unter  einer 
gewissen  Grenze,  die  man  vernachlässigen  kann,  so  gibt  nichtsdestoweniger  die 
Formel  16  a)  einen  Nähernngswerth  der  Summe,  jedoch  unterscheidet  sich  dieser 
Näherungswert!)  von  den  durch  convergirende  Reihen  gefundenen  dadurch,  dass 
die  Näherung  nicht  auf  beliebig  zu  bestimmende  Grenzen  getrieben  werden  kann. 

Reihen,  welche  bis  zu  einem  gewissen  Glicde  sich  einer  Function  ann&hern, 
dann  aber  sich  von  dieser  sich  entfernen  und  divergiren,  hat  man  nicht  sehr  ge- 
schmackvoll halbconvergirende  genannt.  Wir  werden  sogleich  ein  wichtiges  Bei- 
spiel einer  solchen  geben. 


C)  Ausdruck  für  die  Summe  der  Logarithmen  einer  arithme- 
tischen Reihe  (Stirling’sche  Formel). 

Die  Stirling’sche  Formel  gibt  einen  N&herungswerth  für  die  Summe  der  Lo- 
garithmen der  natürlichen  Zahlen.  Sie  ist  allerdings  als  ein  besonderer  Fall  der 
eben  entwickelten  Eulcr’schen  Reihe  zu  betrachten.  IndesB  würde  für  die  Gestalt 
der  zu  entwickelnden  Reihe  die  Behandlung  des  Restes  mittels  des  Foisson’schen 
Ausdrucks  nicht  gelingen,  und  wir  geben  daher  eine  directe  Entwickelung,  die 
von  Serret  herrührt. 


Wir  gehen  von  dem  bekannten  Wallis’schen  Ausdrucke: 

n 2 • 2 • 4 • 4 • 6 • 6 . . . (2x  — 2)  (2x  — 2)  2x 

2—  1-3-3-5.5.7  . . . (2x  — 3) (2*  — l).(2x  — 1) 

aus,  der  sich  entweder  aus  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale,  oder  aus  dem 
bekannten  Euler’schen  Producte  für  sin(nx)  ergibt: 


sinx  = x(l-f!)  (l-il)  (l  -£)” 


wenn  man  darin  setzt. 

£ 

Wir  setzen  in  diesen  Ausdruck  : 


1-2- 3. 

fW  = -7=- 


V^xx+ie~x 
und  erhalten,  vermittelst  des  Wallisschen  Produktes: 

1Ä’=1. 

g (2z) 

Aus  dem  Werthe  von  g (x)  aber  folgt : 


_7Jx)__W  l\*  + *_  -■+(*+*)  Ul  (t+-) 

g (x  + 1)  e \ x / 


*) 


b) 
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Nun  i»t,  wenn  9,  »'  echte  Brüche  sind : 
i (i  . M-  1 

Bl1+*/~*  2x*  * 2*»+3**’ 

eine  Formel,  welche  gilt,  so  lange  z grösser  als  Eins  ist,  (vergleiche  den  Taylor  - 
sehen  Satz)  also  : 

(x+*)ig(i  + 7)  = i + (|-T)i  = 1+?’ 

wo  e ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch  ist,  also: 


7 (*)  _ ** 

7(*  + l) 

Seiet  man  hierin  für  z nach  einander  *4-1,  *42  ...  2*— 1 und  raultiplicirt 
alle  eich  ergebenden  Gleichungen,  so  kommt: 


7 (*)  . 
7(2*) 


± + '■  j L»_  + , 

**1*4-1)'  1*4-2)*  + 


• + . 


(2*-l)* 


und  die  Summe  der  Reihe  im  Exponenten  ist  kleinor  als  — oder  — , so  dass 


man  hat:  ^ = sx,  wo  r wieder  ein  echter  Bruch  ist,  also  mit  wachsendem*: 

7(2*) 

— 1;  es  war  aber  ^ ■ = 1,  also  auch  q (*)  = 1,  und  man  hat  also: 

7(2*)  7 C2*) 

./ — — * *4-4 
1 . 2 • 3 . . . * = K2t  e x 

für  wachsendes  *.  Es  ist  dies  der  bekannte  von  Stirling  herrflhrende  Nüherungt- 
ausdruck,  der  in  dem  Artikel:  Quadratur  auf  andere  Weise  gefunden  ist. 

Sei  jetit  aber  x eine  beliebige  ganie  Zahl,  und  möge  7 (*)  noch  immer  den 
Werth  in  Formel  a)  haben.  Es  ist  dann,  wenn  man  unter  r(*  + l)  das  Product 
1 - 2 ...  * versteht : 

lg  r(*+  1)  = 4 lg  2x  4-  (*  4-  i)  'g  * — * 4-  lg  7 (r) ’ c) 

aber  es  ist  identisch: 


lg  7 (*)  = lg  7_(f.ti)  + ■ '8  7 (*4-  ’"l 

g,U  g7(*4-l)+  g7(*4-2)  + 


, v , " lg  /<(*4-m4-l) 

und  da  mit  wachsendem  m sich  q{x 4-  «4-1)  der  Einheit  nähert: 


4-  lg  7 (*  4-  m + 1) 


>g  7 (*)  = 


m = oo 
2 lg 


m — 0 


7(*4-"«) 

7 (*  4-  m 4- 1) 


und  mit  Hülfe  von  Formel  b)  ergibt  sich: 


ä) 


lg7(*)="j“  [(x-fm  + 4)  lg(l4--l-)-l]  e) 

also: 

'gr(*  + l)  = |ig2u-*4-(*4-4)lg* 

Diese  Formel,  welche  der  folgenden  Entwickelung  in  Grunde  liegt,  ist  für 
den  Fall  abgeleitet,  dass  x eine  ganie  positive  Zahl  ist.  Et  beschränkt  sich 

/.«  _a 

e “n*d*  nicht 

0 
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auf  solche  allein.  Um  demgemäss  die  Formel  1)  auf  Brüche  au  erweitern,  nehmen 
wir  die  bekannte: 


.g  + 1) = "r  [.  „ (. + _ ,e  (, + _'ri)]. 

(Es  ist  diese  Formel  12  in  Abschnitt  50  des  Artikels:  Quadratur,  und  daselbst 
allgemein  abgeleitet.) 

Dass  diese  Formel  mit  1)  identisch  ist,  zeigt  sich  folgcndermaassen.  Differen- 
siirt  man  beide  Formeln  zweimal,  so  kommt: 

d'  lg  r(-r  + l)  m = 00  1 

dx'  m = o (*  + » + !)*’ 


von  welcher  von  beiden  man  auch  ausgeht.  Es  haben  also  beide  Ausdrücke 
denselben  zweiten  Differenzialquotienten  und  könnten  sich  daher  nur  um  eine 
lineare  Function  von  » unterscheiden.  Letzteres  aber  ist  unmöglich,  da  sie  für 
alle  ganzen  und  positiven  x übereinstimmen.  Es  gilt  somit  auch  für  den  Ausdruck: 


'/  (*)  = 


T(x  + 1) 

/2Ü  xx+±  e~* 


die  Formel  e)  ganz  allgemein,  da  diese  sich  wieder  aus  f)  ergibt.  Wir  wollen 
aber  den  sich  aus  ihr  ergebenden  Werth  von  lg  f (x)  in  ein  bestimmtes  Integral 
verwandeln.  Es  ist: 


<*»!?(*)_  i , m=*>r.  i \ i i 

dx  2x  m Z 0 L e \ x 4-  si'  x + m J 

d’  lg  y (x)  1 1 «■  = " 1 

dx  x Qt*  ' 


und  da  man  hat: 


1 2i*  m = 0 

1 />» 

-=r  e-a»un-ldt 

n J n 


co  m = oo 

—vx  — ma  , 

e 2,  e ada 


Indem  man  zweimal  integrirt  und  berücksichtigt,  dass  lg  </■  (x)  und  d lg  y ^ für 

dx 

x = oo  verschwinden,  ergibt  sich: 


In  die  bereit«  im  Abschnitt  13)  angewandte  Formel : 

« 2 ntzzn  j 

C°t  — = 4a  2 r-  . 

2 a m=i  4m*  tj*  — a* 

wollen  wir  jetzt  «t  für  a setzen,  wo  man  dann  hat : 


g) 


• "5*  i 2 f , 

cot  ^=1- ±i =-i  1 + 8 

4 a a 

. 1-«'2 


— — = -2i( — - — *v 

1 - e~“  / 
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woran«  «ich  dann  ergibt: 
1 


1_1_2  "I® 1 

— a n 2 m _ j 4m*»l,+n*’ 


Der  Ausdruck  ^ wird  jetzt  gana  wie  in  Abschnitt  13)  nach  Po- 

tenzen von  n geordnet,  wobei  wir  jedoch  den  Rest  hinzufügen.  Es  ist: 


1 1 . ..«-1  a*" 

dm'n'-l-rt*  (2  ns)'  (2mn)*"’~''‘  ' ' (2mn)2B 


+ (-»)"». 


^ 4m,n* 

' m 4m’  n’  -f  «* 


1 • 2 ...  2m 


. - — a*  *»  j «\ 

<e  a da.  t) 


iat.  So  lange  also  o reell  izt,  wird  »m  zwischen  Null  und  Eins  liegen.  In  dem 
wir  den  so  gefundenen  Werth  in  die  Summe  cinsetzen.  ergibt  sich: 

JL/ — 1 ±_i\  - Al 

« a 2)  1-2  1-2-3-4 

.n-t  am  Jn-s  , 1 ain+2  in 

+ ( 12  1.2..  ..2»  +l-2...(2«  + 2)*  h) 

wo  < zwischen  Null  und  Eins  liegt,  und  die  B wieder  die  Bernoulli’schen  Zahlen, 
sind.  Der  Ausdruck  h)  ist  jetzt  in  die  Formel  g)  einzusetzen.  Dies  gibt : 

i* 9 M = ni \f™t~aXda- TrÄfi  ft  • • 

B c® 

, , ..n— 1 in  / —ax  in — i . 

+ (_1)  TT2^T2„  /„  * * 

B t » oo 

. , *»+*  / . j — o*  Jn  , .. 

+ (_1)  1T27..  (2n-f2)./0  " “ rf“'  0 

Die  Integrationen  sind  alle  ausführbar.  Was  die  letzte  anbetrifft,  so  ist  das  ent- 

/OO  

, e axa  n da,  übrigens  allgemein 

) 

P °°  « aXft^~ 1 da  = £00  also: 

1-2*  3-4** + • •+(ftl_1)2„»— i 

+ L_ 

11  (2»  + l)  (2«  + 2)  ,*«+!’ 

wo  r zwischen  Null  und  Eins  liegt,  und  wenn  dieser  Ausdruck  in  die  Formel  f) 
gesetzt  wird,  so  bat  man  schliesslich  die  Stirling’sche  Reihe: 

i«r(*+i)  = iig2/.-*+(*+i)ig*+^i— A + 

B'  R 

, *»  1 . , „w  **— * 1 

+ l ’ (2n  — 1)2«  ^in— t ' ' T (4i  + l)  (2»  + 2)  s»+t  ’ 


Die  Integrationen  sind  alle  ausführbar.  Was  die  letzte  anbetrifft,  so  ist  das  ent- 

f 00 
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Kann  man  da»  letale  Glied  fUr  irgend  ein  n vernachlässigen,  so  hat  man  also 
einen  Näherungswerth  für  lgr(x  + l). 

Es  ist  aber  die  Stirling’sche  Reihe  nie  convergent,  denn  das  allgemeine 
Üq  l 

Glied  ( 1 1"  1 ist,  wenn  man  den  Werth  von  B einsetxt, 

uneu  t i)  |an — 1)2*»  *«— , *" 

gleich  dem  Producte : 

1 2_  2«  — 2 
2 nx  2 nx  ' ‘ ‘ >2u* 

mnltiplicirt  in  ^ (l  + ^ ± f • • • )• 

Die  Grcnae  des  »weiten  Factors  ist  der  erste  aber  wächst  ins  Unendliche. 

Somit  ist  eine  Annäherung  an  lg/'(*-t-l)  «“*  beliebige  Grcnacn  durch  die  Stir- 
ling’sche  Reihe  unmöglich.  Indes*  gibt  sic  eine  Annäherung  und  gehört  somit 
in  die  Anaahl  der  halbconvergenten  Reihen.  In  der  That  nehmen  die  Glieder 
der  Stirlingsehen  Reihe  im  Anfänge  ab,  wenn  x grösser  als  Eins  ist,  und  die 
Formel  k)  zeigt,  dass  der  Fehler  immer  kleiner  ist  als  das  erste  weggelassene 

B'n—i  1 

Glied.  Denn  dasselbe  ist  (-  1)«  ^ + wUlrend  der  Feblor 

dem  Product  dieses  Gliedes  in  den  Factor  r,  der  ein  echter  Bruck  ist,  gleich 
war.  Man  hat  also  die  beste  Näherung,  wenn  man  bei  dem  Gliede,  welches  dem 
kleinsten  der  Reihe  vorhergeht,  stehen  bleibt  Dieses  kleinste  aber  gibt  die  obere 
Fchlergrenae,  — Lassen  wir  zunächst  das  mit  II,  muitiplicirle  Glied  weg,  so 

kommt  als  Fehlergrenze  = j^.  Es  ist  also,  wenn  man : 

lg  r(*+l)  = Jlg2n-*  + (x  + $)lg* 

setzt,  eine  positive  Grösse  vernachlässigt,  die  kleiner  als  ist  Also  wenn  man 
von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht,  kommt: 

_*+_L 

\2n  e~x  **+*  < r(z  + 1)  < . 12x  zx+t 


Cauchy  gibt  noch  folgende  Grenzen  für  die  Bernoulli’schen  Zahlen. 

Sei 

so  ist: 

b =i^±n-s  . Ä,=®i, 

S»  „ätt—  1 2«  ä»  n’ 

Z 71 

woraus  sich  ergibt: 

B»n+s_(2i.  + l)  (2n  + 2)  S2n+2  Bm_  r(2»+i)  S2« 

B*n  ~ **'  S2ts  ’ B » 21—  S*’ 

und  du  die  Summen  S mit  wachsendem  n abnehmen : 

Bi»+i  (2n  + l)  (2n  + 2)  Btn  _ J(»n+1) 

fi  < 4»*  ’ Bt  < „20-1  sn-2 


oder: 


Btn+i  Bin 

(2n  + I)  (2i»  + 2)  < 4n*  ’ 


A) 
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und  de  H,  - } ist: 


B <ACg»_±l?. 

(2*)*"“* 


B) 


Die  Formel  A)  gibt  eine  obere  Grenze.  Ersetzt  man  in  dem  vollständigen  Aua- 

c> 


drucke  von  S durch  Eins,  so  hat  man  eine  untere  Grcnsc  nämlich: 


B - r(g"  + 1) 

*"  2 *—*„*»* 


Da  wir  aber  für  r(2»  + l)  eine  obere  und  eine  untere  Grenxe  haben,  so  kann 
man  die  erstcrc  in  B)  die  letztere  in  C)  einsctxen,  dies  gibt: 


2(2n)*"+i 
(2/0*" + * 


— SJn-f* 




(20 


*»H 


o) 


Mit  Hülfe  dieser  Formel  kann  jetzt  bestimmt  weiden,  wie  weit  ditf  durch  die 
Stirlingschc  Reihe  zu  bewerkstelligende  Annäherung  sich  treiben  lässt.  — Wir 

wollen  das  mit  Ä bezeichnete  Glied  der  Reihe  durch  « bezeichnen. 

in  n 


Es  ist  dann 


Un-M ^x»+s  (2w  + 1)2«  1 

«„  ~ Btn  (2»  + 1)  (2/i  + 2;  x7 


nnd  wegen  der  Formel  A) 


n+1  _ (2n  — l)2n  n»  n> 

u < 4u,x:  ‘ n ***  < 9x*  ‘ 


So  lange  also  n nicht  grösser  als  Sx  ist,  werden  die  Glieder  der  Keihc  abnehmen. 
Wenn  x eine  ganze  Zahl  ist,  bilden  also  die  drei  ersten  Glieder  den  antuwenden- 
den  Thoil  der  Reihe.  Bricht  man  mit  dem  Gliede  ab,  und  ist  Rn  der 

Fehler,  so  hat  man: 


B 


Ä < 


n (2/i  + 1)  (2n  4-  2)  xn-f  t 


und  wegen  der  Formel  A): 


, — . . s» 


R <kV—(—)  *S*"- 

» ° x \tnxf 


E) 


Eine  Grenxe,  deren  Werth  sich  mit  Logarithmen  sehr  leicht  berechnen  lässt. 
Wird  noch  is  = 8*  gesetzt,  so  ergibt  sich : 


« < 

3* 


6x 


oder  da  x kleiner  als  Eins  ist,  um  so  mehr: 
und  wenn  man  den  Zahlenfactor  berechnet : 


—4  —6x 


(i)'(i)1 

oder  wenn  man  Brigge’sche  Logarithmen  anwendet: 


B < 0,393409 

Sx 
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lg  R3x  < 0,594844  — 1 + x . (0,3942431  - 3)  - j lg  x. 

also  schon  für  X — 1 : lg/1,  <0,9890775  — 4 und  somit  der  Fehler  kleiner  als 
Für  x = 10  ist  bereits  lg/S,0<  0,047175  — 27.  Man  kann  also  eine 
Annäherung  anf  30  Decimalstellen  erreichen. 

Differenziirt  man  die  Stirling'schc  Reihe,  so  erhält  man  ebenfalls  halbcon- 
vergente  Reihen.  Zu  dem  Ende  bemerken  wir.  dass  in  Formel  i)  die  Grässe  e 
unter  dem  leisten  Integralzeichen  von  x unabhängig  ist.  ^maliges  Differenziiren 
gibt  also; 


rc 

dx*  ' 0 


e-^xf'da-  ... 


+ <-»r 


e-axnf4  + tH-t 


d a 


woraus  dann  folgt: 

Jigy 

dx ? 


( w*  **  «**(*)  _ u Efe±Ü_-L_  _ b r^+S).  _L_  + .. 

( ^ * r(®)  ,/*+!  * ^(5)  x^+3 

+ (-!)"  l« 


*»  r(2n  + 1)  ^ju+ai»—  t 

+ (_  1)"  r(u  + 2«  - 1) 1 

+ l ; än-f-a  r(2n  + 3)  ^+*»+1  ; 

wo  5 zwischen  Null  und  Eins  liegt,  lieber  den  Fehler  gilt  Gleiches  wie  bei  der 
Stirlingschen  Reihe.  So  hat  man  fOr  ft  = 1 ; 

n *an  1 


B,  1 , fi»  _1  , , **  1 , 


B , 


2a + 2 ,*»+*' 


Durch  ft  maliges  Differenziiren  der  Qlcichnng  f)  ergibt  sich  : 


, 1.urf^igr(x  + i)_r(u-l)  rfr.)  1)M  lg  y (*) 

Sfai“  X-“-1  2x.“  dxi“ 

lg  n,  (x) 

wo  der  Werth  von  sich  ans  1)  ergibt.  Für  p = 1 ist,  z.  B. : 

dx  ^ 


dlgr(x  + l)_  , 1 ( d\g<f,[x) 

Tx ls*  + 2i+-dx— ’ 


also ; 


<MTQ.  + 1)  1 B,  1 n ^*n± 

dx  8 +2x  2 x*  ' ‘ ‘ ^ ’ 2n  an 


2n  + 2 x*»+* 


») 


und  allgemein; 
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n <*“JK  r(*+l)  _ r(u  - 1)  _ r(u)  _ r(,u  + 1)  1 _ 

i.“-1  2x^  r(3)  *<“  + 1 

, , r(u+2»— 1)  1 

+ l ' «"  r(2»  + l)  xft  + 2n — 1 

I / i/*  a r(w  + 2»  4- 1)  1 „■> 

+ l ' *»+*  r(2*  + 3)  x(u  + 2»  + l'  ’ 

Für  grosses  x ist  also  z.  B,  ein  Ann&herangswerth  von  (/'g/’fx  + l)  schon  dcr 

dx 

Ausdruck  Jg  (x).  — 

In  dem  Artikel:  Quadratur  ist  die  Formel  bewiesen: 

1 + , + 1 + ...+i_14ig±0  = R 

wo  C also  dieselbe  Constante  ist,  welche  in  diesem  Artikel  in  der  Formel: 

1+1  + 4+.-.  + “ = lg«  + C, 

enthalten  ist,  und  welche  f&r  wachsendes  n galt. 

Setzen  wir  lur  den  obigen  Werth,  so  kommt: 


dz 


C=  (l+{Ti+...  + ^)-lgZ-~+^-^+...+(-l)" 


-1  ßä,. 


2nx 


und  der  Fehler  ist  kleiner  als - — ; bricht  man  mit  Bit  ab,  und  setzt 

(2»  + 2)***+* 

die  Werthe  der  Bernoulli'schcn  Zahlen  ein,  so  kommt: 

C=l  + i+H-  . . . + -^  — + + 


120«*  252«  • 240er* 

1 691 

' 132*1*  32760«11  ■**••* 


nnd  der  Fehler  ist  kleiner  als  ...  . , für  x = 10,  also  kommt: 

12« 1 * 

, 1 . 1 , 0,01  0.0001  0,000001  (0,1)* 
c - 1 + i + i + . ■ ■ + 10  lg  io  2Q+  12  J20  + 252'  24<f 

(0,1)»»  (0,1)»» 

■*'  132  32760’ 

Hieraus  ergibt  sich  der  bereits  gefundene  Werth  von  C ungemein  schnell. 

Diese  Entwickelungen  sind  hier  ausführlicher  gegeben,  weil  sie  ein  besonders 
gutes  Beispiel  gewähren,  wie  divergente  Reihen  dennoch  für  die  Entwickelungen 
von  grossem  Nutzen  sein  können. 


15)  Ueber  die  Schwierigkeiten,  welche  sich  aus  der  Entwicke- 
lung mehrdeutiger  Ausdrücke  in  Reihen  ergeben.  Ueber  die 
Reihenau  s d rücke  für  die  Potenzen  der  Sinns  und  Cosinus. 


Da  mehrdeutige  Functionen  sich  in  gewissen  Grenzen  in  convergenten  Reihen 
entwickeln  lassen,  so  entsteht  oft  die  Frage,  welcher  der  Werthe  durch  eine  be- 
stimmte Entwickelung  dargcstellt  sei.  Wir  geben  ein  bekanntes  und  wichtiges 
Beispiel  einer  solchen  Entwickelung,  nämlich  der  Potenzen  der  Cosinus  und  Sinus 
nach  Cosinus  nnd  Sinus  der  vielfachen  Bogen.  Wir  setzen: 


es  ist  dann : 


u 


21 
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uv  = 1,  « -j-  e = 2 cos  x,  m — r = 2»  sin  x 
und  wenn  n zunächst  eine  ganze  positive  Zahl  ist: 

/ n , fl — 1 . fl— 2 , , / l i\w  n 

(u+t>)  = U r «,«  C -}*  * j M «’?+•••+■  (i  *)  9 * 

Nimmt  man  das  obere  Zeichen,  und  vereint  die  gleichweit  vom  Ende  befindlichen 
Glieder,  so  ergibt  sich,  wenn  n grade  ist: 

(2 cos  x)n  = 2 [cos  nx  -f-  n cos  ( n — 2)  x -f- »,  cos  (n  — 4)  x -f  . . . 

+ «B  cos  2*]  + % 1) 

1 ' i 

und  wenn  n ungrade  ist: 


(2  cos  x)**  = 2 [cos  nx  + n cos  (n  — 2)  x 4-  " : c°8  («  — 4)  x cos  x]  . 2) 


8 

Ebenso  wenn  man  das  untere  Zeichen  nimmt,  wenn  n grade  ist: 

* 

( — 1)  a (2  sin  x)B  = 2 [cos  nx  n cos(n  — 2)x  ■+•  n,  cos(n  — 4)x  — . . . 

" l — 

+ (—  1)*  »,  cos  2x]  + ( — 1)  * n n 3) 

2 ” 1 2 

und  wenn  n ungrade  ist: 

»1—1 

( — 1)  * (2  sin  x)n  = 2 [sin  nx — nsin(n  — 2)  x + n , sin  (n  — 4)x — ... 

n—  | 

+ (— 1)  2 jBinx].  4) 


2 

Diese  Reihen  sind  für  jedes  ganze  positive  n endlich. 

Sei  nun  aber  n ein  Bruch,  so  ist  da  die  Entwickelung  von  imaginären  Aus- 
drücken ausgeht,  und  die  entwickelnde  Function  n-dcutig  ist  die  Frage  zu  be- 
antworten, welche  dieser  Werthe  die  Reihen  vorstcllen,  wenn  die  binomische  Reihe 
als  convcrgcnt  vorausgesetzt  wird. 

Wir  setzen  jetzt  allgemein  : 

>(  (x)  = cos  nx  ■+■  n cos  (n  — 2)  x -t  n,  cos  (n  — 4)  x -f  . . . 
t/.(x)  ~ sin  nx  + n sin  (a-2)i+s,  sin  (n — 4)  x + . . . 

Die  Reihen  rechts,  die  im  Allgemeinen  ins  Unendliche  gehen,  setzen  wir  als  con- 
vcrgcnt voraus.  In  welchen  Fallen  dies  stattfindet,  soll  nachher  erörtert  werden. 
Offenbar  ist  nun  nach  dem  binomischen  Satze: 

, W + i*Ct)  = e"li  + n,e("-<)^+»,c(n-l)xi  + • 

. N 

= (e  + e ) = (2  cos  x)  , 

was  auch  n sei. 

Ist  n eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  </  (x)  = 0,  da  die  gleich  weit  vom 
Ende  befindlichen  Glieder  sich  vernichten. 

Sei  jetzt  n = — , wo  p und  q ganze,  positive,  relativ  einfache  Zahlen  sein 
1 

V_ 

Sollen,  so  hat  der  Ausdruck  (2  cos  x)  f y verschiedene  Werthe,  von  denen  einer 
unsere  Entwickelung  gibt;  es  ist  somit  für  jeden  Werth  dieses  Ausdrucks: 

P_ 

(2  cos  x)  f = ['/  (x)  + i ^(x)]  [cos  — 2sti  + i sin  — 2»  nl, 

1 1 
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wo  jedem  Wcrthe  der  Potenz  ein  andres  s entspricht,  und  t alle  Werthe  von  0 
bis  q — 1 annimmt.  — Sei  jetat  cosx  positiv,  so  hat  der  Ausdruck  links  einen 
positiven  und  reellen  Werth,  den  wir  mit  X bezeichnen. 

Was  den  Ausdruck  rechts  anbetrifft,  so  kann  man  für  denselben  schreiben : 

1,niP-  -L  JL 

P_ 

= [4(*+i«*»l)i(+, -(*+**»)<)  ff 

so  dass  man  hat: 


P_ 

(2  cos  r)  ® = q (r  d-2sn)  + i >)'(x  -f2«n). 

Es  ist  also  allgemein: 

X (cos  np  + ' si"  — ^ = [ '/  (x)  + • ^(r)]  {cos  — 2s  rr  + i sin  --  2s  n)  •) 

' 9 1 ' '9  1 ’ 

- q (x  + 2sn)  + tV'(*  + 2sn).  b) 

JL 

da  jeder  Werth  von  (2  cos  x)  9 sich  anf  die  Form  des  Ansdruckes  links 
bringen  lässt,  s und  s'  sind  aus  der  Zahlenreihe  von  0 bis  q — 1 entnommen. 

r_ 

Setzt  man  in  die  vorige  Gleichung  x = 0,  so  kommt:  .Y0  = 2 9 , und  es  wird  in 
JL 

Formel  a)  q (0)  = 2 9 , <;>  (0)  — 1 ; damit  also  beide  Seiten  der  Gleichung  über- 
einstimmen, ist  s = s'  zu  nehmen,  und  somit  hat  man  wegen  des  Ausdruckes  b) : 

X (cos  — 2s  jj  + 1 sin  — 2s  n ) = « (x  + 2sn)  -f» 4-  2*)i). 

\ q q / 

Hieraus  ergibt  sich: 

q (x)  = X,  = 0 


für  s = 0,  und  diese  Ausdrücke  gelten,  so  langes  zwischen  — und  + JL  liegt, 

2 2 

da  in  diesen  Fällen  cos  x continuirlich  und  positiv  bleibt.  Die  letztere  Bedin- 
gung aber  war  bei  der  ganzen  Entwickelung  vorausgesetzt.  Allgemein  bat  man 

für  x zwischen  — JL  und  •+•  JL  aber : 
i 2 


I)  a(x -t-2sn)=  X cos  — 2str,  ^(x-f-2srt)  = X sin  — 2*rr. 

9 1 

7%  3/T 

Sei  jetzt  cos  (x)  negativ,  und  liege  x zwischen  ^ un(l  nnd  »e>  jetzt  X der 

JL 

reello  und  positive  Werth  von  (—  2 cos  x)  9 , so  ist:  • 

P_  P_ 

(2  cos  x)  * = (—  1)  ? X = X (cos  JL  (2s'  + 1)  rt  + sin  JL  (2s'  + l)n) 

Statt  der  Gleichung  a)  erhält  man  dann: 

{cos  JL  (2s'  + 1)  n -f « sin  ■?-  (2s'-f  l)n)  = q (x  + 2sji)  + » V'(*  + 2n) 

\ q q / 

= [?  (*)  + • (*)]  (cos  JL  2s/r  -f  « sin  ~ 2m^; 

für  x — n aber  kommt : 

21* 
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P_  P_ 

if{n)  = 2^  cos  tt,  ^(n)= 2^  sin^-n, 

cs  haben  dann  nämlich  die  in  den  Ansdrücken  für  7 (z)  und  >!•  (x)  enthaltenen 

P 

«#  

Cosinus  und  Sinns  alle  das  Argument  Also  hat  man,  da  noch  X = 2'^  ist: 

9 

cos  — (2s’  +l)!r  + i sin  -■  (2i*  4-  l)n  - (cos  — t + i sin  — n ) 

V 7 \ V 9 > 

(cos  — 2m  4*  'B>n  —2ml, 

\ 9 V ’ 

also  «'  — s,  somit: 

X (cos  — (2s  + l)n  + i sin  — (2«  4-  1)  n ) = 7 (x  4-  2»  n)  + »9  (x  + 2«  1) , 

\ 9 9 / 

also: 

II)  9 (x  + 2«n)  =■  X cos  -2-  (2i  + 1)  ir,  y*(x  4-  2sji)  = X sin  (2  s + 1)  n 
und  für  1 c 0, 

7 (x)  — X cos  — t,  u,(x)  = X sin  ^ jr, 

9 9 

die  Formeln  1)  und  2)  geben  also  für  jeden  Werth  von  z die  Werthe  7 und  9,. 
Wir  haben  noch  diese  Ausdrücke  auf  ihre  Convergcm  hin  zu  prüfen. 

Die  Reihe: 

(1-0  =i-n» — **4-... 


convergirt  für  jedes  reelle  #,  da«  kleiner  als  Eini  ist,  und  es  ist  leicht  ersichtlich, 
dass  die  Glieder  von  einem  gewissen  ab  dasselbe  Zeichen  haben.  Nähert  sich 

also  (1  — f)  einer  gewissen  endlichen  Grenze,  wenn  « sich  der  Einheit  nähert, 
so  muss  dies  auch  mit  der  Reihe 


A — 1— ”1  -+-••• 

der  Fall  sein,  da  die  mit  gleichen  Zeichen  versehenen  Glieder  an  der  Grenze 
keine  unbestimmte  Summe  geben  können.  Da  dies  nun  bei  positiven  n der  Fall 
ist,  so  wird  die  Reihe  A convergiren  und  um  so  mehr  die  unsere,  wo  jedes  Glied 
von  A mit  einem  Factor  multiplicirt  ist,  dessen  Modul  Eins  ist.  Für  negatives  h 
divergirt  aber  die  Reihe. 

Für  positives  n sind  unsere  Reihen  geeignet,  die  Potenzen  des  Cosinus  zu 
finden. 

Die  Entwickelung  der  Potenzen  des  Sinus  aber  ergibt  6ich  daraus,  wenn  man 


n 

xmn  y 


x vertauscht. 


Sei  z.  B.  n=|,  und  sei  unter  fn  immer  der  positive  Werth  der  Wurzel 
verstanden,  wenn  a selbst  positiv  ist;  man  hat  dann: 


x zwischefi  — ^r-  und  -~ 

t* 


3.i 

+ 2 

2 

3n 

5i 

2 

¥ 

O.v 

7i 

J 

2 

?(*)  = + /cos  X, 

v (x)  = 0, 

7 (x)  = - /cos  x, 
7 (x)  = 0, 


*/'(*)  = 0 
y.(x)  = / — cosx 
,/.(*)  = 0 

lfl(x)  = — V — COS  X 
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16)  Allgemeine  Umkehrung»  - 
formel  für  die  Potenzreihen. 

Eine  aus  allgemeinen  Gesichtspunkten 
geschöpfte  Theorie  der  Reihen,  welche 
nach  positiven  oder  negativen , ganzen 
oder  gebrochenen  Potenzen  fortsehreiten, 
so  wie  derjenigen,  welche  nach  Cosinus 
und  Sinus  der  Vielfachen  der  Variabein 
geordnet  sind,  gibt  der  Artikel:  Quan- 
tität (imaginäre);  indem  wir  uns  auf  den- 
selben beziehen,  geben  wir  noch  die 
w ichtige  -von  Lagrangc  herrührende  Reihe, 
welche  die  Umkehrung  der  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  geordneten  Reihen 
enthält.  Wir  bedienen  uns  hierbei  einer 
Methode  von  Serret. 

Sei  gegeben  die  Gleichung: 

*=*  + «/■(*)•  i) 

wo  x eine  reelle  Constantc,  t eine  reelle 
oder  imaginäre  Variable,  /*(»)  eine  be- 
liebige, eindeutige  und  continuirlichc 
Function  von  : vorstellt,  die  von  x und 
t unabhängig  ist.  Es  handelt  sich  darum, 
i und  eine  Function  F(z)  von  z nach 
Potenzen  von  i za  entwickeln.  Diese 
Entwickelung  gilt  nur,  so  lange  /*(:)  die 
obigen  Bedingungen  erfüllt. 

Setzt  man  z.  B.  dann 


* = 0,  nrnl  y~  = ,/  (i), 

so  kann  man  also  hiernach  die  Gleichung 
tf  (s)  = l durch  Reihenentwickelung  lösen. 
Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Gren- 
zen der  Anwendbarkeit  dieser  Entwicke- 
lung festzustellen. 

Im  allgemeinen  Falle  kann  die  Glei- 
chung eine  endliche  oder  unendliche  An- 
zahl von  Wurzeln  haben.  Im  Falle,  dnss 
1 = 0 ist,  wird  eine  derselben  z - x, 
und  die  anderen  werden  jedenfalls  f(z) 
unendlich  gross  machen. 

Soll  die  Gleichung  2)  gleiche  Wurzeln 
haben,  so  muss  nach  einem  bekannten 
Satze  sie  noch  richtig  sein,  wenn  man 
nach  z differenziirt,  man  wird  also  in 
diesem  Falle  haben: 

i=<rw-  2) 


Eliminirt  man  dann  ans  beiden  Gleichun- 
gen /,  so  kommt: 


- x 


M 

f'W 


3) 


Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  von 
t unabhängig.  Wir  bezeichnen  sie  be- 
züglich durch  rje***,  rtea **  . . . , und 
setzen  sic  in  die  zweite  Gleichung  ein, 
wo  »ich  dann  ergibt: 


/'(r  i«"1’)  f (r 

Sei  H der  kleinste  Modul,  den  einer 
dieser  Werthe  von  t annimmt,  so  wird 
die  Gleichung  1)  so  lange  keine  gleichen 
Wurzeln  haben , als  der  Modul  von  t 
kleiner  als  H bleibt  So  lange  nun  diese 
Bedingung  erfüllt  ist,  bleiben  die  Wnr- 
zeln  unserer  Gleichung  1)  eindeutige 
und  continuirlichc  Functionen  von  t. 
Das  Erstero  ist  selbstverständlich  der 
Fall,  da  die  Mehrdeutigkeit  ja  eben  von 
der  Gleichheit  zweier  Wurzeln  herrührt. 
Was  das  Letztere  anbetrifft,  so  geben 
wir  der  Grösse  t den  Werth  fft,  deren 
Modul  zwischen  Null  und  /l  liegt.  Ist 
dann  s0  eine  Wurzel  der  Gleichung  1), 
so  hat  man: 


t 


*o-» 

/■(*.) ' 


Ist  ein  verschwindend  kleiner  Zu- 
wachs zu  it,  r,  der  entsprechende  von 
so  ergibt  sich: 


',+r 


*»  -f  t»  ~ * 
A*.  + f.)  ' 


Man  erhalt  also  : 


_ *.  + t.  -«  *.  -* 

0 “«*.  + {.)  a*.)’ 

0.  h.: 


r _ c.  + «.y(».)-r(«.  + c.)] 

• n*,  + c.) 

oder: 


u = /■(*.+?!) 

Da  f{ z)  continuirlich  ist,  so  kann  man 
die  Maclaurinschc  Reihe  gebrauchen; 
wenn  man  aber  das  erste  Glied  nur  an- 
wendet, ergibt  sich : 


A*.) 


also: 

- - f (». )„ , 


Da  der  Nenner  nicht  verschwindet,  so 
wird,  wenn  s,  die  zu  I.  gehörige  Wurzel 
ist.  dem  Werthe  t,  + r,  ent- 

sprechen und  der  Unterschied  beider 
Wurzeln  verschwindend  klein  sein,  wo- 
mit unsere  Behauptung  erwiesen  ist.  Da 
aber  für  alle  Wurzeln  der  Gleichung  1) 
bis  auf  eine  f(i)  discontinuirlich  ist,  so 
kann  nur  diese  erstere  als  eine  conti- 
nuirliche  Function  von  ( betrachtet  .wer- 
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den,  so  lange  der  Modul  von  I kleiner  als  H ist,  und  in  diesem  Umfange  kann 
i nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  s entwickelt  werden.  Es  ist  nun: 

‘ = **+‘(rt).+  r^  GrO,  + • • • 4) 

Sei  ferner  h'(>)  eine  continuirliche  Function  von  z,  so  hat  man: 

FW=F(‘‘)  + ,(^)).+  r^  (~ä7^)t+  ■ • •>  5> 

das  Zeichen  0 bei  dem  Differenzi&lquotientcn  zeigt  an,  dass  nach  der  Differenziation 
t ~ 0 gesetzt  werden  soll. 

Berechnen  wir  jetzt,  nachdem  die  Grenzen  der  Gültigkeit  unserer  Entwicke- 
lung festgcstellt  sind,  die  Coefficientcn  der  Potenzen  von  t. 

Wir  betrachten  jetzt  x als  variabel  und  differenziiren  Gleichung  1)  zuerst 
nach  l dann  nach  x: 

i ' TW jj  = AO.  = 6) 

hieraus  folgt: 

£ = '«£•  7> 

also,  wenn  rf»  das  vollständige  Differenzial  ist: 

dt  ~ Öx  (Jx  + f(i)dt), 

und: 

V (*)  (li  = V (*)  3^  (dx  + A»)  dl), 

wo  </  (z)  eine  beliebige  Function  von  z ist.  Durch  Vergleichung  der  mit  dx  und 
dt  multiplicirten  Theile  erhält  man: 


4' «9 


dl 


dx 


8) 


(Es  ist  rechts  erst  nach  I dann  nach  x,  links  erst  nach  x,  dann  nach  ( differen- 
ziirt.)  Oder  wenn  wir  n — 2 mal  nach  l differenziiren : 

o""  (*«c)  d d"_2(/‘(t)7(5)9 


dr 


dx 


dr 


Die  Formel  S)  aber  zeigt,  dass  jede  auf  t bezügliche  Differenziation  rechts  durch 
eine  auf  x bezügliche  ersetzt  werden  kann,  vorausgesetzt,  dass  man  einen  Factor 
f(z)  hinzufftgt.  Man  hat  also: 


d/"-'  dxa 

Sei  jetzt  q (z)  = f(i)F'(i),  so  gibt  Gleichung  7): 


d F(i) 


und  also: 


d r dx " 

Für  I = 0 hat  man  nnn  t(  = x,  F(»0)  = F(x)  und  wegen  Gleichnng  6): 


9) 
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»Iso  : 


&).=  ■•  (n)-/w 


(tt). = "'!•)  ßi).  = / w *"w 

So  erhält  man  aus  Formel  5) : 

H *)  = ?(*)+  tf(*)F'(x)  + JL  ~ ( (/(*)]*  F'(x))  + . . 


1-2...  n 


([«*)]  ^'«)+  ■ 


10) 


11) 


und  wenn  man  s für  F(z)  nimmt: 

* = *+•«*>+£  Ä ['W]’  + • • • + TT&Tn  £zrt  Vtof  + 

Die  Formel  11)  ist  die  Lagrange’sche  Umkehrungsformel.  Da  f (t)  continnirlich 
ist,  also  für  diese  Grösse  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  I fortschrei- 
tende Reihe  gesetzt  werden  kann,  und  sie  umgekehrt  lehrt,  » nnd  F(z)  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  t zu  entwickeln,  was  eben  als  Umkehrung  der 
Reihen  bezeichnet  zu  werden  pflegt. 

Beispiele.  Sei 

i > m 

» = *-J-tz  . 

Die  Gleichung  3)  wird  dann : 


z ~ x -\ , also  s — 


1 


nnd  Gleichung  2)  gibt: 


, _ (m-1) 


%—  I 


m m — 1 

Ml  x 


Die  Entwickelung  wird  also  so  lange  gelten,  als  der  Modul  von  Eins  kleiner  als 


(m-1)1 


abgesehen  vom  Vorzeichen  ist.  Formel  11)  gibt: 


+ (" "Vl?  a w"-"+ 1 fi»  + 

Mittels  dieser  Formel  gelingt  also  die  Anflösung  der  Gleichungen  von  der  Form 

i’H  + Ai  = B , wenn  man  f = — j-,  x = ~ setzt,  jedoch  nur  bis  zur  einer  ge- 

A A 

wissen  Grenze  für  ~ und  für  einen  vollstlndig  charaktcrisirten  Wurzelwertb. 

A 

Setzen  wir  ferner  in  Gleichung  11)  F'(»)=rtw,  f(z)  = s — 1,  wo  dann  Glei- 
chung 1)  gibt: 

_ x — I d s _ 1 

t-~t'  Tx~T^i 

und  aus  Gleichung  11)  erh&lt  man  durch  Diffcrenziiren  nach  x; 


dt  " = x 
F'  (»),r!=  * 
»=n 


— (f '(*)!/(*)]") 

ilxn 


also: 
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_ , ™ «=oo  n ah 

— * iTo  — 

(1  _f)m  + 1 *1  = 0 l'-ö-.*«  ()x» 

Wir  bemerken  noch,  dass  dem  Lagrange’schcn  Satze  eine  Ausdehnung  auf  Func- 
tionen zweier  Variablen  durch  La  Place  und  Jacobi  gegeben  ist. 

Eine  der  bekanntesten  Anwendungen  des  Lagrangc’schen  Satzes  ist  übrigens 
die  Auflösung  der  Kcplerschen  Gleichung  in  der  theorischcn  Astronomie. 

17)  Sommirung  der  Reihen, 

A.  Elementare  Methoden. 

Mit  Bezug  auf  Snmmirung  der  Reihen  machen  wir  auf  die  bei  den  rccurrcnten 
Reihen  benutzte  Methode  nochmals  aufmerksam. 

Eine  oft  anwendbare  Methode  ist  auch  dic,cwclche  bei  Sutnmirung  der  Reihen 
von  Binomialquoticnten : 

1/>+s>+3/>+'  • • + {"“1V  = "</>+>) 

hier  benutzt  worden  ist.  Diese  Methode  lässt  sich  allgemein  so  geben: 

Wenn  sich  ein  Ausdruck  A g auf  die  Form  bringen  lässt: 

B(, + !)-*•  =A,’ 

co  hat  man,  wenn  Tür  s alle  Zahlen  von  n bis  » — 1 gesetzt  werden: 

B — B = A , B — ß = A , . . . B -B  ,—A , 

«4“*  « n «4-1  ff  ff — I fl — I 

und  durch  Addition  aller  dieser  Glcichnngen: 

A + A . , 4-  A i . + ...+  fl  , , = ß , ~B  ; 

n a+l  ' <r-|-2  ' 1 n+n— I n4-ft  “ 

die  Reihe  links  ist  also  summirbar. 

Beispiel.  Es  ist: 

x(*  + A)(*+2 A)  . . . [x  + (m-  |)A]-(x-A)x(x-fA)  . . . [x  4- (tu  - 2)  A] 

= x (x  4-  A)  . . . (x  4-  nt  — 2 A)  in  A. 

Also  wenn  man  x(z  + A)  . . . [x 4- (m - 1) A]  = f(z,m)  setzt,  so  ist: 

/(«>"*  — 1) +/"(«  + A,  m — 1)  4-  . . . 4-  f[n  4-  (»  — 1)A,  m — 1] 

1 


= [f(«4-(»-l)A.  ")  ~ f(* -*,»>)] 


m h 


Ans  dieser  Reihe  ergibt  sich  wieder  der  Ausdruck  für  die  Binomialcoefficienten, 
wenn  man  A = 1 setzt,  und  durch  1 • 2 . . . m — 1 diridirt. 

Es  ist  ferner : 


1 


1 


* (x 4*  A)  (x 4- 2 A)  . . . [x4-(m— 1)A]  (x  — A)x  . . . [x  4- (m  — 2)A] 

1 


’x(x4-A)(x4-2A)  . . . [*+-(*- 2) A] 

1 


( 1 L.) 

Vx  4-  (m  — 1)  A x — A/ 


m*(x- A)x(z  + A) 
Also,  wenn  man  setzt: 

V (x,  fff)  = 

so  ergibt  sich: 


[*  4*(".  — 1)  A]  * 
1 


x(x4-A)(x4-2A)  . . . [x 4- (ff  — 1) A] ’ 


7 (®i m 4- 1)  4"  v (i*  4-  A,  "•  4- 1)  4*  • • ■ 4-  f («  4-  (»  — 1)  A,  m 4- 1) 

1 r / . , ST  v (a,  m)  — 1/ («,  tiA,  fff) 

= - —h  [y.  (n  4-  ffA.  m)  - y («,  m)]  = -5- 

Setzt  man  also  z.  B.  A = 1,  m ~ 1,  so  kommt : 

1 


1 , L_ + , 1 _i 

«(«4-  1)  (0  4- 1)  («4‘2)  («4-  » — lj  (a  4-  flj  ft 


fr  4"  ff* 
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B.  Anwendung  der  bestimmten  Integrale. 


Sehr  viele,  namentlich  unendliche  Reihen  lassen  sieh  durch  bestimmte  Inte- 
grale summiren.  Jedoch  ist  diese  Summation  natürlich  der  Beschränkung  unter- 
worfen, die  sich  aus  den  Eigenschaften  der  bestimmten  Integrale  selbst  ergibt, 
namentlich  dem  Umstande,  dass  in  den  Grenzen  einer  Integration  der  Differcnzial- 
quotient  nicht  discontinuirlich  werden  darf.  Zu  dieser  Beschränkung  aber  kommt 
noch  die  andere  hinzu,  dass  die  Summenformel  nur  so  lange  gilt,  als  die  fragliche 
Reihe  convergirt.  Einige  Beispiele  des  hierbei  cinzuscblagenden  Verfahrens  gibt 
der  Artikel:  Quadratur.  Wir  fügen  noch  andere  hinzu. 

Sei  gegeben: 


- a-¥J>  , 2a + t 

» «i  + &i  2al  + A, 

Gehen  wir  von  der  Formel  aus: 


*’  + 


. . + 


na  + b n 


1) 


_1 

u 


— an 
e 


d a 


und  setzen  für  t#  den  Ausdruck  so  kommt: 


-^±4-x'=  f (.«  + 4)e-',(’a‘+A'>*'d« 

*«.+  4.  J ,, 

00  CO 

= + e~  ,a  ,n  x*  d a.  2) 


Wenn  man  den  Ausdruck: 

r-fe*4-r*4-.  . . -f-  v*  = 
differenziirt,  so  ergibt  sich: 

1 ® 


«-4-1  , 

M ^ -1 

v-l 

n — I «c',+  1 — («-)-  l)e”  + 1 


(•-«* 

Setzt  man  nun  in  Formel  2)  für  s nach  einander  1,  2,  3 . . . «,  so  kommt: 


3) 


.00 


, s = cc  /• " , t-tß 

e ab'  X i(e~tta'xyd«  + l>f  e~ttb‘  X x)’ da, 

0 s=t  ■'  0 s = t 


also  mit  Benutzung  der  Formel  3): 
,oo 


S =a  /•”.-«.( a.-H.)  ) ("+l)x”+-’  + n+  le~ "a^x"+'+x) 

" ,/<’  l («—«“.  x_j)s  / 

/•  00  . , , — M fl,  rt  rt 

e-n(a,  + 41)  *fe  1 * ~ 1) 

II  ff,  (<  s 


<f  rt 
d a. 


Sind  wl7  ua,  u,  die  Glieder  unserer  Reihe,  so  wird  -- sich  offenbar  der 

Un 

Grösse  x nähern,  und  zur  Convergcnz  ist  es  daher  hinreichend,  dass  x kleiner 

als  Eins  ist.  Die  so  eben  summirten  Reihen  couvcrgiren  aber  nur  wenn  e °i(tx 
kleiner  als  Eins  ist.  Dies  lindet.  vorausgesetzt,  dass  x kleiner  Eins  ist,  immer  in 
den  Grenzen  Null  und  Unendlich  statt,  wenn  a.  positiv  ist,  — eine  Bedingung, 
die  übrigens  auch  stattfinden  muss,  damit  das  bestimmte  Integral  von  welchem 
wir  ausgingen,  überhaupt  anwendbar  sei,  denn  sonst  würde  von  einem  gewissen  s 

an  i — — negativ  werden. 

* flf  i + bt 

Machen  wir  also  diese  Beschränkung  und  sei  S der  Werth  der  vorgelegtcn 
Reihe,  wenn  sic  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt  wird;  man  hat  dann: 
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/.»  ,-TlT'U 

-da+b  / du 

o (e*<«  !*_!)»  •'  o 


00  f— «(«1+4,1 


«CD  , — n(°i+4|) 

=/.  '—-—(*  + 


|*+ — jrf«- 


Betrachten  wir  ferner  die  Reihe: 

S - ± x + a<a  + 1) x>  + n <“  2)  x»  + 
»~4  + 4(4  + l)  + 4(4  + l)(4  + 2)  ^ 


a (a  4- 1 ) (n  + 2)  . . . («  + n — 1 ) n 

T 4(4+1)  (4  + 2)  . . . (4  + I.-1)*  ' 

Diese  Reihe  ist  ein  besonderer  Fall  der  hypergcomctrischen  ; sie  nimmt  die  Ge- 
stalt einer  gewöhnlichen  geometrischen  Reihe  an,  wenn  a = 4 ist.  Die  Reihe 
convergirt  offenbar,  sobald  * kleiner  als  Eins  ist.  Nun  ist: 

a (a  + 1)  ■ . . (q  + « - 1)  _ T (4)  f(a  + «) 

4 (4  + 1)  ...  (4  + » - 1)  T (a)  )’(4  + s)’ 


In  die  bekannte  Formel : 


r(u)  r(ß) 
/•(«+/») 

. co 


-Ai). 


r j ; ± 

Jn  (1  + M)° 


du 

+ß 


ist,  setzen  wir  jetzt: 
woraus  dann  folgt: 
also : 

und 


a = « + s , « + fl  = 4 + s, 

ß = b — a, 

r(a  + j)  _ /a  + »\  _ _1  _ 
r(4  + s)  “ \4  -»/  r (4  — a) 

r(4)  r(a  + s)  _ /«  + »\ r(4) 

I'(a)  J’(4  + s)  ~ \b  — al  r(a)r(4-a)’ 

Die  Anwendbarkeit  der  Formel  setzt  voraus,  dass  4 grösser  als  n ist.  Setzt  man 
wieder : 


4— a— l 


/a+«\  _ r » «« 

\4  a)  / o (1  + M)t+* 

nnd  wenn  man  für  s alle  Zahlen  von  1 bis  n setzt,  ergibt  sich  für  unsere  Reihe: 

„oo  4— a— t s = n I t 1 

s _ rw  ....  r “ s Lf—lrf«, 

n r(a)  r(4  — a)./  n + s=l  l(l  + a)*J 

also : 

^ J’(4)  Z*00  xn^~a  1 ^ (l  + «) 

■Sri  — /'(a)  r(4  — a)./ 0 (1  4.  „)4+  1 


■ du, 


1 1 + « 


so  lange  x,  wie  cs  doch  sein  muss,  kleiner  als  Eins  ist,  wird  auch  in  den  Grenzen 
der  Integration  y~~~  c'n  Cl:htcr  Bruch  sein,  und  man  hat,  wenn  man  unter  S 
die  Summe  der  unendlich  gedachten  Reihe  versteht: 
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s_ r(4) r00  xUb  du 

r(o)  r(b-a)J  o (1+-)4 

Dieses  Integral  setzt  vorsns,  dass  6 grösser  als  a ist,  und  a und  b positiv  sind. 
Wird  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  gibt  unsere  Summenformcl  nicht  die  Reihe 
wieder. 

Die  hvpergeometrische  Reihe  in  ihrer  allgemeinsten  Gestalt  hat  die  Form : 

JL  “ , g("+l)  g(a  + l)  , , 

ß b ^ ß(ß  + 1)  6(6  + 1)* 

Wir  kommen  im  nächsten  Abschnitt  auf  sie  nochmal  zurück.  Mit  derselben 
hat  sich  Gauss,  nach  ihm  Kummer  beschäftigt.  Schwierigkeit  macht  die  Summa- 
tion derselben,  sei  es  durch  bestimmte  Integrale,  sei  es  durch  eine  Differenzial- 
gleichung namentlich  für  den  Fall  imaginärer  Variabein.  In  einer  vorzüglichen 
Abhandlung  hat  Rieraann  in  neuester  Zeit  diesen  Gegenstand  erledigt,  zugleich 
aber  den  durch  die  Reihe  deflnirten  Functionen  eine  allgemeinere  von  ihrer  Con- 
vergenz  unabhängige  Definition  gegeben. 

Wir  geben  demnächst  noch  einen  allgemeinen  Satz,  der  für  die  Verwandlung 
von  Reihen  in  bestimmte  Integrale  sehr  oft  angewandt  wird.  Es  rührt  dieser 
Satz  von  Parseval  her. 

Seien  zwei  summirbarc  Reihen  gegeben: 

9 (*)  = <*»  + + ai*’  + • ■ • + <*„*" 

</>  (*)  = 60  + 6x  + 6,*»  + . . . + bnxH  ; 
nun  ist,  wie  leicht  zu  vcrificiren: 

f"1  e*  **  dl  = 0 
•’  -n 

für  jedes  ganze  s,  jedoch  nicht  für  s = 0.  Im  letzteren  Falle  ist  2ti  der  Werth 
des  Integrals. 

Wir  haben  nun : 

= a0  + a,e*'  + a,e2<*  + . . . + an'nl> 

tp[e  ?’)  = 6,  + 6,  e *+  A,eS  * + . . . + 

multiplicirt  man  beide  Gloichungen  und  integrirt  in  den  Grenzen  nr  nnd  — n,  so 
werden  allo  Glieder  rechts  der  Null  gleich  bis  auf  dasjenige,  welches  keine  Ex- 
ponentialgrüssc  enthält.  Man  hat  also:, 

J'  (f  (e  *’)  ip(e  ~ *')  d t - 2n  (a0  60  + «,6,  + . . . + “„6^).  A) 

Sind  die  Functionen  <p  und  \p  identisch,  so  hat  man  noch: 

f ?(«*')  <f  (e~  l')ä(  = 2fi  (a„' +a^  + . . , + a 1 *).  B) 

J -n  " 

Beispiele.  Sei  zu  snmmiren  die  Reihe: 

/(“)  = 1 + “’  + ÖT2F  + (TT-'W  + - ' * ’ 

so  setzen  wir: 
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*<*)  = ! + “x+  1T211 + 17273 •c'  + - • =*  • 


Die  Formel  B)  gibt  dann: 

i f*  Ti  li  . — <» 

n \ 1 / MC 

n")  = s rJ ' 

* n 


oder : 


Ist  dagegen : 


so  setzen  wir: 


2 « cot  t 


dt. 


—n 


«■> = hfl 

flu)  - 1 _ M*  4 Z U . . . 


/ \ i . u x . ux 

7 (*)  = 1 + M*  - + . . . = t 

, , , , «•*’  —MX 

V>(x)  = 1 - mx  + ~ - . . . = e 


Es  gibt  dann  die  Formel  A)\ 


i / ?»  , li  — li , 


d.  h.: 


1 rn  2m  i sin  / . 
a,,)=2 

Da  hier  der  imaginäre  Theil  verschwindet,  so  ist : 

1 rn 

/*(w):=--  / cos  (2  m sin  <)  dt. 

2nJ  -n 

Oder  wenn  man  das  Integral  in  vier  andere  thcilt,  die  einander  gleich  sind: 

n 

2 /’ 2 

/“(«)-—  / cos  (2«  sin  t)  d t. 

71  •/ 


C.  Anwendung  der  Quadraturen  und  der  Differenzialgleichungen. 

Wie  Differenzialgleichungen  und  Quadraturen  oft  durch  Reihen  zu  bestimmen 
sind,  so  werden  auch  Reihen  umgekehrt  auf  Differcr  xialgleichungcn  und  Qnadra- 
turen  zurückgefOhrt.  Es  ist  dies  von  Wichtigkeit,  weil  sehr  oft  Functionen,  die 
zunächst  durch  Reihen  definirt  sind,  welche,  nicht  immer  convergiren,  sich  auf  alle 
Werthc  der  VariAbeln  erweitern  lassen,  wenn  man  die  Differenzialgleichung,  welche 
diesen  Beschränkungen  nicht  unterliegt  und  welche  die  Reihe  erfüllt,  als  Defini- 
tion gelten  lässt. 

Sei  wieder: 


$ - a + b i 2 i 7 , + b s na+b 

2flj  -j-ij  3<i, +6|  + 4, 


n 

x . 


Indem  wir  diese  Reihe  mit  axv  mullipliciren,  und  dann  nach  x differenziiren  er- 
halten wir: 


tfd(xyS)  n + b y «(2  + *)  (2*1  + b)  y+t 

j = w (1  + »')  ~ \ T x H a , L x + • • • 

dx  + 0L  2at  + bx 

«(»•fO  (»«  + b)  fi-f*—  i 

iwi  -f-4,  1 
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Wir  setien  non : 


and  erhalten: 


u ~ a' . uv  — { 


(—)/',  b.  b, 

j * « i e/  — M n—  H — - 

-1 — = (a  + b)  xa>  + (2o  + 4)  x 1 + . . . + (na  + 4)x 

Diesen  Ausdruck,  der  sich  übrigens  leicht  direct  summiren  lässt,  multipliciren 
wir  mit  oxv dz,  und  integriren.  Dies  gibt: 

s) = + . . . 

•J  fl!  T®1  + >fll 


nn  + A 

4-  P«  i : r 

1 n cl  t + A i 4“  *'  0 1 

Der  Factor  nn  + 6 aber  verschwindet,  wenn  man  setzt: 

tif(aat=na,  ab  at  = bt  + val9 


b. 

*H l-e 

a. 


— JL  - K 

~~  a ’ a a . 


dies  gibt: 


bb.lt.  b b b b 

g*  — 4" I b • — -f"n h*  i n 

h i xa  a'd(xa>S)zzxa  + x°  +...*•  -xa  1~*  , 
° 1 — x 


woraus  dann  folgt: 


4,  4 f 4-f«  , 


Betrachten  wir  jetzt  die  hypergeometrische  Reihe: 

a fl(q+  1)  (a  4-2)  a(<i  + l) ...  (<i4-n  — 1)  n 

6 X+b(b+l)  ^*  (*  + *)(*  + 2)  + 6^64-1)  ...(Ä4*n-1)  * ' 

Wir  multipliciren  mit  x?  und  diilerenziiren  dann : 

- ‘y  (v+.) «(■+!). .-(■+»-!)  p+.-t 

dx  ~ ' 4(4+1). ..(4  + s-l) 

also,  wenn  mnn  p=  4 — 1 seist,  fällt  im  Faktor  der  Nenner  weg,  d.  h.: 


d(x&-'  S) 


_ ’t"  ("  <«  + !)•••(«+  »-!)  + . 

~ r=2  '•4(4  + 1)...  (4  + S-2)  /■*' 


Wir  moltipliciren  mit  x^  und  integriren: 


rxu^-'s^T  i <■(■»+!)  \ , 

j V S = ‘f  \4(4  + l)  ...  (4  + 1-2)  (s  + 4 + ?-l)/ ^ 4+9  ’ 

also,  wenn  man  b + q — X = a — 1 setzt,  wo  dann  ein  Factor  des  Zählers  weg- 
fällt : 
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a+i  — i \ 


a 

+ x ■ 


J*  d(x  S'-.iA 4(4+1).-..  (»  + .— 2) 

Die  Somme  recht«  ist  offenbar  gleich  x a — ° — ^tVvZTi)- )’  S*S° 
wenn  man  die  letzte  Gleichung  wieder  differenziirt : 

■-*  V+1 » - ‘) ' 

Dies  ist  die  Differenzialgleichung,  welche  unsere  Reihe  definirt.  Zur  Bestimmu 
der  Constanten  ist  noch  die  Bedingung  hinzuzuffigen,  dass  für  jr  = 0 auch  S = 
ist.  Erstreckt  sich  aber  die  Reihe  ins  Unendliche  und  ist  x kleiner  als  Eins, 
erh&lt  man: 

xa~b  d,(xb~'  S)  = «f[x°(S+l)], 

oder  : 

J CJ 

x (1  — x)  + (4  - 1 — a) r)  S — ax  =0. 

Setzt  man  hierin  S = «e,  >o  kommt: 

x(l  - x)n  ^ + x(l  - x)®^  + (4  - 1 + ax)uc  - ax  = 0, 
also,  wenn  man  u durch  die  Gleichung: 

*(1  - x)  + (6  - 1 + «*)  * = 0 

bestimmt,  so  ist: 

(i-x)»  - = «. 

Dio  vorletzte  Gleichung  aber  gibt: 

d lg  u a x + 1 — 4 1 — 4 ( « — 4 + 1 

</x  x (1  — x)  x 

also: 

lg«  = lgx1_4(l  — x)' 


x(l-x) 

,«-4  + 1 


1 — x 


t — 4.-  ,«— 4+t 

u = x (1  — x) 


Man  hat  dann : 


dt  _ a 
dx  “ (1  — x)  u 

dx 


also,  da  S - uv  war : 


(l-x)a_A+3x,-i 


S - ax 


t—4 


(1  -x)a~b+i  f 


dx 


Nehmen  wir  jetzt  die  allgemeine  hypergeometrische  Reihe: 

<S-  JL  .1  , i + a(a  + 1)  xi  4. 

ß 4 + 4(4+1)  T-"’ 

die  wir  als  ins  Unendliche  fortschreitend  betrachten.  Sei: 

«(«  + 1)  ...(«+  s — 1)  _ / « \ 

/SO»  + D • • • (/>  + «-!)  ~V  V 

so  ist  der  Factor  von  x*: 


« 
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/ iL'k  /'JL'I  _ '•(*)•  r<ß)  r(«  + «)  • r(a  + ») 

\ß/,  \b/s  I'(a)  ■!'(,,)  r(ß  + s)  - r(4  + s) 


= (S) 


/■(*)  /-w 

r(a)  r(«)  r(i-a)  r(ß-ay 


Multipliclrt  man  mit  x1  und  nimmt  die  Summe  so  kommt,  wenn: 

„ r(ft)  rp» 


gesetzt  wurde : 


r(a)  r(a)  T(ä  -a)  /’(/}-«) 

roo  rco  4— a—  I ß—a  — I 

! = «/  / - 

./  0 ./  0 (1 +u)4  (1 +r/ 


»=<,/•“  r j ^ I 

•/  0 ./  0 (1  + «)A  (l  + r)'9  »=l  1(1+«)*  (1 + ,.)’) 


(1  + »)“  (l  + e)P  *='  1(1  + 

/•*>  , 4-a-l  j9-«-l 


- W / r »■* 

■ I o j 0 (!  + «)*  (1+P)i»  (l+«)(l  + e)-* 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  Fall,  wo  ß = 1 ist.  Es  ist  dann: 

wo  (—  o)  der  entsprechende  Binomialcoefficicnt  sein  soll,  und  man  hat: 

(-ß)»  (T),  = (-a)s  Tia'nb^)  G-a)’ 

Also,  wenn  0 = ~)  8e8Ctzt  wird: 

x 4—  a—  l s = co(—l)‘  (—«)  ** 

S = (i  / r-  — 

./o  (1  + «)»  s=l  (1  + .)* 

und  da  die  Summe  den  Werth  hat:  ^1  — — 1 so  kommt: 

s=c  Y-iifa 

•'  ° (i + «)*  *• ' i + «/  j 

Durch  eine  Differenzialgleichung  lasst  sieh  die  Reihe  ganz  wie  der  obige  specielle 
Fall  definiren. 

Nehmen  wir  schiesslich  noch  die  Reihe: 

x1  x*  x* 

S ~ * — g*  ^ 2>  • 4l  ~ g7  • 4’  -6’ 

die  wir  nns  gleich  als  ins  Unendliche  fortschreitend  denken.  Differenziirt  man, 
und  multiplicirt  daun  mit  x,  so  kommt: 

dS  x1  x*  x* 

xTx~  ~ 2‘  + 2r^4~‘2'  • 4* -b  + ' ’ ‘ 

Differenziirt  man  abermals,  so  ergibt  sich: 

dS  d*S  /,  x>  , x*  \ 

dx+Xdx'~  'l  2*+2J-4- 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  wieder  die  ursprüngliche  Reibe. 

Man  hat  also  : 

dS  , cPS  „ . 

— + x — + xS  = 0. 
dx.  rfx* 
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Da  diese  Gleichung  von  zweiter  Ord- 
nung ist,  so  sind  zwei  Constanten  znr 
vollständigen  Definition  nöthig.  Offen- 
bar nun  ist  für  x = 0 : 

dS 

S = 1 und  — = 0, 
d x 

womit  diese  Constanten  bestimmt  sind. 

Relativ. 

In  Beziehung  zu  andern  Gegenständen. 
Man  spricht  von  dem  relativen  Orte 
eines  Körpers,  worunter  man  seine  Stel- 
lung zu  andern  Körpern  versteht,  wobei 
die  letztem  selbst  in  Bewegung  sein 
können.  Relative  Bewegung  ist 
die  Aenderung  des  relativen  Ortes.  Denke 
man  sich  z.  B.  zwei  Punkte  A und  /?, 
welche  sich  in  grnder  Linie  von  einan- 
der entfernen , so  dass  A in  der  Se- 
cunde  2,  ft  aber  3 Fuss  zurücklegt;  so 
ist  hiermit  ihre  absolute  Bewegung  cha- 
rakterisirt.  Die  relative  Bewegung  von 
B zu  A besteht  aber  darin,  dass  sich 
ersterer  Punkt  in  der  Secundc  2 4*3 
oder  5 Fuss  von  A entfernt  und  dies 
ist  die  relative  Geschwindigkeit  von  B. 
Es  ist  klar,  dass  ein  Körper  in  Ruhe 
sein  kann,  und  doch  in  Bezug  auf  einen 
andern  bewegten  eine  relative  Bewegung 
hat  (vergl.  den  Artikel:  Bewegung  . In 
der  Astronomie,  wo  es  sich  um  die 
Stellung  der  Sterne  zur  Erde  und  Sonne 
handelt,  ist  immer  von  relativen  Orten 
und  Bewegungen  die  Rede.  Insofern 
das  ganze  Sonnensystem  noch  eine  ge- 
meinschaftliche Bewegung  haben  kann, 
und  bewiesener  Maasscn  haben  muss, 
die  sich  aber  unserer  Beobachtung  ent- 
zieht, kann  von  genauerer  Kcnntniss  der 
absoluten  Bewegung  und  Orte  der  Him- 
melskörper nicht  die  Rede  sein. 

Rente.  (Praktisches  Rechnen.) 

Rente  im  allgemeineren  Sinne  heissen 
überhaupt  die  Einkünfte  einer  Person, 
sie  mögen  von  Capitalien,  Immobilien 
oder  sonstigem  Besitz  herrühren,  der  Er- 
trag einer  bestimmten  Beschäftigung  sein, 
oder  auch  von  andern  Personen  oder 
Instituten,  also  etwa  vom  Staate,  einer 
Rentenanstalt,  oder  einer  Privatperson 
auf  Grund  irgend  eines  Abkommens  ge- 
leistet werden. 

Die  vom  festen  Besitze  herrührenden 
Renten  sind  immerwährende,  d.  h.  sic 
kommen  dem  Besitzerand  seinem  Rechts- 
nachfolgern zu,  so  lange  überhaupt  der 
Besitz  in  seinen  Händen  ist. 

Auch  von  andern  Personen  oder  In- 
stituten zu  gewährende  Renten  können 
immerwährende  sein.  Dieser  Art  z.  B. 


sind  die  au9  dem  Erbpachtsverbältniss 
herrührenden  Summen.  Auch  die  Grund- 
und  Capitalsteuern  können  als  dem 
Staate  zu  gewährende  immerwährende 
Rente  betrachtet  w-erden.  Dagegen  sind 
die  Summen . welche  irgend  ein  Staat 
einer  Person  und  deren  Rechtsnachfol- 
gern für  die  Aufgabe  von  Rechten  oder 
Länderbesitz  zu  geben  verpflichtet  ist, 
immerwährende  vom  Staate  zu  zahlende 
Renten.  Derart  sind  z.  B.  diejenigen, 
welche  die  meisten  Deutschen  Staaten 
der  Tliurn  - Taxis’schcn  Familie  für  Auf- 
gabe des  Postmonopols  zahlen. 

Die  Aufhebung  immerwährender  Ren- 
ten wird,  abgesehen  von  den  Umständen 
(erschwerenden  oder  erleichternden), 
welche  die  Gesetzgebung  der  verschie- 
denen Staaten  vorschreibt,  durch  die  Ge- 
währung eines  der  Rente  entsprechenden 
Capitals  möglich  gemacht.  Dies  Capital 
müsste,  abstract  genommen  ein  solches 
sein,  welches  nach  Landes  üblichem  Zins- 
fusse  eine  der  Rente  gleichen  Ertrag 
gibt.  Im  Allgemeinen  aber  wird  man 
in  den  meisten  Fällen  ein  kleineres  Ca- 
pital zu  zahlen  haben,  da  in  der  freien 
Verfügung  über  dasselbe  ein  wichtiges 
Recht  hinzutritt,  welches  der  Renten- 
empfänger nicht  hatte. 

Insofern  oft  bei  der  Stiftung  von  Ren- 
ten, ( z.  B.  bei  Fidcicomxnisscn ) die 
Rechte  späterer  Generationen  ausdrück- 
lich gewahrt  sind,  kann  aber  eine  solche 
Aufhebung  oder  Ablösung  unzulässig 
werden. 

Den  immerwährenden  Renten  gegen- 
über aber  stehen  die  Renten  auf  Zeit, 
oder  Kenten  im  engem  Sinne.  Es  sind 
dies  solche,  die  auf  eine  bestimmte  oder 
unbestimmte  Zeit,  also  etwa  während 
einer  Anzahl  von  Jahren  oder  auch 
während  der  Lebensdauer  irgend  einer 
Person  zu  gewähren  sind.  Diese  letztere 
Art  nennt  man  Leibrenten.  Offenbar 
kann  eine  immerwährende  Rente  in  eine 
Zeit-  oder  Leibrente  verwandelt  werden, 
wenn  man  an  die  Stelle  der  ersteren 
eine  angemessene  erhöhte  Rente  der 
letzteren  Art  eintreten  lässt.  Hieran 
kann  man  auch  diejenigen  Renten  reihen, 
welche  von  einem  entfernteren  (bestimm- 
ten oder  unbestimmten)  Zeitpunkte  an 
zu  zahlen  sind,  und  hierbei  wären  noch 
die  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  ein  End- 
termin in  der  Zahlung  der  Rente  ein- 
tritt  oder  nicht.  Wir  wollen  diese  ver- 
schiedenen Arten  von  Renten  an  einigen 
Beispielen  erläutern. 

A.  Ein  Beamter  erhält  durch  Bezah- 
lung gewisser  Pensionsbeiträge  das 
Recht,  von  der  cintretenden  Arbcitsun- 
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Fähigkeit  an  bis  zu  zeincm  Tode  eine 
gewisse  jährliche  Summe  zu  erhalten. 
Hier  iat  Anfangs-  und  Endpunkt  der 
Rente  vorhanden,  aber  unbestimmt.  Das- 
selbe ist  bei  den  Wittwengehalten  der 
Fall. 

B.  Durch  Tcstamentsverfiiguug  ist 
festgesetzt,  dass  eine  Person,  von  ihrer 
GroBsjährigkcit  an  in  den  Besitz  eines 
Hauses,  welches  einen  gewissen  Ertrag 
hat,  treten  soll.  Die  Rente  ist  eine 
immerwährende  mit  festem  Anfangspunkt. 
Soll  aber  eine  dritte  Person  den  Niess- 
brauch  dieses  Hauses  haben,  und  erst 
bei  ihrem  Tode  die  erstere  in  Besitz 
treten,  so  ist  der  Anfangspunkt  unbe- 
stimmt. 

C.  Der  erwähnten  Person,  welche  nach 
einer  bestimmten  oder  unbestimmten  Zeit 
in  Besitz  des  Hauses  tritt,  wird  von 
einem  Andern  oder  einer  Gesellschaft 
jährlich  eine  gewisse  Rente  zu  ihrem 
Lebensunterhalte  gewährt,  wofür  der 
Geber  bei  der  Uebernahmc  der  Erb- 
schaft dem  Vertrage  gemäss  zu  ent- 
schädigen ist.  Die  Rente  ist  hier  eine 
Zeitrentc  mit  festem  Schlusstermin  im 
ersten  Falle,  mit  unbestimmtem  im 
letztem. 

* Dem  Prinzipe  nach  sind  zu  den  Ren- 
ten mit  Anfangs-  und  Schlusstermin, 
auch  die  Lebensvcrsichcrungssummcn, 
Sterbe-  und  Ausstcuergclder,  welche  Per- 
sonen oder  Gesellschaften  zu  leisten  ha- 
ben, zn  rechnen.  Hur  dass  hier  die 
Rente  eben  nnr  ein  einziges  Mal  zu  be- 
zahlen ist. 

Rentenanstalten  und  Gesellschaften  ha- 
ben den  Zweck,  Renten  irgend  einer  der 
erwähnten  Arten  denjenigen  Personen 
xuzosichem,  welche  dafür  eine  gewisse, 
in  einem  oder  mehreren  Terminen  zn 
zahlende  Summe  erlegen. 

Insofern  hier  unbestimmte  Anfangs- 
und Schlusstermine  eintreten,  sind  diese 
auf  gewisso  Durchschnittszahlen,  (mitt- 
lere Lebensdauer  eines  Menschen,  mitt- 
lere Zeit  des  Eintritts  der  Arbeitsunfä- 
higkeit, u.  s.  w.)  zurückzuführen. 

Die  verschiedenen  Fälle,  welche  hier- 
bei eintreten  können,  lassen  sich  folgen- 
den Fundamcntalsufgaben  unterordnen. 

Aufgabe  1.  Von  einem  Capital  C, 
welches  zu  p Procent  n Jahre  lang  aus- 
steht,  sollen  die  einlaulenden  Zinsen 
immer  wieder  ausgcliehen  werden,  wel- 
ches ist  der  Werth  K des  Capitals  nach 
Verlauf  der  n Jahre. 

Auflösung,  Die  Lösung  der  Auf- 
gabe gibt  die  Zinszinsrechnung.  Nach 
Verlauf  eines  Jahres  wächst  das  Capital 


c+  100  ~ c0  + ioo)  = c?’ 


wenn  man  9 = 14-  - ~ setzt.  Diese 


Grösse  y wollen  wir  den  Zinsfuss 
nennen.  Es  ist  ulso  das  Capital  mit  y 
zu  multiplicircn.  Da  nun  für  das  zweite 
Jahr  Cy  das  Capital  ist,  so  wächst  dies 
nach  zwei  Jahren  zu  Cq  - y = Cy*  u.  s.  w. 

also  nach  n Jahren  zu  Cy"  heran-,  man 
hat  also : 


K = Cy" 


Diese  Grösse  K heisst  der  zukünftige 
Werth  von  C nach  n Jahren. 

Soll  also  eine  bestimmte  Summe  K 
durch  allmäliges  Anwachsen  eines  Ca- 
pitals C gewonnen  werden,  und  ist  C 
gesucht,  so  hat  man: 


C=*. 

n 

V 


Diese  Summe  C heisst  der  jetzige  Werth 
einer  nach  n Jahren  fälligen  Summe.A'. 

Die  allgemeinste  Aufgabe  der  Renten- 
rcchnung  ist  nun  die  folgende: 

Aufgabe  2.  Einer  Person  oder  Ge- 
sellschaft A werden  gezahlt  die  Sum- 
men C,  C,,  C,  . . . in  den  Zeiträumen 


Dagegen  ist  A ver- 


pflichtet, bezüglich  nach  Verlauf  der 
Zeiträume  ß,  ßt,  ß,  ...  die  Rente  R, 
A,,  R,  ...  zu  zahlen.  Welche  Be- 
ziehung fludet  zwischen  diesen  Grös- 
sen statt. 


Auflösung.  Sei  M der  jetzige 
Werth  der  vom  Versicherten  zu  gewäh- 
renden Zahlung,  N der  jetzige  Werth 
der  Zahlung,  welche  der  Versicherer  zu 
leisten  hat,  so  ist  offenbar: 


1) 


m ^SL  + £x  + £x  +... 

a a. 

7 7 1 7 


2)  IV  « + ^ + ^ + ... 

yP  yf’l  yP> 


3) 


M=N 


an  zu 


und  dies  sind  die  Fundamentalgleichun- 
gen der  Rentenrechnung. 

Die  Grössen  ut,  «,  . . .,  /},.  ßt  ...  . 
sind  in  der  practischen  Anwendung  oft 
nicht  genau  zu  ermitteln,  sondern  inso- 
fern es  sich  um  die  Lebensdauer,  Ar- 
beitsunfähigkeit u.  s.  w.  handelt,  muss 
man  die  Gesetze  der  Wahrscheinlichkeit 
anwenden.  Dazu  dienen  Tafeln,  welche 
sich  auf  die  Erfahrungen  langer  Zeit- 
räume gründen.  Insofern  die  Versicherer 


22 
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gewöhnlich  Gesellschaften  sind  (Renten- 
banken,  Wittwenkassen,  Lebensver&iche- 
rungsanstalten),  die  gleiche  Vertrage  mit 
vielen  Personen  eingehen,  wird  hier 
eine  Ausgleichung  eintreten,  da  der  lan- 
gen Lebensdauer  einer  Person,  die  kurze 
einer  andern  gegenüberstehen  wird. 

Sollen  aus  Gleichung  3)  die  Grössen  C 
oder  R ermittelt  werden,  so  müssen  alle 
('  oder  alle  R in  einer  bekannten  Beziehung 
stehen.  Oft  wird  diese  Beziehung  die  der 
Gleichheit  sein,  und  man  hat  dann  : 


Findet  die  Einzahlung  C oder  die  Aus- 
zahlung R nur  einmal  statt,  so  sind  die 
übrigen  C oder  die  übrigen  R der  Null 
gleich. 

Sind  die  Zeiträume,  in  welchen  dio 
Zahlungen  erfolgen,  in  Gleichung  4) 
gleich,  so  hat  man: 

at  — a = 2(«,  — a), 

as  — a = 3 («■  4 — ce). 
ß,-ß=2(ßi~ß)> 


8ei  noch  <r  = 0,  d.  h.  finde  die  erste  Zah- 
lung gleich  statt,  so  ist,  wenn  man  wie- 
der unter  M den  Werth  der  zu  empfan- 
genden, unter  N den  der  zu  leistenden 
Zahlung  versteht,  und  s Zahlungen  ge- 
leistet, t empfangen  würden : 


jtf  : 


1 n , 

\ O 1 


■ + . 


+ ' 


<-l)n.) 


vß,-ß  + 


und  da  beide  Ausdrücke  geometrische 
Reihen  sind,  so  hat  man : 


5)  M = 


C[y<(a‘~n)-  1] 
(1-1)  (o,-n)  , , 


6)  K = - 


?'  '(?"*  “ — 1) 
R — 1] 


/+(*-•)  (/*.-/>)  (/.-*_  i)  ■ 


Was  die  Anwendung  der  Formeln  1) 
bis  3)  auf  Fälle,  die  den  Gesetzen  der 
Wahrscheinlichkeit  unterliegen,  anbetrifft, 
so  ist  Folgendes  zu  bemerken.  Es  ist 
dann  den  Gesetzen  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung gemäss  anzunehmen,  dass 
derselbe  Vertrag  mit  einer  grösseren 
Anzahl  also  mit  n Personen  gemacht 
werde.  Von  diesen  werden  nach  Ver- 
lauf der  ftj  <r|t  rr.?  . . . Jahre  bezüglich 
m,  mt,  m,  . . . nach  den  für  diesen 
Zweck  entworfenen  Tafeln,  noch  in  der 
Lage  oder  verpflichtet  sein  zu  zahlen, 
(also  z.  B.  noch  am  Leben,  oder  noch 
arbeitsfähig,  wie  eben  der  Vertrag  lautet), 
dagegen  werden  nach  ß , ßt,  ßt  . . . 
Jahren  p,  pi%  p1  . . . in  der  Lage  sein 
die  Rente  zu  empfangen,  (z.  B.  die  Witt- 
wen  der  Gestorbenen,  u.  s.  w.).  In  den 
meisten  Fällen  werden  für  ß,  /9a,  ßt  ... 
die  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3 . . . zu 
setzen  sein,  insofern  in  jedem  Jahre  der- 
gleichen eintritt,  auch  wird  die  Rente  R 
gewöhnlich  für  jedes  Jahr  dieselbe  sein. 
Es  sind  also  im  allgemeinen  Falle  von 
dem  Versicherer  vereinnahmt  statt  der 
Summen  C,  C|t  C%  . . . bezüglich  die 
Summen  mC,  m,C,,  »n,C,  . . • und 
zu  verausgaben  die  Summen  pR , ptRn 
p7R*  . . . , so  dass  man  hat : 


l.)  jf=^  + !"i£i  + ! 


i,C, 


+ • 


2a) 


x-EÜ  ■ . p,R, 

9^’ 


+ . . . 


Wenden  wir  dies  aunächst  anf  ein 
Zahlenbeispiel  an. 

Beispiel.  Bin  30 jähriger  Mann 
will  sieh  durch  Zahlung  einer  bestimm- 
ten Summe  das  Recht  sichern,  vom  50. 
Jahre  bis  an  seinem  Tode  eine  Rente 
von  200  Thalern  *n  beziehen.  Wieviel 
hat  er  xu  zahlen? 

Wir  geben  zuerst  die  gewöhnliche 
Auflösung  dieser  Aufgabe,  jedoch  nur 
um  das  Unzureichende  derselben  au 
zeigen. 

Die  mittlere  Lebenserwartung  eines 
30jährigen  Mannes  ist  für  Berlin  noch 
26  Jahr,  er  würde  also  die  Rente  nach 
20  Jahren  und  dann  noch  sechsmal  be- 
ziehen. 

Es  ist  dann  da  die  Einzahlung  nur 
einmal  nnd  gleich  erfolgt: 

ii  = 0,  t\  = C,  = . . . = 0, 

also : 


M = C, 

dagegen  ist  in  Formel  6)  zu  setzen: 
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/ä  = 20,  f=7,  ßt-ß  = l,  « = 200, 
also: 

__ 200  »>  -X 

,*<>  9-1' 

Also,  wenn  etwa  44  pCt.  gerechnet  wer- 
den, also  q = 1,045  ist : 


200-0,360682 
0,045  • 3,140679 


= 510$  Thlr. 


Diese  Auflegung  ist  jedoch  eine  höchst 
ungenaue  und  iwar  zum  Nachtheil  des 
Versicherers.  Der  Ausgleichung  wegen, 
muss  nämlich  jeder  Chance,  welcher  eine 
längere  Auszahlung  der  Rente  entspricht, 
eine  entgegengesetzte  vorhanden  sein, 
welche  sic  cotnpcnsirt.  Da  nun  jeden- 
falls unter  den  30  jährigen  Leuten  viele 
älter  als  56  Jahr  alt  werden,  so  stehen 
allerdings  denjenigen  die  das  57  ste,  58  ste 
bis  63stc  Jahr  erreichen,  diejenigen  ge- 
genüber, die  im  55sten,  54stcn  bis  50sten 
Jahre  sterben.  Denen  aber,  die  Älter  als 
63  Jahre  werden,  stehen  für  das  Inter- 
esse des  Versicherers  keine  solche  gegen- 
über. Es  müsste  dann,  um  vollständig 
gleiche  Chancen  zu  haben,  von  den  Er- 
ben derer,  die  von  dem  56  sten  Jahre 
sterben,  eine  abermalige  Zahlung  an  die 
Gesellschaft  verlangt  werden,  was  doch 
schwerlich  angemessen  wäre.  Es  ist 
also  folgendermaassen  zu  verfahren. 

Nach  der  den  Erfahrungen  der  Preus- 
sischen  Wittwenkasse  entnommenen 
Sterblicbkeitsliste  erreichen  von  9361 
30  jährigen  Männern 


das  50  ste  Jahr 
7223  Männer, 


das  51  ste 

52  ste 

53  ste 

54  ste 

7077 

6926 

6770 

6608 

55  ste 

56  ste 

57  ste 

58  ste 

6439 

6263 

6080 

5890 

59  ste 

60  ste 

61  ste 

62  ste 

5693 

.5489 

5279 

5063 

63  ste 

64  ste 

65  ste 

66  ste 

4841 

4613 

4379 

4139 

67  ste 

68  ste 

69  ste 

70  ste 

3893 

3642 

3388 

3133 

71  ste 

72  ste 

73  ste 

74  ste 

2878 

2624 

2374 

2132 

75  ste 

76ste 

77  ste 

78ste 

1902 

1687 

1488 

1305 

79stc 

80ste 

81  ste 

82  ste 

1137 

982 

838 

703 

83  ste 

84  ste 

85  ste 

86ste 

575 

452 

334 

220 

87ste 

88ste 

Jahr 

109 

0 Männer. 

Nimmt  man  also  an,  dass  mit  9361 
Männern  von  30  Jahren  in  der  That 
dieser  Vertrag  geschlossen  sei,  so  ist  in 
Formel  2 a): 

« = «,=«,=  200 

zn  setzen: 


man  hat  dann: 


ß — 20,  ßl  = 21,  ß,  =22  . . . 
p = 7223,  p,  = 7077  . . .-, 


wo  fr  1,046  ist. 


,Y  = 200 


I 


Man  erhält  durch  Einsetzen  der  Wcrthc  von 


1 


1 


•-’I 


9 


y 

7223  • 0.41464  + 5489  • 0.26700 
+ 7077  - 0.39679  ■+-  5279  ■ 0.25550 
+ 6926  ■ 0.37970  + 5063  • 0,24450 
+ 6770  • 0.36335  + 4841  • 0.23397 
+ 6608  - 0,34770  + 4613  • 0.22390 
+ 6439  • 0,33273  + 4379  - 0.21425 
+ 6263  - 0.31840  + 4139  - 0,20503 
+ 6080  - 0.30469  + 3893  ■ 0,19620 
+ 5890  - 0.28957  + 3642  • 0,18775 
+ 5693  - 0,27902  + 3388  • 0,17967 

22* 
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+ 3133  • 
+ 2878  • 
+ 2(524  • 
+ 2374  • 
+ 2132  • 
+ 1902  • 


0,17193+  1137 
0,16453+  982 
0,15744  + 838 
0,15066  + 703 
0.14U7+  575 
0.13796  + 452 


0,11569 

0,11071 

0,10594 

0.10138 

0.09701 

0,09284 


+ 1687  • 0,13202  + 
+ 1488  • 0,12634  + 
+ 1305  • 0,12090+ 

334  • 0,08884 
220  • 0,08501 
109  • 0,08135 

jgarithmen  sind: 

der  Zahlen  p 

der  Zahlen 

1 

? 

Log.A 

T 

Numerus. 

3,85872 

0,61763  — 

1 

3.47635 

2995 

3,84985 

0,59857  — 

1 

3.44842 

2808 

3,84048 

0.57368  — 

1 

3,41416 

2595 

3,83059 

0,5(5038  — 

1 

3,39097 

24(50 

3,82007 

0,54120  — 

1 

3.36127 

2298 

3,80882 

0,52205  — 

1 

333087 

2142 

3,79678 

0,50297  — 

1 

3,29975 

1994 

3,78390 

0.48387  — 

1 

3,26777 

1853 

3,77012 

0,46180  — 

1 

3.23192 

1706 

3,75539 

0,44560  — 

1 

3.20097 

1588 

3,73949 

0,42651  — 

1 

3.16600 

1466 

3,72255 

0,40739  - 

1 

3,12994 

1349 

3,70441 

0,38828  — 

1 

3,09269 

1239 

3,68494 

0,36922  — 

1 

3,05416 

1159 

3,66398 

0,35005  — 

1 

3,01403 

1033 

3,64137 

0,33102  — 

1 

2.97239 

938 

3,61690 

0,31175- 

1 

2,92866 

849 

3,59028 

0,29270  — 

1 

2,88298 

764 

3.56134 

0,27346  — 

1 

2.83480 

684 

3.52993 

0,25455  - 

1 

2,78448 

609 

3,49596 

0.23528  — 

1 

2,73124 

539 

3.45909 

021017  — 

1 

2.67526 

473 

3,41896 

0,19700  — 

1 

2.6159(5 

413 

3,37548 

0,17911  — 

1 

2,55359 

358 

3,32879 

0.15897  — 

1 

2.48776 

307 

3,27921 

0,13988  — 

1 

2,41909 

262 

3,22712 

0,12057  — 

1 

2,34769 

223 

3,17260 

0.10140  — 

1 

2.27400 

188 

3,1 15(51 

0.08243  - 

1 

2,19804 

158 

3,05576 

0.06371  — 

1 

2.11947 

132 

2.99211 

0,04415  — 

1 

2.03626 

109 

2.92324 

0,02490  - 

1 

1,94814 

89 

2.84696 

0,00561  — 

1 

1,85257 

71 

2,75967 

0,98682  — 

2 

1,74(549 

56 

2,65514 

0,96774  — 

2 

1,62288 

42 

2,52375 

0,94861  — 

2 

1,47236 

30 

2,34242 

0.92947  — 

2 

1,27239 

19 

2,03743 

0,91036  — 

2 

0,94779 

9 

Es  ist  zu  bemerken , dass  bei  den  Logarithmen  ron  — nur  Tier  Stellen  be- 
rücksichtigt  sind,  was  hier  aasreicht.  Es  ist  also: 
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N = 200  - 36000  = 7200000. 

Was  die  Grösse  M anbetrifft,  so  ist  a = 0, 
and  da  einmalige  Zahlung  angenommen 
wurde 

c,  = c,  = ...=o, 

also: 

M = mC=  9361  C, 
es  kommt  also: 


C 


7200000 

9361 


- = 769  Thaler. 


Man  fingirt,  um  die  Relation  zwischen 
C,  C,  und  R fcstzustellen , wieder  das 
von  einer  grösseren  Aniahl,  also  P Män- 
nern, dieselben  Bedingungen  cingegan- 
gen  seien.  Nehmen  wir  an,  von  P Män- 
nern von  fi  Jahren,  wären  nach  1,  2 , .. 
Jahren  noch  P,,  P 1 am  Leben  nach 
Ausweis  der  Sterblichkcitslisten,  von 

ihren  v Frauen  aber  p('\  . . . 

Es  ist  nun  in  Formeln  la)  und  2a)  zu 
setzen : 


Man  sieht,  wie  bedeutend  dies  von  der 
obigen  ungenauen  Lösung  abweicht. 
Uebrigens  werden  Versicherungsanstalten 
nur  einen  geringeren  Zinsfuss  als  4) 
Procent  bewilligen , auch  Verwaltungs- 
kosten  berechnen,  wonach  also  die  Ver- 
sicherungssumme steigt.  Die  Rechnung 
ist,  wie  man  sicht,  eine  ziemlich  lang- 
wierige, und  sie  muss  durch  Tafeln  ver- 
einfacht werden. 

Wenn  der  Versicherte  statt  eines  be- 
stimmten Capitals  C jährlich  eine  ge- 
wisse Summe  zahlen  wollte,  so  ist  in  la) 
m = 9361  zu  setzen,  m,  = 9291,  da  von 
9361  30jährigen  Männern  9291  das  31ste 
Jahr  erreichen,  m,  = 9219,  u.  s.  w.,  es 
ist  ferner  a = 0,  a,  = 1,  «,  = 2 n,  s. w. 
zu  nehmen  und  bis  rI(  =19  fortzufah- 
ren, indem  man  die  Factoren  m der 
Sterblicbkeitstafel  entnimmt.  Schliesslich 
ist  wieder  M = N zu  setzen ; sind  alle  C 
gleich,  so  kann  auf  diese  Weise  die 
jährlich  zu  zahlende  Prämie  ermittelt  wer- 
den. Wir  entschlagen  uns  im  Uebrigen 
der  zu  berechnenden  Beispiele,  da  diese 
ganz  wie  das  eben  gegebene  Zahlenbei- 
spiel zu  behandeln  sind. 

Noch  mehr  Rechnung  als  die  vorige 
Aufgabe,  welche  ins  Gebiet  der  Altcr- 
versorgung  gehört,  machen  die  Witt- 
wenpensionen.  Ihnen  liegt  folgendes 
Princip  zu  Grunde: 

Sei  ft  das  Alter  des  Mannes,  v das 
der  Frau,  der  erstere  zahlt  gleich  die 
Summe  C,  und  dann  jährlich  die  Summe 
C|  bis  zu  seinem  Tode,  oder  falls  seine 
Frau  vor  ihm  stirbt,  bis  zum  Tode  der 
letzteren.  Uebcrlebt  sie  ihn,  so  soll  sie 
von  seinem  Tode  bis  zu  dem  ihren  die 
Rente  R beziehen. 


c,  — C,‘. . . — C,,  Ä - II,  s Ä,  ; , , , 
« = 0,  «,  = 1,  a,  = 2 . . . 

Da  schon  nach  dem  ersten  Jahre  im 
Durchschnitt  eine  gewisse  Anzahl  von 
Männern  stirbt,  ist  zu  setzen: 


ß = 1,  fit  = 2,  ß,=3... 


Es  ist  ferner  m = P.  Die  Zahl  m, 
wörde  gleich  P , sein,  wenn  alle  Ueber- 
lebenden  weiter  zahlten,  jedoch  zahlen 
die  von  ihnen  nur,  deren  Frauen  noch 
leben,  da  nun  im  ersten  Jahre  von  P 

Frauen  P noch  am  Leben  sind,  so 

P p(’) 

sind  von  P,  noch  -l  ^ — am  Leben, 
so  dass  man  hat: 

p p(.') 

mi  = — f— . 

ebenso  ist 

P pW 

m‘  = ~r-  • • • 


Die  Anzahl  der  verstorbenen  Männer 
des  ersten  Jahres  würde  P-P,  sein, 
jedoch  ist  von  dieser  Zahl  nur  die  An- 
zahl der  überlebenden  Wittwen  zu  neh- 
men, also: 


p(Ü 

p=(^-p.)V; 


in  gleicher  Weise  findet  man  : 
/j(s) 

Pl 

u.  s.  w,  so  dass  man  hat  j 


C ip  P C0  p p(2)  i 


/>(>)  p(») 

\ R /p,P(i)  P.pW  \ 

■)-~P  [ 

C R 

dadurch,  dass  und  — mit  demselben  Factor  multiplicirt  sind,  wird  die  Rech- 


nung bedeutend  erleichtert. 
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Soll  der  Witt  wo  oder  irgend  einer  andern  Person  aber  nur  beim  Todes- 
fall eine  Summe  verabreicht  werden,  ein  Fall  den  man  als  Lebensversiche- 
rung an  Gunsten  eines  dritten  beseiebnet,  so  ist  der  Ausdruck  fdr  V der 

eben  entwickelte,  wenn  man  die  Grössen  P^\  P ^ auf  die  Person  besieht,  su 
deren  Gunsten  die  Versicherung  erfolgt.  Die  Zahlen  p aber  belieben  sich  dann 
auf  die  Anzahl  der  in  dem  vorangegangenen  Jahre  Verstorbenen,  mit  Abzug  der 
bereits  verstorbenen  Versicherten,  diese  Zahlen  sind  also : 


p(') 


p(2) 


p(d) 


» = P i = Ps  = (*s -*.)-*-  + ••• 


also : 

III 


0) 


/\  p,p(32 

i‘  + 


) 


Lautet  die  Versicherung  zu  Gunsten  keiner  bestimmten  Person,  sondern  ist  öber- 
hanpt  beim  Tode  des  Versicherten  eine  Summe  zu  entrichten,  so  spielen  die 

Zahlen  P ^ ■ ■ . keine  Rolle,  sind  somit  in  dem  obigen  Formeln  der  Ein- 

heit gleich  zu  setzen. 

Es  kommen  öfter  auch  gegenseitige  Versicherungen  vor.  D.  h.  es  wird  eine 
Summe  und  ein  jährlicher  Beitrag  von  zwei  Eheleuten  oder  andern  Personen  ein- 
gezahlt unter  der  Bedingung,  dass  nach  dem  Tode  desjenigen,  der  am  frohesten 
stirbt,  der  andere  von  diesem  Termine  ab  bis  zu  seinem  Tode,  jährlich  oder  ein- 
mal eine  gewisse  Summe  empfange.  Der  Werth  von  M ist  ganz  wie  der  obige 
zu  berechnen.  Der  von  A aber  setzt  sich  aus  Theilen  zusammen,  da  beide  bei 
den  Kenten  betheiligt  sind.  Der  eine  Theil  ist  also  bezüglich  der  in  den  For- 
meln II)  und  111),  der  andere  ist  diesem  analog,  nur  dass  die  Sterblichkeitsver- 
hältnisse  beider  Personen  nach  Alter  und  Geschlecht,  d.  h.  die  Zahlen  P,,  P,  ... 

und  . . . bezüglich  zu  vertauschen  sind.  Man  erhält  also,  wenn  eine 

jährliche  Rente  beansprucht  wird: 


IV.  N = R (- 


f,  + p(1)  , p, + p 


(») 


i ' 


oder  bei  einmaliger  Zahlung ; 


V. 


R fp^  + P1'^  , Pl?W  + l»,P(,)  , P.P^  + P.PW  , 

- T V — , + T'  + 7 

2 » /p,pW  PjpW  . 

-t  y-i-+~v~  + 


Eine  viel  einfachere  Berechnung  verlangen  die  Leibrenten.  Das  gewöhn- 
liche Verhältniss  ist  dasjenige,  dass  sich  eine  Person  gegen  Einzahlnng  einet 
Capitals  C eine  Rente,  die  bis  zu  ihrem  Tode  fortgeht,  sichern  will.  Es  kanu 
dann  als  Anzahl  der  Jahre,  durch  welche  die  Rente  zu  zahlen  ist,  die  mittlere 
Lebenserwartung  des  Versicherten  genommen  werden.  Ist  dieselbe  gleich  »Jahren, 
so  kann  man  in  Formel  S)  ß - 0,  ßt  = 1,  ßt  = 2 u.  s.  w.  setzen,  während  M das 
cinzuzahlendc  Capital  C ist,  und  man  bat : 


C = R 


Es  ist  hier  voraasgesetzt,  dass  die  erste  Rente  sogleich  gezahlt  wird,  sonst  wäre 
ß = 1,  ßk  = 2 . . . zu  nehmen. 


Digitized  by  Google 


Rente.  343  Repfurtitiousrechnung. 


Tontinen  oder  Ges  cllschaflg- 
renten  sind  Kenten,  zu  deren  Ankauf 
sich  eine  Gesellschaft  verbindet.  Die 
Rente  wird  dann  bis  zum  Tode  des  letz- 
ten Mitgliedes  derart  bezahlt , dass  die 
den  verstorbenen  Mitgliedern  zukom- 
mende Rente  den  andern  ertheilt  wird, 
und  so  ihre  Rente  wächst. 

Die  Rentenzahlung  kann  gleich  oder 
nach  einer  bestimmten  Anzahl  ven  Jah- 
ren beginnen. 

Um  zunächst  die  jährliche  Gesammt- 
rentc  zu  ermitteln,  hat  man  in  Formel  6) 
also : 

(?_l) 

zu  setzen : 

fl,-ß  = h ßi  ~ ß — % ■ • • 

Es  ist  hier  angenommen,  dass  die  Aus- 


Zahlung  nach  fl  Jahren  beginne,  s ist 
die  wahrscheinliche  Lebensdauer  der  am 
längsten  lebenden  Person  von  Zahlung 
der  ersten  Rente  an,  M die  von  sämmt- 
lichen  Mitgliedern  aufgebrachte  Rente. 
Um  nun  die  wahrscheinliche  Rente  nach 
einer  Anzahl  von  Jahren  zu  ermitteln, 
ist  die  Gcsamrntrente  II  durch  die  An- 
zahl der  wahrscheinlich  Ucberlcbenden 
zu  dividiren, 

Beispiel.  100  Personen  von  30 
Jahren  treten  zn  einer  Gescllschaftsrente 
zusammen.  Jeder  legt  eine  Summe  von 
500  Thalcrn  nieder.  Wir  nehmen  an, 
dass  die  letzte  Person  in  ihrem  95stcn 
Jahre  sterben  werde.  Soll  die  Renten- 
zahlung nun  ein  Jahr  nach  dem  Ein- 
kauf beginnen,  so  ist  s = 94  — 30  — 64, 
fl  = 1.  Der  Zinsensatz  sei  4 Procent, 
also  9 - 1,04,  und  ,W  = 50000,  man  hat 
also : 


H = 


50000^1,04^ 
1,04°*  - 1 


. 0,04  _ 50000  ■ 12,806 
282,66 


2170  Tlialer  (ungefähr). 


Fragen  wir  nun,  welche  Rente  ein 
Mitglied  wahrscheinlich  nach  20  Jahren 
erhalten  werde?  Von  732  Männern  von 
30  Jahren  erreichen  (nach  der  Fiulaison’- 
srhen  aus  Beobachtungen  bei  den  eng- 
lischen Staats-Tontincn  geschöpften  Tafel) 
561  das  50 ste  Jahre,  also  von  100  Per- 
sonen dieses  Alters: 

561  • 100  7C 

73ST  76  ’ 


natürlich  die  Rechnung  an  Einfacheit 
und  Sicherheit. 

Die  Einrichtung  und  der  Geschäftsbe- 
trieb der  Versicherungsanstalten  ist  dem 
Zwecke  dieses  Wörterbuches  fremd,  und 
ist  auf  die  entsprechenden  Werke  (s.  B. 
Redens  allgemeine  Hnndclsgeographie) 
*u  verweisen. 

Repartitionsrechnnng.  (Gesellschaft*- 
rechming,  praktisches  Rechnen.) 


und  die  Rente  eines  jeden  ist  also : 


Viel  günstiger  stellt  sich  die  Sache 
wenn  die  Mitglieder  in  frühester  Kind- 
heit eingekanft  werden,  und  bei  einem 
bestimmten  Lebensjahre  die  Auszahlung 
beginnt. 

Die  Formeln  1)  und  2)  oder  la)  und 
2a)  reichen  in  jedem  Falle  aus,  und 
sind  nach  ihnen  alle  Fälle,  welche 
bei  Rcntenbanken,  Lebensversichernngs- 
anstalten  u.  s.  w.  Vorkommen  können, 
gewöhnlich  noch  in  viel  leichterer  Weise 
als  die  oben  mitgcthcilten  schwierigeren 
Fälle  zn  ermitteln. 

Es  bandelt  sich  nämlich  sehr  oft  um 
ganz  bestimmte  Zahlen,  nicht  um  Wahr- 
scheinlichkeitsangaben , z.  B.  bei  aufge- 
schobenen Renten,  d.  h.  solchen,  die  bei 
einem  gewissen  Lebensjahre  beginnen, 
oder  bei  anfhörenden,  die  bei  einem  ge- 
wissen Lebensjahre  aufhören,  (l.  B.  bei 
Renten  für  Waisen).  Hierbei  gewinnt 


Der  Zweck  der  Gesellschaftsrechnnng 
ist  im  Allgemeinen,  eine  gewisse  Zahl 
derart  zn  thcilcn,  dass  die  Theilc  in 
einem  gegebenen  Verhältnisse  zn  ein- 
ander stehen.  Diese  Rechnung  wird  z.  B. 
angewandt,  wenn  mehrere  Personen  mit 
ungleichen  Einlagen  bei  einem  Geschäfte 
betheiligt  sind,  wo  dann  der  Gewinn 
unter  sie  im  Verhältnisse  der  Einlagen 
zn  vertheilcn  ist  Oft  wird  diese  Rech- 
nung verwickelter,  wenn  die  Verhältniss- 
zahlen  der  Theilnng  keine  einfachen 
sind,  sondern  sich  aus  verschiedenen  Um- 
ständen, z.  B.  Einlugen,  längerer  oder 
kflrzerer  Verbleib  derselben,  Bemühun- 
gen für  das  Geschäft  zusammen  setzen. 
Einige  Beispiele  möge  das  Gesagte  er- 
läutern. 

Beispiel  1.  Drei  Gläubiger  haben 
an  eine  Masse  von  12000  Thalern  zu 
fordern:  A:  9000  Thaler,  B:  6500  Tha- 
ler,  C:  3800  Thaler.  Wieviel  erhält 
Jeder? 

Auflösung.  Die  Gesammtforderung 
aller  drei  ist: 
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9000 
+ 6500 
+ 3800 


19300  Thaler 


und  diese  muss  sich  zur  ganzen  Masse 
also  zu  12000  verhalten , wie  die  For- 
derung jedes  einzelnen,  zu  dem  ihm  zu- 
kommenden  Antheile.  Man  hat  also  drei 
Ansätze  zu  machen: 

19300  : 12000  = 9000  : x 
19300  : 12000  = 6500  : y 
19300  : 12000  = 8800  : * 

90  • 12000  _ 165  __  , 

~ 193  — Ths,er’ 


500  • 16  = 8000 
1400  . 9 = 12600 
700  • 12  = 8400 
29000 

29000  : 380  = 8000  : * 
29000  : 380  = 12600  : y 
29000  : 380  = 8400  : z 

*=-^  = 104STh‘1". 

y = -29-  = 1®|  Thaler, 

* = ^r  = noiJh‘ier- 


Die  Summe  von  x;  y und  s muss  12000 
betragen,  und  dies  ist  die  Probe  der 
Rechnung. 

Beispiel  2.  Drei  Kanfleute  machen 
gemeinschaftlich  ein  Geschäft.  A gibt 
500  Thaler  16  Monat  lang,  B 1400  Tha- 
ler 9 Monat  lang.  Der  Gewinn  ist  380 
Thaler.  Wie  viel  erhält  Jeder  davon? 

Auflßsung.  Die  Theilung  geschieht 
im  Verhältnisse  der  Einlagen  und  der 
Zeit. 


Beispiel  3.  Zu  einem  gemeinschaft- 
lichen Geschäfte  gibt  A 6000  Thaler, 
B 5333  Thlr.  10  Sgr.,  C 4666  Thlr. 
20  Sgr.  Das  Geschäft  ist  nach  9 Mo- 
naten beendet  und  bringt  2100  Thaler 
Gewinn.  Drei  Monate  vorher  entnah- 
men jedoch  A 500  Thaler,  C 300  Thaler 
der  Gcsellschaftskassc.  Dagegen  erhält 
A 6 Procent  vom  Gewinn  iur  die  Ge- 
schäftsführung. Welcher  Antheil  kommt 
Jedem  zu? 

Auflösung.  Zunächst  sind  die  dem 
A bewilligten  6 Procent  abzuzichcn. 

100  : 6 = 2100  : x * = 126 

2100  - 126  = 1974  Thaler. 

Diese  1974  Thaler  kommen  nun  zur 
Vertheilung. 


A gibt  6000  Thaler,  davon  indess  5500  Thlr.  auf  9 Monat  5500  • 9 = 49500 

500  „ „6  „ 600  • 6 = 3000 

52500 


B gibt  5333$ 

C gibt  4366$ 
300 


Die  Verhältnisszahlen  sind  also: 
52500 
48000 
41100 


, 9 

6 

472 
472  : 
472 


5333$  • 9 = 48000 

4366} 

300 


9 = 39300 
6 = 1800 
41100 


durch  300  dividirt,  was 

_ 987 • 175 

nicht  ändert: 

236 

175 

987-160 

160  • 

y " 236 

137 

987  • 137 

472. 

1 = 236 

1974  = 175  : * 

1974  = 160  : y 
1974  = 137  : t 

= 731  Thlr.  26  Sgr.  7 Pf. 


= 669 
= 572 


4 

28 


10 


Es  sind  also  drei  Ansätze  zu  machen:  wo  die  Pfennigbrüchc  weggclasscn  sind. 
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Resultante. 


Um  den  Gesammtanthcil  des  A tu  finden, 
sind  aber  noeh  die  obigen  126  Thnlcr 
zuzuzäblen.  Es  erhält  also  : 

A : 857  Thlr.  26  Sgr.  7 Pf. 

B : 669  „ 4 „ 7 .,, 

C:  572  „ 28  „ 10  „ 

Repartittonsins  trum  ent  e t Mes skunst ) • 

So  heissen  diejenigen  Messinstrumente, 
welche  zum  wiederholten  Messen  dersel- 
ben GrCsse,  also  zum  Controliren  der 
Messungen  bestimmt  sind. 

Residuum  (Analysis). 

Im  Allgemeinen  gleichbedeutend  mit 
Kest.  Im  Besonderen  versteht  Cauchy 
darunter  in  der  Entwickelung  der  ein- 
deutigen Function  f (x  + u)  nach  po- 
sitiven und  negativen  Potenzen  von  w, 


den  Coefficienten  von  — . Es  ist  also: 
u 


Die  Gruudzüge  der  Residucnrccbnung 
findet  man  in  dem  Artikel : Quantität 
(imaginäre). 


Rest  (Arithmetik). 

Das  Resultat  der  Subtraction  wird  Best 
auch  Unterschied  oder  Differenz  genannt. 

Ist  a — i — c (a  minus  i gleich  c),  so 
ist  c der  Rest  des  Subtrahendus  i vom 
Minucndus  a. 

Der  Rest  zum  Subtrahendus  addirt 
gibt  den  Minucndus,  also  A + c = a. 
Diese  Regel  nnd  Formel  enthält  zugleich 
die  Definition  der  Subtraction  und  der 
Reste. 

Der  Rest  ist  negativ,  wenn  h grösser 
als  a ist,  z.  B.  4 — 7 = — 3. 

Die  Regel  des  Subtrahircns  mit  posi- 
tiven nnd  negativen  Zahlen  ist  allge- 
mein : „Man  verändert  das  Vorzeichen 
• des  Subtrahendus  und  addirt“,  also: 

4 — (—  7)  = 4+7  = 11, 

-4— (+7)=— 4 + (— 7)=— 11 

— 4— ( — 7)=— 4 + 7 = 3 

4— (+7)=  4 + <-7)  = - 3. 

(Vergleiche  den  Artikel:  Quantitäten.) 

Die  Regel  des  Subtrahirens  mit  Deci- 
malbriichcn  ist:  Man  schreibt  die  Brfiche 
so,  dass  Komma  unter  Komma  steht  und 
rechnet  wie  mit  ganzen  Zahlen,  so  dass 


im  Reste  das  Komma  dieselbe  Stelle  ein- 
nimmt. 

47.926 

-11,235 

36,691. 

Offenbar  hat  man,  wenn  man  die  Ziffern 
ihrem  wahren  Werthe  als  Zehner,  Einer, 
Zehntel  u.  s.  w.  sich  rorstellt,  nur  gleich- 
benannte  Zahlen  gleichbcnannten  ab- 
gezogen, und  einen  gleichbenannten  Rest 
erhalten.  In  den  Ziffern,  wo  der  Minuend 
kleiner  als  der  Subtrahend  ist,  wie  2 
und  3,  hat  man  eine  Einheit  der  nächst 
höheren  Stelle  (hier  Zehntel)  zum  Theil- 
minuend  hinzugenommen,  wo  sie  natür- 
lich zehn  Einheiten  der  betreffenden 
Stelle  bedeutet. 

Brüche  werden  subtrahirt,  indem  man 
ihnen  gleiche  Nenner  gibt,  und  die 
Zähler  abzieht.  Z.  B.: 

S - i = H~A  = U 
I7»  — A = IS — A = A = Tj- 


Divisionsrest  ist  der  Zähler  des 
echten  Bruches,  welcher  im  Quotienten 
zweier  ganzen  Zahlen  vorkommt.  Z.  B. 
bei  71  dividirt  durch  7 ist  1 der  Divi- 
sionsrest, da  y = 10)  ist.  Ist  der  Di- 
vidende also  kleiner  als  der  Divisor,  so 
ist  orsterer  der  Divisionsrest. 

Potenzreste  sind  die  Divisionsreste 
der  Potenzen  ganzer  Zahlen  durch  einen 
gegebenen  Divisor.  Es  ist  z.  B. 


7’ _343 
5 “ 5 


also  3 ist  der  Rest  der  dritten  Potenz 
von  7 für  Divisor  (Modul)  5.  (Siche 
über  diesen  Gegenstand  den  Artikel: 
Quadratischer  Rest,  wo  auch  die  wich- 
tigsten Eigenschaften  der  Potenzreste  im 
Allgemeinen  erwiesen  sind.) 

Ausführliche  Untersuchungen  über 
Potenzreste  lässt  der  hoffentlich  bald 
erscheinende  zweite  Band  von  Gauss’s 
sämmtlichen  Werken  erwarten,  welcher 
die  bisher  nicht  veröffentlichte  Secfio 
oclata  der  Uiiquisitionet  aritkmeticae 
enthalten  soll,  deren  Inhalt  nach  Gauss’s 
Angabe,  namentlich  diesen  Gegenstand 
behandelt. 


Resultante  (Mittelkraft,  Mechanik). 

Die  Kraft,  welche  einer  Anzahl  an- 
dere sich  in  demselben  Punkt  schnei- 
denden Kräfte  nach  dem  Parallelogramm 
der  Kräfte  gleich  zu  setzen  ist.  Man 
spricht  auch  von  den  Resultanten  der 
Drehungen,  und  Kräftepaarc,  welche 
Grössen  bekanntlich  auch  analog  dem 
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Ring. 


Parallelogramm  der  Kr&fto  iu  behan- 
deln sind. 

Reversionspendel  (Mechanik). 

Der  Zweck  dieses  von  Bohnenberger 
angegebenen  Instrumentes  ist  es,  die 
Länge  eines  mathematischen  Pendels  zu 
ermitteln,  welches  mit  einem  physikali- 
schen gleiche  Schwingungszeit  hat. 

Nennt  man  Schwingungspunkt  den- 
jenigen Punkt,  dessen  Entfernung  vom 
Aufhängepunkt  des  physikalischen  Pen- 
dels gleich  einem  mathematischen  Pendel 
von  gleicher  Schwingungsdauer  ist,  so 
hat  man  den  Satz,  dass,  wenn  das  Pendel 
im  Schwingungspunkt  nufgehängt  wird, 
der  Aufhängepunkt  zum  Schwingungs- 
punkt wird,  d.  h.  die  Schwingungszeit 
unverändert  bleibt. 

Denke  man  sich  nun  ein  Pendel  mit 
zwei  einschneidenden  Axen  C und  K 
(Fig.  338),  mit  zwei  Laufgewichten  P 


Fig.  338. 


und  0 versehen,  wovon  das  eine  durch 
eine  Schraube  gestellt  werden  kann. 
Durch  Verschieben  derselben  bringt  man 
es  nun  dahin,  dass  die  Schwingungs- 
dauer des  Pendels  dieselbe  bleibt,  es 
möge  in  C oder  h aufgehängt  werden. 
Dann  ist  CK  die  Länge  eines  mathema- 
tischen Pendels  von  gleicher  Schwin- 
gungsdauer. 

Revolution  (Umlauf,  Astronomie). 

Im  engern  Sinne  die  Bewegung  eines 
Planeten  (oder  Cometcn)  um  die  Sonne, 
im  weitem,  die  eines  Gestirns  um  sei- 
nen Centr&lkörperf  also  auch  der  Monde 
um  die  Planeten , und  der  Fixsterne, 
welche  Doppclsterne  bilden,  um  einander. 


Mau  hat  selbst  versucht,  die  Bewe- 
gung der  Sonne  um  eine  hypothetische 
Centralsonnc  zu  ermitteln,  und  Mädler 
gibt  sogar  (vermutungsweise)  die  Re- 
volutionszeit der  Sonne  an.  Vergleiche 
über  diesen  Gegenstand:  „Der  Himmel 
und  die  Weitkörper“,  populäre  Astrono- 
mie vom  Verfasser  dieses  Wörterbuchs. 

Rheometer  (Hydrometer,  Hydrody- 
namik). 

Instrument,  welches  zur  Bestimmung 
der  Geschwindigkeit  des  strömenden 
Wassers  dient.  Die  Einrichtungen  der 
Rheometer  sind  sehr  verschieden  und 
verweisen  wir  in  Bezug  auf  ihre  Be- 
schreibung auf  den  Artikel:  Hydraulik. 

Rhomboid  (Geometrie). 

Ein  Parallelogramm , wo  weder  alle 
Seiten  gleich,  noch  die  Winkel  rechte 
sind. 

Rhombus  (Geometrie). 

Ein  Parallelogramm  mit  gleichen  Sei- 
ten, ohne  dos  die  Winkel  rechte  zu  sein 
brauchen.  Grundeigenschaft  des  Rhom- 
bus ist,  dass  die  Diagonalen  desselben 
auf  einander  senkrecht  stehen.  (Ver- 
gleiche den  Artikel:  Raumlehre.) 

Riccattsche  Gleichung  (Analysis). 

Eine  Differenzialgleichung  von  der 
Form : 


Sie  ist  erster  Ordnung  aber  nicht  linear. 
Die  Fälle,  wo  sic  sich  auf  Quadraturen 
zu  rück  führen  lässt,  und  ihre  anderweiti- 
gen Auflösungen  sind  gegeben  in  dem 
Artikel : Qaadraturen(Zurückführuug  auf). 

Riemenrad  (Maschinenlehre)  s.  Rad. 
Ring  (Geometrie). 

Ebener  Ring  ist  der  Flächenraum 
zwischen  zwei  conccntrischen  Kreisen. 
Zuweilen  wird  der  Raum  zwischen  zwei 
beliebigen  geschlossenen  Figuren,  wovon 
die  kleinere  ganz  innerhalb  der  grösse- 
ren liegt  unter  diesem  Ausdruck  ver- 
standen. 

Sind  r,  p die  Radien  zweier  Kreise, 
so  ist  7i  (r1  — pa)  der  Flächeninhalt  des 
zwischen  ihnen  liegenden  Ringes. 

Körperlicher  Ring  wird  derjenige 
Körper  genannt,  welcher  durch  Drehung 
einer  geschlossenen  Figur  um  eine  aus- 
serhalb derselben  betindliche  Axe  ent- 
steht. Ein' Ring  ist  somit  als  Rotations- 
körper zu  behandeln.  Die  Quadraturen 
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eines  solchen  Ringes  der  durch  Drehung 
eines  Kreises  entsteht,  gibt  der  Artikel: 
Quadratur  (geometrische). 

RiJhrenbrücke  (Wasserbaukunst). 

Eine  Brücke,  deren  Träger  aus  Eisen- 
blech von  röhrenförmiger  Gestalt  beste- 
hen. Sach  Fairbairns  Construction  tragen 
zwei  Röhrcnbalken  die  Brücke,  nach 
Stephensons  Construction  sind  die  Röh- 
ren einfach.  Die  Röhrenform  dient,  um 
den  Widerstand  der  Balken  gegen  seit- 
liche Ansbiegungen  zu  erhöhen. 

Röhrenieitung  (Maschinenlehre;  siehe 

Wasserleitung. 

Röhrenventil  siehe  Ventil. 

Römerzinsi&hl  (Chronologie). 

Die  Zahl,  welche  die  8tel!e  angibt, 
die  irgend  ein  Jahr  in  der  von  Constantin 
cingcführtcn  15  Jahro  umfassenden  Pe- 
riode einnimmt,  welche  3 Jahre  v.  Chr. 
Geburt  beginnt.  Diese  Periode  diente 
wahrscheinlich  Steuerstrecken.  In  unsern 
Kalendern  ist  dieselbe  überflüssiger  Weise 
enthalten.  Um  die  Zinszuhl  eines  Jahres 


;i  zu  ermitteln,  nimmt  man  den  Rest 

n i Q 

von  . Für  1864  ist  also  7 die 
15 

Zinszahl. 

Rösselsprung. 

Rösselsprung  nennt  man  die  bekannte 
Schachaufgabe,  den  Springer,  welcher 
bekanntlich  immer  von  seinem  Felde 
zwei  Felder  weiter  in  grnder  Linie  und 
eins  in  darauf  senkrechter  Richtung  geht, 
auf  alle  64  Felder  zu  bringen,  ohne 
dass  er  zweimal  auf  dasselbe  gelangt. 
Euler  hat  dieser  Aufgabe  (ifemoiret  de 
l'academie  de  Berlin , T.  X V.  1795)  eine 
mathematische  Behandlung  gegeben. 

Wir  geben  seine  Behandlungsmethode 
auszugsweise. 

I.  Man  fängt  mit  einem  beliebigen 
Felde  an,  und  führt  den  Springer  auf 
beliebigem  Wege  so  weit  als  es  möglich 
ist,  d.  h.  bis  er  auf  ein  schon  besetztes 
Feld  kommt.  Die  betretenen  Felder 
werden  dann  der  Reihe  nach,  wie  sie 
betreten  werden  mit  den  natürlichen 
Zahlen  besetzt.  Fis  bleiben  dann  ge- 
wisse Felder  leer,  die  man  mit  Buch- 
staben ausfüllt.  Z.  B : 
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Es  ist  hier  links  unten  in  dem  mit  1 
bczcichnetem  Felde  begonnen  worden. 
Der  Springer  geht  hier  derart,  dass  62 
Felder  besetzt,  und  nur  das  vierte  der 
dritten  und  das  zweite  der  achten  Co- 
lumnc,  die  bezüglich  mit  a und  b be- 
zeichnet sind  übrig  bleiben. 

II.  Die  Zahlen  in  den  durchschritte- 
nen Feldern  können  nun  variirt  werden. 
Von  einem  Felde  an,  kann  man  zu  meh- 
reren (höchstens  8)  gelangen.  Betrachtet 
man  nun  zwei  Felder,  zu  denen  man  von 
einem  gegebenen  gelangen  kann,  so  kann 


die  Ordnung  der  Züge  zwischen  diesen 
beiden  ersteren  offenbar  vertauscht  wer- 
den. Denn  wenn  ein  Rösselsprung  von 
« nach  ß führt,  so  führt  ein  solcher 
auch  von  ß nach  « zurück. 

Beispiel.  Von  46  in  unserm  Schema 
gelangt  man  natürlich  nach  47,  inan 
kann  aber  auch  durch  einen  Rössel- 
sprung von  46  nach  50  gelangen , es 
lässt  sich  also  die  Ordnung  der  Züge 
47  bis  50  umkehren. 

III.  Durch  wiederholte  Versetzungen 
dieser  Art  kann  man  den  letzten  Zug 
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nn  eine  beliebige  Stelle  unter  den  mit 
Zahlen  besetzten  verlegen.  Man  nimmt 
n&mlich  irgend  ein  Feld,  von  wo  man 
zum  letzten  (hier  62)  gelangen  kann. 
Ein  solches  ist  hier  z.  B.  23,  da  nun 
23  auch  nach  24  führt,  so  kann  die 
Ordnung  24  bis  62  umgekehrt  werden, 
durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens, 
gibt  man  der  62  eine  beliebige  Stelle. 

IV.  Es  Ifisst  sich  so  die  Zahl  62  in 
ein  Feld  bringen,  dass  nach  a führt. 
In  unserm  Falle  z.  B.  kann  10  nach  a 
Tuhren,  und  da  Feld  « sowohl  nach  10 
als  nach  62  führt,  so  kehrt  man  die 
Ordnung  10  bis  62  um,  es  wird  dann'  62 
nach  a führen,  also  bei  der  neuen  An- 
ordnung statt  a,  63  zu  schreiben  sein. 

Die  Ordnung  ist  also; 

1,  2 ...  9,  62,  61  ...  10,  63 


In  derselben  Weise  wird  nun  63  auf 
ein  Feld  gebracht,  welches  nach  b führt. 
Sind  mehr  Felder  durch  Buchstaben  be- 
setzt, so  ist  ebenso  fortzufahren,  so  dass 
schliesslich  das  ganze  Schachbrett  mit 
Rösselsprüngen  ausgefüllt  ist.  (In  unserm 
Beispiele  sucht  man  zwei  Felder  von 
denen  eins  nach  63,  das  andere  nach  b 
führt,  und  deren  Zahlen  sich  um  1 un- 
terscheidet, jedoch  so,  dass  die  zu  63 
führende  Zahl  die  grössere  ist.  Es 
führt  nun  58  nach  63  und  57  nach  b. 
Die  Anordnung  lasst  sich  also  wieder 
andern  in: 

1 ...  9,  62  ...  58,  63,  10  ...  57,  b. 

Setzt  man  diese  Anordnung  der  Züge 
fest,  so  kann  man  64  für  b schreiben. 

Man  hat  also  folgendes  8chema  eines 
Rösselsprunges. 
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Natürlich  ist  die  Anzahl  der  mög- 
lichen Rösselsprünge  eine  sehr  grosse, 
und  man  kann  dieselben  durch  mancherlei 
Bedingungen  erschweren. 

Ein  einfaches  Mittel  einen  Rösselsprung 
durchs^Schachbrett  zu  machen,  gibt  Colini. 

Man  sondre  vom  Brette  die  mittleren 
16  Felder  ab,  es  zerfallt  dann  das  Brett 
in  zwei  Theilc  einen  inneren,  der  ein 
Quadrat  von  16  Feldern  bildet,  und  eine 
äussere  Einfassung  von  48  Feldern,  die 
an  jeder  der  vier  Seiten  aus  zwei  Strei- 
fen besteht.  Man  lässt  nun  in  irgend 
einem  dieser  vier  Gebiete  von  zwei 
Streifen  den  Springer  vier  Schritte  thun, 
von  denen  zwei  gleichzeitig  den  angren- 
zenden Gebieten  angehören,  macht  nun 
der  Springer  in  einem  dieser  Gebiete 
und  dem  daran  grenzenden  je  drei  Schritte, 
im  letzten  aber  zwei,  so  liegen  in  jedem 
Gebiete  vier  Schritte,  zusammen  aber 
nur  12,  beim  13ten  Schritte  geht  der 


Springer  ins  16feldige  Quadrat  hinein,  wo 
er  bis  zum  16ten  Sprunge  verweilt,  mit 
dem  17  ten  Sprunge  geht  er  wieder  in 
die  Einfassung,  und  nach  viermaligem 
Wiederholen  dieser  Sprünge  ist  das  Brett 
ausgefüllt. 

Von  den  mannigfachen  Anordnungen 
dieser  Art  folgt  auf  der  nächsten  Seite 

ein  Beispiel. 

Mit  der  Theorie  der  Rösselsprünge 
haben  sich  auch  Vandermandc  (1771) 
und  in  neuester  Zeit  Minding  beschäftigt. 

Wir  erwähnen  bei  dieser  Gelegenheit 
noch  einer  andern  durch  Rechnung  zu 
lösenden  Aufgabe,  zu  welcher  dns  Schach- 
spiel Anlass  gegeben  hat,  und  die  mit 
dem  Rösselsprünge  eine  gewisse  Ana- 
logie hat. 

Es  handelt  sich  darum,  auf  ein  Schach- 
brett 8 Königinnen  aufzustellen,  derart, 
dass  keine  irgend  eine  der  andern,  nach 
dem  Gang,  welchem  die  Königin  auf 
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dem  Schachbrette  folgt.  zu  schlagen  im 
Stande  ist. 

Es  lässt  sich  dieser  Aufgabe  ein  rein 
mathematischer  Ausdruck  geben. 

„Es  sind  acht  Felder  gegeben,  deren 
Reihenfolge  durch  eine  darüber  geschrie- 
bene Zahl  angezeigt  ist,  welche  wir 
Ordnungszahl  nennen.  Es  soll  in  jedes 
der  acht  Felder  eine  andere  der  ersten 
acht  natürlichen  Zahlen  derart  geschrie- 
ben werden,  dass  die  Differenz  zweier 
darunter  nicht  gleich  der  Differenz  ihrer 
Ordnungszahlen  ist.  Steht  also  im  dritten 
Felde  eine  4,  so  darf  z.  B.  im  fünften 
weder  eine  9 noch  eine  2 stehen,  weil 
4-2  = 6 -4  = 5-3  ist.“ 

Bedeuten  dann  die  Ordnungszahlen  die 
Felder  einer  Columne  des  Schachbrettes, 
und  die  Zahlen  der  Felder  selbst  die 
Stelle,  welche  die  betreffende  Königin  in 
ihrer  Horizontalreihe  einnimmt,  so  gibt 
die  nach  diesem  Gesetze  gebildete  Zah- 
lenreihe die  Stellung  der  8 Königinnen. 

Ist  eine  Auflösung  dieser  Aufgabe  ge- 
funden, so  ergeben  sich  aus  ihr  im  All- 
gemeinen siebon  andere,  da  man  das 
Schachbrett  viermal  um  oinen  rechten 
Winkel  drehen  und  statt  jeder  dieser 
vier  Stellungen  die  symmetrische  (das 
Spiegelbild)  nehmen  kann. 

Zahlcntheorctisch  drückt  sich  der  Zu- 
sammenhang dieser  acht  Stellungen  so 
aus.  „Man  kann  ans  einer  Auflöeuug 
sieben  andere  gewinnen,  indem  man  1) 
die  Ordnung  der  Felder  umkehrt,  2) 
statt  der  Zahlen  in  den  Feldern  ihre 
Differenzen  von  9 nimmt,  diese  ist  dann 


wieder  umzukehren,  so  dass  man  jetzt 
vier  Zahlenreihen  hat,  3)  endlich  kann 
man  in  jeder  dieser  vier  Reihen  die  Zah- 
len in  den  Feldern  mit  den  Ordnungs- 
zahlen vertauschen,  also,  wenn  z.  B.  die 
Reihe  ist: 

15863724 

dafür  schreiben : 

1 2 5 8 2 4 7 3. 

Diese  letztere  Reihe  entsteht  so:  in  der 
ursprünglichen  war  die  zweite  Ziffer 
eine  5,  es  ist  also  in  der  neuen  als  fünfte 
Ziffer  eine  2 zu  nehmen.  Es  war  die 
sechste  Ziffer  eine  7,  cs  ist  also  als 
siebente  eine  6 zu  nehmen  u.  s.  f.  So 
entstehen  in  der  That  acht  Reihenfolgen 
aus  einer.  Eine  Ausnahme  machen  nur 
diejenigen  Reihenfolgen,  welche  an  sich 
symmetrisch  sind,  aus  diesen  entstehen 
nur  drei  andere.“ 

Alles  dies  ist  leicht  ersichtlich. 

Dm  die  Aullösungen  der  Aufgabe  zu 
ermitteln,  gibt  es  wobl  keine  andere 
Verfahrungsweise  als  Ausschliessung  der 
Anordnungen,  welche  der  Aufgabe  nicht 
entsprechen,  wobei  sich  allerdings  man- 
cherlei Erleichterungen  ergeben. 

Als  selbstständige  Lösungen  bezeich- 
nen wir  alle,  die  nicht  unter  die  acht 
gehören,  welcho  aus  einander  entstehen. 
Es  gibt  im  Ganzen  zwölf  selbstständige 
Lösungen,  worunter  eine  symmetrische, 
aus  denen  sich  alsoim  Ganzen  92  ergeben. 
Diese  selbstständigen  Lösungen  sind: 
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Ordnungszahl:  1 
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Die  cingeklammcrte  Lösung  iat  die  symmetrische.  Wir  wollen  die  erste  Lösung 
auch  in  der  Stellung  geben,  wie  sic  sich  auf  dem  Schnchbrette  zeigt 
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8 

Rolle  (Maschinenlehre).  Fig.  339. 

1)  Feste  und  lose  Rolle. 

Rolle  ist  eine  kreisförmige  Scheibe, 
welche  um  eine  Axc  gedreht  »erden 
kann.  An  ihrem  Umfmtgc  befindet  sich 
ein  an  den  Enden  von  zwei  Kräften 
gespanntes  Seil.  Man  unterscheidet  feste 
und  lose  Rollen,  je  nachdem  das  Ge- 
häuse, worin  die  Axcn  ruhen  (Zapfen- 
lager) fest  oder  beweglich  ist. 

Nehmen  wir  auf  die  Widerstände 
(Steifigkeit  und  Reibung  der  Seile  so 
wie  auf  die  Zapfenreibung)  keine  Rück- 
sicht, so  mfissen  bei  der  festen  Rolle, 
die  beiden  Kräfte  P und  (>,  welche  das 
Seil  spannen  (Fig.  339),  im  Falle  des 
Gleichgewichts  gleich  sein  Denn  ist  r 
der  Halbmesser  der  Rolle,  so  sind  r P 
und  rQ  die  statistischen  Moment,  also 
rQ  = rP,  beide  setzen  sich  zu  einer 
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Mittelkraft  H = 2Pcos-^-  zusammen,  die 

im  Zapfenlager  wirkt,  und  wo  n der 
Winkel  zwischen  den  beiden  Seilrich- 
tungen  ist. 

Auch  bei  der  losen  Rolle  sind  die 
Krlfte  P und  Q (Fig.  340)  gleich;  dn- 

Fig.  340. 


mit  nämlich  die  Spannungen  P und  Q, 
der  im  Zapfen  wirkenden  Kraft  R das 
Gleichgewicht  halten,  müssen  sie  nach 
dem  Parallelogramm  der  Kräfte  gleiche 

Winkel  mit  R machen,  und  dio  aut 

u 

der  Richtnng  von  R senkrechten  Kräfte, 
P sin  und  Q sin  ~ sind  gleich«  also 


2)  Einfluss  der  Widerstände. 

Sei  r der  Halbmesser  der  Rolle,  q der 
des  Zapfens,  G das  Qewicht  der  Rolle, 
d die  Seilstärke,  Q die  auf  die  Rolle 
wirkende  Last,  S der  Steifigkeitswider- 
stand, F die  Zspfenreibung,  reducirt  anf 
den  Umfang  der  Rolle,  so  ist  die  ganze 
zu  Qberwindende  Last. 

P = F + S+  (J. 

Was  die  Grösse  S anbetrifft,  so  setzt 
Prony  für  schwache  Hanfseile: 

S=H*(K+rQ), 

dagegen  nimmt  Weissbach  für  starke 

Hanfseile  und  Drahtseile  S = K 4-  — , 

r 

wo  «,  A und  v Krfahrungsconstantcn 
sind. 

Prony  setit  s.  B.,  wenn  r und  d in 
Linien,  (J  und  Ä in  Pfunden  gegeben 
sind,  nach  preussischem  Maass  und  Ge- 
wicht, für  neue  Seile  : 

i»  = 1,7,  K = 3,31,  v = 0,295 
für  alto  Seile : 

" = 1,4,  K = 6,39,  y = 0,141. 

Bei  grösseren  Spannungen  setit  Eitelwein: 


P — Q,  ausserdem  R ~ 2 P cos 

Bei  der  losen  Rolle  hat  man  also 
nun  P . Bezeichnen  wir  die 

n n 
2 co>  ~2 

Sehne  AB,  deren  Bogen  vom  Seile  be- 
deckt wird  mit  a,  so  ist:  a = 2rcos 
woraus  sich  dann  ergibt: 

P _ r_ 

R ~ a- 

„Die  Kraft  verhält  sich  sur  Last,  wie 
der  Radius  der  Rolle  zur  Sehne  des 
Seilbogens.*' 

Sind  beide  Seilrichtungen  vertikal,  so 
_ , „ /( 
ist  u = 2r,  nlso  P — . 

Die  feste  Rolle  dient  eben  nur  um 
die  Richtungen  der  Kraft  zu  Indern,  sie 
wird  deshnlb  Buch  Leitrolle  genannt. 
Die  lose  Rolle  heisst  auch  Kraftrolle; 
wenn  r kleiner  als  n ist,  wird  nämlich 
eine  grössere  Last  durch  eine  kleinere 
Kraft  gehoben. 


Was  die  Wcissbach’schc  Formel  anbe- 
tri fft,  so  ist  z.  B.,  wenn  r in  Zollen  ge- 
geben ist  und  Q in  Pfunden  (preussiscb) 
für  ein  Hanfseil  von  1,6  Zollstarke: 

K = 3,  y = 0,216  (Pfnnde). 

Die  auf  den  Umfang  redneirte  Zapfen- 
reibung ist: 

r=fy(Q+G  + P), 

oder  annähernd  : 

wo  fi  der  Reibungscocfficient  ist.  Man 
erhält  also  bei  Anwendung  der  Protiy"- 
schen  Formel: 

P=  <?+  y (K+  yQ)  + ( P+U  + U ) 

und  wenn  man  die  Weissbach’scbe  nimmt: 

f = P + K + 7+^(P+P  + C). 

Diese  Formeln  gelten  für  die  Leit- 
rolle, woraus  sich  dann  ergibt  : 
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p _ r + fte  + riP  p + ftpO  + dnK 

r-pe  r-pg 

oder  wenn: 

r + pp  + yd” pgG  + dnK_a 

r->—  --  —r^rv~~ß 

gesetzt  wird: 

V = nQ+ß. 

Aus  der  »weiten  Formel  ergibt  sieh 
ebenfalls: 

T=«Q+ß 
wenn  man  setzt: 

_*■  + !“?  + »'  , _ nec 

a — - » p — 

r-pe  r~P9 

Für  die  Kraftrolle,  welehe  wir  uns 
mit  der  Leitrolle  verbunden  denken, 
wirkt,  wenn  die  Seilrichtnngen  vertikal 
sind,  Last  (J  + G am  Zapfen,  also  am 
Hebelarm  y,  Kraft  P am  Umfang,  also 
am  Hebelarm  2 y.  Wenn  somit  R die 
Seilspannnng  bei  der  Aufwickelung  ist: 

2 Pr  = «?  + G)  r + p 0 p + <<"  (K  + yR) 
oder  da  P + R = Q -f  C ist,  wenn  man : 

r +pV  + ydM 

_ «p 

2 r + vdn 

( r + ydf)G  + dHK  „ 

n — ri 

2 r+  yd" 

setxt: 

P = alQ  + ßl. 

3)  Rollonzüge  and  Flaschen* 
lüge. 

RollensUge  sind  Verbindungen  meh- 
rerer Rollen,  die  einieln  unter  einander 
hangen.  Es  hängt  Last  C (Fig.  341) 
an  der  losen  Rolle  A,  von  dieser  geht 
ein  Seilende  nach  der  losen  Rolle  B 
u.  s.  w.  Von  der  obersten  losen  Rolle 
geht  dann  das  Seilende  Ober  die  feste 
Rolle  D,  wo  Kraft  P wirkt.  Wirke  non 
in  A Kraft  A',,  in  B Kraft  K , u.  s.  w., 
so  ist : 

R i = °iQ  4* ßii 

K,=a,Kl  + ßl  = a*Q  + (a,+l)ßl 

K,  = «,4',  + ^ = «,*  Q 

+ («*  + «i  + l)ßi 


Kn  -«i(?+(1  + *i+“i  + ••• 


Fig.  341. 


Endlich: 


P = nh  4-ß 
n ' y 

oder  : 

P="(""0  + T±^>)+|»- 

Nimmt  man  anf  die  Hindernisse  keine 
Rücksicht,  so  ist  zu  setzen : 

o = l,  ß—Q, 

p 

und  wegen  der  Formel  P = -A  in  Ab- 
schnitt 1) : 

°l  - it  ßi  = 0, 

also : 


Der  Flaschenzug  (Fig.  342),  besteht 
aus  zwei  Kloben,  auf  deren  oberen  sich 
feste  auf  dem  unteren  lose  Rollen  be- 
finden. Die  Last  Q befindet  sich  am 
untern  Kloben,  Kraft  P an  einem  Ende 
des  Seiles,  welches  abwechselnd  Ober  die 
festen  und  losen  Rollen  gebt.  Wendet 
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man  die  obigen  Formeln  an,  eo  iat  für 
die  unteren  Bollen  die  Formel 

P=aQ  + fl 

*u  nehmen,  da  hier  nicht  im  Zapfen  an 
der  Rollen  unmittelbar  eine  Last  wirkt, 
und  sic  somit  gauz  wie  feste  Rollen  zu 
betrachten  sind;  auch  kann  man  setzen 
<7  = 0,  und  somit: 


V-fl9 

weil  das  Gewicht  der  Rolle  die  Zapfen- 
fCibung  an  der  untern  Rollo  soviel  ver- 
mindert , als  sie  es  an  der  obern  ver- 
mehrt, und  somit  ausser  Acht  bleibt.  — 
Sei  die  Spannung  des  ersten  Seiles  GH 
die  des  zweiten  s,  u.  s.  w.,  so  haben 
wir,  da  i,  bei  Rolle  G als  Last  wirkt: 

**  — Ä,i  + & 

ferner  t 

*s  = + /»  = <*’ *1  + (o  + 1)  fl 


d.  h.: 


«—  1 , 11  — 3 

O 


n— l ^ 

Nun  ist  aber,  wenn  G das  Gewicht  des 
untern  Kloben  anzeigt: 


Q + <?  = *a  + »,+...+  ta, 


also: 


(*  + Ö = (1  + o + o*  + . . . + a"  ')*i  + Co™  1 — 1 + «™  * — 1 + .. 


+ a-l  +1-1) 


oder : 


«-  1’ 


«+®=T=T*-  + (?=r-);£l. 


oder  wenn  man  hierin  setzt : 


»-.  o"-'-l 

“ g — 1 1 


also : 


0 + «=_4zJ_  + (£=£-.)  > 

a"—  1 ^ n—1  / '0—1  ra  — 1 
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Es  ist  ferner: 
also: 


P = a>n  + ß, 


Vernachlässigt  man  die  Widerstände,  setzt  also  «=  1,  ß = 0,  so  kommt: 


T»  i 

a — 1 
a — 1 


= 1 + ft  + «>  + 


i I 

+ — nf 


also: 


r=-i  «?  + <?)• 


Rollen  oder  Wallen  (Cynematik). 

Die  Bewegung  eines  festen  Körpers 
nuf  einer  festen  Unterlage,  derart,  dass 
der  bewegte  Körper  immer  eine  augen- 
blickliche Drehung  um  den  Punkt  oder 
diejenige  Grade  macht,  in  welcher  seine 
Begrenzung  grade  die  Unterlage  berührt. 

Rollenzng  siehe  Rolle. 

Rostpendel,  (praktische  Mechanik). 

Die  gebräuchlichste  Art  des  Compen- 
sationspcndcl.  Dergleichen  Pendel  die- 
sen dazu,  um  den  Einfluss  der  Wärme 
auf  die  Ausdehnung  des  Pendels  und 
die  somit  erfolgende  Acndcrung  der 
Schwingungszeit  zu  compensircn.  Sie 
bestehen  aus  Körpern  von  verschiedenen 
Ausdehnungsverhältnissen,  s.  B.  zusnm- 
mengelöthetc  Metalle. 

Das  Rostpendel  besteht  aus  einer 
Reihe  paralleler  Metallstäben,  etwa  Eisen 
und  Messing,  die  durch  Querarme  so 
verbunden  sind,  dass  die  Ausdehnungen 
der  verschiedenen  Metalle  sich  compen- 
siren. 

Seien  (Fig.  343)  AB,  AB,  EF , EF, 
KL  Eisenstäbe  und  CD,  CD,  CU,  GH 
Messingstäbe.  Dehnen  sich  nun  die 
Eisensiabe  eben  so  weit  nach  unten  als 
die  Messingstäbc  nach  oben  aus,  so  er- 
füllt das  Pendel  seinen  Zweck.  Sei 
OM  + AB  -f  EF  + KL  = l, 

CD  + CH  = l„ 
so  ist  die  Pcndcllängc : 

LO  = 1-1-1,, 

Seien  die  Ausdehnungscocfficicntcn  de* 
Eisens  cf,  des  Messings  J ,,  t die  Zu- 
nahme der  Temperatur,  so  ist  die  Pendel- 
längc  : 

also  die  Zunahme  der  Länge : 


Fig  343. 
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L-A  = (/«f-»l«f1)l; 
damit  diese  gleich  Null  sind,  ist  in 
setzen  : 


l 3 


d.  h.  die  Längen  der  Stäbe  verhalten  sich 
wie  die  Ansdehnungscoefficicntcn. 

Rotation  eines  Körpers  um  eine  feste 
Axe  (Dynamik). 

1)  Allgemeines. 

Rotation  eines  Körpers  um  eine  feste 
Axe  wird  diejenige  Bewegung  genannt, 
wo  eine  im  Körper  befindliche  oder  mit 
ihm  fest  verbundene  Linie  (Axe)  ihren 
absoluten  Ort  nicht  ändert,  und  alle 
übrigen  Funkte  des  Körpers  ihre  Stel- 
lung zu  einander  nicht  ändern.  Das 
Erstere  setzt  im  Allgemeinen  voraus, 
dass  die  Axe  absolut  fest  sei,  das  Letz- 
tere, dass  man  cs  mit  einem  festen  Kör- 
per zu  thun  habe. 

Es  folgt  hieraus  1)  dass  jeder  Funkt  A 
des  Körpers  einen  Kreisbogen  beschreibt, 
dessen  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  des 
von  A auf  die  Axe  gezogenen  Lothes 
mit  der  letztem  ist.  Denn  alle  Punkte 
dieses  Lothes  dürfen  weder  ihre  Stellung 
zu  einander  noch  zur  Axe  verändern, 
was  nur  bei  der  bezeiebneten  Bewegung 
möglich  ist.  2)  Die  Bogen,  welche  alle 
Funkte  des  Körpers  zu  irgend  einer  Zeit 
zurückgelegt  haben,  müssen  zu  gleichen 
Centriwinkeln  gehören.  Legt  mand  urch 
beliebige  Funkte  A,  IS,  C Lothe  durch 
die  Axe,  so  würden  diese  Lothe  ihre 
Stellung  zu  einander  verändert  haben, 
wenn  es  anders  wäre. 

Nennt  man  9 den  Winkel,  welchen 
das  durch  A gehende  I.oth  auf  die  Axe 
mit  einer  absolut  festen  durch  letztere 

d!> 

gelegten  Ebene  macht,  so  heisst  ~ Win- 
kelgeschwindigkeit des  Körpers. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  somit 
für  alle  Punkte  des  Körpers  dieselbe. 
Im  Uebrigen  wird  sie  im  Allgemeinen 
von  der  Zeit  nbhängen,  kann  aber  auch 
eonstant  sein.  Welche  Kräfte  oder  Ge- 
schwindigkeiten auch  nuf  einen  festen 
Körper  mit  einer  absolut  festen  Axe 
wirken,  so  kann  man  zu  jeder  dersel- 
ben U zwei  Kräfte  hinzufügen  V und 
— V die  beide  gleich  U,  und  wovon  V 
mit  V gleich  gerichtet,  — V entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist.  V wird  nicht  be- 
achtet, weil  diese  Kraft  durch  einen 
festen  Funkt  geht,  U und  — V bilden 
ein  Kräftepaar.  Zerlegen  wir  dasselbe 
in  drei  andere,  in  eins,  senkrecht  auf 


der  festen  Axe,  und  zwei,  welche  dnreh 
die  Axe  gehen,  im  Uebrigen  auf  einan- 
der und  dem  ersten  senkrecht  stehen,  so 
üben  die  beiden  letzteren  keine  Wirkung 
ans,  eben  weil  sie  durch  eine  feste  Axe 
gehen,  und  cs  bleibt  also  von  der  anf  A 
wirkenden  Kraft  nur  das  auf  der  festen 
Axe  senkrechte  Kräftepaar  übrig.  Die 
allen  Funkten  entsprechenden  Kräfte- 
paare setzen  sich  dann  zn  einem  einzi- 
gen zusammen.  Sei  nun  /’  die  Kraft, 
welche  auf  Punkt  A senkrecht  auf  der 
festen  Axe  wirkt,  p die  Entfernung  der 
Richtung  dieser  Kraft  von  der  festen 
Axe,  so  ist  die  Ebene  von  P und  p auf 
der  letzteren  senkrecht,  mithin  ?P  das 
Moment  des  in  Betracht  kommenden 
Kräftepaares.  Geht  2 Pp  auf  alle  den 
Punkten  des  Körpers  entsprechenden  Mo- 
mente, so  ist  also  2 Pp  das  Moment 
des  aus  allen  zusammengesetzten,  auf 
der  Axe  senkrechten  Gesammt-Kräfte- 
paares. 

Was  nnn  die  Geschwindigkeiten  an- 
betrifft, so  sei  r die  Entfernung  des 
Punktes  A von  der  Axe,  dann  ist  r9 
derjenige  Bogen,  welchen  A in  einer 

d» 

gewissen  Zeit  zuröckgelegt  hat,  also  r -jj 

d ^ 

die  wahre  Geschwindigkeit  von  A,  mr  — — 


die  dieser  Geschwindigkeit  entsprechende 
Kraft,  wenn  m die  Masse  des  Fanktes  A 
ist.  Das  entsprechende  Moment  in  Be- 


zug auf  die  feste  Axe  ist  daun  wir 1 


dH- 
dl * 


da  r anf  dem  unendlich  kleinen  Bogen 
rd9  senkrecht  steht.  Handelt  es  sich 
nm  den  Zuwachs  der  Geschwindigkeit, 

. , „ .»  . ,</».» 
so  ist  derselbe  r — — und  mr*  — — das 
dl  dl 

zugehörige  Moment.  Alle  diese  Momente 
d> 

setzen  sieh  zusammen  zu  — .J  (in  r’) 
d » 9 

bezüglich  — — 2 («r’l,  wo  m und  r auf 
d l 


alle  Punkte  des  Körpers  sieh  belieben. 
Versteht  man  unter  P continnirlicho 
KrÄfte,  unter  II  Stosskräfte,  welche  nuf 
die  Punkte  des  Körpers  wirken,  so  gibt 
das  d’Alcmbert’Bcho  Prinzip: 

1)  2np  = ~2(mr>) 


2)  2Pp^d-^2{mr'). 


Der  Ausdruck  i(*r')  spielt  also  hier- 
bei eine  wichtige  Rolle.  Es  ist  dies  die 
Summe  der  Produkte  der  Quadrate,  der 
23* 
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Entfernungen  aller  Punkte  A von  der 
festen  Axc  A in  die  Messen  dieser 
Punkte.  Dieser  Ausdruck  heisst  „Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  die  feste 
Axe.“ 

Ist  der  Körper  ein  continuirlichcr,  dm 
die  Masse  eines  Punktes,  so  ist  also 
das  Trägheitsmoment  gleich  fr*  dm,  wo 
das  Integral  sich  Ober  den  ganzen  Kör- 
per erstreckt. 

Es  wird  gut  sein,  die  Trägheitsmo- 
mente zunächst  einer  besonderen  Unter- 
suchung zu  unterwerfen. 

2)  Von  den  Trägheitsmo- 
me  n ten. 

Die  folgenden  Betrachtungen  beziehen 
sich  namentlich  auf  die  Reduction  des 
Trägheitsmomentes  eines  Körpers,  wel- 
ches anf  eine  willkürliche  Axe  bezogen 
ist,  auf  gewisse  andere  Axen. 

Setzen  wir  drei  auf  einander  senk- 
rechte, im  Körper  feste  Coordinatenaxen 
X,  Y,  Z voraus,  die  durch  Punkt  0 des 
Körpers  gehen,  so  sind  bezOglieh  die 
auf  sie  bezogenen  Trägheitsmomente: 

z»(y’ +»*),  (*•+*•). 

_rm(x*+y>). 

Wir  bezeichnen  dieselben  bezüglich  mit 
M h',  Mk*,  Ml*,  indem  wir  unter  M 
die  Gesammtmassc  des  Körpers  verste- 
hen. Ziehen  wir  eine  nndere  Axe  der 
Z parallel  durch  einen  beliebigen  Punkt 
A des  Körpers,  und  sei,  wie  dies  noch 
immer  geschehen  kann,  die  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  beider  Axen  mit 
der  Ebene  X Y die  Axc  der  >',  sei  a 
die  Entfernung  beider  Axen,  so  ist  das 
auf  die  letztere  Axc  bezogeue  Trägheits- 
moment offenbar 

-f-  2' nt  a*. 

Ist  nun  f die  Abscisse  des  Schwer- 
punktes, so  hat  man  bekanntlich 

AU*  = OU*  -AB’  = x*  + y’  + 
oder  wenn  wir  AU  mit  r bezeichnen: 


Jmr  — (M, 
und  ausserdem  ist 

2 m c 1 — Ma*, 

also,  wenn  man  das  auf  die  neue  Axe 
bezogene  Trägheitsmoment  mit  Mq'  be- 
zeichnet: 

Mq ' = M(l*  +a’)-2Ma(. 

Unter  Ml’,  Mq*  sind  hier  die  Trägheits- 
momente, bezüglich  auf  zwei  sonst  be- 
liebige einander  parallele  Axen  verstan- 
den, a ist  der  Abstund  beider  Axen  von 
einander,  { das  vom  Schwerpunkte  auf 
diejenige  Ebene  gefällte  Loth , welches 
durch  die  erste  Axe  geht  und  auf  a 
senkrecht  steht. 

Es  hängt  also  das  letzte  Trägheitsmo- 
ment nur  von  Entfernung  a ab.  „Es 
ist  mithin  dasselbe  gleich  für  alle  Sei- 
ten eines  graden  Cylindcrs,  dessen  Axe 
durch  den  Schwerpunkt  geht.“ 

Aus  der  allgemeinen  Formel  ergibt 
sich  noch: 

Mq* -Ml*  = M(a-()*  - Mi* 

d.  h.: 

„Die  Differenz  der  Trägheitsmomente 
in  Bezug  auf  zwei  parallele  Axen  ist 
gleich  der  Masse  des  Körpers,  multipli- 
cirt  in  den  Unterschied  der  Quadrate 
ihrer  Abstände  vom  Schwerpunkte.“ 
Anch  ergibt  sich  leicht  aus  der  vor- 
letzten Formel: 

„Von  allen  einander  parallelen  Axen 
hat  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
das  kleinste  Trägheitsmoment.“ 

Gehe  jetzt  eine  Axe  U durch  den 
Anfangspunkt  0 und  mache  die  Winkel 
«r,  ß,  y mit  den  Coordinatenaxen.  Fällt 
man  von  einem  Punkte  A ein  Loth  auf 
U,  welches  diese  Axe  im  Punkte  B 
schneidet,  so  ist : 

»•  — (x  cos  a + y cos  £ + z cos  y)*, 


r*  = x*  sinn’  + y1  sin/i’  + t*  sin  y*  — 2-ry  cos  o cotß  - cos  «cosy 

— 2ys  cos  jäcosy; 

nnd  wenn  wir  dass  zn  U gehörige  Trägheitsmoment  Xmr'  mit  Mu*  bezeichnen: 

Afu*  =Asina*  + B sin  ß*  + Csin  y»  — 2D  cos  0 cos  y — 2 E cos  a cos  y 

— 2 F cos  a cos  ß, 


wo  gesetzt  wurde : 

A = Xmx',  B = 2m y',  C=Zmz«, 
Ziehen  wir  nun  durch  0 beliebige  Grade, 


D = 2my z,  E = Xmxt,  F=  2mxy. 
die  wir  als  Axen  betrachten,  und  tragen 
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auf  jeder  davon  die  Lange  OB  — — ab,  io  bildet  der  Funkt  B eine  geschlos- 

u\ M , 

eene  Oberfläche.  Sind  *,  y,  i die  Coordinaten  von  JV,  so  ist  : 

cos  n = uxY  M , cos^ztuy/flf,  cos  y = uz/# , 

also  »nch : 

*-■  (**  + »* + *’)'=  1- 

Wenn  man  aus  diesen  Qieichungen  und  dem  eben  berechneten  Werth  von  Mu' : 
n,  ft,  y eliminirt,  so  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Oberfläche,  welcher  den  Ort  des 
Punktes  B bildet : 

1)  *»(Ä+0  + y’(^  + C)  + s*(A4-fi)  -2y»D-2*sE-  2*yF  = 1. 

Dies  ist  offenbar  ein  Ellipsoid,  da  die  Coefflcienten  von  x’,  y’,  *■  wesentlich 
positiv  sind.  Wir  nennen  dies  mit  Foinsot  das  Centralellipsoid.  Wenn  man  einen 
Funkt  der  Oberfläche  desselben  mit  dem  Umfangspunkt  O verbindet,  und  die  Ver- 
bindungslinie als  Axe  betrachtet,  so  ist  die  Länge  derselben  also  gleich  — ^ 

« y M 

oder  der  umgekehrte  Werth  der  Wune)  des  zugehörigen  Trägheitsmomentes.  Die 
Coordinatcnaxen  sind  hier  gani  beliebig  gewählt,;  immer  also  kann  man  die  Haupt- 
axen  des  tu  Punkt  0 gehörigen  Centralellipsoids  als  Coordinatenaxen  betrachten, 
und  in  diesem  Falle  ist  D = E = F = 0,  also: 

f mji  — Imx  t — 2mx  s = 0, 

d.  h.  es  gibt  fOr  jeden  Funkt  0 drei  auf  einander  senkrechte  Richtungen , für 
welche  diese  drei  Summen  oder  Integrale  verschwinden.  Diese  Richtungen  nennen 
wir  auch  hier  Hauptaxcn.  Sind  zwoi  der  Hauptaxen  für  Funkt  O gleich,  so  ist 
das  Centralellipsoid  ein  zweiaxiget,  und  dann  ist  eine  Grade,  und  jede  auf  der- 
selben senkrechte  durch  O gehende  Richtung  als  Hauptaxe  zu  betrachten.  Sind 
alle  drei  Hauptaxen  gleich,  60  wird  das  Centralellipsoid  eine  Kugel,  und  jede 
durch  deren  Mittclpnukt  gehende  Richtung  ist  eine  Hauptaxe.  — Die  zu  den 
Hauptaxen  gehörigen  Trägheitsmomente  nennen  wir  „Hauptträgheitsmomente.“ 

Um  die  Gleichungen  der  zu  O gehörigen  Hauptaxen  zu  finden,  braucht  man 
also  nur  die  Hauptaxen  des  durch  Gleichung  1)  gegebenen  Ellipsoids  zu  bestimmen. 
Es  geschieht  dies  bekanntlich  auf  folgende  Weise. 

Seien  l,  u v,  I,,  ft k,  v,,  1,,  ft,,  v,  bezüglich  die  Cosinus  der  Winkel  der 
Hauptaxen  mit  den  zuerst  gewählten  Coordinatenaxen,  so  sind  die  Gleichungen 
der  ersteren: 

Ü-J1--L  _f.__y.__f_  — — 

l ~ ft  ~ v ' l,~  fti~  y,’  i,~fi,~y,' 

und  es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  dieser  neun  Cosinus.  Sind  noch  (,  y,  f, 
die  auf  die  Hauptaxen  bezogenen  Coordinaten  eines  Punktes  A,  so  ist 

* = -Mit.  y = f‘(  + ftl’l  + ft,i<  * = *'{  + •', y-f-VjC 

und  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  1)  einsetzt,  wo  wir  noch  substituiren : 

d + C=  1,  A B zz  c. 

(Es  stellen  dann  offenbar  a,  6,  c die  drei  Hauptträgheitsmomente  vor.) 

1)  («i*  + 4(u,  + e*'’ - 20^- 2£A><- 2/^)1' 

+ («*  * + bft?  +es'l*  - ’2Dftlyl  -2E1,k,  -2Fä,^,)  y’ 

+ (aii’  + bft*  + cy*-2Dfi,yt  — 2El,y,  -2 Fk,fi,)  t* 

— 2 [D(ft,v,  + /U-v,)-!-  £(i,v,  + F(u,i,  + ft,l,) 

-aXtl,  - bftlft,  - c *>,*,]  yf 
-2  [D(f,r,+  vf,,)  + E(ky,  + vl,)+F(ftl,+l  /,,) 

— all,  — bftfjy  — cyy,)  ff 

— 2[D(/s*'l  + v/t,)  + E(lv,  + + 

— «li,  — (•>  = 1- 

Damit  dieses  die  Hauptaxen  seien,  müssen  die  Coefflcienten  der  drei  letzten 
Glieder  links  verschwinden.  Es  ist  also  zu  setzen: 
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B(Fi  y,  + Favt)  + £(*!»'»  +is*'i)+  = ak,k,  + *FiFi  + cy,r, 

D(yy,  + yy,)  + E(ky,  + vl,)  4-F(^;,  + A/t,)  = uAA,  -f  byy,  + eyy, 
D(yy,+  yy^  + E^ky,  + »'A1)  + F(yk,  + Aut)  = «Ull+  *FFi  + «*’>V 

Diese  Gleichungen  nebst  den  sechs  bekannten  /wischen  den  Grossen  k,  y,  y, 
An  yt,  »>,,  A,,  y,,  yt  stattfindenden  reichen  zur  Bestimmung  (Terselben  hin. 

Multiplicircn  wir  die  vorletzte  dieser  Gleichungen  mit  A , und  die  letzte  mit 
A,  und  subtrahiren,  so  ergibt  sich  mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichungen: 

A=Fi*'s_ri  Fa 

u.  s.  w.  leicht : 

D(y*  — y*)  — Ely  + Fiy  = (b  — c)  y y. 

In  gleicher  Weise  ergeben  sich,  wie  auch  selbstverständlich  ist,  wenn  man  be- 
züglich mit  ylyu  multiplicirt: 

E (A1  — k,)  — Fyy-\-Dky  = (c  — a)  yi 
F(y'  — A1)  — Dyk  + E yy  = (a  — b)  ky. 

Da  diese  Gleichungen  in  Bezug  auf  A,  y,  v homogen  sind,  setzen  wir  y — eA, 
s<  = icA  und  erhalten: 

— D (e*  — io1)  — Ft  + Fte  = (4  — c)  eie 
— £ (ic  * — 1)  — Fr»  + Drz:(e-a)ic 
— F(1  — »*)  — Dte  + £eir=(fl  — 6)«. 

Da  die  letztere  in  Bezug  auf  tr  linear  ist,  so  kann  man  den  daraus  berechneten 
Werth  von  tc  bilden  und  in  die  vorhergehenden  einsetzen;  dies  gibt: 

2)  tr  (D  — E v)  — — F (1  — t>*)  + (4  — o)  r 

3)  r'  [ß (E»  - F>)  - EF(4  - c)]  + v’  [-  FD  (c+  b -2a)  + E*  - 2 Ed * -|-  EF1 

+ E(b-a)  (r-4)]  + r[2E>ß  + F*ß+ß*  +EF(2b-a-c) 

- D(b-a)(c-  n)]  + E(D’  -F>)  + ÖF(c-o)  = 0. 

Die  letztere  cubische  Gleichung  muss  drei  reelle  Wurzeln  haben.  Da  ja  die  ent- 
sprechende Fliehe  drei  reelle  Axen  hat.  Sind  diese  gefunden,  und  bezeichnen 
wir  sie  mit  r,  t>„  e„  so  gibt  Gleichung  2)  die  entsprechenden  Werthe  «r,  tr,,  tr, 
und  zwar  zu  jedem  r nur  ein  tr ; sind  v und  tr  bestimmt,  so  hat  man  : 


4) 


y = »A,  v — tr  A, 

Fi  = et*i>  *'i“*pi^t» 

Fa  = cjA,,  = tr,A,. 


Da  sich  die  Axen  gleichmissig  verhalten,  also  da  A’ -f-/z2  +»/,=  l ist: 


Diese  Werthe  in  die  Gleichungen  4)  gesetzt,  losen  dann  die  Aufgabe  vollständig. 
Nimmt  man  wieder  x , y,  »,  die  schon  auf  die  Hauptaxen  bezogenen  Coordinaten, 
so  nimmt  übrigens  die  Gleichung  1)  die  Gestalt  an : 


6) 


ax*  + by  • +ez’  = 1. 


Um  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  irgend  eine  durch  O gebende  Axe 
zu  finden,  bemerke  man,  dass 

o ß s 

— »V'lf’  y~ uYTl'  u\Tl 

die  Coordinaten  des  Punktes  B sind,  worin  diese  Axe  die  Oberfläche  des  Central- 
ellipsoidf  schneidet.  Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  6)  so  kommt  also: 

7)  Mu * :=  « cos  <t*  -f-  b cos  ß*  -f-  c cos  y*. 


Digitized  by  Google 


Rotation. 


359 


Rotation. 


Der  Ausdruck  rechts  ist  offenbar  kleiner  als  der  grösste  der  Werthe  a,  i,  c,  und 
grösser  als  der  kleinste  davon. 

Unter  den  Ilauptträgheitsmomcnten  ist  also  das  grösste  und  kleinste  Trag, 
heitsmoment  jedenfalls  enthalten. 

Ist  a = 6,  so  ist : 

Mn 1 = a (cos  <t*  + cos  /)’)+  c cos  y1  — a + (c—  a)  cos  y*. 

Die  Trägheitsmomente  sind  dann  für  alle  Auen  gleich,  welche  mit  der  Rotations- 
axe  des  Ccntralellipsoids  gleiche  Winkel  y machen.  Sind  für  irgend  ein  System 
von  rechtwinkligen  Coordinaten: 

D ~ JStnz'y  zz  0 und  E = Zmxt  = 0, 
so  ist  die  Gleichung  des  Centralellipsoids : 

ai’  4-  Äy*  + cs*  — 2 Fxy  = 0. 

Es  ist  dann  offenbar  nnr  die  Axe  der  s eine  Hauptaxe. 

Es  fragt  sich  jetst  in  welchen  Funkten  A eines  Körpers  das  Centralcllipsoid 
eine  Kugel,  also  jede  durchgclegte  Linie  eine  Hauptaxe  ist.  — Nehmen  wir  als 
Coordinatenaxcn  die  zum  Schwerpunkt  gehörigen  Huuptaxcn  an.  x,,  y0,  z,  seien 
dann  die  Coordinaten  von  A,  x,  y,  z die  eines  beliebigen  Fnnktes.  Legt  man 
durch  A drei  Axcn  parallel  denen  der  x,  y,  s so  sollen  dies  sonach  üauptaxen 
sein  und  somit: 

-*■  (y  - y.  )(•-*.)  = 0»  (*-*•)(*-*.)  =0,  Zm(z-x,)  (y-y„)  =0. 

Es  war  aber,  da  die  Coordinatenaxcn  gleichfalls  Hauptaxcn  sind: 

Jmy»  = 0,  Im  s = 0,  2 mzy  = 0 
und  da  diese  durch  den  Schwerpunkt  gehen: 

Znx  — Imy  — 

Aus  der  Vereinigung  dieser  neuen  Gleichungen  folgt: 
y*s0  = ros«  = xi!/9  = 9. 

Es  sind  also  jedenfalls  zwei  der  Grössen  x,,y„  s,  der  Null  gleich.  Sei  x„  = y,  — 0, 
dann  sind  die  Momente  iu  Bezug  auf  die  durch  A gelegten  Axen  offenbar: 
a + Mz*,  4 + .tfs»,  o 

»„  ist  nämlich  die  Entfernung  der  durch  A gelegten  x und  y parallelen  Axcn  von 
den  entsprechenden  durch  den  Schwerpunkt  gelegten,  wahrend  die  Entfernung  der 
dritten  Axen  von  einander  gleich  Null  ist. 

Ist  nun  das  Centralellipsoid  eine  Kugel  för  Funkt  A , und  a l die  Grösse  des 
zu  A gehörigen  Haupttragbeitsmomcntes,  so  ist  für  eine  beliebige  durch  A gehende 
Axe: 

Mu'  = a,  (cos u*  +•  cos  ß*  + eosy*)  = «,. 

Also : „Alle  diese  Trägheitsmomente  sind  gleich.“  Somit  ist  auch : 
a — b und  a + M z 0*  = c. 

Es  sind  also  für  den  fraglichen  Körper  zwei  der  anf  den  Schwerpunkt  bezogenen 
Hauptmomcntc  gleich.  Dies  ist  die  erste  Bedingung  Die  zweite  ist  die,  dass 
alle  Funkte,  welche  die  verlangte  Eigenschaft  haben,  auf  der  dritten  Hauptaxe  des 
Schwerpunktes  sich  befinden.  Ausserdem  muss  das  dritte  Ilanptmoment  c grösser 
als  a sein.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  gibt  es  zwei  Funkte,  welche  die 
fragliche  Eigenschaft  haben;  ihre  Entfernung  vom  Schwerpunkte  ist: 


Ist  die  Axe  der  i wieder  eine  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Haupt- 
axen,  und  verlegen  wir  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  einem  Punkto 
dieser  Axe,  welche  die  Entfernung  c vom  Schwerpunkte  hat,  und  sei  z,  die  neue 
Ordinate,  so  ist: 


Wir  hatten  aber: 


s = zt  + e. 


Imyz  = 1 mxz  — 2mx  y = 0, 
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also : 

2myi  = Zmyzl+e2my, 
und  da  2my  der  Noll  gleich  ist: 
Smyz,  = 0. 

Ebenso  ist  auch: 

2mxzl  = 0. 

D.  h.: 

„Jede  dnrch  den  Schwerpunkt  ge- 
hende Haoptaxc  ist  auch  Houptaxe  zu 
jedem  in  ihr  befindlichen  Punkte,  und 
die  beiden  andern  zugehörigen  Haupt- 
axen  sind  dann  den  zn  dem  Schwerpunkt 
gehörigen  parallel.“ 

Die  Formel : 

gibt  leicht,  wenn  man  das  Trägheits- 
moment für  eine  durch  den  Schwerpunkt 
gehende  Axe  hat,  das  Trägheitsmoment 
für  die  durch  einen  beliebigen  Punkt 
gehende  parallele  Axe.  Die  Formeln  2) 
bis  5)  in  Verbindung  mit  A)  geben  die 
Trägheitsmomente  für  die  drei  Ilaupt- 
axen,  welche  zu  irgend  einem  Punkt 
gehören,  wenn  man  die  Trägheitsmo- 
mente für  drei  beliebig  durch  diesen 
Punkt  gehende  auf  einander  senkrechte 
Axen  hat.  Die  Gleichung  7)  gibt  aus 
den  Hauptträgheitsmomenten  ein  belie- 
biges Trägheitsmoment  für  eine  Axe,  die 
durch  denselben  Punkt  geht.  Die  Auf- 


gabe das  Trägheitsmoment  für  ieno  be- 
liebige Axe  zn  finden,  kommt  also 
immer  auf  die  Auffindung  der  anf  den 
Schwerpunkt  bezogenen  Hauptträghcits- 
momentc  zurück. 

Es  ist  aber  auch  klar,  dass  bei  homo- 
genen KOrpcrn , die  so  beschaffen  sind, 
dass  man  durch  einen  Punkt  derselben 
eine  Ebene  derart  legen  kann,  dass  jede 
auf  der  Ebene  senkrechte  Linie  durch 
die  Ebene  und  zwei  Punkte  der  Ober- 
fläche in  zwei  gleiche  Theile  gctheilt 
wird,  immer  die  Bedingung 

JEmxz  =i0,  Zmyz  = 0 

erfüllen  wird , wenn  man  diese  Ebene 
als  Ebene  der  xy  nimmt;  cs  gehören 
nämlich  dann  zn  jedem  x nnd  jedem  y 
zwei  »,  die  gleich  sind  bis  auf  das  Vor- 
zeichen, welches  entgegengesetzt  ist. 

Lassen  sich  also  durch  einen  Punkt 
auf  einander  senkrechte  Ebenen  ron  der 
besagten  Eigenschaft  legen,  so  ist  auch 
Zmxy—  0.  Die  drei  Hanptaxcn  wer- 
den durch  diese  Ebenen  so  bestimme, 
dass  ihr  Durchschnitt  die  eine,  die  auf 
diesen  in  jeder  Ebene  scnkrcchto  Linie 
eine  der  beiden  anderen  ist. 

Beispiel.  Sei  ein  homogenes  recht- 
winkliges Farallelepipedon  gegeben,  so 
sind  nach  dem  Obigen  die  drei  durch 
den  Mittelpunkt  den  Kanten  parallel  ge- 
zogenen Linien  die  Hanptaxcn. 

Seien  a,  b,  c die  halben  Kanten,  so 
ist,  wenn  p die  Dichtigkeit  ist; 


/px=a  py-a 

(**  + ’/’)  = 8pc  / lb  (x*+y,)dxd  y, 

•'  xx  0 */y  = 0 

d.  h.  wenn  Jf  = 8 p abc  die  Masse  des  Parallelcpipedons  ist: 

f (*’  + y’)  *»  = («’  + 4’)- 

Eben  so  ergeben  sich  für  die  beiden  andern  Hauptträgheitsmomente : 

"(**  + *'>.  y(c*  + o*). 


Macht  also  irgend  eine  Grade  die  Winkel  a,  ß , y mit  den  Kanten,  und  ist  h ihre 
Entfernung  vom  Mittelpunkto,  so  hat  man  für  das  auf  sie  bezogene  Trägheits- 
moment : 


— [cos  a*  (&’  + c>)  -(-  cos (c*  + «’)  + cos  y*  (n*  -f  4’)]. 

Sehr  leicht  kann  man  auch  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  Umdre- 
hnngskOrpcrs  in  Bezug  auf  seine  Kotationsaxe  finden. 

Ist  * = /■(})  die  Gleichung  der  einfach  gekrümmten  Linie,  welche  durch  Dre- 
hung um  die  Axe  der  z,  die  Oberfläche  des  Umdrehungskörpcrs  erzeugte,  so  ist 
r—f(z)  die  Gleichung  der  letztem,  und  f r'  dm  das  gesuchte  Trägheitsmoment.  — 
Das  Massen -Element  ist  dann,  pri/r<f,9rft,  wo  ,9  der  Winkel  ist,  welchen  irgend 
eine  Richtung  von  r mit  einer  festen  durch  dio  Rotationsaxe  gelegten  Ebene 
macht.  Das  Trägheitsmoment  ist  also  gleich: 

2up  f f r'drdt. 
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Al«o,  wenn  »,  der  grösste  und  der  kleinste  Werth  von  £ sind,  (vorausgesetzt, 
dass  die  Oberfläche  von  einer  Ebene  nur  in  einer  einfachen  Curvc  geschnitten 
■wird)  erhält  man  dafür : 


T f//’ 


Z.  B.  für  einen  Rotationscvlinder,  wo  man  r constant  hat,  ergibt  sich : 

i 

"(? 

und  für  eine  Kugel,  wo  r*  +s’  = o7,  t,  = + o,  z,  = — a ist: 

Sei  schliesslich  noch  ein  homogenes  Ellipsoid  gegeben.  Die  durch  den  Schwer- 
punkt gehenden  Ilauptaxen  sind  nach  Obigem  die  des  Ellipsoid«  selbst.  Dessen 
Gleichung  sei : 

v’  i* 

— ; + , j H — j — 1- 
n>  6’  c* 

Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Axe  der  s ist: 

?/(*’  + y')  dx  dy  dl. 


Die  Grenzen  von  z sind: 


/ r*  y*  I X*V* 

. = -c  j = c | 1 


man  erhalt  also: 


2?cff 

Dieses  Integral  zerfallt  in  zwei : 

2pe / j/l-i.-jL.krfy, 

2pc/y* 

Das  erstere  wird  nach  y in  den  Grenzen  — 6 -j/l-i.  und+i|/l-^  integrirt ; 


offenbar  aber  ist  dann : 


die  Fläche  eines  Halbkreises  mit  Halbmesser  b 1/  1 — 
nb%  / x*\ 

-g-  und  es  ist  also  noch  zu  bestimmen : 


Man  erhält  also  dafür 


be*f_ t Jr*(1“r>),fo=B"4e“‘e  = ^’ 


Mb * 


wo  M die  Masse  des  Ellipsoids  ist.  Eben  so  gibt  das  zweite  Integral  -g— , so 

M 

dass  also  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Axe  der  s ist:  -g-  (<«’  4-  b'). 
Achnliche  Ausdrücke  ergeben  sich  für  die  beiden  andern  Trägheitsmomente. 
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3)  Weitere  Entwickelung  der 
Gleichungen  für  die  Rotation. 

Die  in  Abschnitt  X)  entwickelten  For- 
meln 1)  und  2)  nehmen  jetzt  die  Ge- 
stalt an: 

1)  (**  + /*) 

2)  2Pp  = (**  + />)• 

Mk'  ist  das  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  eine  der  gegebenen  parallele  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Axe,  l der 
Abstand  der  gegebenen  vom  Schwer- 
punkte. 

Sind  die  Kräfte,  welche  auf  den  Kör- 
per wirken,  nicht  von  der  Zeit  abhängig, 
so  ist  2 Pp  eine  Function  von  » allein. 

Setzen  wir  dann : „ , • = ö.  Es 

Ja  (it1  -f-  **) 

kann  dann  eine  erste  Integration  der 
Gleichung  2)  vollzogen  werden.  Es  ist 


Wirken  auf  Punkt  A,  dessen  Masse  m 
sei,  die  Kräfte  z,  y,  - nach  den  3 Axen, 
so  ist  in  die  sechs  Gleichungen  der  (Be- 
wegung noch  der  Druck  auf  die  Axe 
einzurühren.  Wie  dcrsclbo  beschaffen 
sei,  so  lässt  er  sich  in  drei  Kräfte  n, 
i,  r,  welche  im  Anfangspunkte  parallel 
den  Axen  und  in  drei  l’oare  A,  B,  C, 
deren  Axen  den  Coordinatcnaxen  pa- 
rallel sind,  zerlegen,  und  diese  sind  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  in  die 
Gleichungen  der  Bewegung  mit  aufzu- 
nehmen. 

Man  erhält  auf  diese  Weise: 

a = 2mX+M(i'  + Mn^ 
d t 

b = Jf.jri-Affi/ 

e = 2mZ, 

{,  j).  ( sind  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes. 


d /rf.n 

^ J = ö.  Also,  wenn  man  mit 
2d&  multiplicirt  und  integrirt: 

3)  (2)* 

Es  ist  hier  der  Anfangswerth  von  !>, 
r der  der  Winkelgeschwindigkeit.  Der 
letztere  ist  bestimmt  durch  Formel  1), 
welche  die  Gestalt  annimmt : 


4) 


211p  = Mt  (*»  + /*)• 


2 {11p)  ist  das  Moment  der  im  Anfang 
wirkenden  Stosskräfte.  Durch  eine  aber- 
malige Quadratur  wird  das  Problem 
vollständig  gelöst.  Von  den  sechs  Glei- 
chungen, welche  die  Bewegung  eines 
festen  Körpers  bestimmen,  wurde  hier 
nur  eine  gebraucht.  Aber  auch  die  fünf 
andern  werden  nöthig,  wenn  cs  darauf 
ankommt,  den  Druck,  oder  falls  Stoss- 
kräfte wirken,  den  Stoss  gegen  die 
Drchaxc  zu  berechnen. 

Sei  r der  Abstand  eines  Punktes  A 
von  der  Drehaxe,  die  wir  jetzt  alt  Axe 
der  > betrachten,  und  bezeichnen  wir 
mit  r die  momentane  Winkelgeschwin- 
digkeit, so  ist: 

„ ■ » 

x = r cos  3,  y = r sin  — = r. 

3 dl 

also: 

d!z  dt 

^ = -rr*-y-, 

d*y  . , dt 

= -*'+*  dC 


A = 2m  (yZ  — *}')  — r J2mys  -f  — 2 marz 

B ~ Im  (j.Y  — xZ)-f  i 1 JSmxz  -f-  ~ JSJtny*. 

dt 

Es  wird  aber  C = 0,  da  dieser  Ausdruck 
das  eine  Paar  ist,  dessen  Axe  die  der  z 
ist,  und  sich  hierfür  nach  Gleichung  2) 
Null  ergibt. 

Die  Kräfte  «,  A,  c und  die  Paare  A, 
B bringen  also  den  Druck  auf  die  Axe 
hervor. 

Es  fragt  sich  jetzt,  in  welchen  Fällen 
dieser  Druck  verschwindet. 

Es  sei  die  Axe  der  - eine  Haupt- 
axe  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten,  so  hat  man 

2mxi  = 2my  z = 0. 

Wirken  ferner  keine  continuirlichen  Kräfte, 
so  ist  auch  X — Y r:  Z = 0,  mithin  also 
C = 0 und  A - ß = 0.  Es  wirken  also 
nur  die  auf  der  Drehaxe  senkrechten, 
durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Kräfte 
a und  6.  Wenn  nnn  die  Axe  der  z 
nicht  fest  wäre,  sondern  nur  der  Anfangs- 
punkt, im  Anfänge  aber  eine  Drehung 
um  die  Axe  der  z erfolgt,  so  könnte 
diese  nur  durch  einen  Druck  auf  die 
Drehaxe  geändert  werden,  welcher  durch 
einen  nicht  festen  Punkt  derselben  geben 
muss  Es  haben  also  die  zu  einem  l’unktc 
gehörigen  Hauptaxcn  die  Eigenschaft, 
dass  wenn  dieser  Punkt  fest,  und  im 
Anfänge  eine  Drehung  um  eine  der 
Ilauptaxen  erfolgt,  dabei  aber  keine  con- 
tinuirliche  Kraft  wirkt,  sich  die  Bewe- 
gung um  diese  Hauptaxe  glcichmässig 
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fortsetzt,  also  keine  Aenderung  der  Drch- 
axe  wahrend  der  Bewegung  erfolgt.  Ist 
der  Anfangspunkt  zugleich  Schwerpunkt, 
so  ist  { = 17  = { = 0,  also  a = ft  = 0.  Es 
erfolgt  gar  kein  Druck,  und  es  wird  also, 
wenn  im  Anfang  eine  Drehung  um  eine 
zum  Schwerpunkt  gehörige  Hauptaxe 
erfolgt,  dieselbe  fortdauern,  ohne  dass 
der  Schwerpunkt  fest  zu  sein  braucht. 

4)  Drehung  unter  dom  E in  - 
flusse  von  Stosskräften. 


Wirke  jetzt  eine  einzige  Stosskraft 
auf  den  Körper,  in  Punkt  x,  y,  z,  deren 
Componenten  i',  Y,  Z seien. 

o d9  . 

Setzen  wir  — =1,  so  ist  die  ent- 
d I 

sprechende  F ormel : 


Slip  = Af 


z kann  gleich  Null  gesetzt  werden,  wenn 
man  zum  Angriffspunkt  den  Durchschnitt 
der  Stosskraft  mit  der  Ebene  x,  y wählt. 
dt 

Sei  -j-  - 0,  d.  h.  wirke  keine  con- 
dt 


tinmrliche  Kraft,  dann  ist  r = 

«(»*4 ■•*) 

also  constant. 

Was  den  gegen  die  feste  Axe,  die  wir 
als  Axe  der  z betrachten,  ausgeübten 
Stoss  anbetridt,  so  kann  man  wieder 
setzen : 


x = r cos  9,  y — r sin  9,  1 
also: 

* ^ 


Tt  = 


' dt 


d9 

~dt’ 


Der  Stoss  zerfällt  jedenfalls  in  drei  im 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  den  Axen 
parallelen  Stösse  a,  ft,  c und  in  Paare 
A , B,  C,  deren  Axen  den  Coordinaten- 
axen  parallel  sind.  Es  ist  also: 

s = A’  + t Hij,  ft  = Y — t M f,  e = Z, 

A r yZ  4-iZmt,  B = — xZ  -f  r Smgz, 


während  C dor  Null  gleich  ist. 

Soll  die  feste  Axe  gar  keinen  Stoss 
erleiden,  so  muss  sein: 

a = b = e = 0,  A = B = 0. 

Geht  die  Ebene  xz  durch  den  Schwer- 
punkt, wie  sic  doch  immer  gelegt  wer- 
den kann,  so  ist  also  g = 0,  und  somit: 


Z = 0,  X — 0,  YxrjVfr,  Smx z = 0, 
Sm  yz=0,  aY  — jSmr*. 

Die  letzte  Gleichung  ist  nämlich  iden- 
tisch mit  Slip  = M (ft*  Die  bei- 


den vorletzten  der  sechs  Bedingungen 
zeigen,  dass  die  Axe  eine  Uauptaxe  in 
Bezug  auf  den  Anfangspunkt  ist,  die 
erste  und  zweite,  dass  die  Kraft  senk- 
recht steht  auf  der  durch  die  Hauptaxe 
und  den  Schwerpunkt  gehenden  Ebene. 
Der  Abstand  a der  Kraftrichtung  von 
der  Drebaxe  ist  noch  gegeben  durch  die 
Gleichung : 


Smr » 


oder  wenn  Mk*  das  Trägheitsmoment  in 
Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt 
gehende  der  gegebenen  parallelen  Axe  ist : 


<«  = { + - 


Also,  damit  'die  Drehaxe  keinen  Stoss 
erleide,  ist  nöthig  und  ausreichend : 

1)  dass  die  Stosskraft  senkrecht  auf 
der  durch  Drehaxe  und  Schwerpunkt 
gehenden  Ebene  steht,  2)  dass  dio  Dreh- 
axe eine  Hauptaxe  ist  in  Bezug  auf 
ihren  Durchschnittspunkt  mit  derjenigen 
darauf  senkrechten  Ebene,  in  welcher  dio 
Kraft  liegt,  3)  dass  die  Entfernung  der 

Kraft  von  der  Drehaxe  gleich  { -j-  — ist 

Die  letztere  Bedingung  ist  unerfüllbar, 
wenn  der  Schwerpunkt  iu  der  Drehaxe 
liegt,  da  dann  { = 0 wird. 

Der  Durchschnitt  der  Richtung  der 
Kraft  mit  der  Ebene  in  welcher  die 
Drehaxe  und  der  Schwerpunkt  liegen, 
heisst  Mittelpunkt  des  Stosscs. 


5)  Anwendung  auf  das  physi- 
kalische Pendel. 

MOge  auf  den  Körper  die  Schwere 
allein  wirken.  Wir  nehmen  an,  dass  die 
Drehaxe  horizontal  und  die  Axe  der  y 
sei.  Die  s Axe  nehmen  wir  der  Rich- 
tung der  Schwere  entgegengesetzt.  Als 
Winkel  9 kann  der  betrachtet  werden, 
welchen  die  Ebene  y:  mit  der  durch 
Drehaxe  und  Schw  erpunkt  gelegten  Ebene 
macht,  er  wachse  zwischen  den  positiven 
Seiten  der  Axen  y und  z.  Das  stati- 
sche Moment  der  Schwere  an  dem 
Funkte  A ist  dann  gleich  ymx,  und 
alle  diese  setzen  sich  zusammen  zur 
Grosse  gk. fjf.  Die  Gleichung  2)  des  Ab- 
schnitt 8)  wird  also : 

d*9  _ gj 
dt*  “ **  + !»' 

Oder  da  man  hat  { = fsin  9 : 


d[9  _ gl 
dt • ~k'  + l‘ 


sin  9. 
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Beschrankt  sich  der  Körper  auf  einen 
Punkt,  der  sich  nm  eine  feste  Axe  dreht, 
so  ist  zu  setzen  k — 0,  da  der  bewegte 
Punkt  mit  dem  Schwerpunkte  xussmmen- 
fallt.  Setzen  wir  in  diesem  Kalle  L für  /, 
so  ist  L die  Entfernung  der  Drchaxe 
vom  bewegten  Punkte  und 


</*» 

7t* 


a 

= 4-  sin  9. 


Die  Vorrichtung  ist  in  diesem  Falle  ein 
mathematisches  Pendel.  Im  Allgemeinen 
nennen  wir  einen  Körper  der  unter  Ein- 
fluss der  Schwere  sich  um  eine  feste 
Axe  dreht  physikalisches  Pendel.  Letz- 
teres also  stimmt  in  seiner  Bewegung 
ganz  mit  einem  mathematischen  Oberein, 
dessen  Lange  ist: 


k*  4-1*  k* 

L = —J±  = t+L 


Seh  w in  gungsp  u nk  t eines  physi- 
kalischen Pendels  ist  jeder  Punkt  dessen 

kt 

Entfornung  von  der  Axe  gleich  1+  -j 


ist,  wclcho  durch  Axe  nnd  Schwerpunkt 
geht.  Ein  solcher  bewegt  sich  also  ganz 
so,  als  wenn  er  allein  wäre,  da  auch  die 
d Y 

Anfangswcrthe  von  9 und  — für  die 
« t 


p Punkte  des  mathematischen  Pendels 
Qbercinstimmen.  Hauptschwingungspunkt 
ist  der,  dessen  senkrechte  Entfernung 
von  der  Axe  durch  den  Schwerpunkt 
geht,  seine  Fntfcrnung  vom  Schwerpunkte 

, ** 
ist  also  -j-. 


Legt  man  durch  den  Hsnptschwin- 
gungspnnkt  eine  feste  horizontale  Axe, 
so  ist  in  dem  Ansdrucke  V für  das  ent- 
sprechende mathematische  Pendel,  für  l 
k*  k* 

zu  setzen  y,  also  für  — kommt  l,  es 

wird  also  L'  = L,  d.  h.  die  Bewegung 
des  Pendels  bleibt  dann  ungeändert.  Die 
frühere  Drehaxe  enthält  dann  den  Haupt- 
schwingnngspunkt.  Auf  dieser  Eigen- 
schaft beruht  das  Reversionspcndel  (siehe 
den  entsprechenden  Artikel). 


Rotation  eines  Körpers  am  einen 
festen  Pankt  (Dynamik). 

1)  Allgemeines. 

Botation  eines  Körpers  um  einen 
Funkt  ist  diejenige  Bewegung,  bei  wel- 
cher ein  Punkt  seine  Stellung  überhaupt 
und  alle  andern  Punkte  ihre  Stellung  zu 
ihm  und  zu  einander  nicht  ändern.  Da- 
mit diese  Bewegung  also  eintrete,  muss 
im  Allgemeinen  der  Körper  ein  fester 
nnd  der  Drebpnnkt  absolut  fest  sein. 


Dm  die  drehende  Bewegung  eines 
festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt 
0 zn  charakterisiren , denken  wir  uns 
diese  Bewegung  nur  eine  unendlich  kleine 
Zeit  lang  fortgesetzt,  wo  dann  nach  all- 
gemeinen mechanischen  Prinzipien  die 
zurückgelcgte  Bahn  als  gradlinig  oder, 
wenn  man  will,  als  Bogen  irgend  einer 
anderen  continnirlich  gekrümmten  Curve 
betrachtet  werden  kann. 

Sei  A (Fig.  344)  ein  beliebiger  Punkt 
des  Körpers,  A'  die  Lage  dieses  Punk- 
tes nach  einer,  unendlich  kleinen  Bewe- 


Fig.  344. 


gung,  also  AA'  seine  Bahn.  Die  Linie 
OA  wird  dann  nach  unendlich  kleiner 
Zeit  die  Lage  OA'  annchmen,  und  die 
zurückgelegte  Bahn  AOA'  dieser  Linie, 
kann  als  ein  Theil  der  Oberfläche  eines 
Rotationskcgels  betrachtet  werden,  dessen 
Seite  OA  ist.  Liegt  Punkt  a auf  OA, 
und  ist  so'  die  Bahn  desselben,  so  ist 
Oa  = Oa' , also  aa'^AA’,  d.  h.  alle 
Punkte  auf  OA  haben  parallele  Bahnen. 
Legt  man  nnn  durch  OA  auf  AA'  senk- 
recht eine  Ebene  AOC,  so  wird  wenn 
A nach  A'  gelangt  ist,  jeder  Punkt  die- 
ser Ebene  sich  in  der  Ebene  A'OC  be- 
finden, welche  die  erste  Lage  in  einer 
durch  0 gehenden  Linie  OC  schneidet 
nnd  Winkel  AOC  = A'OC,  da  die  Lage 
der  Ebene  sich  nur  unendlich  wenig 
ändert.  Ist  OB  irgend  eine  durch  O 
gehende  Richtung  in  der  Ebene,  OB'  = OB 
die  Lage  dieser  Linie  nach  unendlich 
kleiner  Zeit,  so  muss  OB’  eben  so  ge- 
gen OA'  liegen,  wie  OB  gegen  OA, 
also  Winkel  AOB  = A'OB' , und  also 
Winkel  COB'  = COB  sein.  Es  hat  also 
OB  einen  Theil  einer  Kotationkcgelfläcbe 
zurflckgclegt , deren  Axe  OC  ist,  nnd 
somit  bleibt  OC  während  der  Bewegung 
fest.  Daraus  folgt: 

„Jede  Drehung  eines  Körpers  nm  einen 
fetten  Punkt  0 ist  zugleich  eine  Drc- 
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bang  am  eine  darch  diesen  Pankt  ge- 
hende Axe  OC.  Diese  Axe  ist  aber 
veränderlich,  d.  h.  sie  wird  im  Allge- 
meinen in  jedem  Moment  eine  andere 
sein.“ 

Man  kann  also  wie  bei  der  Drehung 
um  eine  feste  Axe  auch  die  Winkelge- 
schwindigkeit berechnen,  es  ist  dies  der 
Diffcrcnzialquotient  des  Winkels  nach 
der  Zeit  genommen,  welcher  eine  belie- 
bige durch  die  Axe  gehende  Ebene  mit 
einer  ebenfalls  durch  letztere  gehende 
absolut  festen  Ebene  macht.  Die  mo- 
mentane Bewegung  eines  festen  Körpers 
um  Punkt  O ist  dann  vollständig  be- 
kannt, wenn  man  die  momentane  Axe 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Grösse 
und  dem  Sinne  nach,  wie  dieselbe  statt- 
findet, kennt. 

Dies  gibt  Veranlassung,  die  Drehun- 
gen ganz  so  wie  die  Kräfte  und  die 
Krftftepaarc  durch  Linien  zu  bezeichnen. 
Die  Lage  einer  solchen  Linie  gibt  näm- 
lich die  Lage  der  Axe  an,  sie  muss 
natürlich  durch  den  festen  Punkt  0 ge- 
hen. Die  Länge  dieser  Linie  aber  be- 
stimmt die  Grösse  der  Winkelgeschwin- 
digkeit. Zugleich  gibt  der  Sinn,  in  wel- 
chem die  Linie  gezogen  ist,  an,  ob  diese 
Winkelgeschwindigkeit  in  einem  oder 
dem  anderen  Sinne  (z.  B.  wie  der  Zei- 
ger einer  Uhr  oder  entgegengesetzt  dieser 
Bewegung)  wirke,  und  ist  dann  eine 
(also  z.  B.  die  erstere  Bewegung)  als 
positiv,  die  andere  als  negativ  zu  be- 
zeichnen 

2)  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung der  Drehungen. 

Versteht  man  unter  Drehung  jetzt 
immer  die  unendlich  kleine,  also  grad- 
linig zu  denkende  Bewegung,  welche 
ein  Körper  um  eine  irgendwie  liegende 
Axe  annehmen  kann,  60  kann  man  auch 
auf  ihn  gleichzeitig  zwei  und  meh- 
rere Drehungen  wirken  lassen,  d.  h.  man 
kann  die  Bewegungen  betrachten,  welche 
jeder  Punkt  des  Körpers  bei  der  einen 
und  der  andern  Drehung  annehmen 
würde,  und  diese  nach  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  zusammensetzen.  Es 
ist  dabei  nicht  einmal  nöthig,  dass  die 
entsprechenden  Drchaxen  alle  durch  einen 
Punkt  gehen.  Geschieht  dies  indess,  so 
ist  bei  allen  diesen  Drehungen  dieser 
Punkt  offenbar  als  fest  zu  betrachten, 
und  das  Resultat  der  Drehungen  ist  dann 
nach  dem  Obigen  immer  wieder  eine 
Drehung  um  diesen  Punkt,  d.  h.  um 
eine  andere  durch  ihn  gehende  Axe. 
In  der  Auffindung  derselben  und  der 
zugehörigen  Winkelgeschwindigkeit  be- 


steht die  Zusammensetzung  der  Dre- 
hungen. Ebenso  wie  »ich  Drehungen 
zusammensetzen  lassen,  kann  man  sie 
auch  zerlegen.  Wir  werden  bei  diesen 
Betrachtungen  die  Drehungen  durch 
grade  Linien  darstellcn,  und  nach 
Poinsot  zeigen,  dass  sie  ganz  ähnlich 
wie  Kräfte  behandelt  werden  können. 

Zunächst  bemerken  wir  aber  noch  Fol- 
gendes : 

Wenn  ein  Punkt  A zweien  gleichviel 
welchen  Bewegungen  eine  unendlich  kleine 
Zeit  unterliegt,  so  sind,  wie  schon  oben 
gesagt,  diese  Bewegungen  als  gradlinig 
zu  betrachten.  Die  Diagonale  des  von 
ihnen  gebildeten  Parallelogramms  gibt 
immer  die  resultirendc  Bewegung.  Liesse 
man  nun  den  Punkt  nur  unter  Einfluss 
der  einen  Bewegung,  and  gelangte  er  in 
unendlich  kleiner  Zeit  nach  B , liesse 
man  dann  eine  gleiche  Zeit  lang  die 
zweite  Bewegung  wirken,  und  führte  die- 
selbe um  seinen  Punkt  nach  C,  so  ist  C 
offenbar  derselbe  Ort,  wohin  er  bei  gleich- 
zeitiger Einwirkung  nach  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  geführt  wird.  D.  h.: 

„Bei  unendlich  kleinen  Bewegungen 
(also  auch  bei  Drehungen)  ist  es,  wenn 
man  den  Ort  eines  Punktes  sucht,  gleich- 
göltig,  ob  man  auf  denselben  die  ein- 
zelnen Bewegungen  gleichzeitig  oder  nach 
einander  wirken  lässt.“ 

Mögen  jetzt  auf  einen  Körper  zwei 
Drehungen  OA  und  OB  (Fig.  345),  die 


Fig.  345. 


■ich  in  einem  Punkto  schneiden,  ein- 
wirken. D.  h.  mögen  OA  und  OB  die 
Richtungen  der  Axon  sein,  die  also  durch 
denselben  Punkt  gehen,  und  seien  zu- 
gleich OA  und  OB  der  Länge  und  dem 
Sinne  nach  die  Ausdrücke  für  die  Winkel- 
geschwindigkeiten. Man  kann  dann  nach 
dem  Obigen  beide  Drehungen  auch  nach 
einander  betrachten.  Wir  schneiden  von 
OB  OC  = OA  ab.  Unter  Einfluss  der 
ersten  Bewegung  steht  A still,  und  C 
beschreibt  eine  auf  Ebene  AOC  senkrechte 
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Linie  (oder  einen  kleinen  Bogen),  ist  k 
deren  Länge,  h das  von  C anf  OA  ge- 
fällte Loth,  fi  die  zugehörige  Winkel- 
geschwindigkeit, so  ist  k ~ fih.  Unter 
Einfluss  der  zweiten  Bewegung  steht  C 
still,  A beschreibt  eine  auf  derselben 
Ebene  senkrechte  Linie,  ist  I deren  Länge 
und  y die  zugehörige  Winkelgeschwin- 
digkeit, so  ist  l — yk,  nnd  man  hat 

OA_h__  _* 

OB  y l' 

Sind  A'  und  V die  Lagen  von  A und 
C am  Schlüsse  dieser  Bewegungen,  also 
CC  = k,  AA'  — I,  so  schneiden  sich  die 
Linien  A'C  und  AC  in  einem  Punkte 
D,  der  also  nach  Schluss  der  Bewe- 
gung seinen  anfänglichen  Platz  wieder 
einnimmt.  Es  hat  also  D seinen  Ort 
nicht  geändert,  und  ist  somit  ein  Punkt 
der  Axe  der  zusammengesetzten  Bewe- 
gung, und  Ol)  diese  Axe  selbst. 

Es  ist  ferner  offenbar: 

AI)  _ AA’  _ I _ y 
/Je  CC~  k~  fl • 

Mögen  jetzt  Linie  AB  die  Linie  Ol)  in 
E schneiden,  EF  und  EG  senkrecht  auf 
OA  und  OB  stehen,  so  ist  auch: 

EF v_ 

EG  fi 

Die  Dreiecke  AUE  und  BOB  verhalten 
sich  nun  einerseits  wie 

AO-EF: BO-EG 
und  andererseits  wie 

AE  : BE, 

also : 

AE AO  • EF fiy 

BE  ~ BO  • EG  ~ fiy~1’ 

d.  h.  f 

AE  = BE. 

Wie  aber  in  einem  Dreiecke  AOB  die 
Transversale  OE  die  Seite  AB  in  E 
halbirt,  so  ist  offenbar  \OE  die  Rich- 
tung der  Diagonale  eines  Parallelogramms, 
welches  AO  und  IIO  zu  Seiten  hat. 
Also  : 

„Die  Richtung  der  Axe  der  zusam- 
mengesetzten Drehung  wird  bestimmt 
durch  die  Diagonale  des  Parallelogramms, 
welches  die  beiden  ursprünglichen  Dre- 
hungen zu  Seiten  hat.“ 

Was  nun  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  zusammengesetzten  Drehung  anbe- 
trifft, so  fälle  man  z.  B.  von  A Loth 
All  auf  Ol)  und  die  Winkelgeschwin- 
digkeit ist  denn  gleich 


AA'  _ f vk 
All  ~ All  ~ AH' 

Es  ist  aber,  wenn  Winkel  a — AOD, 
ß = AOB  gesetzt  wird: 

k rr  AO  sin  («  + ß),  AII  = AO  sin  a. 

Also,  wenn  k die  rcsultirendc  Winkel- 
geschwindigkeit ist: 

^ _ y sin  (n  -f-  ß) BO  sin  AOB 

sin  n sin  AOE 

Offenbar  ist  dies  der  Ausdruck  für  die 
Diagonale  eines  Parallelogramms,  worin 
AO  und  BO  ancinanderstossende  Seiten 
sind,  wie  sich  augenblicklich  rerificiren 
lässt.  Also: 

„Die  aus  zwei  gleichzeitigen  Dre- 
hungen reaultircnde  Drehung  wird  dar- 
gcstcllt  durch  die  Diagonale  des  aus 
ihnen  gebildeten  Parallelogramms,  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Längen  der  Seiten 
und  der  Diagonale  die  entsprechenden 
Winkelgeschwindigkeiten,  die  Lagen  die 
der  Axcn  angeben.“ 

Dies  ist  der  Satz  vom  Parallelogramm 
der  Drehungen,  der  somit  völlig  analog 
dem  vom  Parallelogramm  der  Kräfte 
ist.  Diese  Analogie  aber  geht  noch 
weiter.  Seien  jetzt  die  beiden  Axen  pa- 
rallel. Man  könnte  dieselben  dann  als 
solche  betrachten,  die  sich  in  unend- 
licher Entfernung  schneiden.  Indessen 
wollen  wir  diesen  Fall  direct  erledigen. 

Seien  demnach  MA  und  AB  (Fig.  346) 
zwei  parallele  Drehaxen,  und  sei  AB 


Fig.  346 


auf  beiden  senkrecht.  Vermöge  der 
Drehung  um  AB  wird  B still  stehen, 
und  A den  Weg  AA'  senkrecht  auf  der 
Ebene  beider  Axen  zuiücklcgen,  ver- 
möge der  Drehung  um  MA,  die  wir  der 
ersteren  wieder  folgen  lassen,  hchält 
A’  dann  seinen  Platz,  und  H legt  Weg 
Bfl'  parallel  AA'  zurück.  Der  Puukt  C, 
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wo  »ich  AB  und  A'B'  schneiden,  kommt 
also  auf  seinen  anfänglichen  Ort  zurück, 
nnd  ist  als  fest  iu  betrachten.  Offenbar 
gilt  dies  Ton  allen  Funkten,  die  in  der 
auf  AB  senkrechten  durch  C gehenden 
Linie  CP  sich  befinden,  da  die  entspre- 
chenden Funkte  der  Axe  A M und  B iV 
dasselbe  Resultat  geben.  Es  ist  also 
Axe  CP  als  fest  zu  betrachten,  nnd  um 
sie  erfolgt  die  sich  ergebende  zusam- 
mengesetzte Drehung. 

Was  nun  die  Lage  der  Axe  CP  an- 
betrifft, so  seien  ft»  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten um  IUA  und  JYß,  also: 

_ BB’  _ AA'  AC  _ v 

^ ~ AB  ' r~  AB'  AB~  a + r 

und  ausserdem 

fi  • AC  ~ vCB. 

Ist  l die  Winkelgeschwindigkeit  der 
zusammengesetzten  Drehung,  so  hat  mau 

-AAf  t 

i=ÄC  ='u  + >- 

I>.  h : 

„Zwei  parallele  Drehungen  setzen  sich 
in  eine  zusammen,  deren  Grösse  (nach 
der  obigen  Bezeichnung)  gleich  ihrer 
Summe,  deren  Richtung  parallel  der  bei- 
den gegebenen,  und  derart  bestimmt  ist, 
dass  die  Productc  der  Abstände  der 
mittleren  Drehung  von  den  Componenten 
in  die  Grösse  derselben  gleich  sind.  Die 
parallelen  Drehungen  setzen  sieh  also 
ebenfalls  ganz  wie  die  parallelen  Kräfto 
zusammen.“ 

Wir  haben  beide  Drehungen  hier  als 
in  demselben  Sinne  erfolgend  (etwa  wie 
der  Zeiger  einer  Uhr)  angenommen.  Er- 
folgen sic  in  entgegengesetztem  Sinn,  so 
ist  die  Tür  v,  — v zu  setzen,  also: 
l - = ft  — v, 
und  die  Gleichung: 

pAC  — — cCß, 

zeigt,  dass  die  Richtung  CB  die  ent- 
gegengesetzte wie  früher  ist,  d.  h.  dass 
Funkt  C über  B hinauslicgt,  ganz  wie 
dies  bei  parallelen  Kräften  der  Fall  ist. 

Betrachten  wir  im  Besonderen  den 
Fall,  wo  fi  — v ist,  so  musste  AC—  — CB 
sein,  was  nur  möglich,  wenn  O in  die 
Unendlichkeit  fällt.  Direct  betrachtet 
entspricht  dioscr  Fall  aber  offenbar  dem, 
was  man  Kräftepaar  nennt,  und  Foinsot 
bezeichnet  ihn  als  „Drehungspaar.“ 

Ein  solches  bestellt  aus  zwei  Drehun- 
gen um  parallele  Axen  mit  gleicher  aber 
entgegengesetzter  Winkelgeschwindigkeit 
Allein  aus  dein  Parallelogramm  der 
Kräfte  folgen  die  bekannten  Sätze  über 


Kr&ftcpaare,  und  cs  finden  daher  wollig 
analoge  über  Drehungspaare  statt.  Man 
kann  dieselben  also  durch  Linien  reprm- 
sentiren,  deren  Richtung  senkrecht  anf 
der  Ebene  der  Axcn  steht,  nnd  deren 
Länge  das  Product  ans  der  Winkelge- 
schwindigkeit in  die  Entfernung  der 
Axen  ist.  Drehungspaare  bei  denen 
diese  Linien  parallel  nnd  gleich  (anch  im 
gleichen  Sinne  gezogen)  sind,  können 
dann  einander  ersetzen,  nnd  je  zwei 
können  nach  dem  Parallelogramm  der 
Paare  wieder  in  Eins  zusammengesetzt 
werden.  Prüfen  wir  aber  anch  die  Be- 
deutung eines  Drehungspaares.  Je  weiter 
die  Drchungsaxc  von  den  bewegten 
Punkten  eines  festen  Körpers  entfernt 
ist,  desto  mehr  werden  die  absoluten 
Geschwindigkeiten  sich  der  Gleichheit 
nähern  Bei  einer  nnendlieh  entfernten 
Axe  aber  sind  diese  dann  völlig  gleich. 
Vermöge  eines  Paares  von  Drehungen 
beschreiben  die  Punkte  des  Körpers  also 
parallele  Bahnen,  welche  senkrecht  auf 
der  Ebene  der  Axen,  oder  parallel  den 
Linien  sind,  welche  das  Paar  darsteiien. 
Diese  Bewegung  ist  also  eine  fortschrei- 
tende. 

Was  die  Grösse  derselben  anberrifft, 
so  betrachte  man  einen  Punkt  der  einen 
Axo  AM.  Bei  der  Drehnng  nm  AM 
bleibt  derselbe  in  Ruhe,  bei  der  um  B\ 
ist  seine  Geschwindigkeit  gleich  der 
Winkelgeschwindigkeit  mal  der  Entfer- 
nung der  Axen,  d.  h.  gleich  der  Linie, 
welche  das  Paar  darstellt.  Also: 

„Ein  Drehungspaar  repräsentirt  eine 
fortschreitende  Bewegung,  nnd  wird  durch 
eine  Linie  dnrgcstellt,  deren  Richtung 
nnd  Grösse  mit  dieser  Bewegung  und 
ihrer  Geschwindigkeit  übercinstimmt.“ 

Aus  dieser  Bemerkung  kann  man  anch 
direct  die  Sätze  von  den  Drehungspaaren 
ableitcn.  Nämlich  fortschreitende  Be- 
wegungen setzen  sich  nach  dem  Paral- 
lelogramm der  Kräfte  zusammen.  In 
unserem  Falle  aber  können  zwei  paral- 
lele mit  cinandtr  vertauscht  werden,  weil 
diese  nur  die  Richtnng  der  Bewegung 
anzeigen,  und  cb  nicht  darauf  ankommt, 
durch  welchen  Punkt  man  sie  legen  will. 

Wie  auch  ein  fester  Körper  bewegt 
sei,  er  kann  nur  fortschreitende  und 
drehende  Bewegungen  haben.  Alle  diese 
aber  lassen  sich  somit  an  eine  mittlere 
Drehung  and  in  ein  Drehangspmar  za  - 
sammensetzen,  und  zwar  anf  unendlich 
viel  Arten,  ganz  wie  dies  hei  den  Kräf- 
ten geschieht  (s.  den  Artikel:  Statik). 
Man  kann  also  das  Psar  so  legen,  dass 
die  Linie,  welche  cs  repräsentirt,  mit 
der  mittleren  Drehung  susammenfällt. 
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Die  Bewegung  ist  dann  io  tu  betrachten, 
dass  sich  der  Körper  um  eine  Axe  dreht, 
zugleich  sieh  aber  die  Axe  in  ihrer  eige- 
nen Richtung  fortbewegt,  (also  z.  B.  hebt 
oder  senkt,  wenn  diese  Axe  vertikal  ist). 

Dies  ist  die  Bewegung  „einer  Schraube 
in  ihrer  Mutter“,  und  auf  eine  solche 
kommt  also  die  augenblickliche  Bewe- 
gung eines  festcirKörpcrs  immer  zurück. 

Ist  ein  Punkt  des  Körpers  absolut 
fest,  so  kann  derselbe  keine  fortschrei- 
tende Bewegung  haben,  cs  wirkt  also 
nur  eine  Drehung  um  eine  feste  durch 
diesen  Punkt  gehende  Axe.  Auch  diese 
Bewegung  lässt  sich  durch  ein  einfaches 
BHd  darstellen.  Man  fixire  die  augen- 
blickliche Drehaxe,  und  denke  sich  eine 
mit  ihr  zusammenfallende  im  Baume 
fostc,  und  eine  andere  mit  ihr  zusam- 
menfallende im  Körper  feste  Linie.  Zur 
Zeit,  wo  die  Drehung  um  diese  Axe  er- 
folgt, fallen  also  beide  Linien  zusammen, 
um  sich  im  nächsten  Moment  zu  tren- 
nen. Denken  wir  uns  auf  gleiche  Weise 
alle  Drehaxen,  wie  sie  sich  bei  der  Be- 
wegung nach  einander  zeigen,  zugleich 
im  Baume  und  im  Körper  fest,  so  bil- 
den beide  Schuaron  von  Linien  Kegel- 
fiächcn,  eine  im  Raume  feste  und  eine 
im  Körper  feste.  Die  erste  bewegt  sich 
dann  so  auf  der  zweiteu,  dass  immer 
die  momentane  Berührungslinie  (Dreh- 
axe) unbeweglich  ist.  Diese  Bewegung 
ist  also  eine  rollende  (s.  den  Artikel: 
Bollen),  d.  h. : 

„Die  Bewegung  eines  festen  Körpers, 
von  dem  ein  Punkt  absolut  fest  ist,  kann 
immer  dargestellt  werden  als  das  Bollen 
einer  Kegelfläche  auf  einer  andern  Ke- 
gclfi&che.  welche  letztere  absolut  fest  ist. 

3)  Gleichungen  der  drehenden 
Bewegung  unter  dem  Einflüsse 
c o n t i n ui  rli  ch  e r Kräfte. 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  eines 
festen  Körpers  zerfallen  in  drei,  welche 
anzeigen,  dass  die  verlorenen  Kräfte 
sich  in  Gleichgewicht  halten,  und  in  drei 
andere,  welche  zeigen,  dass  auch  die 
8umme  der  Paare  oder  Momente  der 
verlorenen  Kräfte  sich  in  Gleichgewicht 
halten. 

Da  man  die  Kräfte  alle  nach  dem 
festen  Funkte  verlegen  kann,  so  falten 
die  drei  ersten  Gleichungen  aus , und  4a) 
haben  eben  nur  die  Bedeutung,  dass  sie 
den  Druck  messen , welcher  auf  den 
festen  Funkt  erfolgt.  Es  bleiben  also 
nur  die  Momentengleichungen. 

Seien  jetzt  X,  Y,  Z die  Componenten 
der  wirkenden  Kräfte,  ferner  x,  y,  z Ooor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  der 


Masse  m,  dieselben  sollen  auf  einander 
senkrechten,  durch  den  festen  Punkt  0 
gehenden , und  im  Raume  festen  Axen 
parallel  sein. 

Setzt  man: 

1)  2 (t/Z  — »)’)=  L,  2(iX-xZ)  = M, 
2(xY-yX)  - N, 

so  wird : 


2) 

L — 2m  { 

f d'z 

l y rffl- 

* dt*)' 

M ■=  2m 

/ d*x 

d'i\ 

I 2 -T—  — 

x — — ) . 

\ dt * 

di*/1 

E 

►» 

II 

< 

( d'y 

d*x\ 

Vir- 

yrf7*/' 

Damit  diese  Gleichungen  das  Nöthige 
zur  Berechnung  geben,  müssen  die  Coor- 
dinaten  jedes  Punktes  durch  so  viel 
Grössen  als  Gleichungen  sind,  d.  h.  durch 
drei  ausgedrückt  werden. 

Nehmen  wir  noch  drei  Axen  an,  x,, 
y,,  s , , die  im  Körper  fest  sind  und 
durch  den  Punkt  0 gehen,  seien  bezüglich: 

«.  ß>  y.  «».  Pk  y„  ßn  y, 

die  Cosinus  der  Winkel: 

(*i*).  (*iy).  G*iO.  (y.*).  (yiy).  (y,*) 
(*:*).  (*iy).  (*.»)> 

welche  die  neuen  Axen  mit  den  alten 
machen,  dann  ist  bekanntlich : 

3)  *,  = az  + ßy  + yt, 

• yi  = ".*+;».y+y,*. 

*.  = «i*  + 0,y  + ri* 

3a)  * = er*,  +«,yl  +«,*1. 

y — ßxi  -4-i»,yt  + 

* = y*.  + y,y,  +y,tr 
Zwischen  den  neun  Cosinus  aber  finden 
sechs  Relationen  statt,  die  sich  auf  ver- 
schiedene Weise  darstcllen  lassen: 

4)  n*  + «,*  + nt*  = 1, 
ß'  + ßt'  + ß,'  = 1, 

y’  + y.’  + ys’  = l. 

n«,  + £/*,+  yy,  =0 
ni"»+yi(J:  + y,y,  =0 

“s°+  ßiß+  y>y  = 0 
O*  + ß'  +y*  =1 

«.’+/».’+yi’  = l 
•t.,+/».*+y.,  = l 

nß  "b  ttißt  “b  ntßt  — 0 

ßy+ßiYi+ ß,r>  =o 

y“  + y«ni  + yi«i  = o. 
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Von  diesen  beiden  Systemen  ist  jedes  die  Folge  des  andern.  Aber  es  neh- 
men diese  Beiiehnngen  noch  eine  andere  Form  an: 

5)  « =ßiyt-y,ßn  ß y = aiß,-ßi«, 

ai  = ß,y-y,ß<  ßi  = y,tt~",y>  y i = “,ß -ß,« 
a,  = ßyi  -yß i i ß,  = y«\  ~«y , . v,=  aßi  -ß«n 

von  denen  drei  eine  Folge  der  übrigen  sind.  Endlich  lehrt  Euler  alle  9 Winkel 
dnrch  drei  andere  Ausdrücke  finden. 

Sei  \p  der  Winkel,  welchen  der  Durchschnitt  der  Ebene  Vx  und  F,.rl  mit 
der  Axc  der  positiven  x macht,  y der  Winkel  dieses  Durchschnittes  mit  der 
Axe  *t,  endlich  9 der  Winkel  zwischen  den  Axen  der  z und  so  erhalt  man: 

6)  a = — ein  y.  sin  ip  cos  9 + cos  y cos  \p 

o,  = — sin  <p  cos  y cos  9 — sin  y cos  ip 

n,  = sin  ip  sin  9 

fl  - sin  y cos  \p  cos  9 -f-  cos  y sin  ip 

fl , = cos  y cos  ip  cos  9 + cos  y sin  ip 

fl,  = — cos  \p  cos  9 

y — sin  y sin  9,  y,  ~ cos  y sin  9,  y , = cos  9. 

Es  sind  nnn  noch  die  Beziehungen  zwischen  den  Differenzialen  dieser  Ausdrücke 
zu  finden.  Nehmen  wir  an,  alle  Winkel  seien  von  einer  einzigen  Variablen  (, 
worunter  wir  hier  die  Zeit  verstehen,  abhängig,  und  setzen: 

7)  pdt  = a,dal  + fl,dfll  + ytdyl 
qdtzxadu,  + ßdß,  + ydy, 
rdl=a,da  + ß,dß  + y,dy, 

so  geben  die  Qieichungen  4)  auch: 

7a)  pdl--(,”,da,  + fl,dflt+y,dy,) 

qdl  = — (a,da  + fl,dß  + y,dy) 
rdl--(nda,  + fldß , + yd/,). 

In  diesen  Gleichungen  sind  zwei,  welche  nur  da,,  dß„  dy,  enthalten: 

- pdl  = a,da,  + flldfl,  + yldy, 
qdt  — ada,  + fldfl,  + ydy ,. 

Verbinden  wir  diese  mit  dem  Differenzial  der  dritten  Gleichung  4a): 

0 = a,da,  + fl,dfl,  + y,dy„ 

so  ergeben  sich  die  Wcrthe  von  da,,  dß„  dy,  und  durch  cyklisehes  Vertauschen 
Entsprechendes  für  die  andern  Differenziale  der  9 Cosinus,  also : 


■ = a,r-a,q,  = fl  ,r  - ß,q , 


da, 

-j±  = a,p-ar. 


~dT  — tt1~  ttiP< 


% = ß,p-ßr, 


yUz=flq-fl,p, 


dy 

-JL  = y,r-y,q 
dy, 

J£  = yf-yr 

dy, 

-jt  — yq-y,v- 


Man  kann  aber  auch  die  Gleichung  6)  differenziiren,  und  statt  der  9 Cosinus  y, 
y,  und  9 einfuhren.  Auf  diese  Weise  erhält  man : 

d9  , . dtp 

9)  p = cos  y 4-  sin  y sin  9 — 

. d9  . dip 

q = — sin  y -j-  + cos  y sin  9 

da  d9 

rzz  i + <=os  <PTr 

Diese  Gleichungen  sind  zur  Losung  des  Problems  nOthig. 
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Seien  jetzt  u,  r,  *c  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  nach  den  Axen 
der  yL,  st,  U,  I , IV  die  Cumponenten  dor  Zunahmen  der  Geschwindigkeit 
nach  denselben  Axen,  so  kann  man  statt  der  Gleichungen  2)  anch  die  Momente 
der  verlorenen  Kräfte  nach  den  beweglichen  Axen  nehmen,  also  setzen : 

10)  £,  = — z,K),  M , = Sn% (tl U—  x, W),  Nt  = 2m(xtV  — ytV), 

wo  za  setzen  ist: 


10a)  Ll  — ah  -f  ßM  -f  yiY,  Jtfi~aiL-j“ßl^f-}-yllV,  IV  4 ßtM  ^ y^N . 

Zur  Bestimmung  der  Grossen  u,  v.  to,  U,  V,  W,  hat  man  die  Gleichungen: 

dx  du  dt  dx  du  dt  dx  „ du  dt 

u = nTt  + ßtt  + vTt'  t = a'T,+','T'  + r'T,’  " = *» Ti + ß' Tt + Tt' 


wahrend  zu  setzen  ist: 


dx  da  , da.  . 

Tt  = x'd'+*'-d'+t> 


da, 

dt  ’ 


du  d t 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  und  - - . 

dt  dt 


Setzt  man  diese  in  die  vorletzten  Glei- 


chungen ein,  und  berücksichtigt  die  Gleichung  7)  so  kommt : 


11)  u = qz,-ry„  v = rxl~pzl,  tc  = py , - yx,. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  leicht  die  mechanische  Bedeutung  von  p , q , r 
Für  jeden  Punkt  der  augenblicklichen  Drehaxe  ist  nämlich  u = e = u-  = 0,  also : 


12) 


*t  :t,=p:q  :r. 


Setzt  man  noch : 


12a) 


u,’  =p’-t-9*  + r», 


so  sind  — , — , — die  Cosinus  der  Winkel  der  Drehaxe  mit  den  Coordinaten- 

tu  tu  tu 


axen. 

Für  einen  Punkt  der  Axe  z,  ist  nun  x,  =y,  =0,  also  wegen  11): 
u=yzt,  t=—pzt,  tc  = 0. 

Der  betreffende  Punkt  hat  also  eine  auf  der  Axo  der  y,  senkrechte  Geschwin- 
digkeit ftlt  und  eine  auf  der  Axe  x,  sonkrechte  — ps,,  von  beiden  Axen  aber 
die  Entfernung  z,.  Dem  entsprechen  offenbar  zwei  Drehungen  um  die  betreffen- 
den Axen  mit  Winkelgeschwindigkeiten,  deren  absolute  Werthe  bezüglich  y und  p 
sind.  Um  die  Vorzeichen  derselben  zu  bestimmen,  nehmen  wir  die  Drehungen 
als  positiv,  welche  die  positive  Axe  x,  nach  der  positiven  y,,  y,  nach  z,,  s, 
nach  j-,  drehen.  Es  ist  dann  sogleich  zu  sehen,  dass  wenn  p und  y positiv  sind, 
die  Geschwindigkeiten  yz,  und  — pzt  eine  positive  Drehung  bewirken.  Unter- 
sucht man  noch  einen  Punkt  der  Axe  x,,  so  hat  derselbe  eine  Drehung  nm  die 
Axe  s,  mit  Winkelgeschwindigkeit  r.  p , y,  r sind  also  die  Componenten  der 
augenblicklichen  Drehung  nach  den  beweglichen  Axen. 

Was  die  Grossen  U,  V,  IV  anbetrifft,  so  ist  z.  B. : 


„ d’x  d’u 

u="dT>+l>d£  + 


r 


d^t 
dt ■' 


Man  hat  aber: 


dx 

Tt 


also,  wenn  man  hier  für  u,  r,  te  die  in  11)  gegebenen  Werthe  cinsetzt: 

A)  ~ + +»•(«, - "Ji)- 

Diese  Gleichung  gibt  differenziirt: 

d*x  dp  .du  , . . dr , . , da , . 

IF  = dl  ('r,y‘  " + tt  (oz‘  “ + Tt  ("‘x'  “ ny,)  + d< (?l*  ~ Ty 

+ lii  (rX‘  “ pl^  + lt  (W'  ~ ?X*^ 
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d*u  d*6 

Aehnliche  Ausdrücke  folgen  für  ~ und  — ; setzt  man  diese  in  den  Werth  von 

/ff*  dt* 

V ein,  and  bildet  die  entsprechenden  Gleichungen  für  V and  W,  so  kommt: 

13)  U = t ,57“»!  5^-r(r*,  -ps)  + 9(ßy.-9*i) 

v = xiJ-t-ZiJi-p(j»h  ~9xi)  + r(kqzl-ryl) 
w = y‘7i_*i  j* -»(»*•  -ry.)  + p(r*i-p»i)- 


Diese  Werthe  sind  in  die  Gleichungen  10)  einznsetzen.  Da  die  Grüssen  p,  qy  r 
und  die  9 Winkel  «r,  ß,  y . . . , von  drei  Grössen  Abhängen,  so  kann  man  die- 
selben hieraus  ermitteln,  und  geben  dann  die  Gleichungen  3a)  die  Coordinaten  x , 
y,  z jedes  Punktes  als  Functionen  der  Zeit. 

Es  handelt  sich  jetzt  noch  um  den  Anfangszustand. 

Sind  £,  1 7,  £ die  nach  den  festen  Axen  zerlegten  Anfangsstösse,  und  setzt  man: 
14)  l = i(yC-t9),  n = Z W-xf),  y=Z(x,-yl). 

so  hat  man: 


zerlegt  man  die  Momente  links  und  rechts  nach  den  beweglichen  Axen,  so  erhält 
man  im  (y,  1K—  s,  I ) = «A  +■  ßft  4-  yv  und  zwei  entsprechende  Gleichungen.  Setzt 
man  hier  für  u,  e,  tr  die  Werthe  aus  11)  ein,  so  sind  A,  ß,  C die  Trägheits- 
momente, ausserdem  imylzl  — D,  imzlxl  <=  E,  imxlyl  ~ F,  so  kommt: 

16)  Ap  — Fq  — Er  = «A  + ßfi  + yy 

Bq  - Dr- Fp  = «,1+0, p+Yi* 

Cr  — F.p—Dq=  rr,A-f  + y, ». 

Diese  Gleichungen  gehen  den  Anfangswerth  der  Winkelgeschwindigkeiten  und 
somit  die  nöthigen  Constanten.  Die  Ausdrücke  p,  q,  r,  n,  ß . . . beziehen  sich 
auf  den  Anfangszustand. 


4)  Vereinfachung  der  Gleichungen  der  Bewegung.  Integralo 
d e rs  eiben. 

Bedeutend  vereinfachen  sich  aber  die  Gleichungen,  wenn  man,  statt  die  Axen 
xt,  yt<  *i  willkürlich  zu  nehmen,  die  zum  festen  Punkte  gehörigen  Ilauptaxen  als 
solche  nimmt.  Es  sind  dann  A,  B,  C die  Ilauptträgheitsmomentc,  und  D = E=F= 0. 

Die  Gleichungen  10)  geben  dann,  wenn  man  die  aus  13)  genommenen  Werthe 
einsetzt: 

I)  A^  = (ß-C)yr  + L1 

B^=  (,C-A)rp  + M, 

Cd£  = (A-B)pq+N, 


Dm  den  Anfangszustand  zu  bestimmen,  setzen  wir  fest,  dass  die  Axe  der  s senk- 
recht auf  der  Ebene  des  Paares  stehe,  welches  sich  aus  den  im  Anfänge 
wirkenden  StOssen  zusammensetzen  lässt;  es  ist  dann  A = p — 0,  also  wenn  p„ 
y,,  r0  die  Winkelgeschwindigkeiten  im  Anfänge,  y°,  yt‘,  y,”  die  Aufangswertho 
von  y,  yL,  y,  sind,  so  hat  man: 

U)  Ap,  = y<>y,  ßq,  = yl,y,  Cr,  = yt*y. 

Wenn  es  sich  um  die  Integration  der  Gleichungen  I)  handelt,  so  sind  besondere 
Annahmen  zu  machen.  — Bekanntlich  haben  die  mechanischen  Gleichungen  immer 
dann  ein  Integral,  das  der  lebendigen  Kräfte,  wenn  die  continuirliclien  Kräfto 
X,  7,  Z,  X’,  Z'  die  Diffcrenzialquotientcn  einer  Function  >f  bezüglich  nach 

24* 
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den  Grössen  x,  y,  t,  x',  y\  *’  . . . »ind.  Es  findet  dies  immer  statt,  wenn  nur 
Einwirkungen  der  Punkte  des  Systems  auf  einander  und  solche  die  von  festen 
Punkten  ausgehen,  stattfinden,  also  z.  B.  wenn  nur  die  Schwere  wirkt.  Wir  wollen 
indess  das  betreffende  Integral  hier  direct  ablciten.  — Zu  dem  Ende  mnltipliciren 
wir  die  Gleichungen  I)  mit  p,  9,  r und  addiren,  dies  gibt: 


d_  ( Ap * + Bq * + Cr)  = L,p  + M,q  + IV, r. 
dt 


Es  war  nun  z.  B.  L , = nL  + ßM  -|-  y.Y,  und  wenn  man  flir  L,  M,  N die  Werthe 
aus  I)  setzt  oder  berücksichtigt,  dass  jetzt 


ist,  so  erh&lt  man: 


- y -L. 

~dx’  '“dy* 


Z 


d 2 


Wenn  man  nun  die  zwei  letzten  Gleichungen  3a)  bezüglich  mit  y und  ß multiplicirt 
und  snbtrahirt,  so  kommt  mit  Berficksichtigung  von  5) : 


ßi~Yy  = n 


Diesen  Ausdruck  und  die  entsprechenden  setzen  wir  in  den  Werth  von  L,  ein, 
nnd  erhalten: 

L>  = -Ztyi): 

bildet  man  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  Id,  und  N,  und  berücksichtigt  die 

Werthe  von  wie  sio  die  Gleichung  A)  des  vorigen  Abschnittes  gibt, 

d I dt  dt 

so  kommt: 


und  somit: 


pL,+q»I,+rNl  = J 


/dy  dx  <V  dy 
\dx  d t dy  dt~*~ 


dtf  (f|\ dtp 

TzTü^Tt9 


ui) 


Ap'  + Bq1  + Cr'  = y+A, 


wo  k die  Integrationsconslante  ist.  Sie  wird  bestimmt  durch  die  Anfangswerthe. 
Ist  9,  der  Anfangwserth  von  9,  so  geben  die  Gleichungen  II)  nämlich: 


lila) 


o*  , . 

V 1 _To  + * 
C v* 


Drei  andere  Integrale  ergeben  sich,  wenn  der  Flächensatz  gilt,  d.  h.  wenn 
L = Id  = A = 0 ist.  Derselbe  findet  bekanntlich  dann  statt,  wenn  als  continuir- 
liche  Kräfte  nur  Anziehungen  und  Abstossungen  zwischen  den  Punkten  des 
Systems  unter  einander,  und  ausserdem  solche  wirken,  deren  Resultante  durch 
den  festen  Punkt  geht.  Da  für  diesen  * = y = z = 0 ist,  so  verschwinden  die 
entsprechenden  Thcile  aus  den  Gleichungen  1).  Da  übrigens  in  unserem  Falle 
das  System  ein  festes  ist,  so  findet  der  Flächensatz  nur  statt,  wenn  nur  Kräfte 
der  letzteren  Art  wirken,  also  z.  B.  wenn  die  Schwere  wirkt,  und  der  Schwer- 
punkt des  Körpers  fest  ist,  oder  wenn  ein  beliebiger  Punkt  unbeweglich  ist,  aber 
keine  continuirlichen  Kräfte  wirken.  Dann  geben  die  Gleichungen  2): 


±zm(xdi~4 7) = °-  ai5°  *m  (xTt  - O = 

a 1 


const. 


Diese  Constanto  bestimmt  sich  aus  dem  Anfangszustandc,  und  muss  daher  nach 
15)  gleich  v sein,  eben  so  sind  die  beiden  anderen  Geschwindigkeitsmomente 
gleich  l und  ft,  also  wenn  man  die  1 Axe  wieder  senkrecht  auf  der  Ebene  des 
Paares  y nimmt,  so  ist  1 = ft  = 0 und 


Im 


y. 
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Die  Gleichungen  II)  gelten  zu  jeder  Zeit,  da  man  ja  jede  als  Anfang  der 
Bewegung  betrachten  kann.  Nur  muss  für  y das  Moment  der  augenblicklich  wir- 
kenden Geschwindigkeit,  für  y *,  y,°,  yt°,  p„  q„  r,  die  momentanen  Werthe  von 
y,  y„  y„  p,  q,  r genommen  werden.  Also,  da  nun  v coustant  ist: 


IV)  Ap  = yy,  Bq  = y,y,  Cr  = y,y, 

woraus  sich  auch  ergibt: 

IVa)  A‘p‘ +B‘q7  + C‘r*  = y*. 

Gilt  auch  der  Sat*  der  lebendigen  Kräfte,  so  ist  </  nur  von  den  Coordinaten 
des  festen  Punktes  abhängig,  denn  auf  jeden  andern  Funkt  wirken  keine  Kräfte, 

dir  dir,  dtp 

es  ist  also  t-  = — = — = 0,  daher  muss  7 eine  Constante  sein. 

dx  dy  d$  1 1 


Setzen  wir 


so  kommt: 


V)  Ap’  + B?»  + Cr,  = »-,f> 

und  wegen  IV  : 


wo  die  Constante  /*  sich  ergibt,  wenn  man  y*,  y y,“  für  y,  ylr  y,  setzt. 


t 


5)  Ueber  den  Fall,  wo  keine  constante  Kräfte  wirkon. 


Nur  in  dem  Falle  wo  keine  constanten  Kräfte  wirken  finden  die  Gleichungen 
IV)  und  V)  Anwendung.  In  diesem  Falle  sind  die  Winkelgeschwindigkeiten  p,  q,  r 
vermöge  der  Gleichungen  IVa)  und  V)  durch  eine  von  diesen  Grossen  bestimmt. 
Setzt  man  s.  B.  die  Werthe  von  p und  q durch  r ausgedrückt  in  eine  der  Glei- 
chungen I)  ein,  so  hat  man  eine  Differenzialgleichung  zwischen  r und  t,  welche  ( 
als  Function  von  r durch  ein  elliptisches  Integral  erster  Ordnung  gibt.  Denkt 
man  sich  umgekehrt  r als  Function  von  I,  so  geben  die  Gleichungen  9)  die  Winkel 
7,  tfi,  9,  und  zwar  ist  nur  eine  Integration  nöthig,  welche  zu  einem  elliptischen 
Integral  dritter  Ordnung  führt.  Weierstrass  hat  jedoch  gezeigt,  wie  in  einfacher 
Weise  die  9 Cosinus  «,  ß,  y,  a,  . . . als  Functionen  der  Zeit  direct  auszudrücken 
sind.  (Abhandlungen  der  Berliner  Akademie).  Wir  wollen  dieser  Methode  hier 

folgen.  Setzt  man  die  Ausdrücke  IV)  in  die  Werthe  von  — , der  Gleichun- 

dt  dt  dt 

gen  8)  des  dritten  Abschnittes  ein,  so  kommt: 


1) 


dy  _ y(B  — C) 

Tt~  CB  YlY" 


dY  i -»(C-A) 
dl  AC  YY" 


dy,_,(A-B) 

di  Ab 


m- 


Indcss  braucht  man  von  diesen  Ausdrücken  nur  einen.  Die  andern  ergeben  sich 
ohne  Integration  ans  der  Gleichung  Va)  in  Verbindung  mit  y*  +y,,  + F*1  = 1- 
Nämlich  man  erhält: 


2)  y** 


/ C-B  y,*\ 

. C(A  I*  - 1)  / 

v A-B  r.*\ 

V CI*  - 1 B / 

•*=  A-C  \ 

1 A I*  - 1 B / 

Diese  Ausdrücke  in  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  1)  geben  y,  durch 
eine  Quadratur,  welche  zu  einem  elliptischen  Integrale  erster  Ordnung  führt,  dann 
aber  y und  y,  direct. 

Was  nun  die  andern  Winkel  anbetrifft,  so  gehen  wir  von  einer  Formeln  aus, 
die  ganz  allgemein  gilt.  Kt  ist: 

Jt_,  , _ d(a  + ßi)  _ada+ ßdß  + i(adß- ßda) 

dig(a  + ß>)  - • 

Nun  hat  man: 

«*  + ß‘  = I — y*,  ada+ßdß^  — ydy 

und  wegen  der  Gleichungen  8): 

adß  -ßda  = dt  [( aß t - ßa ,)  r - {aß,  - ßu,)  ?], 
also  mit  Hülfe  der  Gleichungen  5) : 

adß  - ß da  = dt  (y,r  + y ,q). 
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Man  hat  also  die  allgemein  gültigen  Formeln : 

3) 


<ng  [a  + ßi)  = -^+[d^;+y^- 


<ng(«,+M  = ~ r^+npr+22 . 

Für  unsern  Fall  aber  sind  die  Werthe  von  p,  q,  r einzusetzen.  Dies  gibt  z.  B. 
für  die  zweite  Gleichnng  3): 

-jv»r,+ + 

<ng  («,+/»,;)=  — 


I-Fi* 

oder  wenn  man  sich  der  Gleichnng  Va)  bedient: 

- y,Jy<+irdl(li 

3a)  rflg  K + M = i 1 — • 

1-y,* 

Der  reelle  Theil  des  Aasdruckes  rechts  ist  gleich  der  imaginäre  gleich  ßt. 
Um  «,  ß , aiy  ß%  zu  finden,  bedarf  cs  keiner  Quadratur.  Es  ist  nämlich: 

" + ß‘  — (a+ß0  (n,  — ßi>)  _ rta | + ßßt  — < (nßt  — ßn,) 
ßi4  ß t*  «i  ’ + ^i* 

und  da  aal-\-ßßl  ~ —yy„  ußt  — /in,  = y,  ist,  so  hat  man: 

4)  tt+ßi  — - rri+'r* 

«t+/M  l-y,* 

<Lt±ßJ _ _ yty,  + *y 

tti  + ßii  1— Fi* 


Ehe  wir  jedoch  die  Integration  dieser 
Gleichungen  durch  elliptische  Functionen 
nusführen,  sollen  noch  einige  Betrach- 
tungen nach  Poinsot  an  diese  Aufgabe 
geknüpft  werden. 

6)  Bewegungsgesetze  für  den 
Fall,  wo  nur  ein  Anfangsstoss 
wirkt. 

Setzt  man  Vp’  + v’+r*  wieder  gleich 

<ü,  so  sind  — , — , — die  Cosinus  der 
tu  u tu 

Winkel  der  momentanen  Dreliaxe  mit 
den  Hauptaxcn,  während  die  Cosinus  der 
Winkel , welche  das  mittlere  Paar  mit 
den  beweglichen  Axen  macht  nach  II) 
des  Abschnittes  4)  bezüglich  gleich 

Aji  Bq  Cr 
v ’ v ’ 1 

sind,  wie  man  erhält,  wenn  man  den 
augenblicklichen  Zustand  als  Anfangs- 
zustand  betrachtet.  Ist  also  s der  Winkel, 
welchen  die  Drchungsaxe  mit  der  Axe 
des  augenblicklichen  mittleren  Paares 
macht,  so  hat  man : 

An»  + Bq*  -f  Cr1 

cos  t — — £ £ . 

yto 


Also  wegen  Gleichung  V)  des  Abschnit- 
tes 4) : ui  cos  (=>  !'.  d.  h.: 

„Wenn  man  die  augenblickliche  Dre- 
hung in  zwei  Componente  zerlegt,  die 
eine  nach  der  Axe  des  mittleren  Paares, 
dio  andero  senkrecht  darauf,  so  ist  die 
erstere  Componente  (a>  cos  s)  constant  für 
die  ganze  Bewegung.“ 

Die  Winkel,  welchen  die  Normale  an 
das  Centralelllpsoid  mit  den  Uauptaxen 
macht,  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 
dieses  Ellipsoids 

Ax,*  + By,’-!-  Cz, 1 = 1. 

(Vergleiche  den  vorigen  Artikel.) 

Die  Cosinus  dieser  Winkel  sind  nach 
einem  bekannten  geometrischen  Satze 
bezüglich  proportional  Ar,,  By , , Cs,. 
Da  nun  die  Axe  des  mittleren  Paares 
Winkel  mit  den  Uauptaxen  macht,  deren 
Cosinus  proportional  Ap,  Bq,  Cr  sind 
und  sollen  diese  Grossen  gleich  sein,  so 

muss  — = — = — gein,  und  dies  sind 

P q r 

die  Gleichungen  der  augenblicklichen 
Drehaxe.  D.  b.: 

„Wenn  man  an  das  Centralellipsoid 
eino  Tangentialebene  legt,  welche  der 
Ebene  des  mittleren  Paares  parallel  ist. 
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so  ist  die  vom  testen  Funkte  nach  dem  Berührungspunkte  gezogene  Grade  die 
augenblickliche  Drehaxe.“ 

Der  Funkt,  wo  diese  Drehaxe  die  Oberfläche  des  EUipsoids  schneidet,  soll 
jetzt  Drehpol  heissen.  Für  ihn  gelten  also  die  Gleichungen: 

-y.  -*t  _y*»,+yi*  + «7= 

p 9 r «o  vl 

- y'^.’+fl'y^+C’v 


Die  letzten  drei  Ausdrücke  ergeben  sich  aus  den  erstcren,  wenn  man  Zähler  und 
Nenner  ihrer  Quadrate  mit  1,  1,  1,  A,  B,  C,  ß',  C*  ,mnltiplicirt  und  die 
Quadrate  addirt.  Ist  B der  Abstand  des  Drehpols  vom  Mittelpunkte,  p das  Loth 
vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentialebene,  die  durch  den  Drehpol  geht,  so  kann 
man  für  die  drei  letzten  Ausdrücke  schreiben : 


Ä 1 1 

— = — , = — oder  io  = Rvl,  p — l, 
a)  yl  ftv  ' 


D.  h.  : 

„Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  pro- 
portional demjcnigcnflalbmcsBer  deBEIlip- 
soids,  welcher  mit  der  Drehaxe  Zusam- 
menfall t“ 

und 

„Das  Loth  vom  festen  Funkt  auf  die 
durch  den  Drebpol  gehende  Tangential- 
ebene ist  constant.“ 

Da  diese  Ebene  parallel  der  des  mitt- 
leren Paares,  und  diese  constant  ist,  so 
ist  die  Lage  dieser  Ebene  im  Raume  fest, 
also : 

„Das  Ellipsoid  berührt  stets  eine  dem 
mittleren  Paare  parallele  Ebene,  deren 
Entfernung  vom  festen  Funkte  gleich  ist. 
Der  Berührungspunkt  ist  der  Drehpol, 
dieser  hat  also  im  Augenblick  der  Be- 
rührung die  Geschwindigkeit  Null.“ 

Das  Centralellipsoid  rollt  also  auf  einer 
Ebene,  so  dass  der  Drehpol  immer  Be- 
rüb  rungspunkt  ist.  Ausserdem  bleibt 
der  Mittelpunkt  des  EUipsoids  fest,  wo- 
durch seine  Bahn  völlig  bestimmt  ist. 

Man  kann  also  den  Körper  durch  ein 
auf  einer  Ebene  rollendes  im  Mittel- 
punkte festes  Ellipsoid  ersetzen. 

Kommt  es  bloss  auf  die  geometrische 
Bahn  an,  so  kann  man  umgekehrt  dio 
Ebene  auf  dem  fest  gedachten  Ellipsoid 
sich  bewegen  lassen. 

Erstere  wird  dann  immer  das  Ellip- 
soid und  eine  concentrische  Kugel  mit 
Radius  / berühren  Verfolgt  man  hier- 
bei auf  dem  Ellipsoid  die  Reihe  der  Be- 
rührungspunkte, so  entsteht  eine  Curvc, 
die  man  Foloide  nennt.  Die  Glei- 
chungen derselben  sind: 

A»,'  -fSy,’  + Cb,1  = 1 

and 

A>x,*+  Ä*y4*+C*s,*=l 


(die  letztere  Gleichung  folgt  nämlich  un- 
mittelbar aus  q — l).  Ans  diesen  Glei- 
chungen folgt:  . 

A(l-A/’)xl*+Äa-Ä<,)y», 

+ C(l-C/*)s*  = 0. 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  Kegelfläche 
zweiten  Grades,  welche  mit  dem  Central- 
ellipsoid dieselben  Hanptaxcn  hat.  Diese 
Kegelflächc  ist  also  der  Ort  aller  im 
Körper  fcstgedachten  Drehaxen. 

Die  Funkte,  welche  nach  einander  auf 
der  Berübrungsebenc  den  Berührungs- 
punkten des  EUipsoids  entsprechen,  bil- 
den eine  Curvc,  die  man  Scrpoloido 
nennt.  Sic  hat  im  AUgcmcincn  unend- 
lich viel  Windungen.  Legt  man  durch 
sie  und  den  festen  Punkt  eine  Schaar 
grader  Linien,  so  hat  man  eine  Kegcl- 
tläche  mit  unendlich  viel  Windungen, 
welche  die  im  Raume  fcstgedachte  Schaar 
der  Drehaxe  vorstcllt.  Es  kann  also  die 
Bewegung  immer  gedacht  werden  als 
das  Rollen  eines  Kegels  zweiten  Grades 
auf  einem  festen  Kegel  mit  unendlich 
viel  Windungen  (vcrgl.  den  Abschnitt  1), 
dessen  Basis  eben  die  Scrpoloide  ist. 

Um  die  Art  der  Bewegung  noch  etwas 
genauer  zu  bestimmen , bezeichnen  wir 
mit  A das  grösste,  mit  C das  kleinste 
Trägheitsmoment. 

Die  Entfernung  / des  Mittelpunktes 
von  der  Tangentialebene  ist  offenbar 
kleiner  als  der  grösste  Halbmesser  und 
grösser  als  der  kleinste  des  EUipsoids, 


die  bezüglich  gleich  — und 
also  /*C<1,  IA  > 1. 


Ist  also  1 — Bl * positiv,  so  sind  die 
der  Ebene  x,y,  parallelen  Schnitte  des 
im  Körper  festen  Kegels  Ellipsen,  ist 
1 — Bl'  negativ,  so  findet  dies  mit  den 
der  Ebene  y parallelen  Schnitten  statt. 
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Der  erstoren  Ebene  aber  entspricht 
das  kleinste,  der  letzteren  das  grösste 
Trägheitsmoment.  Wäre  B = C,  so  hätte 
man  einen  Rotationskegel,  dessen  Rotn- 
tionsaxe  die  der  z,  ist,  wäre  B = A, 
so  wäre  die  Axc  der  s,  die  Rotations- 
axe.  Für  A ~ B = C sind  p,  q,  r con- 
stant,  wie  sich  aus  den  Gleichungen  I) 
ergibt  Die  Bewegung  geschieht  dann 
nm  eine  feste  Axe.  Ist  f*  gleich  einer 

der  Grössen  -i-,  y -p.  80  ist  <lcr  Kegel 

ein  System  von  zwei  Ebenen,  von  denen 
jedoch  natürlich  nnr  eine  die  Drehungs 
axc  enthält. 

Findet  aber  keiner  dieser  Fälle  statt, 
ist  also  1 — CI*  positiv  und  1 — AI1  ne- 
gativ, so  kann  noch  1 — Bl’  der  Null 
gleich  sein.  In  diesem  Falle  aber  ist : 

v _ C(1  -CI')  _ C(B~Q 
i Ä(Ai*-i)~  Ä(Ä-By 

Es  ist  dies  ein  System  von  zwei  Ebe- 
nen, welche  durch  die  Axc  y,  gehen, 
und  mit  der  Ebene  y,z,  gleiche  Winkel 
machen.  Sie  schneiden  das  Ellipsoid  in 
zwei  Ellipsen,  welche  die  Orte  der  Pole 
sind. 

Offenbar  also  ist  in  diesem  Falle  die 
Entfernung  des  Mittelpunkts  von  der 
durch  diese  Pole  gelegten  Tangential- 
ebene constant  und  gleich  dem  mitt- 
leren halben  Durchmesser. 

Ist  aber  1 — Bl'  nicht  Null,  so  sind 
die  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  dieser 
Ausdruck  positiv  oder  negativ  ist.  Im 
erstcren  Falle  gibt  die  Gleichung  des 
Kegels : 

I,‘_  C(l-Cf’)^  C(B-C) 
s,>  > A(Al'-l)>  A(A-B)’ 

Das  letztere  folgt,  weil  > /’  sein  muss. 

B 

Nimmt  man  an,  dass  die  Axe  z,  ver- 
tikal sei,  so  befinden  sich  im  ersten 
Falle  alle  Kcgclscitcn  oder  Drchnxen 
zwischen  den  beiden  Ellipsen.  Ist  1 — Bl* 
negativ,  so  befinden  sich  die  Kcgelseiten 
ausserhalb  der  beiden  Ellipsen.  Beide 
Ebenen  thcilen  das  Ellipsoid  in  vier 
Räume.  Befindet  sich  die  augenblick- 
liche Drehaxc  zu  irgend  einer  Zeit  in 
einem  derselben,  so  tritt  sic  nicht  her- 
aus. Liegt  sie  in  einer  der  vier  Begren- 
zungen, welche  von  den  beiden  Ebenen 
gebildet  werden,  so  bleibt  sie  ebenfalls 
in  derselben.  Noch  lässt  sich  zeigen, 
dass  wenn  zwei  der  Iiauptaxcn  des 
Ellipsoids  nicht  nahezu  gleich,  und  die 
anfängliche  Drehaxe  sich  sehr  nahe  der 
grössten  oder  kleinsten  Hauptaxe  be- 


findet, sic  während  der  ganzen  Bewegung 
sich  nicht  weit  von  ihr  entfernt. 

Sind  aber  zwei  Hauptaxen  noch  gleich, 
so  ist  nur  die  Bewegung  um  die  dritte 
eine  stabile. 

Schliesslich  soll  noch  die  Lage  der 
Axe  des  mittleren  Paares,  welche  im 
Raume  fest  ist,  für  den  Körper  gegeben 
werden.  Es  war: 

= Ap:Bq:Cr 

für  jeden  Punkt  dieser  Axc.  Nun  geben 
die  Gleichungen  IVa)  und  V): 

Ap>(l  -Al‘)  + Bq'(l-Bl') 

+ C*(1-  C/*)=0, 

also: 

(l-A/*)**+(|-«»)y* 

+ (l-CfJ)s1>  = 0. 

Das  ist  wieder  ein  Kegel  zweiten  Gra- 
des. Die  elliptischen  Schnitte  desselben 
sind  in  der  Ebene  des  grössten  oder 
kleinsten  Trägheitsmomentes.  Es  wird 
ein  Rotationskegcl,  wenn  B — C oder 
B = A ist.  Für 

A = B=  C-ist  f*  = -i 

A 

und  man  hat: 

: *i  -V-r-r, 

d.  h.  die  Axe  des  mittleren  Paares  fallt 
in  die  Drehaxe,  Letzteres  ist  also  fest. 

7)  Vollständige  Lösung  des 
Rotationsproblems  für  den  Fall, 
wo  keine  c on  ti  n u i rlich  en  Kräfte 
stattfinden  mit  Hülfe  der  ellip- 
tischen Functionen. 

Die  vollständige  Lösung  des  hier  be- 
sprochenen Problems  rührt  von  Jakobi 
her  (vergleiche  Crelles  Journal).  Wir 
folgen  hier  der  bereits  erwähnten  Me- 
thode von  Wcicrstrass,  welcher  statt 
zunächst  die  Winkel  y , »/>,  9 zu  suchen, 
die  9 Cosinus  «,  />,  y,  rt,  . . . unmittel- 
bar bestimmt 

Es  sei  zunächst  B immer  das  mittlere 
Trägheitsmoment,  indem  wir  es  vor  der 
Hand  noch  unbestimmt  lassen,  welches 
das  grösste  und  welches  das  kleinste  sei. 
Jedenfalls  aber  haben  Ckä  — 1 und  Alt*— 1 
entgegengesetzte  Vorzeichen,  wie  im  vo- 
rigen Abschnitt  gezeigt  worden  ist. 
Setzen  wir  jetzt: 

M f-£z£ü 

B ’ 

so  ist  der  Cocfficient  von  yt*  immer 
positiv,  und  man  erhält  aus  den  Glei- 
chungen 2)  des  Abschnittes  5): 
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2) 


r* 


Y ' 


C-A 

C (AI* — 1) 
A-C 


(1-*), 


(1  - *’»). 


wo  gesetzt  wird: 


~ 3) 


** 


CI' - \ A-  B 
Al'- i C-B' 


wo  also  k'  jedenfalls  positiv  ist.  Es 
lassen  sich  aber  die  Trägheitsmomente 
A und  C jetzt  so  bestimmen,  dass  k' 
kleiner  als  1 ist.  Da  man  nämlich  hat; 


Setzen  wir  also,  wie  dies  von  nnn  an 
geschehen  soll,  A oder  C für  das  grösste 
Trägheitsmoment,  je  nachdem  Bl>  — 1 
positiv  oder  negativ  ist,  so  wird  immer 

A- B , C-B 

Al'  — 1 < Cl‘- 1 

sein,  nnd  somit  k'  kleiner  als  Eins.  Dio 
zweite  Gleichung  1)  des  Abschnitts  5) 
gibt  nun : 

4)  60'=  *•’*(!-  ‘)(i -*’•), 


A-B  C-B  _(A-C)  (Bl'-l) 

Ar- 1 cn-i~(Ai'-i)(ci'=Ty 

Ist  Bl'  — 1 nun  positiv,  so  wird  der 
ganze  Ausdruck  negativ,  so  bald  A > C 
ist,  ist  Bi’  — 1 negativ,  so  tritt  dasselbe 
ein,  wenn  C>  A ist. 


wo  gesetzt  wurde : 


5) 


j(C-B)g-At') 
\ ABC 


Aus  der  Gleichung  4)  nnd  aus  der  Glei- 
chung 2)  folgt  dann  : 


6) 


j=»*(n/+  c,*)*,  yt  = ± l_  B - «»(■«+ c) 

y = ± cn  (n‘ + °),  y ' = ± / ~(C - ^ dn(nt  + C) 


sm,  ch,  dH  sind,  hier  die  Gndermann’schen  Bezeichnungen,  also : 
sstirsinsns,  rauzcossmu,  dnu=^amu. 


Zn  den  Ausdrücken  für  y,  y,,  y,  gehört  der  Modul  k.  Was  die  Vorzeichen  an- 
betrifft, so  soll  die  Wurzel  in  y,  immer  mit  positiven,  die  in  y mit  negativen 
Vorzeichen  genommen  werden.  Im  Anfänge  der  Bewegung  ist  nämlich : 


rt  = ± ]/ 


B ( CI ' - 1) 
C-  B 


sne, 


und  e kann  so  gewählt  werden,  dass  die  Wurzel  positiv  wird.  Vertauscht  man 
dann  nöthigen  Falls  C mit  2 K - C,  wie  dies  ja  geschehen  kann,  ohne  dass  sne 
sich  ändert,  so  kann  man  auch  der  Wurzel  in  y*  ein  beliebiges,  also  das  negative 
Zeichen  geben. 

Was  den  Ausdruck  für  y*  anbetrifft,  so  gab  die  dritte  Gleichung  1)  des 
Abschnitts  5): 


dt 


A-B 

>,~äb~yy" 


nnd  durch  Vergleich  der  Ausdrücke  links  und  rechts  erhält  man,  wenn  u = hI+C 
gesetzt  wird : 


+ si’cntuns  = — enusinu 


A-B 

AB 


Wir  wollen,  wie  es  geschehen  kann,  uns  y immer  positiv  denken.  Für  die 
Wurzel,  welche  in  y,  vorkommt,  ist  also  das  positive  oder  negative  Zeichen  zu 
nehmen,  je  nachdem  A das  grösste  oder  kleinste  Trägheitsmoment  ist.  Durch 
diese  Betrachtungen  sind  die  Vorzeichen  von  y,  y,,  y,  immer  bestimmt.  Wir 
setzen  jetzt: 


7) 


C-B  C(BI'-l)  A(Bl'—  1) 

B (CI'  — 1)’  ‘•~B(Cl'-iy  4—  B(Al'-iy 


wo  die  beiden  letzten  Gleichungen  eine  Folge  der  ersten  sind.  Die  Gleichung  Sa) 
des  Abschnitts  5)  gibt  dann : 
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Es  folgt  aber  aus  den  Gleichungen  5)  und  7): 

8) 


•*’  *.  = ± Vs.  (1-..)  (1 -*'*.). 


Das  Vorseichen  der  Wurzel  ist  vor  der  Hand  noch  nicht  bestimmt.  Ist  A > B, 
also  Bl'  — 1 positiv,  so  wird  der  Ausdruck  rechts,  welcher  einen  imaginären  Werth 
haben  muss,  positiv,  wenn  man  ihn  durch  i dividirt,  das  Gcgentheil  tritt  ein 
wenn  A < ß ist.  Die  Wurzel  durch  i dividirt,  würde  also  immer  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  als  die  in  v,  haben.  Schreiben  wir  also  dieselbe  mit  dem 
Minuszeichen,  so  hat  sie  mit  der  in  y,  immer  gleiches  Vorzeichen.  Setzt  man 
unter  dieser  Voraussetzung  den  oben  gefundenen  Werth  in  die  vorletzte  Gleichung 
ein,  so  kommt : 


lg (",  + /»,•)  = + i<*lg 


nVs.q-s.)  (1 


Der  Gleichung  7)  wegen  ist  die  Wurzel  im  letzten  Glicdo  immer  imaginär,  und 
es  muss  deshalb  s,  zwischen  1 und  liegen.  Wir  setzen  jetzt  wieder : 


e ist  hier  imaginär  nnd  abgesehen  vom  Vorzeichen  ist 

, 1 

1 < situ  = T> 


Diese  Bedingung  wird  erfüllt  wenn  man  setzt:  e = /f  + iir,  wo  K der  eino  ellip- 
tische Quadrant  ist,  und  w zwischen  0 und  K’  liegt,  unter  K'  den  anderen  Qua- 
dranten verstanden. 

Was  das  Vorzeichen  von  ir  anbetrifft,  so  war  angenommen,  dass 

i K'r.U  — *,)  (1—  *’»,)  = 4-sito  cst  <fnt>, 

dass  dieser  Ausdruck  positiv  war,  wenn  A das  grösste  Trägheitsmoment  ist.  Nun 
erhält  man: 


l.»(A  + iw)c»(A+iw)d»(Ä  + iw)  = + *!l^^ 

• ' — 7 ' — ' idn’iif 

_ _ m(tc,  k')  cn  (tc,  k ) 

" + _ dn'C«’.  *T  ' 

Ist  also  A das  grösste  Trägheitsmoment,  so  ist  w mit  dem  negativen  Vorzei- 
chen zu  verstehen,  ist  A das  kleinste,  so  wird  tc  positiv.  Indem  wir  den  enteren 
als  den  Normalfall  betrachten,  setzen  wir  somit: 


9) 

und  es  ergibt  sich: 

10) 


r — K — i tc 


s0  = sne» 


1 

d»  («,*')' 


Man  erhält  nun,  wenn  wieder  u = nt-f  C gesetzt  wird: 


11) 


JigK+i*.')=  i^+4dls(l~ 


IRH1 

snt*. 


s nt  enr  dnv 
sn  r*  — ä h H* 


du. 


Nach  bekannten  Formeln  aber  ist,  wenn  nnter  H,  H,,  die  von  Jakobi  ein- 
geführten Reihen,  unter  . . . die  Differcnaialquoticnten  derselben  ver- 

standen werden: 
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I 


_ imi>  _ 2k'K  H(u  + l)  — 
<#«’  " n W>(«)  («>(») 
u du  snv  ent  eint  _ kt'  (r)  H (u  -f 1) 

Q inc'-imr  © (*)  * ^ H (t  — ü)’ 


i«c'-<»ii1  © (c) 

ist  also  iV  die  Intcgrationsconstantc,  so  erhält  man : 

\hä  ' i © (t)/ 


12) 


«i  +/»,»  = iVe 


'W'  H(u  — t) 

©(«) 

Es  sind  noch  die  Ausdrücke  für  die  Constanten  fcstzustellen.  Zunächst  erhält  man  : 

C-A  1-  Ä<» 


13) 


k”  = 1-*’  = 


B-C  AI*  — 1" 


Die  Factoren,  womit  in  den  Gleichungen  6)  die  Cosinus  y,  yt,  y,  behaftet  sind, 
ergeben  sich  aus  den  Gleichungen ; 


14) 


/J(CP-1)_  1 

r C~B  ~VT, 


■-  dn  (w,  *') 


JA(CI'~  1)  1 Jl-A»s,  _ dnt  _ , 

\ C-A  ~ k”  y _ A'sne  “ cn("<k) 

/C  (vl/*  — 1) — 1 senv  _ tn(w,kr) 

f C — A k' ~~  ik'snv  ~~  cn(w,  kf)' 

Von  diesen  Ausdrücken  sind  der  erste  und  zweite  positiv,  ob  ir  positiv  oder 
negativ  sei.  Dagegen  ist  der  dritte  mit  w positiv  oder  negativ,  wie  dies  auch 
sein  muss,  da  dem  Coefficienten  von  yt  das  positive  oder  negative  Zeichen  zu 
geben  ist,  je  nachdem  A das  grösste  oder  kleinste  Trägheitsmoment  ist.  In  yx 
ist  dem  zweiten  Ausdrucke  das  negative  Vorzeichen  zu  geben.  Man  hat  also: 


I) 


y sr  — cn  (ir,  k*)  c n (u,  k)  = — 


dnt enu 
k’snv 


y,=  </»(«>,  *')*»(“.  A)  = — 

y,=  (n(ie,y)dn(u,k)  = j^—, 

wo  In  tc  = tg  iii»  if  zu  setzen  ist. 

Was  nun  die  übrigen  Cosinus  anbetrifft,  so  mögen  a°,  ß*,  ß°,  ß *,  ß 

ihre  Anfangswerthe  sein.  Dann  ist; 


* - Tü  + rzr, 


wo  noch  gesetzt  ist : 

15)  " " 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  immer  »’  eine  reelle  Constantc  ist.  Man  kann  aber 
immer  setzen; 

y*  — cos  p,  «,°  = sin  p cos  r, 
wo  sich  dann  ergibt; 


sin  p sin  r, 


also ; 


ß,  + ßti  - sin  pe 


+ß*  » - sinpe1  , 
(n'(u  — c)-f  ?)i  ©(c) 


H(u-  v) 
H(c-f)  ©(«)  • 


Digitized  by  Google 


Rotation. 


380 


Rotation. 


Die  Gleichungen  4)  des  Abschnitts  5)  waren: 

_ («i+Ai«)  (m+  'y,) 

Y^r, 

...  , * + ;»i0  (yiy,+'y) 

(at+/9:,,_ fr 7^ 

Es  ist  aber: 

yy,  + iy,  _ dar  sau  cau  — sau  ca»  dau 
1 — y,*  - - iss1 

1 — 4’sau'  sar’  , , , , , . 

= A'  (sar*  — sa«*)111  * — »)  da  (<i  -|-  ») 

y,y,  + *y  _ i(ca»  sau  dau  + da»  sar  cau) 

1 — y * ~ k'(sa*’  — sau*) 

i(l  — k'snu1  »a»*)  , . , , . 

= k'(sn^-.nüT,n{U  + t)  i',~t)- 

Diese  Formeln  sind  zu  verbinden  mit  der  folgenden: 

sar*  — sau* 

1 — A’sas*  i ne»  = * * 0*  ~1~  *0  * 11  (B  ~ **)  ■ 
so  dass  man  erh&lt : 

_ (yty»  + ;y)  • da  (u  - »)  _ _i_/T  (u  - ») 

1 — y,’  *'  sa(u  — »)“  |f  *'  H (u  — r) 

_ (>'?'s+ir»)  da(w-f»)  _ _ /T  »,(H  + v) 

1— y»  *'sa(«  + e)-  \ *'  H(a-f»)’ 

woraus  sich  dann  ergibt: 

II)  «+/».- ÄÖ^TT j H(u  + »)  B(u) 


«,  + £,i  = 6in  p e 


[a'(«-c)+r]i  9 (e)  H(u-t) 


H(»-*)  H(u) 

«.+/»,«  = -i/*  .inf. +r>‘  -£<-eL  «iOLri) 

rt  ) k'  v H (c  - r)  W (u) 

Sondert  man  die  reellen  und  imaginären  Theile,  so  hat  man  die  sechs  Winkel 
n,  o,,  ß,  ßt,  ß7,  wahrend  die  Gleichungen  I)  die  übrigen  geben.  Was  die 
Winkelgeschwindigkeiten  anbetrifft,  so  war : 


P = 


V 

A’ 


T 


— Xil 

— c ’ 


und  diese  Ausdrücke  sind  also  bezüglich  gleich  den  Produkten  von  rau,  sau, 
dau  in  gewisse  Constanten,  so  dass  die  Gleichungen  der  momentanen  Drehaxe  in 
Bezug  auf  den  KOrper  die  Gestalt  haben: 

x,  : y,  : s,  = a enu  : o,  sau  : a,  du  u. 

Was  die  Gleichungen  der  momentanen  Drehaxe  im  Baume  anbetrifft,  so  ist  für 
diesen: 

x :y  :%  = ap  + «,?  + «,»  : ßp  + ß,q  + ß,r  : yp  + y,?  + y,f 

oder: 

__«/»+  + ßp  + ß,i  + ß,r  . _ yp  + y, 9 + >'tr 

* — —————  t y — i * — ' 

Ü>  ID  cu 

- = Vp<  + r + r>  = r + ^ 

Also  auch: 
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z-fui  = ("•MOft  + fci+fttOg  + fci+ft»»)'1 

Ü) 


ein  Ausdruck,  der  sich  leicht  mittelst  der  Formel  II)  berechnen  lasst.  Während 
man  für  s erhalt: 


!==I.  (Zl  . Y?  , )V\  _ 

<u  \A  T B ~ C/  ~ ui' 


Rotationsfläche  (Geometrie). 

Rotationsfläche  Ist  eine  Oberfläche, 
welche  entsteht,  indem  man  eine  belie- 
bige Curre  um  eine  feste  Are  bewegt. 
Es  folgt  hieraus  anmittelbar,  dass  jede 
auf  der  Axe  senkrechte  Ebene  die  Ro- 
tationsfläche in  einem  Kreise  schneidet. 

Um  die  Gleichung  einer  Rotationsfläche 
xn  bestimmen,  nehmen  wir  die  Rotations- 
axe  als  Axe  der  s ; sind  dann 

f (*.  y.  *)  = '/  (•*.  y.  *)  = 0 
die  Gleichungen  der  Curre,  so  ist 
r = ^x’-fy’ 

der  Abstand  eines  Punktes  derselben 
von  der  Axe,  und  da  dieser  für  gege- 
benes s constant  bleibt,  so  braucht  man 
ans  den  drei  Gleichungen : 

f(x,  y.  *)  = 0,  '(  (x,  y,  s)  = 0, 
r»  = x»+y* 

nur  x nnd  y zu  eliminiren,  und  nach 
ausgeführter  Rechnung  wieder 

r = Vx>  + y> 

zu  setzen,  nm  die  verlangte  Gleichung 
zu  erhalten.  Es  ist  nämlich 

r = Vx»  + y» 

auch  der  Abstand  eines  Punktes  der 
Rotationsfläche  von  der  Axe. 

Ist  die  gegebene  Curre  eine  ebene, 
so  nehmen  wir  an,  dass  sie  in  der  Ebene 
xi  liegt.  Sei  y (x.  s)  = 0 ihre  Glei- 
chung; also  y = 0,  so  wird  r = x,  und 
man  hat: 

t/  (r,  s)=0,  r*=x>+y’ 

als  Gleichung  der  Rotationsfläche.  Auf 
diesen  Fall  kann  man  aber  jede  Rota- 
tionsfläche zuriiekführen,  denn  legt  man 
durch  die  Axe  irgend  eine  Ebene,  so 
schneidet  diese  die  Rotationsfläche  in 
einer  ebenen  Curre,  die  man  immer  als 
diejenige  betrachten  kann,  durch  deren 
Drehung  die  Fläche  entstanden  ist. 

Beispiele.  Sei  die  Cnrve  ein  Kreis, 
also  ihre  Gleichung 

*'  + *»  = o*i 

dreht  dieselbe  sich  um  ihren  Durch- 
messer, so  kommt: 


r’  + z*  = o’  oder  x*  -f-  y * + s*  = «*. 
Die  Fläche  ist  eine  Kugel. 

Sei  eie  eine  Grade,  und  x = ax  ihre 
Gleichung,  so  kommt: 

x’  +y’  = «'s*. 

Die  Fläche  ist  ein  Rotationskegel. 

Ist  die  Grade  der  Axe  der  t pa- 
rallel, also  x = A ihre  Gleichung,  so  wird 
x*  y*  = A*  die  Gleichung  der  Fläche, 
welche  einen  Rotationskcgel  vorstellt. 

Um  die  Formeln  für  Quadratnr  nnd 
Cubatur  der  Rotationskörper  zu  erhalten, 
denke  man  zwei  einander  unendlich  nahe 
Ebenen  senkrecht  durch  die  Rotationsaxe 
gelegt ; sie  schneiden  von  der  Fläche 
einen  abgestumpften  Kegel  ab.  Der 
Mantel  desselben  ist  zri(r-t-p),  sein 
Inhalt  n A (r*  + rp  4-  p1),  wo  r,  p die 
Radien  der  Grenzflächen,  A die  Höhe, 
s die  Seite  ist.  (S.  den  Artikel:  Raum- 
lehre). Nun  ist  hier 

Q-r  + dr,  A = <fz,  dt  = Yd z’-f-  dr', 

also,  wenn  man  die  unendlich  Kleinen 
zweiter  Ordnung  weglässt,  so  ergibt  sich, 
wenn  »,,8,  die  Coordinatenwerthe  s sind, 
zwischen  welchen  das  aufzuflndende  Stück 
liegt,  und  F die  Oberfläche,  J den  kör- 
perlichen Inhalt  anzeigt : 

F=2n  C rYdz'  + dr *, 

' ». 

J = n /’*'  r«A. 

J *. 

Anwendungen  dieser  Formeln  gibt  der 
Artikel:  Quadratur. 

Rotationskörper,  der  von  einer  Rota- 
tionsfläche begrenzte  Körper. 

Rotationsxeit  (Astronomie). 

Die  Zeit,  in  welcher  ein  Himmels- 
körper seine  Axcndrehung  vollendet. 

Die  Rotationszeiten  der  Sonno  und 
sämmllicher  Planeten  sind  constant.  Wir 
fügen  dieselben  hier  hinzu: 
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Sterne 

Stunden 

Minuten 

Secunden 

Sonne  . . 

. 610 

— 

Merkur  . . 

. 24 

5 

— 

Venus  . . 

. 23 

21 

21 

Erde  . . . 

. 23 

56 

4 

Mars  . . . 

. 24 

37 

22 

Jupiter  . . 

9 

55 

26 

Saturn  . . 

. 10 

29 

17 

Uranus  . . 

. 1 

t 

t 

Neptun  . . 

. ? 

? 

T 

Erdmond  . 

. 708 

44 

2,9 

Die  Rotationszeit  des  Mondes  ist  gleich 
seiner  synodischen  Umlaufszeit.  Aehn- 
lichcs  scheint  bei  den  Monden  der  an- 
dern Planeten  stattznfinden. 


Rädern  (angewandte  Hydraulik). 

Rudern  heisst  dem  Schiff  Bewegung 
in  der  Art  geben,  dass  der  Motor  seinen 
Stützpunkt  in  einer  bewegten  Masse, 
nämlich  dem  Wasser  findet.  Es  geht 
also  hierbei  ein  Theil  des  Nutzeffcctcs 
verloren.  — Die  Bewegung  wird  verur- 
sacht durch  eine  feste  Fläche,  das  Ruder, 
welches  der  Bewegung  des  Schiffes  mög- 
lichst entgegengesetzt  gegen  das  Wasser 
geschlagen  wird.  Soll  das  Schiff  DE 
(Fig.  347)  sich  bewegen,  so  wird  Ruder 
AB  gegen  den  Bolzen  C an  der  breiten 
Seite  des  Fahrzeuges  gelehnt,  in  A wirkt 
eine  Kraft  P in  der  Bewegungsrichtung. 
Dns  andere  Ende  des  Ruders,  welches 
möglichst  viel  Fläche  darbictct,  schlägt 


Fig.  317. 


also  in  entgegengesetzter  Richtung  gegen 
das  Wasser,  welches  den  Widerstand  tc 
gegen  die  Bewegung  des  Schiffes  dar- 
bietet. Auf  den  Bolzen  C wirkt  also 
der  Druck  P+te.  Bei  der  Ausübung 
der  Kraft  P wird  nnn  zugleich  in  der 
entgegengesetzten  Richtung  von  dem  Ru- 
derer eine  Kraft  — P nuf  das  Schiff  nus- 
geübt, so  dass  nur  die  Kraft  i r,  zugleich 
aber  das  Kräftepaar  P + tc,  — (P+tc) 
übrig  bleibt.  Das  Moment  dieses  Pnares 
ist  das  Product  von  P+ 1 c in  dio  Ent- 
fernung AC  des  Rndcrers  vom  Bolzen. 
Dies  Paar  strebt  dem  Fahrzeug  eino 
drehende  Bewegung  zu  geben,  welche 
durch  ein  zweites  auf  der  andern  Seite 
des  Schiffes  angebrachtes  Ruder,  oder 
durch  die  Einwirkung  des  Steuers  DA, 
welches  auf  die  Seite  des  Ruders  ge- 
stellt werden  muss,  vernichtet  wird. 

Rudernd  siche  Wasserrad. 

Rnderschanfel  siche  Wasserrad. 


Wir  geben  einige  der  gebräuchlichsten 
Ruthcnmaassc  : 


Land . 

Anzahl 

Lange  d.  Ruthe 

der 

Kusse. 

in  Metern. 

Preusscn  . . . . 

12 

26,55166 

Baicrn 

10 

34,26310 

Hannover  . . . , 

16 

21,39717 

Sachsen 

15* 

23.28262 

Brnunschwcig . . 

. . • 

16 

21.90197 

Würtembcrg  . 

s • • 

10 

34.90519 

Baden  und  Schweiz 

10 

33,33333 

Rückkehrpunkt,  Spitze  (Geometrie). 

Derjenige  Punkt,  wo  sich  zwei  Aeste 
einer  Curvc  berühren  und  gleichseitig 
eufliörcn  (vergleiche:  Singuläre  Punkte). 

Rückläufig  (Astronomie). 

So  heisst  ein  Gestirn,  dass  sich  von 
Osten  nach  Wcsteu  durch  die  Ekliptik, 
also  entgegengesetzt  det  Folge  der  Zei- 
chen bewegt. 


Ruthe  (Hesskunst).  Rücklaufende  Reihe  s.  Reihe. 

Die  Benennung  eines  Längcnmnasses  Rückschlägiges  Wasserrad  siche  Was 
in  den  meisten  Ländern  Deutschlands,  serrad. 


Digitized  by  Google 


s. 


Säcnltun  (Chronologie)  gleichbedeu- 
tend mit  Jahrhundert. 

Sicnlare  Störungen  (Astronomie). 

Derjenige  Theil  der  Störungen  der 
Planeten  und  Comctcn,  welche  entweder 
gar  nicht  periodisch , oder  dessen  Pe- 
riode doch  nach  Jahrhunderten  zu  zählen 
ist,  im  Gegensätze  zu  demjenigen  Theil, 
welcher  kürzere  Perioden  hat  und  perio- 
dische Störungen  genannt  wird. 

Wenn  in  der  Länge  der  Periode  aller- 
dings kein  specifischer  Unterschied  ge- 
funden werden  kann,  so  ist  doch  dieser 
Unterschied  nm  so  mehr  in  der  Art  der 
Berechnung  Torbanden,  weshalb  diese 
Unterscheidung  eine  wichtige  ist.  — 
Indess  hat  man  auch  einen  specifischen 
Unterschied  zwischen  periodischen  und 
säeularen  Störungen  zu  machen  gesucht. 
Da  zwei  Körper  A und  ß auf  einander 
störend  einwirken,  so  wird,  wenn  man 
die  Einwirkung  von  B auf  A betrachtet, 
der  störende  Körper  B selbst  veränder- 
liche Elemente  haben.  Derjenige  Theil 
der  Störungen  nun,  der  von  den  unver- 
änderlich gedachten  Elementen  von  B 
herrflhrt,  bildet  den  periodischen  Theil, 
und  die  Aenderung  der  Elemente  von  B 
bildet  den  säeularen  Theil  der  Störun- 
gen. Es  muss  indess  bemerkt  werden, 
dass  diese  letztere  Definition  insofern 
nicht  ganz  mit  der  ersteren  übereinstimmt, 
als  Störungen  die  von  den  unveränder- 
lich gedachten  Elementen  des  einen  Kör- 
pers herrühren,  Perioden  von  Jahrhun- 
derten haben  können,  wie  z.  B.  die  eine 
Störung  zwischen  Jupiter  und  Saturn, 
deren  Periode  930  Jahre  umfasst.  (Ver- 
gleiche den  Artikel:  Perturbationen.) 

Säule  (Architektur). 

Eine  vertikale,  zum  Stützen  bestimmte 
Vorrichtung  deren  Höhe  die  beiden  an- 
deren Dimensionen  bedeutend  Übertritt. 
Im  Besonderen  aber  wird  darunter  die- 
jenige Stütze  verstunden,  welche  hori- 


zontale Thcile  und  Wölbungen  eines  Ge- 
bäudes zu  tragen  bestimmt  ist  — Jede 
Säule  besteht  aus  drei  Hauptheilen,  Fuss, 
Schaft  und  Kapital.  Hierzu  kommt  ein 
Unterbau,  der  entweder  nur  eine  Säule 
oder  eine  Säulenreihe  trägt.  Er  heisst 
Säulenstuhl  oder  Postament. 

Das  Postament  kann  einfach  sein,  und 
heisst  dann  Plinthus,  oder  ans  mehreren 
Gliedern  bestehen,  diese  Glieder  sind 
der  Fuss,  der  Wörfcl  und  der  Kranz. 
Derjenige  horizontale  Theil  des  Gebäu- 
des, den  die  Säule  trägt,  heUst  Gebälk. 
Das  Gebälk  besteht  aus  dem  Arcbitrav, 
d.  h.  der  wagcrechten  Verbindung  des 
Gebäudes  in  der  Richtung  der  Säulen- 
reihen, dem  Fries,  d.  h.  der  wagerechten 
Querverbindung,  endlich  dem  Kranz  oder 
der  Dachverbindung. 

Man  unterscheidet  gewisse  Säulenord- 
nungen, welche  die  Form  der  Säulen 
bestimmen;  dieser  Ordnungen  unterschei- 
det man  3 oder  5,  nämlich  die  dorische, 
ionische  und  korinthische,  wozu  noch  die 
hetrurische  und  römische  kommen.  Die 
dorische  ist  die  älteste  und  einfachste 
der  drei  Hauptordnungen,  sie  hat  keinen 
Fuss.  sondern  ruht  auf  dem  Plinthus. 
Die  ältesten  dorischen  Säulen  hatten 
4 bis  5 Durchmesser  zur  Höhe,  später 
6 bis  7,  in  neuerer  Zeit  endlich  8,  von 
denen  7 auf  den  Schaft  kommen.  Das 
Gebälk  hat  j der  Säule,  theilt  man  dies 
in  8 Thcile,  so  kommen  2 auf  den  Ar- 
chitrav,  3 auf  den  Fries,  3 auf  den  Kranz. 

Den  dorischen  Säulen  ist  der  Cha- 
rakter der  Stärke  und  Festigkeit  auf- 
geprägt. 

Die  ionischen  sollen  den  Eindruck 
zierlicher  Einfachheit  machen.  Ihre  Höhe 
hat  8 bis  9 Säulendurchmesser,  sie  haben 
Schnecken  am  Kapitäl,  oft  fiach  ennne- 
lirtc  Sänlenschäfte,  dreistreifige  Architrave 
nnd  Friese,  die  oft  mit  Sculpturen  be- 
deckt sind. 

Die  korinthische  Säule  zeichnet  sich 
durch  einen  Kranz  mit  Zahnschnitten 
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und  Sparrenköpfen,  oft  auch  durch  tie- 
fere Cannelirungen  aus.  Sie  iat  die  zier- 
lichste  von  allen. 

Die  römische  Säulcnordnung  ist  inso- 
fern keine  neue,  als  ihr  Kapital  ans  dem 
der  ionischen  und  korinthischen  zusam- 
mengesetzt ist. 

Die  hetrurische  ist  nur  eine  ganz  ein- 
fache dorische  Säule. 

Der  Schaft  einer  S&ule  erleidet  von 
unten  nach  oben  eine  Verjüngung. 

Was  die  Tragfähigkeit  der  Säulen  an- 
betrifft, so  vergleiche  den  Artikel:  Trag- 
fähigkeit. 

Siolenweite  ist  die  Entfernung  zweier 
Säulen  von  einander. 

S&ulenzahl  (Arithmetik). 

So  heisst  das  Produkt  einer  Polygonal- 
zahl in  ihre  Seite.  Z.  B. : 


Seite 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

Triangularzahl 

i 

3 

G 

10 

15 

21 

Säulenzahl 

i 

6 

18 

40 

75 

126 

Seite 

i 

3 

5 

7 

9 

11 

Tetragonalzahl  1 

4 

9 

16 

25 

36 

Säulenzahl 

i 

12 

45 

112 

225 

396 

Da  die  Polygonzahlen  eine  arithme- 
tische Reihe  zweiter  Ordnung  bilden,  so 
bilden  die  Säulcnzahlen  eine  solche  dritter 
Ordnung. 

Sagitta,  Pfeil  (Trigonometrie). 

Die  Entfernung  der  Mitte  eines  Bogens 
von  der  Mitte  der  dazu  gehörigen  Sehne. 

In  der  Trigonometrie  wird  hierbei  ge- 
wöhnlich der  Radius  des  Bogens  gleich 
Eins  gesetzt.  Ist  u dann  der  Bogen 
oder  der  zugehörige  Centriwinkel,  so  ist 


sagitta  (a)  — 1 — 


cos  -g-  = sin  vers  = 


sagitta  (2n  — o)  = 1 + <*>•  Tf  — 


Also,  wenn  sich  zwei  Winkel  zu  vier 
Rechten  ergänzen,  so  ergänzen  sich  ihre 
Sagitten  zu  zwei  Radien  oder  zum  Durch- 
messer. In  neueren  8chriftcn  wird  der 
Ausdruck  Sagitta  nicht  mehr  gebraucht. 

Saite  (Akustik). 

Ein  elastischer  gewöhnlich  an  beiden 
Endpunkten  befestigter  und  gespannter 
Faden,  der  durch  Berührung  in  Schwin- 
gungen geräth  und  somit  die  Entstehung 
eines  Tons  veranlasst.  (Vergleiche  den 
Artikel:  Schwingungen.) 

Sammelglas  (Optik). 

Eine  Linse,  die  entweder  nach  beiden 
Seiten  convex  oder  doch  so  gekrümmt 
ist,  dass  die  beiden  Seiten  eine  scharfe 
Schneide  mit  einander  bilden,  wozu  nö- 
thig  ist.  dass  wenigstens  eino  Seite,  nnd 
zwar  die  am  meisten  gekrümmte  convex 
sei.  — Die  Sammelgläser  geben  von  ent- 
fernten Gegenständen  ein  umgekehrtes 
Bild  auf  der  andern  Seite  des  Glases. 
In  dieser  Eigenschaft  finden  sic  ihre  Ver- 
wendung als  Brcnngläscr,  Objective  an 
Fernröhren  nnd  Mikroscopcn,  der  Ca- 
mera obscura  u.  s.  w. 

Nahe  Gegenstände  rücken  die  Sammel- 
gläser  scheinbar  weiter  hinaus,  ohne  dass 
der  Gesichtswinkel  sich  ändert.  Diese 
Eigenschaft  macht  sie  zu  Lupen,  Brillen 
für  Fernsichtige,  Ocularen  an  Fernröhren 
nnd  Mikroskopen  geeignet.  (Vergl.  den 
Artikel:  Linse.) 


Satellit  (Astronomie). 

Satellit,  Trabant  oder  Mond  heisst  ein 
Planet  der  einem  grösseren  so  nahe  ist, 
dass  er  ausser  der  Revolution  um  die 
Sonne,  welche  er  mit  diesem  gemein  hat, 
noch  eine  solche  um  den  Hauptplaneten 
vollfiihrt. 

Ausser  dem  Satelliten  unserer  Erde, 
sind  vier  dergleichen  bei  Jupiter,  acht 
beim  Saturn,  vier  beim  Uranus  bekannt. 
Vom  Neptun  ist  einer  bisher  entdeckt, 
ein  zweiter  fraglich.  Unser  Mond  dreht 
sich  in  glcichmässigcr  Bewegung  um 
seine  Axe  in  derselben  Zeit  als  er  seine 
Revolution  um  die  Frde  vollführt.  Dies 
hat,  wio  La  Place  theoretisch  zeigt, 
immer  stattgefunden,  obgleich  die  Revo- 
lutionszeit des  Mondes  sich  ändert.  Auch 
hat  die  Beobachtung  dasselbe  Gesetz  für 
drei  Jupitermonde  ergeben.  Von  den 
übrigen  ist  cs  aus  theoretischen  Grün- 
den mindestens  als  sehr  wahrscheinlich 
anzunehmen. 

Die  Bewegung  um  den  Hauptplaneten 
geschieht  gemäss  der  Keppler'schen  Ge- 
setze, also  abgesehen  von  den  hier  aller- 
dings bedeutenden  Störungen  in  einer 
Ellipse,  deren  Brennpunkt  der  Haupt- 
planct  einnimmt.  Setzt  man  dio  beiden 
Bewegungen  um  die  Sonne  und  um  den 
Hauptplaneten  zusammen , so  entsteht 
eine  Linie,  welche  sich  bei  unserm  Monde 
wellenförmig  über  die  vom  Ilanptplanetcn 
durchschrittene  Bahn  hebt  und  senkt. 
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Bei  den  Jupiters  - und  Saturnsmonden 
hat  diese  Linie  jedoch  Schleifen  (d.  h. 
sie  schneidet  sich  selbst).  Es  tritt  dies 
ein,  wenn  der  Trabant  sich  schneller  nm 
den  Hanptplancten,  als  dieser  nm  die 
Sonne  bewegt.  Gewöhnlich  unterscheidet 
man  beim  Erdmonde  drei  Hauptstörun- 
gen, neben  denen  es  jedoch  noch  viele 
andere  gibt.  Die  erstere  ist:  Die  Evection, 
welche  Ptolomäus  entdeckt  hat.  Sie  hingt 
vom  Abstande  des  Mondes  von  der  Sonne 
ab.  Sie  kann  machen,  dass  der  Mond 
seine  Stellungen  in  der  Bahn  bis  auf 
1*20'  ändert.  Die  zweite  Störung  heisst 
Variation,  und  ist  von  Tycho  de  Brahe 
entdeckt.  Sie  ist  am  grössten,  wenn  der 
Mond  46*  oder  132°  nach  der  einen 
oder  der  andern  Seite  von  der  Sonne 
entfernt  ist,  also  in  den  Zeiten,  welche 
in  der  Mitte  zwischen  Vollmond  nnd 
letztem  Viertel,  oder  zwischen  letztem 
Viertel  nnd  Neumond,  Neumond  nnd 
erstem  Viertel,  erstem  Viertel  und  Voll- 
mond liegen.  Die  dritte  Störung  kommt 
von  der  Stellung  der  Erde  zur  Sonne 
her;  sie  macht,  dass  im  Winter,  wo 
Sonne  und  Erde  sich  näher  sind,  der 
Mondlanf  langsamer  als  im  Sommer  ist. 
Die  Rotation  des  Mondes  ist  keiner  pe- 
riodischen Störung  unterworfen.  Durch 
die  ungleichmlssige  Bewegung  des  Mon- 
des nm  die  Erde  verglichen  mit  der 
gleichmlssigen  Rotation,  entsteht  ein  pe- 
riodisches Schwanken  (Libration  genannt), 
welches  bewirkt,  dass  wir  nicht  immer 
genau  dieselbe  Mondhälfte  sehen. 


Die  Störungen  bewirken,  dass  die  Nei- 
gung der  Mondbahn  zur  Ekliptik  und 
die  Durchschnitte  beider  Bahnen  verän- 
derlich sind.  Die  Knotenlinie  macht 
schon  in  8 Jahren  218  Tagen  21  Stun- 
den 22  Minuten  46  Secunden  einen 
Winkel  von  360®  entgegengesetzt  der 
Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde. 
Diese  Bewegungen  aber  ändern  sich  im 
Laufe  der  Jahrtausende.  Auch  die  Um- 
laufszeit  der  Mondbahn  ist,  wie  theore- 
tische Betrachtungen  zeigen,  vcr&nderlich. 
Sie  nimmt  ab,  freilich  in  Jahrtausenden 
nur  um  Hunderttheilc  von  Secunden. 
Dieses  Abnehmen  wird  erst  nach  Ver- 
lauf von  mehreren  Jahrtausenden  wieder 
in  ein  Zunehmen  fibergehen. 

Die  grosse  Axe  der  Mondbahn  dnreh- 
länft  in  310  Tagen  13  Stunden  48  Mi- 
nuten 53  Secunden  den  ganzen  Himmel 
im  Sinne  der  Mondbewegung,  jedoch 
ungleichmässig.  Die  Theorie  der  Störun- 
gen unseres  MondeB  ist  höchst  schwierig. 
Noch  schwieriger  indess  ist  die  der  Ju- 
piters - nnd  Saturnsmonde,  da  bei  den- 
selben nicht  nur  die  Sonne  und  der 
Hauptplanet  auf  die  einzelnen  Monde, 
sondern  auch  diese  auf  einander  störend 
einwirken.  Aus  der  Einwirknng,  die 
ein  Planet  auf  seine  Trabanten  ausübt, 
kann  man  die  Masse  des  ersteren  be- 
rechnen, ganz  wie  man  die  Masse  der 
Sonne  aus  ihrer  Einwirkung  auf  die 
Erde  bestimmt. 

Es  folgen  hier  die  Zahlenangaben  für 
die  Trabanten  unseres  Sonnensystems: 


wahre 

Umlaufezeit 

synodische 

Exentricität 

Neignng  der 
Bahn. 

- 

E r d m o n d. 

27  T. 

7»  43' 

11,5" 

29T.  12h  44'  2,9" 

0,0548442 

5*  8' 49" 

J npitcrsm  onde. 

1 

IT. 

18  h 27'  3350" 

' IT.  18h  28'  35,96" 

0 

3*  5"  24" 

2 

3 

13 

13 

42,04 

8 

13  17  5357 

0 

3 4 25 

3 

7 

,7 

42 

33,36 

7 , 

3 59  35,82 

0,001348 

3 0 28 

4 

16 

16 

32 

11,27 

16 

18  5 7,02 

0,007275 

2 40  58 

Satnrnsmonde. 

Mimas 

OT. 

22h 

36' 

17.06" 

-T, 

22  h 36'  24,04" 

0,06889 

Enceladns 

1 

8 

52 

57,80 

1 

8 53  12,92 

? 

Tethys 

1 

21 

13 

32,96 

1 

21  13  49,0 

0,00551 

1»  33'  16" 

Dione 

17 

(gegen  die  Ringebene) 

2 

44 

61 

2 

17  45  51 

7 

Rhea 

4 

12 

25 

11 

4 

12  27  55 

7 

Titon 

5 

22 

41 

25,1 

15 

23  15  32,0 

0,02922326 

27  33  46,4 

Hyperion 

(gegen  die  Ekliptik) 

21 

4 

21 

6 

0,115 

Japetus 

79 

7 

54 

79 

22  4 

7 

25 
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Saturn, 


wahre 

Umlaufszcit 

synodische 

Neigung  der 
Bahn. 

Urnnusmondc 

Ariel 

2T.  12h  29*  20,66"  2T.  12h  29»  38,57" 

Umbriel 

4 

3 28 

8,00 

4 3 28  46,50 

t 

Titania 

8 

17  1 

19,3 

8 17  4 52,9 

? 

Oberon 

13 

11  5 

1,5 

13  11  13  32,1 

t 

99*  43'  53,3" 

Neptunsmond 

5T.  21*  4’ 

9" 

5T.  21*  4'  58" 

0.02106 

34  7 1 

(gegen  die  Ekliptik.) 

Die  Neigung  der  Bahn  ist  im  Verhältnis»  zur  Buhn  des  Hauptplancten  zu 
▼erstehen,  wenn  keine  andere  Angabe  gemacht  ist. 


Abstand  in  Meilen 
kleinster  mittlerer  grösster 

Masse 

im  Verhältnis!» 
cum  Planeten 

Dichtigkeit 
im  Verhältniss 
an  der  der  Erde 

Durchmesser 
in  Meilen 

E r d m 

ond 

48961 

51803 

54644 

1 : 81 

0,6050 

468 

Jupitersmondc 

l 



58294 

— 

1 : 57710 

0,2005 

529 

2 

— 

92827 

— 

1 : 43038 

0,3711 

475 

3 

147905 

148078 

148251 

1 : 11300 

0,3244 

776 

4 

258556 

260450 

262345 

1 : 23442 

0,2469 

664 

Saturnsmonde 

Mimas 

23836 

25600 

27364 



— 

— 

Enccladus 

— 

32S66 

— 

— 

— 

— 

Tethys 

40492 

40700 

40908 

— 

— 

— 

Dione 

— 

52164 

— 

— 

— 

— 

Rhea 

— 

71410 

— 

— 

— 

Titon 

163866 

168800 

173734 

— 

— 

360? 

Hyperion 

181425 

205000 

228575 

Japetns 

— 

524686 

— 

Uranusmonde 

Ariel 

— 



— 

Umbriel 

— 

— 

— 

Titania 

— 

63543 

— 

Oberon 

— 

84933 

— 

Neptunsmond 

52919 

54057 

55195 

Sattelrad  (Maschinenlehre).  Saturn  (Astronomie). 

Ein  hölzernes  Wasserrad  mit  Arm-  Der  sechste  von  den  grössten  Planeten, 
gerieren.  welche  die  vierkantige  Welle  Kr  erscheint  uns  in  der  Helligkeit  eines 
umfassen.  Bei  hohen  Rädern  sind  zwi-  Fixsternes  erster  GrOsse,  hat  wie  alle 
sehen  den  Anngevieren  noch  sogenannte  oberen  Planeten  mit  Ausnahme  des  Mars 
Helfannc  anzubringen.  # keine  Phasen.  Seine  scheinbare  GrOsse 
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schwankt  zwischen  15  und  20  Secnnden. 
Kurz  nach  Entdeckung  der  Fernröhre 
bemerkte  man  an  ihm  eine  Unregel- 
mässigkeit in  der  Gestalt,  die  sich  je 
nach  der  Entfernnng  von  der  Erde  bald 
mehr  bald  weniger  deutlich  derart  zeigt, 
dass  gleichsam  zwei  Henkel  an  ihm  sicht- 
bar werden.  Es  war  aber  erst  Uurghcns 
(1650)  Vorbehalten,  die  Entdeckung  zu 
machen,  dass  diese  Erscheinungen  von 
einem  frei  um  den  Saturn  schwebenden 
Ringe  herrührt.  Dieser  Ring  macht 
einen  Winkel  von  28“  10*  34"  mit  der 
Ekliptik.  Die  Kleinheit  dieses  Winkels 
ist  die  Ursache,  dass  sich  der  Ring  nie- 
mals ganz  getrennt  vom  Saturn  uns  dar- 
stellt. Dieser  Ring  ist  kein  einfacher; 
man  nahm  früher  drei  concentrischc  Ringe 
an,  indessen  haben  sich  in  neuester  Zeit 
noch  mehr  Thcilungen  gezeigt.  Wahr- 
scheinlich dreht  sich  dieser  Ring  um  den 
Saturn  Jedenfalls  ist  er  elliptisch,  und 
nach  Bcssel  betrügt  seine  Abplattnng 

des  Halbmessers.  Am  Saturn  fin- 


den sich  Streifen  und  Flecken.  Aus 
der  Veränderung  der  Lage  dieser  letz- 
teren schlicsst  Hörschel  auf  eine  Axcn- 
drehung  von  10h  29'  17"  Dauer.  Der 
acht  Trabanten  des  Saturn  ist  in  dem 
Artikel:  Satelliten  erwähnt.  Auffälliger 
Weise  machen  dieselben  nicht  mit  der 
Ekliptik  wie  die  Monde  det  andern  Pla- 
neten, sondern  mit  der  Ringebene  nur 
sehr  kleine  Winkel.  Bei  der  Gelegen- 
heit der  Entdeckung  des  Saturnringes  ist 
noch  die  Art  zu  erwähnen , wie  sich 
Huyghcns  seine  Entdeckung  sicherte,  ohne 
sie  zu  publicircn.  Er  tbcilt  nämlich  eine 
Anzahl  Buchstaben  mit,  aus  denen  sich 
durch  richtige  Zusammenstellung  die 
Worte  ergaben  : ,,annulo  cingilur,  Imu i, 
plano,  nutquam  rohnefente , ad  ecli/iticam 
tnclinalo,“ 


Nächst  dem  Jupiter  hat  Saturn  die 
grösste  Masse  von  allen  Planeten.  Sic 
beträgt  die  101,6  fache  Masse  der  Erde, 
(die  des  Jupiters  die  339,2  fache).  Von  den 
andern  Planeten  ist  der  nächste  Neptun  mit 
der  24,6  fachen  Erdmassc.  Dass  sich  im 
Sonnensystem  twei  Körper  von  so  weit 
gegen  die  andern  überwiegender  Masse 
befinden,  ist  wichtig  in  Bezug  auf  die 
Stabilität  des  Systems.  Namentlich  be- 
wirkt dies  hauptsächlich,  dass  die  Länge 
der  grossen  Axen  nnd  folglich  die  Um- 
laufszcit  der  Planeten  keinen  säcnlarcn 
Aendcrungen  unterworfen  sind.  Sehr 
schwierig  zu  berechnen  sind  die  Störun- 
gen, welche  Jupiter  und  Saturn  auf  ein- 
ander ausüben,  und  finden  hierbei  eigen- 
tümliche Umstände  statt.  Während  dio 


grosse  Axe  der  Saturnsbahn  sich  immer 
mehr  vergrössert,  verkleinert  sich  die  der 
Jupitersbahn  Würde  dies  als  eine  sä- 
culare  oder  gar  als  eine  immer  in  dem- 
selben Sinne  fortwirkende  Störung  be- 
trachtet, so  stände  diese  Erscheinung 
mit  dem  eben  aufgestellten  von  La  Place 
herrührenden  Gesetze,  dass  die  grossen 
Axen  keine  solche  Störungen  haben,  in 
Widerspruch.  Es  wäre  dann  zu  be- 
fürchten, und  cs  ist  früher  angenommen 
worden,  dass  sich  Jnpiter  nach  und  nach 
bis  zur  Sonne  selbst  annähere,  Saturn 
aber  aus  dem  Sonnensystem  entfernen 
würde.  Indess  hat  schon  La  Place  ge- 
funden, dass  diese  Störung  in  die  Gat- 
tung der  periodischen  gehört,  obgleich 
sie  Perioden  von  mehr  als  900  Jahren 
umfasst.  Der  Grund  dieser  Eigentüm- 
lichkeit ist  die  Thatsachc,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit vom  Jupiter  zu  der  des 
Saturn  nahezu  in  dem  Verhältnisse  5:2 
steht.  Dieses  einfache  Vorhältniss  be- 
wirkt, dass  in  den  Formeln  für  die  Stö- 
rungen gewisse  Glieder  die  bei  den  übri- 
gen Planeten  nur  klein  sind,  hier  sehr 
gross  werden,  und  so  eine  lange  Periode 
bewirken,  — Was  die  Elemente  des 
Saturn  anbetrifft,  so  vergleiche  den  Ar- 
tikel: Planeten.  Hier  bemerken  wir  nur. 
dass  seine  mittlere  Entfernung  von  der 
Sonno  9,539  mal  die  der  Erde  übertrifft, 
und  seine  tropische  Umlaufszeit  10746 
Tage  22  h 30'  10"  beträgt. 


SatorDsmonde 

Satnrnring 


\ 

I 


siehe  Saturn. 


Satz. 

So  wird  im  Allgemeinen  jede  mathe- 
matische Wahrheit  genannt. 

Man  thcilt  die  Sätze  in  Lehrsätze 
( (heorema ),  welche  eine  neue  des  Be- 
weises bedürfende  Wahrheit  anssprechen; 
in  Zusätze  ( corollanum ),  welche  eine  an 
einen  andern  Satz  geknüpfte,  leicht  aus 
ihm  folgende  Wahrheit  geben  und  in 
Grundsätze  (axioma),  welche  eine  Wahr- 
heit geben,  von  der  man  entweder  an- 
nimmt, dass  sie  an  sich  einleuchtc,  also 
keines  Beweises  bedarf,  oder,  dass  ein 
Beweis  sich  davon  nicht  finden  lasse. 
Dies  letztere  Kriterium  ist  allerdings  ein 
sehr  wenig  wissenschaftliches.  Es  würde 
nach  ihm  ein  unbewiesener  Satz  so  lange 
Grundsatz  sein,  bis  von  ihm  ein  Beweis 
gefunden  wird,  wo  er  dann  zum  Lehr- 
sätze befördert  werden  muss. 

Indess  scheint  uns,  dass  der  Unter- 
schied zwischen  Lehrsatz  und  Grundsatz 
aus  einer  andern  Betrachtung  entnommen 
werden  müsse.  Wir  behaupten  nämlich, 
25* 
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dass  in  der  cigonlich  reinen  Grossen- 
oder  Zahlcnlchre  gar  keine  Grundsätze 
Vorkommen.  Denn  selbst  Sätze,  wie  die 
von  der  Gleichheit:  „Jede  Grösse  ist  sich 
selbst  gleich“  — „Wenn  zwei  Grössen 
einzeln  einer  dritten  gleich  sind,  so  sind 
sic  unter  einander  gleich“  scheinen  uns 
keine  Grundsätze  zu  sein,  sondern  aus 
der  Definition  der  Gleichheit  sich  zu  er- 
geben, welche  so  gefasst  werden  muss: 
„Zwei  Grössen  a nnd  b nennen  wir 
gleich,  wenn  jede  statt  der  anderen  ge- 
setzt werden  kann.“  Diese  Erklärung 
reicht  in  der  reinen  Grössenlchre  immer 
aus.  — Wird  aber  die  Grössenlchre  auf 
irgend  ein  Gebiet  von  Erscheinungen, 
also  z.  B.  auf  Kaumgrössen  angewandt, 
so  wird  in  dem  Gebiete  des  Raumes 
eine  Reihe  von  thatsächlich  Vorhandenem 
mit  aufgenommen,  dessen  Dasein  eben 
nicht  a priori  zu  erweisen,  sondern  als 
bestehend  anzunehmen  ist.  Wenigstens 
hat  die  Mathematik  keine  Mittel  für 
solchen  Nachweis.  So  sind  z.  B.  die 
drei  Ausdehnungen  des  Raumes,  die  der- 
artige Beschaffenheit  desselben,  dass  sich 


zwischen  zwei  Punkten  nur  eine  grade 
Linie  ziehen  lässt,  dergleichen  thatsäch- 
lich  bestehende  Wahrheiten,  also  Grund- 
sätze, für  deren  Beweis  die  Mathematik 
keine  Mittel  besitzt.  Ganz  Aehnliches 
findet  in  der  Mechanik  statt  nnd  sind 
dergleichen  Sätze  s.  B.  der  von  der  Gleich- 
heit der  Wirkung  und  Gegenwirkung,  der 
gradlinigen  Wirkung  der  Kräfte  u.  s.  w. 

Sangheber  (Hydrodynamik). 

Saugheber  ist  eine  gebogene  Röhre, 
welche,  wenn  die  Luft  in  ihr  verdflnnt 
ist,  dazu  dient,  das  Wasser  aber  eine 
Erhöhung  zu  befördern.  In  physika- 
lischen und  chemischen  Laboratorien  hat 
man  bekanntlich  kleine  Saugheber  von 
Glas  oder  Metall,  auch  zum  Ueberfüllen 
der  Flüssigkeiten  von  einem  Fass  in  das 
andere,  dienen  ähnliche  Vorrichtungen. 
Der  Heber  findet  aber  auch  im  Grossen 
Anwendung  z.  B zum  Ableiten  des 
Wassers  aus  SQmpfen  und  Tiefen.  Er 
besteht  dann  aus  drei  gusseisernen  Röh- 
ren, dem  steigenden  Schenkel  AB  (Fig. 
348),  dem  (horizontalen)  Mittelstücke  BC 


Fig.  348. 


und  dem  fallenden  Schenkel  CD.  An 
der  Einmündung  A befindet  sich  der  Re- 
gulirungsschieber S,  bei  der  AusmUn- 
dung  D ist  eine  Abzugsrinnc  Eh'  mit 
einem  Klappenvcntil  E.  Auf  ein  Mittel- 
stück BC  ist  ein  mit  einem  Stöpsel  luft- 
dicht zu  verschlicsscndes  Mundstück  K 
angebracht.  Man  scbliesst  zunächst  den 
Schieber  S und  das  Ventil  E,  und  führt 
durch  K Wasser  ein,  bis  der  Heber 
gefüllt  ist.  Dann  wird  K verschlossen, 
S und  K geöffnet,  das  Wasser  des  Tei- 
ches folgt  dann  dem  fallenden  Strome 
nach  und  gelangt  in  E zum  Ausflusse. 
Es  wird  aber  dieser  Ausfluss  nur  so 
lange  dauern,  als  der  Spiegel  II  im 
Speisereservoir  über  der  Ausmündung  K 
sich  befindet.  Dies  sieht  sich  leicht  ein, 
wenn  man  bedenkt,  dass  dio  Geschwin- 


digkeit des  Wassers  in  E gleich  fi  VV 
ist,  wo  ft  den  Ausflusscoefficienten,  k die 
Druckhöhe  angibt;  steht  also  H in  glei- 
cher Höhe  mit  E,  so  ist  * = 0,  also 
auch  die  Geschwindigkeit  gleich  0. 

Auch  darf  die  Höhe  KO  = kt  des 
Mittelstücks  über  dem  Wasserspiegel  fl 
nicht  dio  dem  Atmosphärendrucke  ent- 
sprechende Wasserhöhe  von  33  Fuss  ge- 
ben, weil  sonst  das  Wasser  nur  bis  zu 
dieser  Höho  emporsteigen  würde.  Jeden- 
falls ist  der  Druck  des  Wassers  im  Mittel- 
stück kleiner  als  der  Atmosphärendruck. 
Es  wird  sich  also  die  im  Wasser  ent- 
haltene Luft  doch  nach  und  nach  der- 
maassen  ansammeln,  dass  der  Ausfluss 
aufhört.  Diese  wird  dann  von  Zeit  zu 
Zeit  durch  Scbliessen  der  Mündungen 
und  Nachfüllcn  mit  Wasser  entfernt. 
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Die  Bewegung  des  Wassers  im  Saug- 
heber ergibt  sich  aus  der  Bewegung  des- 
selben in  Leitnngsröhrcn  Oberhaupt  Sei 
A die  Druckhöhe  HK,  l die  Axeniänge 
des  Hebers,  d seine  Weite,  y die  Aus- 
flnssgeschwindigkcit,  C der  Reibungscoef- 
ficient  des  Wassers,  ('  der  WiderBtand6- 
cocffieient  für  den  Eintritt  in  den  Heber, 
die  Widerstandscocfficicnten  für 
den  Durchgang  durch  die  Knie  röhre,  so 
ist  bekanntlich: 

‘2y*  = e»(l  + fi  + {'  + {"  + {"') 

aUo  die  Geschwindigkeit  des  ausfliessen- 
den  Wassers: 


VM 


'(i.+c7 

Das  AusRussquantum  in  der  Sccundc: 

r 


i J 2j* 

|/l  + f i-  + ('  + {"  + £: 


Sei  h die  Hohe  KO  des  Mittelstücks 
über  dem  Spiegel  //,  3 die  zugehörige 
Druckhöhc,  k die  Wasserbaroracterhöhc, 
/,  die  Axeniänge  von  ABK , d.  h von 
der  Einmündung  bis  zum  Scheitel  des 
Hebers,  so  ist : 

*-*•-  = (1  + c7  + {'+{")^ 

also  die  Gcschwindigkcitsh&he : 

** A — A , — X 

29  l + c±  + {'  + {" 

Seist  man  den  sich  hieraus  ergebenden 
Werth  von  r dem  vorhergehenden  gleich, 
so  ergibt  sieh  daraus  : 

I l + +{'+{"  I 

s=  . *. 

[l+f-j + {'+£"+{'"] 

Ist  die  MittelrOhre  sehr  lang,  so  ist  /, 
nahe  gleich  /,  und  in  diesem  Falle  also: 
s = A — A — A,. 

Das  stetige  Fliessen  macht  es  nöthig, 
dass  nicht  allein  h sondern  auch  c po- 
sitiv sei.  Es  muss  also  sein : 


i+c'^+t'+r 
1 + fT+{'  + {"  + {" 


A + At  < A, 


oder  wenn  die  Mittelröhre  lang  ist: 

h -f-  A , < A. 

D.  b.  die  Hohe  über  dem  Wasserspiegel 
muss  kleiner  als  die  Wasserbaromctcr- 
böhe  d.  h.  als  33  Fuss  sein. 

Saughöhe  siehe  Saugpnmpc. 

Säugpumpe  ( Hydrodynamik). 

1)  Verschiedene  Arten  von 
Pumpen  ( pumpe , pump). 

Die  Säugpumpe  dient  dazu,  das  Wasser 
mittels  eines  auf-  und  niedergehenden 
Kolbens  durch  hydrostatischen  Druck  in 
die  Hohe  zu  heben.  Sie  hat  folgende 
Haupttheilc : 

1)  den  Pumpcncylinder,  (Pumpcnstiefel, 
Kolbenrohr), 

2)  den  im  Cylindcr  beweglichen  Kolben, 

3)  die  Ventile,  welche  dio  Communi- 
cation  zwischen  Cylinder  und  Pumpen- 
röhren abwechselnd  zulassen  und  auf- 
heben. 

Der  Ventile  sind  zwei,  das  Admis- 
sions-  und  das  Emissionsvcntil. 

Je  nachdem  das  eine  dieser  Ventile 
an  dem  Kolben  sitzt  oder  nicht,  sind  die 
Säugpumpen  zu  theilen  in  solche  mit 
massivem  und  solche  mit  ventilirtem 
(durchlöchertem)  Kolben. 

Ein  Pumpenrohr,  Steigröhre  genannt, 
führt  das  Wasser  von  dem  Cylinder  fort, 
das  andere  führt  das  Wasser  in  den 
Pumpenkörper  und  heisst  Einfallsröhre 
oder  Saugröhre,  je  nachdem  Ersteres 
fallend  oder  steigend  cingeführt  wird. 

Wenn  man  den  Cylinder  unmittelbar 
in  das  Unterwasser  setzt,  kann  das  zweite 
Rohr,  wenn  man  ihn  in  das  Oberwasser 
münden  lasst,  das  erstcre  wegfallen. 
Pumpen,  bei  denen  das  Saugrohr  weg- 
fällt,  heissen  Hubpumpen,  wenn  das  Steige- 
rohr über  dem  Kolben  mündet;  geschieht 
es  unter  dem  Kolben,  so  heisst  die  Pumpe 
Druckpumpe.  Eine  Pumpe  ohne  Steige- 
rohr heisst  Saugepumpe  (im  engeren 
Sinne),  sind  beide  Rohre  vorhanden,  so 
heisst  die  Pumpe  Saug-  und  Hub-  oder 
Saug-  und  Druckpumpe. 

Die  Figuren  (Fig.  343  u.  350)  stellen  das 
Spiel  der  Ventile  vor.  In  I.  ist  eine  Hub- 
pumpe, in  U.  eine  Sangpumpe,  in  III.  eine 
Saug-  und  Hubpumpc  gegeben.  C ist  das 
Kol-benrohr,  K der  mit  zwei  Ventilen  ver- 
sehene Kolben,  V das  Säugventil,  S das 
Steigerohr  (es  fehlt  also  in  II.),  fl  das  Saug- 
rohr (fehlt  in  I.).  In  der  ersten  Figur 
hebt  sich  der  Kolben , der  Luftdruck 
auf  das  Unterwasser  öffnet  das  Ventil  C. 
Das  Wasser  unter  dem  Kolben  vermehrt 
sich  also,  während  ein  Theil  des  Uber 
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dem  Kolben  befindlichen  zugeschiittet  scblicssen.  Das  zwischen  Saugeventil  und 
wird.  Beim  Niedergange  in  der  zweiten  Kolben  befindliche  Wasser  steigt  über 
Figur  öffnet  der  Luftdruck  die  Kolben-  den  Letzteren  empor,  und  füllt  den  freien 
ventilo,  während  sich  die  Säugventile  Raum  daselbst.  Nur  so  viel  Wasser 


Fig.  350. 

i.  ir.  nt. 
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flieset  dabei  aus,  all  die  Kolbenstunge 
verdrängt. 

Sei  jcut  k die  Wasicrbaromcterhähe 
(33  Fais),  A,  die  Wasserhöhe  fibcr  dem 
Kolben,  A,  die  Höhe  des  Wassere  vom 
Unterwasserspiegcl  bis  zum  Kolben,  A 
die  Gesnmmthöhc  des  Wassers,  F der 
Flächeninhalt  des  Kolbendurchschnittes, 
y die  Dichtigkeit  des  Wassers,  R , der 
Druck  der  Luft  und  des  Wassers  von 
oben  nach  unten,  R , der  Druck  von 
unten  nach  oben.  Beim  Aufgange  ist 
dann : 

ß,  = P(*  + *i)y,  ß,  = F(A-A,y). 
Die  Kraft  zum  Aufziehen  V ist  dann 
die  Druckdistanz: 

f*=F(Al  + A1)y  = f’Ay, 

d.  b.: 

„Die  Kraft  zum  Aufziehen  ist  con- 
stant,  weder  vom  Kolbenstande  noch  vom 
atmosphärischen  Drucke  abhängig,  übri- 
gens dem  Gewicht  einer  Wassersäule 
gleich,  welche  den  Kolbendurcbschnitt 


zur  Basis  und  die  Gesammthöbe  zur 
Höhe  hat.“ 

Das  Wasser  kann  übrigens  dem  Kol- 
ben so  lange  folgen,  als  A,  kleiner  als 
t ist. 

Das  während  des  Aufganges  ausge- 
gossenc  Wasserquantum  V ist  offenbar 

V=F,t 

wenn  s der  Kolbenwcg  ist. 

Beim  Niedergänge  ist  der  Druck  über 
und  unter  dem  Kolben  derselbe,  also 
die  dazu  uöthige  Kraft  gleich  Null,  wenn 
man  von  den  Nebenhindernissen  absiebt. 

Die  mechanische  Arbeit  A , welche 
zum  Heben  nöthig  ist,  wird  also  sein : 

A = Pt  =Fkyl  - Vyh  = Oh, 

wo  O = Vy  das  Gewicht  des  gehobenen 
Wassers  ist. 

Wir  haben  noch  auf  die  Pumpen  mit 
Massivkolben  cinzngehen. 

Beim  Aufgange  (Fig.  351)  bildet  in  I. 
die  Saugröhre,  die  Fortsetzung  des  Pum- 


Fig.  351. 

r.  n 


pencylinders,  in  II.  findet  dies  mit  der 
Steigcr&hre  statt.  Das  Säugventil  V ist 
geöffnet,  das  Stcigevcntil  IV  geschlossen. 
Beim  Niedergange  (Fig.  352;  findet  das 
Entgegengesetzte  statt.  Bei  der  ersten 
Thätigkeit  wird  der  durch  den  Aufgang 
des  Kolbens  freie  Theil  des  Cylinders 
mit  Wasser  gefüllt,  welches  beim  Nieder- 
gange der  Kolben  in  die  Steigeröhre 


drückt,  und  zum  Ausflusse  bringt.  Be- 
halten wir  die  obigen  Bezeichnungen  bei, 
so  ist  während  des  Aufgangs: 

R,  = Fky,  R,  = (F.A  - A,)  y. 
Also  die  zum  Aufziehen  nöthige  Kraft: 

/\  = Ä i — ■*»  = 

Rt  ist  der  Druck  der  Atmosphäre  von 
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oben 

und 

oben. 


Fie.  352. 


nach  u meu,  11,  der  des  Wassers  Sei  noch  der  Druck  des  Wassers  von 
der  Atmosphäre  von  unten  nach  unten  nach  oben  gleich  n„  so  ist  wah- 
rend des  Niederganges: 


Fig.  353. 
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Ä,=F(*  + A,)y 

und  also  die  Kraft  zum  Niedcrücken  des 
Kolbens : 

Rt  — Rt~  h h7y. 

Die  Hohen  A,  und  A,  sind  veränder- 
lich, folglich  auch  l\  und  P,. 

Nimmt  man  für  A,,  A,  die  entspre- 
chenden Höhen  bei  halber  Kolbcnerhc- 
bung  und  Kolbensenknng,  so  hat  man 
aber  auch  Mittelwerthc  von  /',  und  Pt. 
Ist  > der  ganze  Kolbcnhuh , so  kann 
man  dann  für  dio  Arbeit  setzen: 

A = Ptt  + P,t  = Fshy  = Vky  = CA 
ganz  wie  oben. 

Es  gibt  auch  Cylindcr,  deren  offenes 
Ende  nach  unten  gerichtet  ist.  Bei  den- 
selben ist  die  Kolbenstange  entweder 
durch  eine  Stopfbüchse  zu  führen  (Fig. 

353)  oder  nach  unten  zu  richten  (Fig. 

354)  die  erste  Abbildung  ist  die  einer 


unter  der  Oberfläche  des  Unterwassers, 
weshalb  der  Abstand  A,  negativ  ist. 
Man  hat  also: 

i\  = - 
P , = Fk.y, 

A = P'iky  = EA  j, 
wo  A = A,  — A,  gesetzt  ist. 

Bei  der  Saugdruckpumpe  dagegen 
gelten  die  obigen  Formeln. 

Ein  stetiger  Ausfluss  wird  durch  eine 
doppcl wirkende  Pumpe  erzielt. 

Dieselbe  hat  einen  I’nmpencylinder  C, 
der  an  beiden  Enden  mit  der  Saug- 
röhre R und  der  Steigeröhre  S in  Ver- 
bindung ist  (Fig.  355),  wozu  also  vier 


Fig.  355. 


Saug  - und  Druckpumpe,  R dns  Saugrohr. 
V das  Säugventil,  S das  Steigerohr,  ,tf 
das  Steigventil.  Beim  Niedergänge  des 
Kolbens  wird  Wasser  angesaugt,  beim 
Aufgange  in  das  Steigerohr  gedrückt. 

Die  andere  Figur  ist  die  einer  Druck- 
pumpe, bei  niedergehenden  Kolben,  R 
das  Einfallrohr.  Der  Kolben  ist  hier 


Communicationsröhren,  zwei  Säugventile 
V,  Y\  und  zwei  Steigeventile  IE,  YV , 
nüthig  sind.  Bei  einer  Kolbenhebung 
öffnet  sich  auf  einer  Seite  das  Säugventil 
V und  auf  der  andern  das  Steigeventil 
IE,,  bei  der  Senkung  öffnen  sich  E,  und 
IE,  es  wird  also  gleichzeitig  Wasser 
angesaugt  und  ausgetrieben. 

Dasselbe  kann  man  durch  zwei  ein- 
fache Pumpen  erreichen,  von  denen  der 
eine  Kolben  heraufgeht,  wenn  der  an- 
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dcre  heruntergehl.  Endlich  kann  inan 
an  den  Pumpen  mit  Ventilkolben  eine 
dicke  Kolbenstange  unbringen.  Ist  deren 
Querschnitt  F,,  so  wird  beim  Nieder- 
gang das  Quantum  F,s  verschüttet,  beim 
Aufgange  (F— F,)s.  Beide  Ausdrücke 
werden  gleich,  wenn  man  F,  = i F nimmt. 

Sei  dann  die  Kraft  beim  Aufgehen  P,, 
beim  Niedergehen  P,.  so  ist: 

P,  = F*,y- (F-F|)*,y=F*y-F,*,y 
P,  = FAJy-(F-F1)A,y  = FlA1y. 

Also  für  F,  = 4 F: 

Pl  = F(*-4*,)y,  P,=  *F*,y. 

Für  die  einfache  Hubpumpe  ist  h%  = A, 
A,=0  zu  setzen,  also: 

F,  = P,=  ;FAy. 

2)  Ueberdie  Saughöhe. 

Die  Saughohe  darf  zunächst  nicht  die 
des  Wasserbarometers  übersteigen.  Dies 
reicht  indess  noch  nicht  hin.  Damit  bei 
jedem  Kolbenspiel  ein  Quantum  Fs  ange- 
saugt wird,  muss  der  Cylinder  stets  mit 
Wasser  gefüllt  sein.  Es  darf  also  die 
Kolbcngeschwindigkeit  beim  Aufsteigen 
nicht  grosser  als  die  des  aufsteigenden 
Wassers  6ein. 

Sei  k wieder  die  WasserbarometerhOhe, 
A0  die  des  tiefsten  Kolbenstandes  über 
dem  Unterwasser,  x der  veränderliche 
Kolbenweg,  der  von  A,  bis  e wächst, 
so  ist  die  auf  die  Bewegung  des  Was- 
sers verwendete  Druckhohe:  k — A,  — x. 
Ist  c die  Geschwindigkeit  des  Wassers 
in  der  KolbcnrOhrc,  c,  die  in  der  Saug- 
röhrc,  v,  die  des  durch  den  Querschnitt 
F,  der  VentilOffnung  fl  essenden  Was- 
sers, d der  Durchmesser  der  KolbenrOhre, 
</,  der  Saugröhre,  f,  die  Länge  der- 
selben, f der  Coefflcient  der  Wasser- 
reibung, « der  Contractionscoefficicnt, 
so  ist  nach  dem  hydraulischen  Gesetze: 

also 

c = « (*  — A„  - *) 

wo  ft  den  Ausflusscocfficientcn 

vorstellt.  Diese  Geschwindigkeit  darf 
also  nieht  kleiner  als  die  des  aufstei- 
genden  Kolbens  sein. 


Wird  die  l’umpe  durch  eine  Kurbel 
bewegt,  so  sei  r = CA  der  Kurbelarm 
(Fig.  356)  und  dieser  ist  gleich  dem  hal- 

Fig.  356. 


ben  Kolbenhübe  s,  also  r = die  dem 

Kolbenwege  AO  — x entsprechende  Kol- 
bengeschwindigkeit  Pc  = •>,,  ist  gleich  der 
Projection  der  Warzengeschwindigkeil 
Pe  — Ci,  parallel  zur  Bewegungsrichtang 
AB  des  Kolbens 


also : 


OP=  ^(s-x). 


p _ OP_  2/äls  -x) 
c ~CP~  s 

Soll  also  die  Kolbcngeschwindigkeit 
gleich  der  Geschwindigkeit  des  nufstei- 
genden  Wassers  sein,  so  ergibt  sicht 


= -.«’2sT  (*-*.), 


l+.u 


, 2 j s 

4s* 


also : 

“( 

±)t'*e'2S-S<*-*0Z,])f 

Damit  überhaupt  die  Trennung  unmög- 
lich sei,  muss  die  Wurzel  imaginlr  sein. 

also: 

Sei  ,.-».>>(i+ 

woraus  sich  dann  für  die  Saughohe  ergibt : 

wofür  auch  gesetzt  werden  kann,  wenn  I 
die  Zeit  des  Kotbcnschubes,  alsoO  = gy  ist: 
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Ist  / sehr  klein,  also  die  Kolbenbewe' 
gung  sehr  schnell,  so  wird: 

*•  < * 2 2 9 \2,UJ  • 

Ist  noch: 


1 c’  2 g,u'  / * \ 

2 c1  \ 4 / ’ 


so  wird  der  Kolbcnwcg 


soll,  zurückgebliebene  Luit  den  Druck  A 
der  äusseren  Luft  haben.  Ist  nun  der 
Kolbenhub  s erreicht,  so  ist  nach  dem 
Mariotteschen  Gesetze  der  Spannung  ft, 

der  zurückgebliebenen  Lnft  gleich  . 

<t  e 

Die  Wassersäule  AYV  drückt  mit  Kraft 
ft  — ft0  von  unten,  cs  muss  also,  damit 
das  Ventil  sich  öffne,  sein  ft  = *,>*,, 
also: 


(■  + %?)  f 


ft,  <*- 


also  höchstens  x~t  sein.  Ein  Lostrennen 
tritt  also  dann  auch  in  diesem  Grenz- 

fallc  nicht  ein,  wenn  * ^ * > 2 ist, 
4c* 

C * 

also  wenn  r—  < ist.  Hieraus  ergibt 

sich  aber  A,  < ft  — s. 

Die  Saughöhe  wird  indess  noch  ver- 
mindert durch  den  sogenannten  schäd- 
lichen Raum,  d.  h.  durch  den  Raum 
zwischen  dem  tiefsten  Kolbenstamme  und 
dem  Säugventil,  da  sich  in  demselben 
Luft  ansammelt  und  dem  Aufsaugen  ent- 
gegenwirkt. Stehe  das  Wasser  in  der 
Saugröhre  bis  zum  Säugventil  IV,  und 
möge  die  im  schädlichen  Raume  WK 
(Fig  357),  dessen  Höhe  gleich  c sein 


oder 


oft 
* + a 


. sft 

*,  < . 
• » + « 


Diese  Bedingung  ist  also  immer  zu  er- 
füllen. Je  grösser  der  schädliche  Raum 
ir  ist,  desto  kleiner  muss  die  Saughöhe 
A,  sein.  Es  kann  aber  der  erstere  nicht 
nnter  zwei  bis  drei  Zoll  genommen  wer- 
den, um  dem  Oeffnen  des  Säugventils 
keine  Hindernisse  zu  bereiten. 

Sei  ft  = A,  + o-4-  * die  ganze  Förde- 
rungshöhe der  Säugpumpe,  so  ist: 

A0  (ft  — A,)  < sk, 

und  da  A,(A  — A0)  einen  grössten  Werth 
für  A,  = — hat, 


4 <**  oder  «>  jj. 

Der  Kolbenhub  muss  also  grösser  sein, 
wenn  die  Förderhöhe  wichst. 

3)  Ucbcr  die  Beschaffenheit 
der  P ii mpent heile. 

Die  Kolbenröhrc  ist  in  der  Kegel 
aus  Gusseisen,  nur  bei  rohen  Anlagen 
aus  Ahorn  - nnd  Eichenholz.  Die  Weite 
schwankt  von  wenigen  Zollen  bis  auf 
lj  Fusa,  bei  sehr  grossen  Anlagen  selbst 
bis  zu  7 Fuss.  Die  Wandstärke  gibt 
die  Formel: 

*=  0,0025 prf  + 1,25 

in  Zollen,  wo  d die  Köhrenweite,  p den 
Druck  in  Atmosphären  anzeigt.  Bei  ge- 
wöhnlichen Saugepumpen , ist  e = 1,25 
zu  setzen,  da  die  drückende  Wassersäule 
nur  einige  Zoll  Höhe  hat. 

Die  Saug-  und  die  Steigröhren 
sind  aus  Metall  oder  Holz  angefertigt, 
im  lotxtorcn  Falle  mit  eisernen  Ringen 
umgehen.  Die  Weite  ist  ) bis  § Kolben- 
durchmcsscr.  Für  die  VVandstärkc  hat 
man  die  Erfahrungsformel : 
e — upd  -f-  e, 

wo  p der  innere  Ueberdruck  (in  Atmo- 
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Sphären),  d die  Köhrenweite  ist.  Soll  e nrl,=  7t(r,—  rlt)  = 2jir,», 

in  Zollen  gegeben  sein,  so  ist  zu  setzen:  worM,  tich  crgibt. 


f* 

für  Schmiedeeisen  . . . 0,0009  j 

„ Gusseisen 0,0025  ) 

„ Blei 0,0040  4 

„ Hols  0,0050  2 


r, 


I = -£r  = 0,3535  r. 

Y 8 


Beim  Klappcnrentil  BS  (Fig.  359)  sei 
ASB  = ß der  OelTnungswinkcl,  die  Pro- 


Fig.  359. 


Die  Einmündung  der  Saugeröhre  ist 
abiurunden,  um  die  Contraction  des  ein- 
tretenden Wassers  zu  vermeiden.  An 
das  untere  Ende  der  Saugeröhrc  wird 
oft,  um  den  Unrath  abzuhalten,  ein  Seiher- 
kasten angebracht. 

Die  Ventile  befinden  sich  in  den 
Ventilkammern,  welche  mit  den  Köhren 
ein  Ganzes  bilden,  und  mit  vcrschliess- 
baren  Seitenöffnungcn  versehen  sind, 
welche  zur  Untersuchung  der  Ventile 
dienen  Die  Ventile  können  ferner  ein- 
fach oder  zusammengesetzt  sein.  Im 
ersteren  Falle  sind  cs  Klappventile,  die 
sich  wie  eine  FallthQre  um  ihre  Angeln 
drehen,  oder  Hubventile,  die  sich  in  ihrer 
Axe  heben  oder  senken.  Nach  ihrer  Ge- 
stalt heissen  sie  Kegel-  oder  Kugelven- 
tile. Musehelventile  sind  hohle  Kcgcl- 
ventilc. 

Sei  r = CD  bei  einem  Huhventil  der 
Halbmesser  der  Ventilkammer  (Fig.  358) 


Fig  358. 


oder  Kolbenröhrc.  r,  = CB  der  mittlere 
Halbmesser  eines  Ilubventils  BB,  oder 
der  Apertur  AA,  1 der  Ausschub  AB 
des  Ventils,  so  ist  der  Inhalt  der  Mün- 
dung AA  gleich  nr,1,  die  Ringfläche 
zwischen  DD  und  BB  n (r1  — r,*)  und 
die  Cylinderfläche  ABBA  =2ir,rf.  Da- 
mit das  Wasser  durch  diese  drei  Quer- 
schnitte mit  gleicher  Geschwindigkeit  gehe, 
ist  zu  setzen: 


jcction  des  Ventils  im  Uöhrenquerschnitt 
ist  dann  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxcn 
r,  und  i^cos^,  die  mittlere  Oeffnungs- 
höhe  EC  kann  gleich  r,ß  gesetzt  wer- 
den. Es  sind  also  die  Querschnitte  des 
Wasserstroms  bezüglich : 

jir,*,  nr!  •— nr,*  cos/t,  2 irl’ß 
woraus  sich  ergibt: 

ß = i=28i* , 

r'  = /n^siodcr:  r‘=°'730r- 

Hieraus  folgt,  dass  bei  beiden  Ventil- 
arten der  mittlere  Halbmesser  über  sie- 
ben Zehntel  des  Halbmesser  der  Kolben- 
röhre ß,  der  Ausschub  eines  Ilubventils 
die  Hälfte  des  Vcntildurchmcssers,  der 
Ausschlag  des  Klnppvcntils  28j°  haben 
muss  Bei  grösseren  Anlagen  bedient 
man  sich  oft  der  doppelsitzigcn  Ventile. 
Das  glockenförmige  Ventil  BDC  (Fig. 
360)  ruht  mit  der  weiteren  Mündung 
BB  auf  einem  ringförmigen  Sitze  AA, 
mit  der  engeren  auf  dem  tellerförmigen 
Sitze  FF.  Bei  der  Oeffnung  sind  also 
zwei  ringförmige  Mündungen  ABBA, 
FEEF  vorhanden. 

Seien  r = CD , r , = CE  die  Halb- 
messer derselben,  S=AB  = FE  die 
Schubhöhe,  so  ist  der  Inhalt  der  Quer- 
schnitte dieser  Mündungen : 

F = 2nt  (r  + r,). 
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Fig.  360. 


Ist  z dio  Differenz  zwischen  dom  Wasser- 
drücke unter  und  über  dem  Ventil,  ge- 
messen durch  die  Höhe  einer  Wasser- 
säule, so  hebt  das  Wasser  das  Ventil 
mit  der  Kraft  n (r,  * — r*)  sy , (wo  y 
die  Dichtigkeit  des  Wassers  vorstellt)  es 
muss  also  dieser  Ausdruck  grösser  als 
das  Ventilgewicht  sein  Uebrigens  ist 
bei  Säugpumpen  * = *-*„, 

Die  massiven  Kolben  bestehen  ent- 
weder aus  dem  niedrigen  Cylindcr  (Kol- 
benstock) und  den  ihn  umgebenden  Li- 
derungen, oder  aus  einem  ungeliderten 
Cylinder  (Mönch).  Letztere  werden  durch 
die  im  Pumpencylinder  feste  Liderung 
abgedichtet.  Der  Kolbenstock  ist  aus 
Buchenholz,  Eisen  oder  Bronce,  die 
Liderung  besteht  aus  Lederstreifen,  bei 
den  Warmwasser-  und  Luftpumpen  der 
Dampfmaschinen  aus  Ilanfzöpfen.  Die 
Breite  des  Liderungskranzes  ist  in  Zollen 
2 + 0,1  d,  zu  nehmen,  wo  < I der  Kolben- 
durchmesser ist. 

Die  Ventilkolben  haben  Kolben- 
stücke, die  in  der  Axenrichtung  durch- 
locht und  mit  Klapprentilen  versehen  sind. 
Der  Durchgangsölfnung  ist  ein  möglichst 
grosser  Querschnitt  zu  geben.  Wird  das 
Ende  der  Kolbenstange  nicht  gegabelt, 
sondern  durch  den  Kolbcnstock  geführt, 
so  hat  letzterer  zwei  Durchgänge  und 
zwei  Ventilklappen. 


4)  Uebcr  die  Nebenhindernisse. 

Ist  der  Kolbenquerschnitt  gleich  F, 
und  der  Kolbenhub  gleich  .S,  so  wird 
bei  einer  einfach  wirkenden  Pumpe  je- 
dem Kolbenspicl  das  Quantum  V = Fs, 
also  wenn  n Spiele  in  der  Minute  statt- 
finden, das  Quantum : 


_ nF»  _ Fr 

V ~ GÖ  “ T’ 


tu 


in  der 

die  mittlere  Kolbengeschwindigkeit  vor 


Sccunde  gefördert,  wo  e = — 
oU 


stellt. 

ist: 


Bei  der  doppelt  wirkenden  Pumpe 


Q 


2 nFs  _ 

IST  “ 


Hierbei  ist  aber  von  den  Nebenhinder- 
nissen abgesehen.  Das  geforderte  Quan- 
tum ist  in  der  That  geringer.  Weil  Li- 
derung und  Ventile  nicht  völlig  schlies- 
sen,  und  die  letztem  nicht  momentan 
sondern  nur  all  malig  zurückfallen,  wird 
auch  ein  Theil  des  gehobenen  Wassers 
zurückfallen. 

Ist  die  Förderhöhe  h , so  wird  dies 

fallende Wasser  die  Geschwindigkeit 

•r  = V 2 gh  haben.  Ist  also  f der  Quer- 
schnitt einer  kleinen  von  der  Liderung 
oder  einem  Ventil  gelassenen  Oeffnung, 
so  geht  ein  Quantum  q = ftt  - fY2jk 
in  der  Secunde  verloren,  und  cs  ist 


1 _ tVfyk 

Q ~ Fu  ' 

Also  der  relative  Verlust  ist  desto  grösser, 
je  kleiner  F und  v und  je  grösser  k ist. 

Die  Wassermenge,  welche  wahrend 
des  Zufallens  der  Ventile  verloren  geht, 
ist  folgendermasscn  zu  bestimmen. 

Sei  K,  das  Volum,  * das  specifische 
Gewicht  eines  Körpers,  der  sich  unter 
Wasser  befindet,  so  ist  seine  Acceleration 


r>r  (*-i) 

r.y.  * 

nämlich  gleich  der  Kraft  durch  die  Masse, 
also  wenn  ]>  diese  Acceleration  vorBtellt: 

(*-I) 

P = 9 — . — • 


Ist  also  »,  die  Fnllhöhe  des  Ventils, 
(4  die  Fallzcit,  so  hat  man: 

- .f'.'.'-liV 
~2~~  ~T  ~T 

oder: 


r-J 

1 


Sei  noch  F,  der  Querschnitt  der  Dnrch- 
gangsöflnung  und  setzt  man  für  die  Fall- 
zcit I,  den  mittleren  Werth  JF,  voraus, 
so  ist  das  zurückfallende  Wasserquantum 
während  des  Ventilspiels: 


K1  = lF>l4  = Flj/£|. 

also  wenn  ql  dies  Quantum  für  di« 
Secunde  ist : 


? i _ Ja  _ !*L» 

a ~ v ~ Ft  r i-i' 
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Der  Verlust  wichst  mit  dem  Verhältnisse  coefßcicnt.  Es  ist  daher  für  einfach  wir- 
der  Querschnitte  der  Förderhöhe  und  kendc  Pumpen: 
dem  Ventilhube,  aber  verhüt  sieh  um-  n 

gekehrt  wie  der  Kolbenhub.  Um  die  0 = 0,425  Fe,  F “ 2,353 
Verluste  in  Rechnung  zu  bringen,  setzt 

man  gewöhnlich  K=/sFs,  und  nimmt  und  man  l\at  für  den  Kolbendurch- 
/u  — 0,85  an.  n heisst  der  Ausguss-  messer: 

d = — 1,1284  1,731  j/y  (Fuss)  = 20,77  |/ ^ (Zoll). 

Bei  doppelt  wirkenden  Pumpen  ist : 

0=0,85  Fe,  F=  1,1765^ 

d = 1,1284  y?  = 1.2239  |/ (Fuss)  = 14,69  j/^  (Zoll). 


Es  ist  auch  jetzt  die  zur  Bewegung 
der  Pumpen  nöthige  Kraft  unter  Berück- 
sichtigung der  Nebenhindernissc  zu  be- 
stimmen. Es  war  bei  den  Pnmpen  mit 
Ventilkolben  die  Kraft  zum  Aufziehen 
ohne  Berücksichtigung  der  Nebenhinder- 
nisse : P = Fhy.  Zunächst  wird  nur  der 
Stulp  mit  einer  Wassersäule  von  der 
Höhe  hl  + h,  = h an  die  innere  Wand 
der  Kolbenröhre  gedrückt,  cs  ergibt  sich 
also  die  Kolbenreibung: 

Wzzl'f^Fhy, 

wo  i f der  Rcibungscoefticient,  6 die 
Breite  des  an  die  Kolbenröhro  anliegen- 
den Theiles  des  Lidcrungstulpcs  und  d 
den  Durchmesser  der  Kolbcnröhre  an- 
zeigt. Es  ist  <f  = 0,25. 

Sei  ferner  { der  Widcrstandscoefticient 
für  den  Eintritt  des  Wassers  in  die  Saug- 
röhre, </,  die  Weite  der  letztem,  e,  die 
Geschwindigkeit  beim  Eintritt , r,  die 
des  aufsteigenden  Kolbens,  so  ist  die 
Widerstandshöhe  für  den  Eintritt: 


Hier  ist  I,  die  Länge  der  Röhre, 
{ = 0,024  der  Widcrstandscoefficient. 

Endlich  ist  die  Widerstandshohe  für 
den  Durchgang  durchs  Säugventil: 

*»  “ 2g  ’ 

wo  sich  {,  ergibt,  wenn  u der  Con- 
tractionscoefficient,  F,  F,  die  Querschnitte 
des  Kolbens  und  der  Ventilöffnung  sind: 


«■*<£-)•■ 


*•  2 9 Hrf,/ 


lij 
2 9 ' 


Ist  die  Mündung  cylindriscb  und  gut 
abgerundet,  so  ist  {,=0,100;  ist  sie 
nicht  abgerundet,  {,  = 0,505. 

Die  Widcrstandshöho  der  Reibung  des 
Wassers  in  der  Saugröhre  ergibt  sich: 

, _ c h ii!  - c A (±Y 


Die  Reibung  des  Wassers  in  der  Kolben, 
röhre,  deren  Länge  gleich  l sei,  wird: 

* -f  1 v 
*,_k*  * 2 § 

Endlich  ist  für  die  Steigeröbre,  wo  /, 
die  Länge,  d,  die  Weite,  {,  der  Rei- 
bungscoefßcicnt  sein  soll : 

. h ü_*=f  iifiyv 

4 “ ^ d , 2 g d , \dj  2 g 

Die  Erzeugung  der  Geschwindigkeit  f, 
dos  Wassers  in  die  Stcigröbre  verlangt 
endlich  noch  die  Kraft: 

*‘*2  $~\dj  2 g- 

Alle  diese  Widerstände  repräsentiren  nun 
die  hydraulische  Last : 


tr  = (i.  + -j-  + (:+ 1.  - j)  (r) 

+(*«•9  (dlS* 

und  die  Gesammtkraft  zum  Aufziehen  des  Ventilkolbens  : 
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P‘  = [(1+4''4)A+,l']'iV 
= [(1+4.,-^A  + A^]*y 

. H' 

wenn  k gesetzt  wird. 

fY 

Beim  Niedergange  ist  das  Kolbenventil 
geöffnet  und  das  Säugventil  geschlossen. 

Werdeu  die  Nebenhindernisse  nicht 
berücksichtigt,  so  ist  die  Kraft  Null.  Ist 
die  Kolbenlidorung  vbllständig  elastisch, 
so  verschwindet  auch  die  Kolbenreibung, 
da  Wasser  am  Kolbenumfange  von  unten 
nach  oben  fliesst,  und  die  Liderung  vom 
Köhrenumfange  abdrückt.  Es  ist  also 
die  Kraft  nöthig,  um  dem  durch  das 
Kolbenventil  strömenden  Wasser  die  Ge- 
schwindigkeit v,  tu  geben.  Es  soll  hier 
F der  Querschnitt  der  Ventilöffnung  sein, 
und  es  muss  dann  die  durchströmendc 
Wassermenge,  gleich  der  sein,  welche 
der  Kolbenstock  mit  seinem  Querschnitte 
F — F,  verdrängt,  also : 

F,.4  = 

L'  V 


r,  ist  die  Geschwindigkeit  des  nieder- 
gehenden Kolbens.  Die  Geschwindig- 
keitshöhe ist: 


A, 


».'-/f-g.r.y  v 

2 g \ «jfj  / 2 g' 


wo  «,  der  durch  Erfahrung  au  bestim- 
mende Contractionscoefficient  ist.  Die 
Kraft  beim  Niedergange  ist: 


gesetxt  wurde. 

Bei  30'  Oeffnung  der  Klappe,  und 

wenn  ~ ungefähr  gleich  { >*t,  erhält 

man  A,  = 30.  Das  Gewicht  des  Kolbens 
kann  ausser  Acht  bleiben,  eben  so  wie 
der  Auftrieb  des  Wassers,  da  diese  Grös- 
sen beim  Anfliehen  und  Abziehen  sich 
vollständig  compensiren. 

Sei  A die  mechanische  Arbeit  beim 
Kolbenspiel,  so  ist: 


A = (f\  + />,).=  [(l  + 4y 


wo  V das  Ilubwasscrquantum  Ft  ohne  Rücksicht  auf  die  Nebenhindernisse  anzeigt, 
Macht  die  Pumpe  n Spiele  in  der  Minute,  so  ist  die  Arbeit  L in  der  Secunde: 


wo  a die  in  der  Klammer  enthaltene 
Grösse,  p,  = 0,85p  gesetxt,  Q die  sich 
ohne  Berücksichtigung  der  Nebenhinder- 
nisse ergebende  Hubwasser menge  war. 
Oben  setxten  wir  die  wirkliche  Hub- 
wassermengc  P,  = 0,86P,  woraus  dann 
folgt:  L — 1,18a  P,y,  und  somit  ist  der 
Wirkungsgrad  der  Pumpe : 

„ _ QihY  _ ,uk 

L ~ a ' 

Man  setzt  bei  sehr  guten  Pumpen 
7 = 0,80,  bei  solchen  von  mittlerer  Voll- 
kommenheit i|  er  0,76  und  bei  den  ge- 
wöhnlichen i)  = 0,65  bis  0,70. 

Bei  den  massiven  Kolben  ist 
zu  unterscheiden,  ob  das  offene  Ende 
des  Cylinders  nach  oben  oder  nach  unten 
gerichtet  sei.  Wir  setxen  das  Erste 
voraus. 

Sei  A,  die  mittlere  Saughöhe,  d der 
Kolbendurclimcsscr,  b die  Liderungsbreite, 
*>,•  das  mittlere  Quadrat  der  Kolben- 
geschwindigkeit, k die  Summe  der  Wider- 
standscoeflicienten  von  allen  hydraulischen 


Hindernissen,  F der  Querschnitt  des 
Kolbens,  so  ist  die  Kraft  zum  Aufziehen 
(annähernd): 


Ist  A,  die  mittlere  Steighöhe,  r,1  das 
mittlere  Quadrat  der  Geschwindigkeit  des 
niedergehenden  Kolbens,  k,  die  Summe 
der  Widerstandscocfficienten,  so  ist  die 
Kraft  beim  Niedergange: 

/■,  = [(1+4t,4)A,  + *1^]Fy, 
also  die  Arbeit  beim  Kolbcnspiel: 

A = (P, +?,).=  [(!+ 4.,  |)a 


+ 


2j 


wo  A = A,  -f-A,  die  Förderhöhe  anzeigt. 


Es  ist  zu  bemerken,  duss  die  Grössen 
k und  k,  von  den  beim  Ventilkolben 
sich  ergebenden  abweichen. 
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Sei  nämlich  / die  Länge  der  Kolben- 
röhre, bezüglich  Länge  und 

Weite  der  Saug  - und  Steigröhre,  ( der 
Widcrstandscoefficient  beim  Eintritt  in 
die  Steigeröhre,  {,.  C».  C»  die  Reibungs- 
coefficicnten  des  Wassers  bezüglich  in 
der  Saug-,  Steig-  und  Kolbenröhre,  ff, 
£,  die  Widerstandscoefßcienten  Tür  die 
Ventile,  die  den  Querschnitts- und 

Richtungsveränderungen  des  Kommuni- 
cationsrohrs  entsprechenden  Widerstauds- 
coefdcienten,  so  ist: 


* =te7'+(t+fi£+t.  + jt.)(£) 

*‘  = {,T  (1  + c'^  + c»  + c»)  (t)  • 

Seien  ferner  r,,  r,  die  Geschwindig- 
keiten des  Wassers  in  den  Vcntilkam- 
mem,  h„  A,  die  zugehörigen  Wider- 
standshöhen, F,,  F,  die  Querschnitte 
dieser  Kammern,  F,,  F,  die  Querschnitte 
der  Ventilmündungcn,  at,  «,  die  Con- 
tractionscoefficienten,  so  ist: 


woraus  sich  dann  ergibt: 


und 


Die  mechanische  Arbeit  für  die  Seeunde  ist: 


L = 


_ naFs  y _ 


CO 


= »Qy 


Eine  Schachtförderungsmascbine  be- 
steht aus  einer  Radwelle  mit  Seilen,  an 
deren  Enden  zwei  Fördergefässe  ange- 
bracht sind.  Je  nachdem  diese  Maschine 
nach  einer  oder  der  andern  Richtung 


und  n ist  durch  denselben  Ausdruck  ge- 
geben wie  bei  Vcntilkolbcn. 

Ist  die  Ocffnung  des  Cylindcrs  unten, 
so  ist  eben  nur  F,  mit  F,  zu  vertau- 
schen, L bleibt  somit  unverändert.  Bei  . , . , ...... 

doppelt  wirkenden  Pumpen,  eben  so  bei  gedreht  wird,  wickelt  sich  das  eine  oder 

andere  Seil  auf  die  Welle,  wodurch  das 


zweistiefligen  ist  Q = "gQ-*  a'so  au<‘*1 

für  L der  doppelte  Werth  zu  nehmen. 

Saugrihre  siehe  Säugpumpe. 

Saugschwungheber  siehe  Ccntrifugal- 
pumpe. 

Saugstrahlpumpe  siehe  Gebläse. 
Säugventil  siche  Säugpumpe. 
Saugventilator  siche  Ventilator. 

Scala  siehe  Theilung. 

Scenographie  (Perspective),  eine  per- 

spectivische  Zeichnung. 

Schacht  (Harkscheidekunst). 

Schacht  ist  der  in  die  Tiefe  gehende 
Weg,  wodurch  der  Grubenbau  mit  der 
Tagesoherfläcbe  verbunden  ist.  Die 
Schachtförderung,  d.  h.  das  zu  Tago 


volle  Gcf&ss  emporgehoben,  das  leere 
niedergelassen  werden  kann. 

Schacht  I Messkunst),  ein  Körpcrmaass 

mit  quadratischer  Basis,  dessen  Höhe 
den  zehnten  Theil  der  Länge  beträgt. 
Also  eine : 

Schachtruthe  hat  zur  Basis  eine  Qua- 
dratruthe und  einen  Dccimolfuss  Höhe. 

Schädlicher  Raum  siche  Säugpumpe. 

Schaft  siehe  Säule. 

Schall  siehe  Ton  und  Schwingungen. 

Schaltjahr  \ 

Schaltmonat  l siehe  Jahr. 

Schalttag  I 

Schatten  (Optik). 

Die  dunkele  Stelle  eines  erleuchteten 


bringen  der  Bergbauproducte  bildet  einen  Ranmcs.  Schatten  tritt  ein,  wenn  twi- 
wichtigen  Theil  der  Maschinenlohre.  sehen  den  leuchtenden  Punkten  und  dem 
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erleuchteten  Raume  eich  undurchsichtige 
Körper  befinden.  — Der  Schatten  wird 
in  Kernschatten  und  Halbschatten  ge- 
theilt.  Der  erslcre  ist  derjenige  Raum, 
in  welchen  gar  kein  Licht  gelangt.  Es 
findet  nur  Kcmschatten  statt,  wenn 
ein  leuchtender  Punkt  vorhanden  ist. 
Halbschatten  heisst  derjenige  Raum,  in 
welchen  nicht  von  allen  leuchtenden 
Punkten  Licht  hingclangt.  Er  tritt 
also  ein,  wenn  das  Licht  von  einem 
Körper  oder  mehreren  Punkten  kommt. 
Im  ersteren  Falle  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  die  vollständige  Beleuchtung  durch 
den  Halbschatten  alimälig  in  den  Kern- 
schatten übergehen  muss , da  von  er- 
aterer  nach  letzterem  hin  ein  immer  ge- 
ringerer Theil  des  leuchtenden  Körpers 
sein  Licht  spendet.  Ist  nur  ein  leuch- 
tender Punkt  vorhanden,  so  wird  det 
Schatten  eines  Körpers,  der  auf  eine 
Ebene  fällt,  offenbar  eine  pcrspectivischc 
Abbildung  sein,  wenn  man  den  leuch- 
tenden Punkt  als  Augcnpuukt  betrachtet. 
Es  folgt  dies  aus  der  gradlinigen  Fort- 
bewegung des  Lichtes.  Kann  der  leuch- 
tende Punkt,  wie  z.  B.  die  Sonne,  als 
unendlich  weit  betrachtet  werden,  so 
bildet  der  Schatten  die  Projection  des 
Körpers  (vergleiche  den  Artikel : Licht, 
Orthoptrik,  Optik). 

Schattenconstruction  ( beschreibende 
Geometrie  nnd  Perspective). 

Die  Lehre  von  der  Zeichnung  der 
Schatten.  Sie  ist  wichtig  für  die  Zeichen- 
kunst, insofern  ohne  sie  kein  der  Natur 
entsprechendes  Bild  hervorgebracht  wer- 
den kann.  Besteht  der  abzubildendc 
Gegenstand,  wie  dies  in  der  Wirklichkeit 
doch  nahe  zutrifft,  lediglich  in  einer 
Ebene  und  darflber  sich  erhebenden  Kör- 
pern, und  geht  die  Erleuchtung  von 
einem  als  unendlich  weit  entfernt  zu 
denkendem  Funkte  ans,  so  gibt  es  offen- 
bar gar  keinen  Schatten,  wenn  sich  der 
leuchtende  Punkt  über  der  Grundebene 
befindet,  also  so,  dass  seine  Strahlen 
senkrecht  auf  dieselben  füllen.  Befindet 
er  sich  dagegen  in  der  Fort  etzung  der 
Grundebene,  so  sind  die  Schatten  der 
Erhebungen  unendlich  gross.  Ersteres 
ist  zwar  nicht  genau  in  unsern  Gegen- 
den um  die  Mittagszeit  der  Fall,  jedoch 
sind  um  diese  Zeit  die  Schatten  am 
kleinsten,  während  bei  Sonnenuntergang 
das  zweite  stattfindet.  Um  beide  Ex- 
treme zu  vermeiden,  gibt  man  bei  Char- 
ten, Baulichkeiten  und  Maechincnzcich- 
nungen  dem  leuchtenden  Punkte  eine 
Höhe  von  45*  über  dem  Horizont  (ver- 


gleiche den  Artikel : Beschreibende  Geo- 
metrie). 

Schattenriss  i Zeichenkunst). 

Die  Abbildung  des  Schattens  einer 
Person  oder  eines  Gegenstandes,  welche 
zugleich  eine  perspectirische  Zeichnung 
des  Gegenstandes  gibt. 

Schattenzeiger  (Gnomonik). 

Der  Stift  an  einer  Sonnenuhr,  dessen 
Schatten  die  wahre  Sonncntcit  angibt. 

Schaufel  (Maschinenlehre). 

Instrument  zum  Heben  loser,  fester 
oder  flüssiger  Körper  auf  kleine  Höhen 
(vergleiche  den  Artikel:  Wasscrschaufel). 

Schaufelrad  sieho  Wasserrad. 

Schaufelwerk  (Hydraulik). 

Dieselben  dienen  namentlich  um  das 
Grundwasser  auf  massige  Höhen  zu  he- 
ben. Sie  bestehen  aus  einer  doppelten 
Kette  ohne  Ende  und  rechtwinkligen 
Holzschaufeln  von  12  — 16  Zoll  Länge, 
6 — 8 Zoll  Höhe  und  1 — 1 J Zoll  Dicke, 
die  inmitten  der  Gelenke  der  Ketten- 
glieder senkrecht  auf  denselben  befestigt 
sind.  — Die  Kettenglieder  haben  6 — 8 
Zoll  Länge  nnd  ebensoweit  sind  also 
auch  zwei  Schaufeln  von  einander  ent- 
fernt. Die  Doppel  kette  läuft  über  ein 
Getriebe  gewöhnlich  mit  sechs  Trieb- 
stöcken. Beim  Emporsteigen  zieht  sich 
die  Kette  durch  die  sogenannte  Steige- 
rinne, worin  Bie  nm  obern  Rande  und 
an  den  Seiten  der  Schaufeln  einen  Spiel- 
raum von  | bis  J Zoll  hat.  Beim  Nie- 
dergehen ist  die  Kette  durch  ein  Lauf- 
brett oder  durch  eine  offene  Laufrinne 
gestützt,  die  15  bis  30  Fuss  lang  und 
10  bis  30  Grad  gegen  den  Horizont  ge- 
neigt ist.  Die  Maschine  wird  vom  Ge- 
triebe aus  durch  Menschenhände  oder 
auch  durch  Pferde  bewegt,  wo  dann  ein 
Pferdegöpel  anzubringen  ist. 

Scheibenkuust  (Hydraulik). 

Eine  dem  Schaufelwerk  ähnliche  Vor- 
richtung, wo  die  Kette  aber  statt  der 
Schaufeln  kreisförmige  Scheiben  trägt, 
und  in  einer  vertikalen  Röhre  (Steigrohre) 
emporsteigt. 

Scheinbare  Bewegung  (Astronomie). 

Die  Acnderung  in  der  Lage  des  schein- 
baren Ortes  eines  Sternes. 

Scheinbare  Grösse  (Optik). 

Der  Winkel,  welchen  die  von  beiden 
Endpunkten  einer  Linie  nach  dem  Mittel- 
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punkte  der  Papille  eine«  Beobachters  ge- 
zogenen Strahlen  mit  einander  machen. 
Ist  der  beobachtete  Gegenstand  eine  Fläche 
oder  ein  Körper,  so  ist  diejenige  Linie 
in  ihm,  deren  scheinbare  Grösse  man 
sacht,  zu  bezeichnen.  Bei  einem  Kreise 
nimmt  man  den  Durchmesser.  Auch 
könnte  man  unter  scheinbarer  Grösse 
von  Flächen  nnd  Körpern  an  sich  reden, 
und  dieselbe  auf  folgende  Weise  bestim- 
men. Man  ziehe  vom  Augo  als  Scheitel- 
punkt einen  Kegel,  der  die  beobachtete 
Fläche  als  Basis  hat,  oder  den  beobach- 
teten Körper  berührt,  lege  durch  diesen 
Kegel  eine  Kugel  deren  Mittelpunkt  das 
Auge,  und  deren  Kadius  der  Einheit 
gleich  ist  Das  von  der  Kegelfläche  be- 
grenzte Stück  der  Kugelobcrfläche  kann 
dann  als  scheinbare  Grösse  bezeichnet 
werden.  In  der  Astronomie  hat  man  cs 
mit  Kugeln  zu  thun,  deren  Dimensionen 
gegen  die  Entfernung  vom  Beobachter 
sehr  klein  sind.  Ist  e die  Entfernung, 
r der  Durchmesser  der  Kugel,  « die 
scheinbare  Grösse,  so  kann  r auch  als 
ein  kleiner  Kreisbogen  betrachtet  werden, 
und  man  hat: 

ean  180  r 

*"  ~ 180’  a~~üT' 

wenn  a in  Graden  gegeben  ist. 

„Die  scheinbaren  Grössen  verhalten  sich 
wie  die  wahren  (r)  und  umgekehrt  wie 
die  Entfernungen  (e).“ 

Scheinbarer  Ort  (Astronomie). 

Die  grade  Linie,  welche  durch  einen 
Stern  und  das  Auge  des  Beobachters 
geht,  oder  auch  der  Punkt,  in  welchem 
diese  Linie  eine  Kugelfläche,  welche  das 
Auge  zum  Mittelpunkt  und  die  Einheit 
zum  Badius  hat,  schneidet. 

Scheitel  siehe  Scheitelpunkt. 

Scbeitelkreise  (Astronomie). 

Die  grössten  Kreise  auf  der  Kugel- 
oberfläche, welche  das  Himmelsgewölbe 
repräsentirt,  und  das  Augo  des  Beob- 
achters, (oder  genauer  genommen  den 
Mittelpunkt  der  Erde)  zum  Mittelpunkt 
hat,  und  welche  durch  den  Zenitb  des 
Beobachters  gehen. 

Scheitellinie,  Zenithlinie  (Astronomie). 

Die  durch  das  Auge  des  Beobachters 
(oder  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde) 
gehende  Grade,  welche  auf  dem  Hori- 
zont senkrecht  steht. 

Scheitelpunkt  (Geometrie). 

So  wird  bei  Winkeln  derjenige  Punkt 


genannt,  in  welchem  sich  die  Schenkel 
schneiden,  bei  Dreiecken  der  Scheitel 
desjenigen  Winkels,  welcher  der  Grund- 
linie gcgenüberliegt,  im  Besonderen  bei 
gleichschenkligen  Dreiecken  der  Scheitel 
des  Winkels , welcher  der  ungleichen 
Seite  gegenüber  liegt.  Bei  Kegeln  heisst 
so  der  Punkt,  in  dem  sich  alle  Kegel- 
seiten schneiden. 

Scheitelpunkt  (Astronomie). 

Der  Punkt,  in  welchem  die  Scheilel- 
linie  das  Himmelsgewölbe  schneidet. 

Scheitrecht  (Architektur),  gleichbe- 
deutend mit  gradlinig. 

Schenkel  (Geometrie). 

Bei  Winkeln,  die  Linien,  welche 
den  Winkel  bilden ; bei  gleichschenk- 
ligen Dreiecken  die  gleichen  Sei- 
ten; bei  Curvcn  die  Theile  aus  welchen 
die  Curve  besteht,  und  welche  entweder 
in  einer  Spitze  oder  einem  Durchschnitts- 
punkte Zusammentreffen. 

Schepel  (Hesskunst). 

Der  holländische  Ausdruck  fOr  ein 
Litre. 

Schieber,  Schiebersteuerung,  Schieber- 
ventil (Maschinenlehre)  siehe  Ventil, 

Steuerung,  Dampfmaschine,  Wasser- 
säulcnmaschinc. 

Schiebbock  siehe  Schiebkarre. 

Schiebkarre  (Maschinenlehre). 

Ein  cinrädrigcs  durch  Menschenkraft 
bewegtes  Fuhrwerk.  Schiebbock  heisst 
dies  Fuhrwerk,  wenn  cs  nur  eine  Ober 
das  Rad  greifende  Rücklchne  statt  des 
Kastens  zur  Aufnahme  der  Last  hat. 
Das  Fördcrgcfäss  des  Schiebkarren  kann 
auf  den  Karrcnschenkcln  aufsitzen,  oder 
daran  hängen  (Auslaufknrre). 

Sei  CA  = a der  Abstand  der  Kraft  P(Fig. 
361),  von  der  Axe  C des  Karrens,  CB  = I, 
der  Abstand  der  Axe  C,  von  der  durch 
den  Schwerpunkt  S gehenden  Vertikalen. 
Q die  Last,  das  Gewicht  des  Kar- 
rens selbst,  H der  Druck  der  Radaxe, 
so  hat  man,  da  hier  ein  einarmiger 
Hebel  vorhanden  ist: 

/>«  = «?+<?,)  4 

Ä = <?  + <?, «?  + <?,)• 
a 

Dieser  Druck  erzeugt  am  Fassboden  eine 
Reibung  und  eine  Zapfenreibung.  Bei 
festem  Fassboden  betragen  beide  Rei- 
bungen nnr  ,'0  des  Druckes,  zu  welchem 
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Fig.  861. 


jedoch  du  Gewicht  des  Rades  (>,  hin- 
zukommt. Diese  Reibung  kann  bei  an- 
nähernder Rechnung  vernachlässigt  wer- 
den. Ist  der  Fussboden  jedoch  nicht 
horizontal,  sondern  um  Winkel  n gegen 
den  Horizont  geneigt,  so  ist  za  setzen : 

f - «H-tM+W+P.  + e.  + Gjiinn, 

wo  G du  Gewicht  des  Arbeiters  ist. 

Diese  Formel  gilt  nicht  allein  fürs 
Anfsteigen,  sondern  auch  fürs  Abwärts 
gehen,  wenn  die  Beschleunigung  des 
Karrens  aufgehoben  werden  muss. 

Wenn  auf  einer  horizontalen  Bahn  ein 
Arbeiter  immer  wieder  leer  zurückfährt, 
so  kann  er  mittels  des  Karrens  128  Pfand 
mit  einer  Geschwindigkeit  von  1,6  Fass 
eine  zehnstündige  Arbeitszeit  hindurch 
wegschaffen,  was  täglich  73730000  Fuss- 
pfund  Arbeit  beträgt. 

Schief  (Oeometrie)  nicht  rechtwinklig. 

Schiefe  der  Ekliptik  (Astronomie). 

Der  Winkel,  welchen  der  Aeqnator 
der  Erde  mit  der  Ekliptik  macht.  Der- 


selbe beträgt  23*  27',  ist  aber  einer  sä- 
cularen  und  einer  periodischen  Störung 
unterworfen. 

Schiefe  Ebene  (Mechanik). 

Die  Bewegung  und  du  Gleichgewicht 
der  Körper  anf  einer  gegen  den  Hori- 
zont geneigten  Ebene  ist  bei  verschie- 
denen Muchinen  von  Wichtigkeit. 

Mache  Ebene  HF  (Fig.  362)  Winkel  n 
mit  dem  Horizonte,  befinde  sich  anf  ihr 
ein  Körper  O,  in  dessen  Schwerpunkt 
eine  Kraft  P wirkt,  welche  den  Winkel 
ß — POK  mit  der  schiefen  Ebene  mache, 
so  zerlegt  sich  die  Kraft  P in  eine  Com- 
ponente  senkrecht  anf  der  schiefen  Ebene 
Psin^,  und  in  eine  parallel  derselben 
P cos  ß.  Die  erstcrc  wird  durch  den 
Widerstand  der  Ebene  aufgehoben  und 
bringt  nur  einen  Normaldruck  hervor. 
Wirken  mehrere  Kräfte,  so  sind  die 
entsprechenden  Ausdrücke  zu  addiren. 
MOge  z.  B.  ausser  der  Kraft  P noch  die 
Schwere  g wirken,  und  P so  beschaffen 
sein,  dass  sie  der  letzteren  Gleichgewicht 
halte;  die  Schwere  zerfällt  dann  in  die 


Fig.  362. 
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Componentc  g cos  a senkrecht  auf  und  Schiefwinklig  Geometrie.. 

9 sin  n parallel  der  schiefen  Ebene.  Es  Spitzwinklig  oder  Stumpfwinklig, 
ist  somit: 

, d „ n p-  9 aiD  ” Schiff  (Hydraulik). 

g sin  « + P cos  ß = 0,  P = — — — — . * 

cos  P Fahrzeug  zur  Beförderung  von  Per- 

Wahrend  man  für  den  Normaldruck  soncn  oder  Lasten  auf  dem  Wasser 
erhält:  üeber  die  Fortbewegung  der  Schiffe, 

(,inS\  siche  die  Artikel:  Ruder.  Schaufelrad. 

cosn  — sinn -1.  Wasserrad.  Auch  ist  der  Artikel:  Sta- 

c0,p  bilitlt  zu  vergleichen. 

also  : 


cos  (n  + ß) 
cos  ß 


Es  ist  hier  vorausgesetzt,  dass  die  Kraft 
P durch  den  Schwerpunkt  gehe,  und  dass 
der  letztere  gestützt  sei.  Ist  letzteres 
nicht  der  Fall,  d.  h.  geht  die  Kraftrich- 
tung nicht  durch  die  Basis  des  Körpers, 
so  wird  derselbe  sich  um  eine  Kante 
drehen  und  Umstürzen  können.  Wirkt 
die  Schwere  allein,  so  muss  also,  damit 
dies  nicht  eintrete,  die  durch  den  Schwer- 
punkt gezogene  Vertikale  durch  die  Basis 
gehen. 

Wir  haben  bei  der  Berechnung  des 
Gleichgewichts  eines  Körpers  auf  einer 
schiefen  Ebene  aber  auch  auf  die  Rei- 
bung Rücksicht  zu  nehmen.  Ist  der 
Reibungscocfflcient,  so  ergibt  sich,  da 
die  Reibung  S dem  Drucke  N propor- 
tional ist: 

S = ft  (g  cos  a + P sin  ß). 

Soll  diese  Kraft  P den  Körper  heranf- 
ziehen,  so  wirkt  die  Reibung  im  Sinne 
der  Schwere,  ist  also  positiv  zu  nehmen, 
soll  aber  nur  das  Hinabglciten  verhin- 
dert werden,  so  ist  die  Reibung  negativ. 
Man  hat  also  bezflglich: 
g sin  a+P cos  ß + p (g  cos  b + P ain£)  =0 
also: 

r _ g (»in  a + ft  cos  nj 
cos  ß + u sin  « 

Setzt  man  fi  = tg  p,  wo  p der  Rcibungs- 
winkel  ist  (siche  den  Artikel : Reibung). 


Schlagwerk  (Mechanik)  siehe  Uhr. 
Schleuse  (Hydraulik). 

Ein  Bauwerk,  welches  zum  Reguliren 
des  Wassers  dient,  namentlich  in  Bezug 
auf  die  Schifffahrt.  Es  hat  dann  den 
Zweck,  das  Schiff  aus  einem  höher  gele- 
genen Wasser  (Oberwasser)  in  tiefer  ge- 
legenes (Unterwasser)  oder  umgekehrt 
zu  führen.  Die  Theilc  der  Schleuse  sind : 
die  Schlenscnw&ndc,  welche, das  Ufer 
abschliesscn,  der  Schleusenboden  und  die 
Schlcusenthore 

Die  letzteren  bestehen  aus  zwei  ver- 
tikalen Säulen  und  einer  Anzahl  von 
Querricgcln.  Da  diese  den  Druck  des 
Wassers  auszuhalten  haben,  welcher  von 
oben  nach  nnten  znnimmt,  so  ist  den 
Querriegeln  nicht  gleiche  Entfernung  zu 
geben. 

Seien  EEt,  Fb\ , GGt...  (Fig.  363) 
die  Qnerricgci.  Ist  h — AB  die  Breite. 


so  kommt: 


/■=-,; 


I (ff  +p) 


'cos  oj+p)’ 
das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je 
nachdem  Bewegung  hervorgebracht  oder 
verhindert  werden  soll.  Wns  den  Normal- 
druck anbetrifft,  so  ist: 

N — g cos  b -f-  P sin  ß 

cos  « cos  (ß  + p)  — sin  ß sin  («  + p) 

~9  cosO*+e) 

woraus  sich  ergibt: 

..  9 co»  («  + fi)  co«  P 

1 cos  (ß  + p)  ' 
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a = AD  die  Höbe  der  Thore,  so  ist  der 
ganze  Druck  gleich  P=$lia,y  (y  die 
Dichtigkeit  des  Wassers)  Dagegen  der 
Druck  auf  ein  Feld  ABEE,  von  der 
Höbe  o,  wird  P,  = ± 4«,  * y,  man  hat 
•Iso  : 

P,  : P = fl,1 : fl  = A BKE  = BDC. 

Die  Riegel  sind  also  so  anzulcgen,  dass 
das  Dreieck  BCD  in  gleiche  Theilc  ge- 
theilt  wird.  Dies  geschieht  folgcnder- 
maassen : 

Theile  DC  in  gleiche  Theilc,  errichte 
darüber  einen  Halbkreis,  in  den  Thcil- 
punkten  1,  2,  3,  4 die  Lothe  ln,  2ß , 
3 y . . . , ziehe  Da,  Dß,  Dy  . . . , mache 
Da,  = Da,  Dßt=Dß...  theile  also  DC 
durch  Punkte  «,,  /?,,  y,,  ziehe 

n,£,  fl,  F,  yiG...  parallel  mit  DB,  so 
sind  E,  E,  Cr,  II . ..  die  Punkte,  in  wel- 
chen Jdie  Qncrriegcl  anzubringen  sind. 

A BKE  _ KE'  _Da,'  _ Dl 
A BDC  ~ DC * — DC » “ DC 
und  indem  man  ähnliche  Betrachtungen 
für  A BFL  macht : 

A BFL  _ 1)2 
A BDC~  DC' 

also: 

KEFL  _ C BEL  - A BKE 
~f  BDC~  Cs  BDC 

_ D,  -0,  1 -2 

~ DC  ~ DC 

und  dal-2  = 2-  3 = 3-  4...  ist,  so  ist: 
A BEK  = KEFL  = LFGM  . . . 

Schnecke  (Maschinenlehre). 

Dieser  Ausdruck  wird  oft  als  gleich- 
bedeutend mit  Schraube  gebraucht.  Na- 
mentlich versteht  man  bei  Uhren  dar- 
unter den  spiralförmig  aber  aufsteigend 
gewundenen  Theil,  um  welchen  sich  die 
Kette  legt.  Durch  die  nach  unten  hin 
znnehmendcu  Windungen  der  Schnecke 
wird  die  beim  Aufwinden  der  Kette 
immer  mehr  abnehmende  Kraft  der  Fe- 
der wieder  regulirt  (vergleiche  den  Ar- 
tikel; Uhr). 

Schneckenlinie  (Geometrie  s.  Spirale, 
Schneckenrad  (Hydraulik). 

Rad  zum  Wasserschöpfen  mit  Spiral- 
gftngen.  Durch  Mündungen  am  Rad- 
umfange wird  das  Wasser  aufgenommen 
und  dem  Innern  des  Rades  zugeführt. 
Das  Rad  wird  durch  eine  Welle  in  lang- 
same Umdrehungen  gesetzt,  und  hier- 
bei das  gehobene  Wasser  durch  die 


Raume  zwischen  den  Armen  und  dem 
sie  umgebenden  trichterförmigen  Reifen 
ausgeschöttet.  Die  Spiralgange  werden 
gewöhnlich  nach  Kreisevolventen  ge- 
formt.' 


Schnellwaage  (Statik)  siebe  Waage. 
Schnnrrad  (Maschinenlehre)  s.  Rad. 
SchSpfTad  (Hydranlik). 

Jedes  Rad  zum  Wasserschöpfen,  wel- 
ches das  Wasser  in  Zellen  oder  Gelassen 
emporhebt.  Die  Gefkssc  können  be- 
weglich oder  fest  sein.  Im  erstem  Falle 
hangen  die  Eimer  an  runden  Nägeln,  an 
der  Peripherie  des  Rades , so  dass  sie 
um  dieselben  sich  drehen  können.  Wah- 
rend einer  Umdrehung  tauchen  die  un- 
ten befindlichen  Eimer  unter,  wahrend 
die  oben  befindlichen  sich  in  einem  Trog 
entleeren. 

Sind  die  Eimer  fest,  so  müssen  sie 
derart  angebracht  sein,  dass  sie  sich  un- 
ten füllen,  oben  entleeren.  Sie  werden 
also  entweder  schräg  auf  dem  Radkranze 
anfsitzen,  (chinesisches  Scböpfrad) 
oder  abgestumpfte  Kegel  bilden,  deren 
Auen,  den  Sehnen  der  von  ihnen  be- 
deckten Radstücke  parallel  sind  (frän- 
kisches Schöpfrad). 

Was  die  Leistungen  eines  Schöpfrades 
anbetrifTt,  so  sei  V das  Wasserqnantum 
eines  Gefässes  n die  Anzahl  derselben, 
m die  Anzahl  der  Drehungen  in  einer 
Minute,  k die  Höhe,  auf  welche  das 
Rad  gehoben  wird,  y das  Gewicht  eines 
CubikfuBses  Wasser.  Dann  wird  in  der 
Secunde  gehoben. 


<?  = 


nuV 

60 


und  die  zugehörige  Arbeit  ist: 
nuVky 


L = Qky  = 


60 


Das  ausgegossenc  Wasser  hat  beim 
Ausflusse  die  Geschwindigkeit  e des  Rad- 
umfanges, und  die  Ueberwindung  seiner 
Trägheit  erfordert  also  noch  die  Arbeit: 

v * 

5-  Qy.  Damit  es  ungehindert  ausfliesse, 

ist  et  ferner  noch  zu  einer  Höhe  k, 
über  das  Oberwasser  zu  heben,  wozu 
die  Arbeit  Qk,y  gehört.  Man  hat  also 
die  Gesammtarbcit: 


*(‘+*‘+Ü)5* 
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Diese  Formeln  sind  auch  auf  Schnecken- 
räder anwendbar,  wenn  man  berücksich- 
tigt, dass  das  in  jedem  Gange  enthal- 
tene Wasser  ein  Segment  bildet,  welches 
genau  oder  annähernd  berechnet  werden 
kann. 

Scholinm  (allgemeine  Mathematik). 

Eine  Bemerkung,  welche  einem  Satze 
oder  einer  Erklärung  hinzugefugt  wird, 
und  in  der  Regel  eine  Erläuterung  eines 
schwierigen  Punktes,  oder  einer  Hinwei- 
sung auf  Früheres,  oder  auch  eine  An- 
leitung zum  Gebrauche  des  Satzes  gibt. 
Auch  kann  wohl  eine  historische  oder 
literarische  Nachricht  in  einem  Scholium 
gegeben  werden.  Der  Ariikel  „Raum- 
lehre“ enthält  verschiedene  Scholien. 

Schraube  (Statik,  Dynamik). 

1)  Allgemeines. 

Die  Schraube  gehört  zu  den  wichtig- 
sten Maschinen,  und  dient  hauptsächlich 
dem  Zwecke,  eine  kreisförmigo  Bewe- 
gung in  eine  gradlinige  Bewegung  senk- 
recht auf  der  Ebene  des  Kreises  auszu- 
üben. Es  wird  hierbei  eine  sehr  starke 
Spannung  erzeugt,  wenn  die  Bewegung 
auch  eine  sehr  geringe  ist.  Schrauben 
dienen  daher  auch  namentlich  zum  Pres- 
sen, und  zum  Befestigen,  auch  zum  Er- 
stellen von  Instrumenten  (z.  B.  als 
Mikrometerschrauben). 

Die  Theorie  der  Schraube  beruht  auf 
den  Eigenschaften  der  Schraubenlinie 
und  der  Schraubenfläche. 

Da  sich  eine  Cylinderfläche  in  eine 


Ebene  abwickeln  lässt,  so  lässt  sich  um- 
gekehrt auch  eine  Ebene  auf  oine  Cylinder- 
fläche aufwickeln.  Denkt  man  sich  auf 
einer  solchen  Ebene  vor  dem  Aufwickeln 
eine  Grade  gezeichnet,  so  wird  diese  auf 
dem  Cylinder  eine  doppelt  gekrümmte 
Linie  bilden,  welche  man  Schraubenlinie 
nennt.  Ist  die  aufzuwickelnde  Ebene 
unbegrenzt,  so  wird  sie  sich  in  beliebige 
Anzahl  von  Malen  auf  dem  Cylinder 
wickeln  lassen,  wobei  jedesmal  die  zu- 
gehörige Strecke  der  Graden  eine  Schrau- 
benwindung oder  einen  Schraubengang 
bildet.  Die  Senkrechte  auf  der  Basis 
des  Cylinders  zwischen  den  Endpunkten 
zweier  auf  einandcrfolgenden  Schrauben- 
gänge heisst  Höhe  derselben.  Der  Nei- 
gungswinkel der  Schraubenlinie  gegen 
die  Basis  des  Cylinders  ist  constant. 
Denkt  man  sich  aber  die  Ebene  begrenzt, 
und  zwar  als  die  abgewickelte  Cylinder- 
fläche  selbst,  so  wird  sie  ein  Parallelo- 
gramm bilden,  ein  Rechteck,  wenn  der 
Cylinder  ein  grader  ist.  Man  denke  sich 
in  diesem  Parallelogramm  (Fig.  364)  eine 
Reihe  Linien  in  gleicher  Entfernung  und 
parallel  der  Basis  gezogen,  BG,  HK, 
FE  . . . , und  zu  den  entstehenden  Recht- 
ecken die  Diagonalen  BK,  KF  . . . ge- 
bildet, so  werden  letztere  in  ihrer  Ge- 
sammtheit  beim  Aufwickeln  eine  Schrau- 
benlinie, jede  Diagonale  einen  Sehrau- 
bengang  bilden.  Die  Entfernung  BK 
zweier  nächsten  Parallelen  ist  die  Höhe 
desselben,  Winkel  HBG  der  Neigungs- 
winkel. 

Wir  setzen  im  Folgenden  immer  einen 
Rotationscylindcr  voraus,  wenn  auch  geo- 
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metrisch  betrachtet,  die  Schraubenlinie 
sich  auf  jeden  Cylinder  (im  weitern  Sinne 
sogar  auf  jede  abwickelbare  Fläche)  be- 
ziehen kann. 

Sei  jetzt  r die  Basis  des  Cylinders, 
so  ist  die  Länge  B(i  = 2 nr.  Ist  ir  der 
Neigungswinkel,  h die  Höhe  des  Schrau- 
benganges, so  hat  man  tg  <r  = - — . Wenn 
2nr 

man  von  irgend  einem  Punkte  h der 
Schraubenlinie  ein  Loth  FO  = y auf  die 
Basis  des  Cylinders  siebt,  zu  welchem 
die  Abscisse  BO  oder  auf  der  Cylinder- 
fläche  Bogen  BO  und  Centriwinkcl  ß auf 
der  Basis  gehört,  so  ist: 

y = BO  tg  n,  d.  h.  y = rß  tg  «. 

Die  Länge  s eines  beliebigen  Bogens  ist 
gegeben  durch  die  Formel: 

, = J£_=JL_ 

cos  ff  sin  n 

und  die  Länge  einer  Windung  I,  wo 
ß='2n  ist,  durch  die  Formel: 


Eine  Schraubenfläche  entsteht, 
wenn  eine  Grade  sich  so  bewegt,  dass 
sie  stets  durch  eine  Schraubenlinie  und 
durch  die  Axc  des  Cylindcrs  geht,  mit 
welcher  sic  einen  constanten  Winkel 
bildet.  Je  nachdem  diese  Erzcugungs- 
linie  rechtwinklig  oder  schiefwinklig  auf 
der  Cylinderaxe  steht,  hat  man  eine 
grade  oder  schiele  Schraubenfläche.  Wird 
statt  der  graden  Linie  eine  Verbindung 
von  zwei  in  einer  Ebene  liegenden  Gra- 
den, welche  zwei  verschiedene  Schrauben- 
flächen beschreiben,  genommen,  so  bat 
man  ein  Scbraubengcwinde.  Auch  kann 
man  diese  Linien  als  Sehnen  beliebiger 
Curven  betrachten  und  den  Weg  ver- 
folgen, welche  diese  Curven  selbst  be- 
schreiben. Gewöhnlich  unterscheidet  man 
die  flachgängigen  und  die  scharfgängigen 
Gewinde. 

Bei  der  ersteren  ist  der  Durchschnitt 
des  Schraubenganges  ein  Rechteck,  sie 
entsteht  also  aus  zwei  parallelen  Graden 
(Fig.  365);  bei  der  letzteren  ein  Dreieck, 
sie  entsteht  aus  zwei  Graden,  die  sich 
auf  der  Cylinderfläche  selbet  schneiden 
(Fig.  366).  Die  flachgängige  Schraube 
hat  ein  grades,  die  scharfgängige  ein 
schiefes  Gewinde. 

Um  der  Schraube  die  nöthige  Bewe- 
gung zu  geben,  bedarf  man  ausser  dem 
erhabenen  noch  ein  zweites  vertieftes  Ge- 
winde „die  Schraubenmutter.“  Im  Gegen- 
satz zu  letzterer  wird  das  erhabene  Ge- 
winde auch  Schraubenspindel  genannt. 


Fig.  365. 


Die  Windung  einer  Schraube  ist  rechts- 
gängig,  wenn  sie  für  den  aussen  Stehen- 
den von  links  nach  rechts  hinaufsteigt, 
sonst  linksgängig.  Endlich  unterscheidet 
man  noch  einfache  und  mehrfache  Schrau- 
ben, die  letzteren  haben  mehrere  Ge- 
winde, d.  h.  ihre  Gänge  bilden  verschie- 
dene Schraubenlinien. 


Fig.  366. 


2)  Schraubenbewegung. 

Die  Bewegung  der  Schraube  ist  offen- 
bar zugleich  eine  drehende  und  eine 
fortschreitende.  Dies  Fortschrciten  findet 
senkrecht  auf  der  Ebene  der  Drehung 
statt.  Diese  Bewegung  ist  (vergl  den 
Artikel:  Rotation)  übrigens  die  allge- 
meinste, welche  ein  fester  Körper  an- 
nehmen  kann.  Kur  muss  man  sich  die 
Axc  D den  Schraubengang  in  jedem 
Moment  geändert  denken , was  freilich 
bei  der  Schraube  selbst  nicht  stattfinden 
ltann. 

Uebrigens  können  beide  Bewegungs- 
arten, die  fortschreitende  und  die  dre- 
hende entweder  der  Spindel  oder  der 
Mutter,  oder  eine  davon  der  Spinde], 
die  andere  aber  der  Mutter  zukommen. 
Beim  Einbobren  der  Schraube  in  Holz, 
vertritt  das  Holz  selbst  die  Stelle  der 
Mutter,  und  hier  kommen  also  der  Spindel 
beide  Bewegungen  zu,  ebenso  bei  der 
Scbraubcnpresse,  wo  die  Schraube  eine 
Tafel  gegen  einen  in  einem  festen  Bah- 
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men  befindlichen  Körper  drückt.  Beim 
Schraubenstocke  dagegen  befindet  sich 
die  Mutter  in  einer  Führung,  die  Spindel 
in  Lagern,  erstcrc  hat  also  ausschliess- 
lich eine  fortschreitende,  letztere  eine 
drehende  Bewegung.  Bei  Schrauben, 
welche  zur  festen  Verbindung  zweier 
Körper  dienen , hat  die  Mutter  beide 
Bewegungen.  Es  ist  dann  durch  die  zu 
verbindenden  Körper  ein  Bolzen  gesteckt, 
der  am  freien  Ende  schraubenförmig  zu- 
l&uft,  eine  hineinzusteckende  Mutter  presst 
dann  durch  ihre  Drehung  die  Körper 
zusammen.  Bei  Wagenwinden  endlich 
dreht  sich  die  Mutter,  während  die  Spindel 
fortschreitet,  letztere  liegt  nämlich  auf 
einer  Lagerplatte,  und  zieht  die  Spindel 
so  empor. 

Schrauben  werden  entweder  unmittel- 
bar durch  die  menschliche  Hand  oder 
mittels  des  Schraubenziehers  oder  Schrau- 
benschlüssels gedreht.  Im  ersteren  Falle 
ist  der  Kopf  der  Schraube  mit  Hebeln 
versehen,  oder  am  Anfang  gerändert, 
oder  hat  Flügel,  Schwengel  u s.  w.  Ein 
Schraubenzieher  dient  zum  Drehen  der 
Spindel,  ein  Schraubenschlüssel  zum  Dre- 
hen der  Mutter.  Beides  sind  Hebel, 
welche  in  den  quadratisch  oder  sechs- 
eckig geformten  Schraubenkopf  eingreifen. 

3)  Verhältnisse  der  Schraube. 

Ist  Q die  Axcnkraft  der  Schraube,  K 
die  Festigkeit,  r der  Halbmesser,  so 
muss  offenbar  sein 

y = *r>tf,  r=j/-^. 

Ausserdem  aber  hat  die  Schraube  noch 
eine  Torsionskraft,  welche  Q proportional 
ist,  auszuhalten,  es  ist  somit  r etwas 
grösser  zu  nehmen.  Ist  d = 2r  die  Dicke 
der  Schraube,  so  setzt  man: 

für  eiserne  Spindeln:  d = 0,02 ]/ Q (Zoll) 
für  hölzerne:  d = 0.05 ]/Q  (Zoll) 

Dies  ist  der  innere  Durchmesser  des 
Cvlindcrs  ohne  Rücksicht  auf  die  Schrau- 
benfläche. 

Wird  der  äussere  dt  = 1,2  d genom- 
men, so  ist: 

d,  =0,024  V^,  d,  =0,06^0 
bezüglich  für  eiserne  und  hölzerne  Schrau- 
ben. Ist  n,  der  Steigcwinkcl  der  äusseren 
Schraubenlinie,  A die  Ganghöhe,  so  kommt: 
k = nd,  tg  n, 

Reuleaux  setzt  für  dreiseitige  Gewinde: 
* = 0,04  + 0,06  d,  (Zoll) 
und  für  vierseitige: 

A = 0,08  + 0,09  d,  (Zoll). 


4)  Theorie  der  flachgängigen 
Schraube. 


Die  Schraube  ist  wie  die  schiefe  Ebene 
zu  behandeln.  Es  wirkt  die  Last  Q auf 
den  mit  der  Mutter  in  Berührung  befind- 
lichen Theil  der  Srhraubcnfläche  parallel 
den  Schraubenaxe,  und  die  Umdrehungs- 
kraft P,  welche  wir  uns  in  die  Mitte  der 
Breite  der  Schraubenfläehc  angreifend 
denken. 

Sei  die  Schraube  flachgängig,  n der 
Steigewinkel,  p der  Reibungswinkel  (vgl. 
den  Artikel:  schiefe  Ebene),  so  ist: 

p = ptg(«  + e). 

Das  obere  oder  untere  Zeichen  ist  zu 
nehmen , je  nachdem  eine  Umdrehung 
bewirkt  oder  verhindert  werden  soll. 

Wegen  tg  n = - — kann  man  noch  setzen: 


P 


k + 2y  n r 
2 nr  + >f  k ’ 


wo  ,/  der  Reibungscoefficient  ist.  2r  = if( 
ist  hier  der  mittlere  Durchmesser  der 
Schraube.  Er  bestimmt  sich  aus  den 
beiden  äusseren  Durchmessern  durch  die 
Formel : 


I -i+Jl 

• - 2 ' 


(Dieser  Ausdruck  ist  eigentlich  nicht 
ganz  genau.  Da  die  Reibung  auf  die 
Schraubcnfläche  glcichmässig  wirkt,  so 
kann  man  die  einzelnen  Reibungsfläcben 
als  kleine  Ringstücke  betrachten,  in  deren 
Schwerpunkten  die  Reibung  angreift. 
Diese  Schwerpunkte  bilden  eine  Schrau- 
benlinie, deren  Durchmesser  d0  gegeben 
ist,  durch  die  Formel: 


i - «<+<*.  , (<*.-<0’ 

• - “ 2 r 6 («#,  + «!)’ 

welche  den  Schwerpunkt  eines  solchen 
Ringstückes  finden  lehrt,  und  in  dieser 
Schraubenlinie  muss  man  sich  auch  die 
Kraft  P angreifend  denken.  — Indess  ist 
dt~d  so  klein,  dass  das  zweite  Glied 
vernachlässigt  werden  kann). 

Würde  die  Reibung  nicht  berücksich- 
tigt, so  erhielt  man : 

P = Q tg  «. 

Es  ist  also: 


1F  = 


tg  " 

•g  («  + p) 


der  Wirkungsgrad  einer  zur  Arbeit  die- 
nenden Schraube.  Derselbe  ist  Null 
wenn  o = 0 oder  a + p = 90*  ist.  Ein 
Maximum  ist  k>,  wenn: 
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d 

Hn 


also  für 


uq=0, 

V«g  («  + ?)/  ’ 


n — 45*  — 


und  zwar  ist  dann  dieser  Wirkungsgrad 

w = tg  (45*  l")*. 

Für  metallene  Schrauben  ist: 


y . = tg  p = 0,12,  p = 6°  51'. 
Hieraus  ergibt  sich: 


W = tg  (41*  34'  30")*  = 0,7869. 


Es  ist  also  immer  ein  starker  Verlust 
mit  der  Anwendung  der  Schraube  als 
Arbeitsmaschine  verbunden. 

Die  Umdrehungskraft  P,  wirkt  zu- 
nächst an  einem  Hebelarm  a,  und  man 
hat  daher: 


also: 


P,a  = 


Pd 

2 ’ 


_ Ln  — — 

• nd  -f  <f  h 2a  ” a 


Q tg  («  ± p). 


Wenn  die  Kraft  an  einem  einarmigen 
Hebel  angreift,  so  findet  in  der  Schrau- 
benmutter aber  noch  eine  Seitenreibung 
statt.  Sei  A,  die  Höhe  der  Mutter,  l,  I, 
die  Abstände  der  Umdrehungsebene  von 
den  beiden  Grundflächen  der  ersteren, 
so  wirkt  an  der  obern  Grundfläche  in 
der  Richtung  der  Kraft  der  Druck  : 


Flg.  367. 


Auch  kann  die  Last  mittels  des  Oehres 
Fll  (Fig.  368)  an  dem  Schraubenende  E, 
welches  mit  Knopf  G versehen  ist,  hän- 
gen. Sind  dann  die  Halbmesser  der 

Fig.  368. 


ringförmigen  Berührungsfläche  FF  des 
Kopfes  r,  und  r„  so  erhält  man: 


und  an  der  unteren  in  entgegengesetzter 
( p 

Richtung  fl,  = -t— . Es  entsteht  also 
die  Seitenreibung: 

F = ^(A+Al)  = |^(»+I,)/V 

Es  kommt  vor,  dass  die  Last  sich 
nicht  mit  der  Schraube  umdreht,  wo 
dann  am  Schranbenende  eine  Reibung 
stattfindet.  Es  kann  dann  das  Schrau- 
benende  einen  stehenden  Zapfen  £ bil- 
den (Fig.  367)  (siehe  den  Artikel:  Rei- 
bung), der  sich  in  einer  Pfanne  F dreht, 
und  den  darunter  befindlichen  Körper 
mit  Kraft  Q zusammendrflekt.  Sei  r, 
der  Halbmesser  des  (kugelförmigen) 
Schraubenendes,  so  ist  die  Reibung: 


In  dem  Vorigen  war  angenommen 
worden,  dass  die  Schraubenspindel  beide 
Bewegungsarten  habe.  Jetzt  soll  die 
Spindel  sich  drehen,  und  dadurch  die 
Mutter  fortschieben.  Es  muss  dann  der 
Hals  der  Spindel  durch  zwei  Stossschei- 
ben  F und  6’  (Fig.  369),  welche  gegen 
das  Lager  HH  gestemmt  sind,  begrenzt 
sein.  — Um  das  Umdrehen  der  Mutter 
zu  verhindern,  gibt  man  ihr  eine  arm- 
förmige Gestalt  KK,  und  lässt  ihre  En- 
den durch  die  Leitung  HL  gehen.  Dann 
hat  die  Kraft  P.  ausser  der  an  der 
Mutter  wirkenden  Lust  (1  nnd  ihrer  Rei- 
bung, noch  die  Reibung  der  Stossscheibe 
F oder  G auf  der  Lagerplatte  und  die 
der  Arme  K in  der  Führung  zu  über- 
winden. Für  letztere  ist: 


Schraube, 
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oder: 


P=«?+F)‘g  <«  + {>) 
P‘g(«+e) 


p= 


i-Tsgj- **(«+?) 


Seien  noch  r , und  r,  die  Halbmesser 
der  Reibungsflächen  F and  G,  so  ist 
du  Moment  dieser  Reibung: 

f(Q+F)ir\Z~^’ 

ri  r» 

and  das  Moment  der  am  Hebelarm  CA  - a 
wirkenden  Umdrehungskraft  P, : 

Pia=<,(Q  + F)ir\-r\+~, 

ri  — r,  c 

woraus  sich  ergibt: 

Q 


P>  = 


4l«(“+e)  + 

“ rl  ~ r7 

d 

1-Ti2^tg(fl  + P)- 


Wird  umgekehrt  die  Spindel  BD  (Fig. 
370)  mit  der  Last  (J  durch  Umdrehung 
der  Mutter  mittels  eines  Hebels  CA  ~ a 
gehoben,  so  ist  ausser  der  Reibung  in 
den  Gewinden  noch  die  in  der  Ringfläche 
E zu  überwinden.  Seien  r„  r,  die  Radien 


dieser  Kingflächo,  so  ist  das  entspre- 
chende Rcibungsmoment : 


und  man  erhält : 


pt  = («  + ?)  + !'/■ 


Wirkt  die  Kraft  nur  an  einem  Arm, 
findet  also  die  Seitenreibung  ifP , in  den 
Schraubengängen  statt,  so  ist  statt  des 

Factors  — zu  nehmen: 

a 


Q 


5)  Theorie  der  scharfgängigen 
Schraube. 

Bei  der  scharfgängigen  Schraube  ist 
die  Reibung  noch  grfisser  als  bei  der 
flachgängigen.  Sei  wieder  Q die  parallel 
der  Axe  wirkende  Last,  die  Umdrehungs- 
kraft im  mittleren  Schraubengewinde 
gleich  P,  a der  Ansteigewinkel,  die  Stei- 
gung der  Erzeugungslinie  CA  derSchraube 
(Fig.  371)  gegen  die  Basis  AH  dersel- 
ben gleich  ß. 

In  A mögen  die  Kräfte  wirksam  sein, 
werde  hier  eine  Tangentialebene  an  den 
Cylinder  gelegt,  in  derselben  sei  AB  die 
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Fig.  371. 


Tangente  an  die  Schraubenlinie,  AN, 

darauf  senkrecht.  Die  Kräfte  P und  P 
werden  dann  zerlegt  nach  diesen  Rich- 
tungen bezQglich  in  P„  JV,  und  P,,  JV,. 
Sei  F die  Reibung  , so  ist  dann: 

P,  = P,  + F,  d.  b.  P cos  u=  Q sin  u + F. 
Der  Druck 


JV,  + JV,  = P sin  o + Q cos  « 
iat  hier  nicht  normal,  auf  der  Schrauben- 
fliehe  zerlegen  wir  ihn  daher  in  AS  = S 
and  AN  = JV  senkrecht  darauf.  Die 
letzteren  Kräfte  erzeugen  die  Reibung. 
Es  ist  also  F—'/Fi.  Sei  noch  Winkel 

Pf  AN,  = tf , so  ist  AN  sb  , 

* cos  JV^rV, 

d.  b.t 

y JV,  _ Psin  u -f  Q cos  n 

cos  i ~ cos  <t 


N , ist  senkrecht  anf  Ebene  BAH , JV  auf 
BAC , beide  Ebenen  bilden  also  den 


Winkel  J.  In  dem  aus  A beschriebenen 
sphärischen  Dreiecke  BHK  ist  also  HK=fi 
BH  = 90»,  Winkel  H = 90*-«r,  BHKzsA, 


also : 
oder: 


cot 


#=2*2 


tgd  = tg^coin,  cos  <f  =— ^ 16  tt\ — . 

Kl-ftgo*-f-  tg^> 


woraus  sich  dann  der  Werth  ron  F-ifN, 
und  sonach  anch  der  von  P ergibt, 
nämlich: 


P cos  o = P sin  n + ijj,  cos  « ( P sin  « 

+ p cos «)  y i + tg  «>  + tgT1", 

oder: 

P(l  + 'l  sin  cV'l  + tgn»  + tgft») 

- Q (lf?  " + •/  cos  ir V^l-t-tga'+tg  fl'). 
Sei  noch  A der  mittlere  Schraabendarch- 
messer,  a der  Hebelarm,  an  welchem  die 
Kraft  P , wirkt,  so  ist: 
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Wegen  der  starken  Reibung  sind  scharf- 
gängige  Schrauben  sehr  gut  als  Befesti- 
gungsmittel, aber  als  Bcwegungsmittcl 
nicht  aniuwendcn.  Bei  ihnen  ist  n sehr 
klein.  Man  kann  daher  in  der  Wurzel 
aueh  tg  <T  weglassen,  wo  dann 

wird,  also: 


P _ tg  « cos  ß±  7 COS  n d 
1 cos  ß +-  <i  sin  n 2o  1 ' 
Setzt  man  hierin  noch  cos  n = 1,  so  hat 
man  annähernd : 

p _ tgneosfl  + y £_  „ 

1 “ cos  ß -+  <f  tg  a 2«  V 

k cos  ß + tf-nd  d_  _ 

nd cos  ß + '/k  2a  ' 
wo  k wieder  die  Ganghohe  ist. 

Uebrigens  ist  bei  Befestigungsschrau- 
ben das  obere  Zeichen  zu  nehmen.  Ist 
P,=  0,  so  kommt: 

k cos  ß — i/nd  = 0, 

also! 


tg 


* _ <t  _ tg  e 

nd  cos  ß cos  ß' 


Bei  flachgängigen  Schrauben  ist  0 = 0, 
also  a = p.  Diese  würden  nun  zurück- 
gehen,  wenn  der  Ansteigewinkcl  kleiner 
als  der  Reibungswinkcl  ist.  Bei  scharf- 
gängigen  Schrauben  von  Metall , setzt 
man  0 = 25  bis  30  Grad,  bei  denen  von 
Holz  ß = 30  bis  40  Grad  Es  ist  also 
im  ungünstigsten  Falle: 


6)  Differenzialschraube. 

Ist  w die  Geschwindigkeit  der  fortschrei- 
tenden Bewegung,  d der  mittlereDurchmes- 
scr  des  Sehraubenganges,  zu  welchem  die 
Umfangsgeschwindigkeit  e gehört,  a wie- 
der der  Ansteigungswinkel, so  ist  offenbar: 

- = tg«=  A=  0,3183  4-. 

e nd  d 

Es  kann  also  dio  Schraube  benutzt  wer- 
den, um  aus  einer  gegebenen  Umdre- 
hungsbewegung eine  beliebig  langsam 
fortschreitende  Bewegung  hervorsubrin- 
gen.  Indcss  findet  dies  Verlangsamen 
bald  seine  Grenze  in  der  den  kleinen 
Steigcwinkeln  entsprechenden  geringen 
Dicke  und  Haltbarkeit  der  Schrauben- 
gänge. — In  den  Fällen  einer  langsamen 
fortschreitenden  Bewegung  ist  daher  die 
Differenzialschraube  anzuwenden.  Bis  ist 
dies  eine  Schraube  mit  zwei  Gewinden 
AA  und  BB,  (Fig.  372).  Das  eine  be- 
wegt sich  in  der  festen  Mutter  CC.  das 
andere  in  der  beweglichen  FF.  Sei  k 
die  Ganghöhe  der  ersten , k , die  der 
zweiten  Schraube,  so  wird  bei  einer  Um- 
drehung mittels  des  Kopfes  D,  die  Spindel 
nach  einer  Seite  ein  Stück  k,  und  die 
Mutter  FF  nach  der  entgegengesetzten 
um  k,  fortgeschoben.  Die  Axcnbewe- 
gung  der  letzteren  ist  also: 


k — k,  = n (d  tg  et  — d,  tg  o,), 
wo  d,  d , wieder  die  mittleren  Durchmesser, 
n,  r,  die  Steigewinkel  sind,  und  man  hat 
daher,  wenn  e die  Umfangsgeschwindig- 
keit der  Spindel,  ic  die  fortschreitende 
Geschwindigkeit  der  Mutter  FF  ist: 


te 

e 


*-*.  <f, 

= —5-t=tgR-T,g«l 


t«"  = cÄ  = U034,^; 

l*«  = Ä=  1-1546tg(> 

annähernd  ist  zu  setzen: 

a = 1,10  p und  r = 1,16  p 
für  ß — 45°  ist  r = 1,44  p. 

Et  können  also  scharfgängige  Schrau- 
ben 10  bis  40  Procent  mehr  Steigung 
haben  als  flachgängige.  Uebrigens  hat 
man  (vergleiche  den  Artikel : Reibung), 
bei  Metall  auf  Metall: 

<,■  = 0,18  p = 10*  12' 

bei  Metall  auf  Holz 

tf  =0,60  p = 30*  58' 
bei  Holz  auf  Holz 

<f  = 0,50  p = 26°  34'. 


und  für  jede  Umdrehung: 

v — nd,  tc  = k—  k,. 

Die  Mutter  FF  ist  mit  Querarm  GZ 
verbunden,  dessen  Enden  in  den  Falzen 
HH  und  KK  laufen.  Soll  diese  Schraube 
als  Mikrometerschraube  dienen,  so  ist 
Zeiger  Z angebracht,  welcher  auf  der 
festen  Scala  LL  läuft.  Ist  z.  B.  * = 1", 
A,  = 0,9",  so  ist  k — A,  = 0,1  und  so 
viel  kommt  auf  jede  Umdrehung  der 
Schraube.  — Möge  an  FF  die  Last  Q 
angreifen,  und  P,  sei  die  am  Hebelarm  a 
wirkende  Kraft,  mögen  ferner  beide  Ge- 
winde gleichen  mittleren  Halbmesser  d 
haben,  so  ist: 

/’t  = ^ P [lg(«  + P)  - ‘«(«t  - ?)] 

± 810(0-0,  + 2p) 

2a  * cos  (o + p)  cos  (a, — p)' 
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Fig.  372. 


Die  doppelte  Reibung  macht,  (lass  die 
Schraube  übrigens  einen  noch  kleineren 
Wirkungsgrad  hat,  als  die  einfache. 

7)  Schraube  ohne  Kndc. 

Statt  in  einer  Mutter  sich  zu  bewegen, 
kann  die  Spindel  in  ein  Zahnrad  oder 

in  eine  Zahnstange  greifen.  Man  hat 
dann  eine  Schraube  ohne  Kndc,  welche 
besonders  dann  angewandt  wird . wenn 
eine  sehr  langsame  Kreisbewegung  ent- 
stehen soll,  oder  wenn  eine  kleino  Um- 
drehungskraft eine  grosse  Last  heben 
soll.  Durch  eine  Kurbel  Bl)  (Fig.  373) 


wird  die  Spindel  (Schnecke)  AB  in  Be- 
wegung gesetzt,  welche  mit  ihrem  Ge- 
winde in  ein  Zahnrad  EF  greift.  An 
der  Welle  des  Rades  )IL  befindet  sich 
die  Last  {).  Die  Seitenflächen  der  Zähne 
müssen  die  Schraubengewinde  längs  ihrer 
ganzen  Breite  berühren. 

Um  die  Querprofile  der  Zähne  zu  finden, 
kann  man  ganz  die  Theorie  der  Zahn- 
räder und  Zahnstangen  umgekehrt  be- 
nutzen (siche  den  Artikel : Rad  und  Zahn- 
stangen). Hat  die  Spindel  rechtwinklige 
oder  cycloidischc  Querschnitte , so  ist 
demnach  den  Radzähnen  die  Evolrentcn- 


Fig.  373. 
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form  (welcher  Punktzähne  oder  cycloidi-  Gewinden  hat  man  A = -2«*\. 

gehe  an  der  Stange  enuprechcn)  zu  n 

geben.  Was  die  Dimensionen  anbetrifft,  R|Io: 
so  ist  auf  den  Artikel  Rad  zu  verweisen. 

Hat  die  Schraube  nur  ein  Gewinde,  so 


setzt  man  die  Grenzhöhe  A = 2,16,  wo 
b die  Zahnstärke  ist.  Sei  « der  Steige- 
winkel , r der  mittlere  Schraubcnhalb- 
messer,  so  ist: 

r = cot « = 0,159  A cot  a, 

2z 

2r  . . 

oder  wenn  n,  = -j-  genommen  wird: 

n.h 

r—~2' 

Gewöhnlich  setzt  man: 

: 3*  = 6,3  6. 


p _”lr,  + V"r  r_  b_ 
r i a 


4 = 6. 


Wirke  Kraft  P,  am  Hebelarm  a,  Last  Q 
am  Hebelarm  b,  n die  Anzahl  der  Rad- 
zähne.  Hat  die  Schnecke  nur  ein  Ge- 
winde, so  ist  bei  jeder  Umdrehung  der 
2n6 

Weg  der  Last  Setzt  man  demnach 

die  Arbeiten  der  Kraft  und  Last  gleich, 
so  kommt: 

2 znP,  — 2z  — . 

■ 

Sei  e die  Geschwindigkeit  der  Kraft,  er 
die  der  Last,  so  ist: 

t Q na 

■£■ = Tt  = T* 

Hat  die  Schraube  m Gewinde,  so  rückt 
wahrend  einer  Schneckenumdrehung  das 
Rad  um  m Zihne  weiter,  cs  kommt: 


also : 


2naP1=2z6P-, 
' n 

P,  ic  mj> 

Q » na' 


Was  die  Reibung  anbetrifft,  so  kann  die 
radiale  Bewegung  an  den  Zahnflächen 
unbeachtet  bleiben,  da  der  Reibungsweg 
in  den  Scbraubengewinden  viel  grösser 
ist,  man  hat  dann  wie  bei  der  Schrau- 
benspindel nnd  Mutter: 

„ _ r * + 27nr  b n 
' _ o 2nr-,A  r, 
wo  r der  mittlere  Schrauben-,  r 
mittlere  Zahnhalbmcsscr  ist. 


der 


Bei  einem  Gewinde  ist  A = 


_ 2zr, 
ts  ’ 


also: 


p - r‘  + f nr  iL  n 
* nr-qr,  r ,a 


nr  — qmr, 

Wird,  wie  selten  geschieht,  die  Schraube 
durch  das  Zahnrad  in  Bewegung  gesetzt, 

so  ist: 

p _ mrt  ~ V"r  J±  Q 
1 nr  </mrl  r,a 

Schraubengebläse  siehe  Geblase. 
Schraubenlinie  (Geometrie). 

1)  Im  engeren  Sinne  wird  unter  Schrau- 
benlinie diejenige  Linie  auf  einem  Ro- 
tationsC'VÜnder  verstanden,  welche  beim 
Abwickeln  in  die  Ebene  eine  Grade  gibt. 
Im  weiteren  Sinne  verstehen  wir  darunter 
eine  Linie  auf  irgend  einer  abwickelbaren 
Fläche,  welche  die  bezcichncte  Eigen- 
schaft hat. 

Um  Einiges  Über  die  Theorie  der  all- 
gemeinen Schraubenlinie  zu  geben,  glaubt 
der  Verfasser  dieses  Wörterbuchs  zunächst 
ein  neues  Coordinatensystem  einführen 
zu  müssen,  welches  sich  auf  doppelt  ge- 
krümmte Linien  und  abwickelbare  Flä- 
chen bezieht , da  sonst  gebräuchliche 
Systeme,  zu  den  Betrachtungen,  welche  wir 
hier  anstcllcn  wollen,  nicht  geeignet  sind. 

Denken  wir  uns  in  einer  Curvo  einen 
beliebigen  festen  Funkt  A,  und  zählen 
von  demselben  aus  die  Bogenlängen 
AB  = s als  positiv  oder  negativ  je  nach- 
dem sie  in  eine  oder  die  andere  Rich- 
tung fallen.  Dem  Endpunkt  B des  Bo- 
gens s gehören  dann  zwei  Krümmungen 
an,  nämlich  der  Winkel  dl,  welchen  die 
Tangento  an  H mit  der  des  nächsten 
Punktes  macht,  und  der  Winkel  dm, 
welchen  die  durch  B gehende  Krüm- 
mungsebene mit  der  des  nächsten  Punktes 
macht. 

Offenbar  ist  dann  l die  Summe  aller 
Winkel  dl  von  einem  festen  aber  will- 
kürlichem Punkte  an  (der  nicht  mit  A 
zusammenzufallen  braucht),  und  m die 
Summe  aller  Winkel  dm.  Diese  Grössen 
s,  I,  m bestimmen  jeden  Punkt  B der 
Curvc,  und  wir  betrachten  sie  daher  als 
die  Coordinatcn  derselben.  Eine  Trans- 
formation der  Coordinatcn  kann  dann 
nur  darin  bestehen,  dass  wir  die  An- 
fangspunkte der  Zählung  verlegen.  Sind 
dann  P,  m'  die  neuen  Coonlinaten, 
so  ist: 

s'zzo  + s,  /'  = A + /,  m'  = e + «i, 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zn 
nehmen  ist,  je  nachdem  man  die  An- 
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fangapunkte  auf  der  einen  oder  andern 
Seite  von  B eich  denkt.  Diese  Trans- 
formationsfonneln  sind  die  einfachsten, 
welche  Oberhaupt  möglich  sind.  Unser 
Coordinatensystem  fasst  sich  also  als 
„das  der  einfachsten  Transformation“ 
beaeichnen. 

Jede  Curve  ist  nun  gegeben  durch 
zwei  Gleichnngen  von  der  Form: 

* = 7 (0.  1 = V'(*»)- 

Ist  die  Curve  eine  ebene,  so  ist  m con- 
stant,  also  nur  die  Gleichung  s = y (/) 
vorhanden.  Hier  bedeutet  offenbar  / den 
Winkel,  welchen  die  Tangente  in  B mit 
einer  beliebigen  Richtung  in  der  Ebene 
macht.  I heisst  LinienkrQmmung,  m 
Flachenkrümmung. 

Die  Tangenten  einer  doppelt  gekrümm- 
ten Linie  bestimmen  eine  abwickelbare 
Flüche,  die  ebenfalls  gegeben  ist,  wenn 
wir  die  Gleichungen  der  Curve  kennen. 
Wir  nennen  diese  Curve  die  Charakteristik 
der  abwickelbaren  Fläche.  Wird  die  letz- 
tere in  die  Ebene  abgewickclt,  so  ändern 
sich  die  Winkel  zweier  nächsten  Tan- 
genten eben  so  wenig,  als  die  Bogen- 
längen, und  die  erste  Gleichung  » = y (/) 
bleibt  also  bestehen,  wir  nennen  diese 
Gleichung  „Bogengleichung“.  Die  Glei- 
chung soll  „Krümmungsglei- 

chung“  heissen.  Von  zwei  Curven,  welche 
dieselbe  Krümmungsglcichung  haben,  sa- 
gen wir,  dass  sie  zu  derselben  Klasse 
gehören. 

Denken  wir  uns  unter  / und  m be- 
liebige Coordinaten  in  der  Ebene,  so  stellt 
Gleichung  l = tp  (m)  eine  ebene  Curve 
vor,  welche  wir  als  „Krümmungabild" 
der  gegebenen  Curve  bezeichnen. 

Dieselben  Ausdrücke  beziehen  wir  auf 
die  abwickelbaren  Flächen.  Unter  allen 
abwickelbaren  Flächen,  die  zu  einer  Klasse 
gehören,  gibt  es  immer  eine,  deren  Cha- 
racteristik  ein  Pnnkt  ist.  Dies  ist  offen- 
bar eine  Kegelfläche,  und  die  zugehörige 
Bogengleichung  ist 

s = const. 

Zu  den  abwickelbaren  Flächen  jeder 
Klasse  gehört  also  immer  ein  und  nur 
ein  Kegel,  den  wir  als  „Krümmungs- 
kegel“ bezeichnen. 

2)  Denken  wir  uns  jetzt  s,  f,  m als 
Coordinaten  einer  Curve,  durch  die  zu- 
gehörige abwickelbare  Fläche  eine  zweite 
Curve  gesogen,  deren  Coordinaten  e,  i, 
ft  seien. 

Es  soll  die  Fläche  in  die  Ebene  ab- 
gewickelt werden,  cs  fragt  sich,  was  aus 
der  Curve  (<r h/t)  wird. 

Denken  wir  nns  die  Fläche  mit  der 


Charakteristik  in  der  Tbat  abgewickelt, 
so  bleiben  s,  I,  a ungeändert. 

Möge  die  Linienkrümmung,  die  zum 
abgewickclten  Bogen  a gehört  mit  l' 
bezeichnet  werden. 

Sei  ferner  9 der  Winkel,  den  irgend 
eine  Krümmungsebene  der  Curve  (r/m) 
mit  der  zugehörigen  von  (.al/t)  macht. 
Sei  AC  (Fig.  374)  eine  Tangente  der 


Fig.  374. 


ersten  Curve,  BC,  CD,  DE,  drei  auf- 
einander folgende  Elemente  der  zweiten, 
die  wir  als  gleich  annehmen,  und 

CE  gleich  und  parallel  DE. 

Schneidet  man  von  CA  Stücke  CG 
gleich  einem  der  drei  Elemente  ab,  und 
bildet  das  sphärische  Viereck  BGDF, 
dessen  Mittelpunkt  Cist,  so  ist  BD  eine 
Diagonale,  oder: 

BD  — n —dl,  Winkel  GBD=9, 

GDF  =9+ 1/9,  Winkel  BGD  = n - dm, 
Winkel  BDF=d/t, 

also : 

Winkel  GDB  = 9 -f-  d9  — d/t. 

Sei  noch: 

BG  = y,  so  ist  GD  — Jt  — r — dy  — dl. 
In  Dreieck  BGD  ist  dann : 

sin  BG sin  BD sin  GD 

sin  D sin  G sin  B ' 

also: 

sin  f sin  di 

sin  (9  + d9  — d/t)  sin  dm 

sin  (v  -j-  dy  + dl 

sin  9 

t 

Wenn  man  die  unendlich  kleinen  Grössen 
als  solche  in  Rechnung  bringt,  erhält 
man  hieraus : 
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dl  sin  v 

dm  sin  9 ' 

sin  9 cos  yd(y  -f- 1)  = sin  v cos  9d  (9  — fi)> 

Es  ist  ferner: 

cos  BD  ~ cos  BG  cos  G 1) 

-f-  biu  BG  sin  Gl)  cos  6r, 

U h : 

cos  dl  — cos  v cos  (*  -b  d*  -f-  dl) 

4-  sin  v sin  (»'4-  dv  -fr-  dl)  cos  dm, 

oder: 

{diy  = [d(e  + i)Y  + ,in  *■’  (*")’• 

Setzt  man  für  ein  rdm  seinen  Werth  ein, 
so  ergibt  sich  hierans: 

cos  9 dl  = d (e  + I) 

und  wenn  man  den  Werth  von  cos  9 
in  die  vorletzte  Gleichung  einsetzt: 
dl  sin  9 cos  * = ein  rd  (»  — ft. 

Die  drei  bis  jetzt  gefundenen  Gleichun- 
gen nehmen  dann  die  bequemere  Form  an : 

1)  sin  9dl  = sin  rdm, 

2)  cos  9dl  = d fp  + I) 

3)  COS  rdm  = d(S  — fl). 

Werden  jetzt  beide  Curven  in  der  be- 
schriebenen Weise  in  die  Ebene  abge- 
wickelt,  ist  dann  AA'  (Fig  375)  ein  Ele- 


Fig.  376. 


ment  der  ersten,  BC,  CU  zwei  auf  ein- 
ander folgende  der  zweiten  Curve,  CCr 
die  Verlängerung  von  BC,  so  ist  auch: 
Winkel  BAC-dl,  AA,-di,  C'CD=di', 
BCA  = r,  BC  = da. 

Setzen  wir  noch  BA  = p,  so  kommt: 

4)  l’  = t+r 

und  im  Dreieck  BCA  : 

BA  _ CA  _ BC 
sin  C sin  B sin  A ’ 

also  : 

p da » •+•  dr  -f-  dt 

sin  v dl  sin  (e  + dl)' 

woraus  sich  dann  ergibt : 

, sin  rd  (p  -f  i)  = p COS  ydl, 

d I sin  v 


oder  wenn  man  p elimimrt: 

6)  cos  rda  = dt  + d (sin  v 

Die  Formeln  1)  bis  5)  lehren  sowohl 
die  Gleichung  einer  doppelt  gekrümmten 
Linie  finden,  welche  entsteht,  wenn  man 
eine  einfach  gekrümmte  (al1)  mit  ihrer 
Ebene  nm  eine  abwickelbare  Fläche 
wickelt,  als  auch  das  Umgekehrte. 

Sind  lr,  I und  m gegeben,  so  bestim- 
men die  Formeln  1)  bis  4)  die  Grössen 
r,  9,  1,  fi,  ohne  dass  s und  a vorkommt. 
D.  h. : 

Wenn  eine  ebene  Curve  auf 
mehrere  abwickelbare  Flä- 
chen von  derselben  Klasse  ge- 
wickelt wird,  so  gehören  auch 
alle  aufgewickelten  Curven  eine  r 
Klasse  an. 

Sei  jetzt  die  abwickelbare  Fläche  ein 
Cylinder,  so  werden  / und  s constmnt 
sein,  es  wird  also  die  Formel  2)  die  ein- 
fachere Gestalt  haben: 

2a)  cos  9dl  = dr. 

Die  Gleichung  5)  aber  wird  unbrauchbar. 

Bestimmen  wir  den  Cylinder  statt  durch 
die  Charakteristik  (die  hier  ein  unendlich 
weit  cutfcrnter  Punkt  ist),  durch  die  anf 
allen  Cylindcrseiten  senkrechte  Curve. 
Sei  S deren  Bogenlänge.  Ihre  Linien- 
krümmung ist  offenbar  gleich  der  Flä- 
chenkrümmung m des  Cylinders,  und 
ihre  Flächenkrümmung  constant.  Wird 
der  Cylinder  in  die  Ebene  abgewickelt, 
so  wird  diese  Curve  offenbar  eine  Grade. 
Auch  hat  man: 

5a)  dS  - sin  rda, 

eine  Gleichung,  welche  die  allgemeine 
Gleichung  5)  ersetzt. 

3)  Die  auf  die  Fläche  zu  wickelnde 
Linie  soll  jetzt  eine  Grade  sein,  es  wird 
dann  eben  die  allgemeine  Schraubenlinie 
beim  Aufwickeln  entstehen. 

Es  ist  dann  1’  gleich  constant,  und 
die  Gleichungen  2)  und  4)  geben  dann : 


während  aus  1)  und  3)  folgt: 
dl  = — sin  (/  — A')  dm, 
dfi  = — cos  (f  — l ) dm. 

Betrachtet  man  / — 1'  als  Winkel  der 
Tangente  einer  ebenen  Curve  mit  der 
Abscissenaxe  m — k,  wo  i eine  beliebige 
Constante  ist,  al«  Bogenlänge  einer  ebenen 
Curve , so  sind  nach  diesen  Formeln 
A — 1,  B — ft,  wo  auch  A und  B belie- 
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bige  Constanten  sind,  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  dieser  Cnnre.  D.  b. : 

Di c Krümmn  ngsgl ei chun g einer 
allgemeinen  Schraubenlinie  ist 
die  Qleichnngeiner  ebenen  Cnrre 
in  rechtwinkligen  Coordinaten, 
deren  Coordinaten  der  einfach- 
sten Transformation  die  Grössen 
— (T  angentenwinkel)  und 
m’  = m — h (Bogenlänge)  sind. 

Beispiele.  Für  den  allgemeinen 
Cylinder  ist  l constant,  also  auch 

/'  = / - X'. 

Diese  Gleichung  stellt  also  eine  grade 
Linie  vor.  Sind  A — k,  und  B — fi  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  derselben,  so 
hat  man  offenbar : 

A-X=(B-,u)tg(/-X'). 
oder  durch  Coordinaten -Transformation: 
X = fi  tg  e,  wo  u-l  — k'  ist 
und  1 für  A — k,  ^ für  B — ft  gesetzt  ist. 

Ist  X'  gegeben,  so  drückt  diese  Glei- 
chung eine  völlig  bestimmte  Linie  ans. 
Also : 

„Alle  Schraubenlinien  aufCy lin- 
derflächen, welche  mit  derCylin- 
derseite  gleichen  Winkel  machen, 
gehören  derselben  Klasse  an“ 
und 

„Eine  lineare  Krümmungsglei- 
chung  gehört  immer  einer  cylin- 
drischen  Schraubenlinie  an.“ 

Betrachten  wir  die  cylindrische  Schrau- 
benlinie als  Charakteristik  einer  Fläche, 
so  ist  die  Krümmungsgleichung  derselben 
l — m tg  « offenbar  die  Gleichung  eines 
Kreises  mit  Badius  cot  a in  Coordinaten 
der  einfachsten  Transformation.  Um  auf 
dieser  Fläche  die  kürzeste  Linie  zu  be- 
stimmen, so  möge  die  Grade,  durch  deren 
Aufwickelung  sie  entstanden  ist,  wieder 
den  Winkel  k'  mit  der  Axe  der  z machen. 
Sei  ferner: 

t'  — l — m'  = m — h und  k = k’  cot  a, 

(es  war  nämlich  k eine  beliebige  Con- 
stante). 

Sind  also  1,  u rechtwinklige  Coor- 
dinaten,  so  hat  man  als  Gleichung  des 
Kreises : 

X’  + ft1  = cot  o* 

und  dies  ist  also  die  Krümmungsgleicbung 
derjenigen  Schraubenlinie , welche  auf 
der  durch  die  cylindrische  Schraubenlinie 
bestimmten  abwickelbaren  Fläche  gezo- 
gen ist.  Die  Gleichung  l = m tg  u ge- 
hört, wie  leicht  zu  sehen,  auch  einem 
Botationskegel  mit  Scheitelwinkel  a an. 


„Es  ist  also  der  Botationskegel  der 
zu  den  rylindrischen  Schraubenlinien  ge- 
hörige Krümmungskegel,  und  der  Scheitel- 
winkel a = I — k’  ist  der  Winkel  der 
Schraubenlinie  mit  der  Seite  des  Cylin- 
ders.“  Die  Gleichung: 

X’  ft*  = cot  o* 

ist  also  auch  Krümmungsgleichung  einer 
konischen  Schraubenlinie,  d.  h.  derjeni- 
gen auf  einem  Botationskegel.“ 

Die  Bogenglcichung  der  cylindrischcn 
Schraubenlinie  gibt  5a),  nämlich: 

— o sin  (I  — X')  = S ; 

für  den  Botationscylinder  mit  Badius  ft, 
ist  S = Hm,  woraus  sich  wegen  1)  und  3) 
ergibt : 

k - m sin  (/  — k'),  fi  = m cos  (/  — X')i 
Rk  = a sin  (I  — X')*.  ' 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit 
X = ^ tg  (*  — i') 

bestimmt  die  gemeine  Schraubenlinie. 
Es  sind  also  bei  ihr  beide  Gleichungen 
linear.  Wenn  kein  Cylinder  gegeben  ist, 
gilt  die  Gleichung  5),  welche  hier  die 
Form  annimmt : 

dt  - ^ sin  (l  - 1')  = 2 da  cos  (f  —k’). 

Für  die  Fläche,  deren  Charakteristik 
die  gemeine  Schraubenlinie  ist,  hat  man 
nun  Gleichungen  von  der  Form: 

l = Al,  lz=Bm. 

Die  Gleichung  gibt  also  in  diesem  Falle 
durch  Integration : 

r cos  (f  - k’)  - a sin  (1  - k')  = A, 

und  ausserdem  hat  man: 

— dk  = sin  (I  — X')  dm, 

— dft=  cos  (I  — k')  dm, 
also  wegen  l = Bm : 

Bk  = cos  (/  - X'),  Bfi=-  sin  (f  - k'). 

Sonach  sind  die  Gleichungen  der  Schrau- 
benlinie auf  einer  Fläche,  deren  Charak- 
teristik die  gemeine  Schraubenlinie  ist, 
von  der  Form: 

«M+ck  = ±,  k'+y^lj, 

Vorhin  war 

X*  + fi*  = cot  o*,  also  ß = tg*. . 

Für  den  Kegel  ist  dt  = 0.  Die  Glei- 
chnng  5)  gibt  dann  : 

— sin  (I  — k')  = 2da  cos  (/  — X'), 

27 
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woraus  durch  Integration  folgt: 
ix  = C cot  (/-!')• 

Für  den  Rotationskegcl  ist  / = m tg  a , 
also  : 

jttga  = cos(/  — t8“  = ~ sin (( — IT). 

Es  ergibt  sich  flir  denselben  also : 
o/z  + Ci  = 0. 

4)  Wir  knQpfcn  hieran  noch  einige 
Entwickelungen,  wozu  die  Theorie  der 
allgemeinen  Schraubenlinie  dem  Ver- 
fasser Anlass  gegeben  hat. 

Es  6oll  durch  die  Tangenten  einer  ge- 
gebenen Curve  doppelter  Krümmung  eine 
zweite  Curve  so  gelegt  werden,  dass  jedes 
Element  derselben  mit  der  entsprechen- 
den Tangente  einen  constantcn  Winkel 
macht.  In  diesem  Falle  nennen  wir  diese 
dnrchgelegte  Curve  Trajcctorie  der  er- 
sten und  der  durch  sie  bestimmten  ab- 
wickelbaren Fläche,  die  erste  Curvo  nen- 
nen wir  Charakteristik  der  letzteren,  und 
die  abwickelbare  Fläche  charakteristische 
Fläche  derselben. 

In  den  Formeln  1)  bis  5)  ist  Winkel  v 
constnnt,  und  daher : 

sin  9dX  = d (m  sin  v),  cos  9dl  — dl, 

9 — m cos  y — fi  •+■  k. 

Durch  diese  Gleichung  wird  das  Krüm- 
mungsbild der  Trajectorie  bestimmt,  cs 
hängt  also  nur  von  dem  der  Charak- 
teristik ab. 

Wenn  / = x,  m sin  v = y,  rechtwinklige 
Coordinaten  vorstellcn,  so  sind  1 die  Bo- 
genlänge und  fi  -1-  m cos  v der  Tangcnten- 
winkel  derselben. 

Noch  gibt  Gleichung  5): 

. . d'a  . 

. — dl  + 8in  V -jjr  — Off  cos  v 

dl 


I ist  constant, 

$ = — , 1 = m sin  y 4-  «r, 

fi  = ß — m cos  r,  1 = fi  tg  v + y. 

In  diesem  Falle  ist  die  Trajectorie 
eine  Schraubenlinie.  Ist  die  charak- 
teristische Fläche  durch  die  Schrauben- 
linie bestimmt,  oder  ein  Kotationskegel, 
so  ist: 

. „ sin  y 

f = m tg r,  tg$  = — . 

also  9 constant, 


*7  — - . a m - j 

■ " cos  y 


m sin  y 
sin  9 

l-  c/i  + d. 

Die  Trajectorie  ist  also  wieder  eine 
cylindrische  Schraubenlinie.  Ist  die 
Charakteristik  eine  gemeine  Schrauben- 
linie, so  ist : 

/ cot  y 


t = cf,  ff  = 


Bt 


sin  y 


CI. 


und  durch  Integration : 

da  , i 

sin  y -j-.  — ff  cos  y = s + A. 

« I 

Eine  zweite  Integration  gibt  dann: 


e / cot  v p _ 
sin  v J ** 


f cot  yJ(  + ß« 


Dies  ist  (vergleiche  den  Artikel:  Tra- 
jectorie) die  Gleichung  einer  Krcistra- 
jcctoric,  oder  der  Evolvente  einer  loga- 
rithmischen  Spirale.  Eine  solche  Curve 
entsteht  also  durch  Abwickelung.  Wir 
wollen  noch  den  Cylinder  bestimmen,  auf 
dem  die  gefundene  Curve  eine  Schrau- 
benlinie bildet. 

Wie  leicht  zn  sehen,  ist  l = i cos  9. 
Sei  m die  Flächenkrümmung  des  ge- 
suchten Cylinders,  y ein  constantcrWinkel, 
so  ist  nach  Abschnitt  3.: 

S n o sin  i=mliin»-l. 

Diese  Formeln  in  Verbindung  mit 
l = X cos  9 

geben  zwischen  S und  m,  eine  ähnliche 
Gleichung  wie  die,  welche  zwischen  a und 
l stattfand,  also: 

„Eine  gemeine  Schraubenlinie 
hat  zur  Trajectorie  eine  Schrau- 
benlinie auf  einem  Cylinder, 
dessen  Basis  di  e Evolvente  einer 
logarithmische  Spirrale  ist. 

sin  » ' 6)  Setzen  wir  y = , so  verwandeln 


/ coti 


Diese  Gleichung  bleibt,  wie  leicht  zu 
erkennen,  unverändert,  wenn  die  Charak- 
teristik eine  ebene  Curve  ist.  Also  wenn 
die  charakteristische  Fläche  in  die  Ebene 
abgewickelt  wird,  so  behalten  Charak- 
teristik und  Trajectorie  diese  ihre  Be- 
ziehung zu  einander  bei. 

Ist  aber  die  Fläche  ein  Cylinder,  so 
hat  man  ans  öa): 

S +A  = o sin  y, 


sich  offenbar  Charakteristik  und  Trajec- 
torie in  Evolute  und  Evolvente.  Die 
charakteristische  Fläche  nennen  wir  dann 
EvolventenSäche.  Die  fünf  Formeln  ha- 
ben nun  die  Gestalt: 

9 = fi  + K,  dm  = sin  (/s  + K)  dl, 
da 

dl  = cos  (ju  + K)  di , • - -Jj 
oder:  ff  —J sdl  + AI. 
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Unter  m und  l können  also  wieder 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  einer 
ebenen  Curvc  verstanden  werden,  deren 
Bogenlänge  k und  deren  Tangenten- 
winkel mit  der  Axe  der  x gleich  fi  + K 
ist.  Ist  die  Evolventenfl&che  ein  Cylin- 
der,  so  ist  / constant,  also  auch  fj,  die 
Evolventen  sind  ebene  Cnrven.  — Ist 
die  Evolnte  eine  cylindrische  Bchranbe, 
so  ist: 

/ = mtger,  is  — er,  1 = __L 
sin  et 

also  die  Evolvente  eine  ebene  Cnrve. 
Ist  die  Scbranbenlinie  eine  gemeine,  also 
5 = Bl,  so  kommt: 

a = i sin  -f  AX  sin 

dies  ist  die  Gleichung  einer  Kreisevol- 
vente (vergl.  den  Artikel:  Trajcctorie). 

Sei  die  Evolute  eine  Schraubenlinie 
auf  einer  Flftche,  deren  Charakteristik 
eine  cylindrische  Schraube  ist,  so  ist: 

/*+»**=«*; 
es  kommt  also 

k ~ u . 

Die  Evolvente  ist  also  eine  cylindrische 
Schraube.  Es  fragt  sich,  auf  welchem 
Cylinder  sie  liege. 

Wir  setzen : 

S=rrsini'l,  I = m,  sin  r,  , 

also: 

l~  a sm  — 
n 

(vergl.  Abschnitt  3),  die  beliebige  Con- 
stante  K ist  hier  gleich  Null  gesetzt. 
Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit 
o~f  i dl  + Al 

geben  S als  Functtion  von  m,. 

Diejenige  Schraube,  deren  Charak- 
teristik die  gemeine  Schraubenlinie  war, 
hatte  nach  Abschnitt  3)  die  Gleichungen : 

*m-f-  ßl=y  , — /* ; 

also  in  diesem  Falle  ist: 

« = y arc  sin  — - ß /«»  - /*  -f  Al, 

(t 

oder  da  /=asin~  war: 
a 

a = y — ß cos  ~ -f-  Aa  sin  — * 

a a r 

X 

"•  ■■  fti  * , 

sin  yt  11 

also  wenn  man  die  Constanten  ändert: 

S =t  am , -j- b cos  (sm,)  -)-c  sin  (sm,). 


Für  den  ßotationskegel,  wird  a - 0,  also: 
S = 4 cos  (sm,)  -f-  csin  (sm,), 
d.  h.  wenn  man  darauf  achtet,  dass  diese 
Gleichung  eine  Epicycloide  oder  Hypo- 
cycloide  vorstellt: 

„D  ie  Evolvente  der  kürzesten 
Linie  auf  einem  Iiotationskegel 
ist  eine  Schraubenlinie  auf 
einem  Cylinder  mit  epicycloidi- 
Bcher  oder  hy  pocyclo  id  ischer 
Basis.“ 

6)  Jede  Evolvente  hat  unendlich  viel 
Evoluten.  Dies  ist  auch  richtig  in  Be- 
zug auf  ebene  Curven,  wenn  man  die- 
jenigen Evoluten  berücksichtigt,  welche 
ausserhalb  der  Ebene  der  Evolvente 
fallen.  In  jedem  Falle  bestimmen  alle 
Evoluten  eine  Flftche.  Legt  man  durch 
jeden  Punkt  der  Evolvente  eine  Ebene 
senkrecht  auf  der  Evolvente,  so  hüllen 
alle  diese  Ebenen  die  Evolutenfläche  ein. 
Die  Letztere  ist  also  abwickelbar.  Be- 
stimmen wir  ihre  Charakteristik. 

Sei  L ihre  Linienkrümmung,  M ihre 
Flächenkrümmung,  S der  Bogen,  k,u,  a 
sollen  diese  Grössen  in  Bezug  aul  die 
Evolvente  sein,  l,  m,  $ in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Evolute. 

Die  Krümmungsebene  der  Charak- 
teristik der  Evolutenfläche  steht  in  jedem 
Punkte  auf  der  Evolvente  senkrecht,  und 
umgekehrt.  Es  ist  also: 

L = fi,  W = i. 

Der  Winkel  zwischen  den  Krümmungs- 
ebenen  der  Evolvente  und  Evolute  sei 
gleich  9,  es  ist  also : 

4 — K - — K L 

und  der  Winkel  zwischen  der  Tangcnto 
der  Charakteristik  der  Evolutenfläche, 
welche  Fläche  auf  der  Krümmungsebene 
der  Evolvente  senkrecht  steht,  und  dieser 
letztem  Krümmungsebene  wird  sein  gleich 


In  der  Krümmungsebene  der  Evolute 
aber  liegt  die  Evolutentangente  ac,  (Fig. 
376)  die  Evolvententangcnte  ab,  cs  ist 

Winkel  bac  — R. 

Sei  ferner  cd  die  Tangente  an  die  Cha- 
rakteristik der  Evolutenfl&che,  so  steht 
auch  ce  auf  ab,  ab  auf  Ebene  aed  senk- 
recht. Es  ist  also  Winkel  eca  der  Nei- 
gungswinkel zwischen  ec  und  Ebene  cn4, 
ferner: 

Winkel  dca  = ~ — K — fi. 

27* 
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Fig.  376. 


Die  Formeln  des  vorigen  Abschnitte! 
geben  dann : 

dm  = sin  [L  4-  ff)  dM, 
dl  = coi(L+K)dM. 

Die  Formel  6)  aber  gibt,  wenn  man 
darin  S fflr  »,  1 für  a,  — K — L fflr  r, 
L fiir  / schreibt: 

— dS+d  (cos  (ff + 1)  = sin  (ff +L)«fa, 

d*t 

- dS+  cos  (ff+L)  -jj-  = 2ds  sin  (K  + £). 

Diese  Gleichungen  stimmen  völlig  mit 
denen  einer  Schraubenlinie  Uberein,  wenn 
man  in  diesen  letztem  Formeln  statt: 
l,  m,  i',  »,  e,  l,  p 
bezüglich  schreibt: 

K,  S,  - s,  /,  m. 

yr  —L  nnd  — t entstehen  aber  durch 

eine  Coordinatcntransformation  aus  L 
und  >,  und  da  eine  solche  immer  ge- 
Btattct  ist,  so  folgt : 

„Alle  Evolnten  sind  Schrau- 
benlinien auf  der  Evoluten- 
fläche.“ 

Der  Winkel  K ändert  sich  von  Evolute 
zu  Evolute.  Hat  eine  Evolute  einen 
Funkt  mit  der  Evolvente  gemein,  so  ge- 
hen alle  Evoluten  durch  denselben.  Wird 
also  die  Evolutenfläche  abgewickclt,  so 
entspricht  jede  durch  diesen  Funkt  ge- 
hende Grado  einer  Evolute. 

Um  die  Integrationsconstanten  zu  be- 
stimmen, nehmen  wir  an,  dass  l,  m,  s 
sich  anf  eine  Schraubenlinie,  ft,  mt,  *, 
auf  eine  andere  beziehen,  dass  zu  der 
ersteren  Winkel  K,  zur  zweiten  ff,  ge- 


höre, dann  geben  die  Werthe  von  M 
und  dm  leicht  die  Beziehungen : 

/ = /, cos (ff  — K ,)  — m,  sin (ff  — K,) 
m = /,  sin  (ff  — ff,)  + m,  cos  (ff  — Kt) 
nnd  wegen  da  = 1 dl  = «,d/,  hat  man: 
s[cos(/f  - ff , )dlt — sin( ff  - K,  )dm]  = s , dl , . 

Ist  die  Evolutcnfl&che  ein  Cylinder, 
also  L = fi  = const.,  so  ist  dio  Evolvente 
eine  ebene  Curve.  Für  L = — K wird 
m constant,  d.  h.  es  gibt  immer  eine 
ebene  Evolute,  wie  dies  an  sich  klar  ist. 
Für  diese  ist  / — Jlf,  d.  b.  sic  ist  die 
Basis  des  Cylinders. 

Ist  die  Evolutenfläche  ein  Kegel,  so  ist : 
dH 

iS  = 0 also  cos  (ff  + L)  -jj- 

= 2 dt  sin  (ff  -(-  L). 

Im  Falle  des  Rotationskegels  erhält  man 
natfirlich  als  Evolvento  wieder  eine 
Schraubenlinie  anf  einem  Cylinder  mit 
epicycloidischer  oder  hypocycloidischer 
Basis. 

7)  Wenn  man  die  Evolutenfläche  in 
die  Ebene  wickelt,  so  beschreibt  eine 
Tangente,  die  Charakteristik  derselben 
eine  „abwickelnde  Fläche“,  auf  der  sich 
dio  Evoluten  aller  Schraubenlinien  be- 
finden. Die  Coordinaten  derselben  sollen 
sein: 

Ay  My  2y 

es  ergibt  sich  dann  unmittelbar: 

* = * + ?. 

Seien  AD,  AB  (Fig.  377)  auf  einander 
folgende  Richtungen  derjenigen  Tangcn- 

Fig.  377. 


4 

t\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

C D1 

B 

ten  an  die  Evolutcncharaktoristik,  welche 
dio  abwickelndc  Fläche  beschreibt,  AC 
diejenige  Tangente  um  welche  die  augen- 
blickliche Drehung  stattfindet,  so  ist: 

Winkel  DAC  = BAC  = L, 

der  Ebenenwinkel  CA  - M,  BAD  = dj 
und: 
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cos  d.l  — cos  i1  -f-  sin  L*  cos  dM, 
d.  h.: 

dl  — sin  LdlU, 

Sei  EC  (Fig.  378)  die  folgende  Tan- 
gente an  die  Kvolutencharakteristik,  so 


Fig.  378. 


ist:  AE  - dl.  Sei  noch  HA  = R,  so 
ist:  HEzzR  + dR-dS,  W.  AHE=dL, 


dl  _ R 
d L sin  L ' 

und 


R 

sin  (£  4-  dL)  ~ 
woraus  folgt: 

. d'~ 

-,,ni  7T  + 


R+dR-dS 
sin  L 


dS  = 2 cos  Ldl. 


Ist  die  Evolutenfläche  ein  Cylinder,  und 
AB  — S'  die  abgewickelte  Basis  dessel- 
ben, so  ist: 


DE  zi  dl,  ein  n dl  = dS', 


somit : 

S'  = 1 sin  ir, 

wo  o der  Winkel  der  die  Evolvente  bil- 
denden Linie  mit  der  Seite  des  Cylin- 
ders,  also  beliebig  ist.  Sei  noch  AE 
parallel  dieser  Seite,  so  entsteht  ein 
zweiter  Cylinder  senkrecht  auf  dem  er- 
sten Sei  1'  der  Bogen  seiner  Basis, 
so  ist: 

dl'  = S'dM 

für  die  Evolvente  der  Basis  des  ersten 
Cylinders.  Da  L für  den  Cylinder  con- 
stant  ist,  kommt: 

A - M sin  L. 


Die  abgewickelte  Fläche  hat  zur  Charak- 
teristik eine  cylindrische  Schraube. 

Für  den  Botationscylinder  ist: 

S'  = AM,  1'  = Bl. 

Die  abgcwickelte  Flache  hat  zur  Charak- 
teristik eine  gemeine  Schraube. 

Für  L = 0 kommt  ein  Cylinder,  dessen 
Basis  eine  Krciscvolvcnte  ist. 

Für  den  Kegel  ist 

dS  = 0 , 1 = A cot  L. 

A ist  willkürlich.  Für  A = 0 bat  man 
wieder  einen  Kegel.  Für  den  liotations- 
kcgel  ist: 

L=BM,  BA  = — cos(ß.W), 

yi-ß» 

Für  C = 0 ist  dies  ein  Kegel,  dessen 
Krümmungsbild  eine  der  Cycloiden  ist. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass, 
da  die  Schraubenlinie  mit  den  Tangen- 
tialebenen der  abwickelbaren  Flüche  in 
die  Ebene  gewickelt  eine  Qrade  gibt,  und 
dies  die  Eigenschaft  der  kürzesten  Linien 
auf  beliebigen  Flachen  ist,  die  allgemeine 
Schraubenlinie  auch  definirt  werden  kann 
als  „die  kürzeste  Linie  auf  einer  ab- 
wickelbaren Flüche.“ 

Schraubenrad  (Maschinenlehre). 

1)  Allgemeines. 

Schraubenrad  wird  ein  Rad  mit  schie- 
fen oder  schraubenförmigen  Zahnen  ge- 
nannt. Zwei  in  einander  greifende  Schrau- 
benräder bilden  ein  Schraubenräderwerk. 

Die  Umdrehungsebenen  der  Rüder  kön- 
nen hierbei  einen  beliebigen  Winkel 
bilden.  Dieser  .Winkel  ist  P,CQ , (Fig. 
379),  AA , und  HB,  sind  die  Rüder, 
DE  und  GH  ihre  Axen.  Werde  nun 
AA , mittels  der  Kurbel  EF  mit  Kraft  P 
umgedreht,  so  greifen  die  Zähne  LM  des 
Rades  AA,  in  die  von  BB,  ein. 

Möge  die  momentane  Berührungsfläche 
LM  zwischen  den  Zähnen  die  Winkel 
CMA  = « und  CMB  = n,  mit  den  Um- 
drehungsebenen beider  Rüder  machen, 
dann  würde  die  Normale  CN  an  LM 
mit  diesen  Umdrehungsebenen  R — a, 
R — <r,  bilden  j seien  ferner  r = CA, 
r,  = CB  die  Radien  der  Rüder,  der 
Kraftarm  EFzza,  und  der,  an  dem  die 
Last  Q wirkt  gleich  k.  Der  Druck  N 
zwischen  den  Zähnen  gibt  die  Seiten- 
kräfte  P,  und  S des  Rades  AA,,  und 
Q,  und  R des  Rades  BB,,  P,  ist  die 
Uindrebungskraft  von  Mi,  ß,  die  von 
BB„  S und  R sind  parallel  den  Rad- 
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Fig.  379. 


axen,  vergr&ssern  also  nur  die  Zapfen- 
reibung. Es  ist  nun: 


Pt  = N sin  « , 

Qt  = N sin«,, 

also: 

r,  _ 

sin  er 

aber  auch 

V. 

sin  «,’ 

r, 

p 

also: 

P 

a 

= V’ 
brP , 

0.  _ 4 
~Q  ‘ r,’ 

br  sin  « 

(f  ~ arlQl  ~ nrl  sin  ’ 

Wenn  die  Radebenen  auf  einander  senk- 
recht steben,  so  ist: 

„ P rb 

« + „,  = «,  p=  — tg« 

ganz  wie  bei  der  Schraube  ohne  Ende, 
welche  in  der  Tbat  als  ein  Schrauben- 
räderwerk  von  der  bezeichnetcn  Eigen- 
schaft zu  betrachten  ist. 

Soll  aber  noch  auf  die  Reibung  Rück- 
sicht genommen  werden,  und  ist  p der 
Beibungswinkel,  so  kommt : 

P,  = N sin  («  + p),  Qt  = JVsin(«,  — p), 
also: 

P brPt  br  sin  («  + p) 

~Q~  ari0i  _ <"'i  »in(«i  -f)' 


Für  «-)-«,=  R kommt  wieder  der  Aus- 
druck für  die  Schraube  ohne  Ende,  für 
o -f*  «,  ~ 180: 

L — lL 

Q~a,a' 

offenbar  hat  man  hier  ein  blosses  Stirn- 
rad mit  Schraubenzähnen. 

Bei  den  Schraubenrädern  wirken  die 
Räder  nicht  allein  in  der  Axenrichtung, 
sondern  auch  seitlich  auf  die  Lager.  — 
Sind  /,  /,  die  Axenlängen,  so  sind  die 
beiden  einander  entgegengesetzten  Kräfte 
mit  welcher  die  Welle  DE  durch  Kraft 
S gegen  das  Lager  gedrückt  wird: 


nnd  die,  mit  welcher  Welle  GH  durch 
Kraft  R an  das  Lager  gedrückt  wird: 

■ > 

Also  dieser  seitliche  Druck  ist  desto 
grösser,  je  kleiner  I,  /„  also  je  kürzer 
die  Axen  sind. 

Während  einZahn  LM  arbeitet,  seien  die 
Stücke,  am  welche  die  Räder  fortrücken, 
bezüglich  gleich  LO  und  MO,  c,  c,  die 
Umdrehungsgeschwindigkeiten,  dann  ist: 
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c LO  sin«, 


c,  MO  sin« 

Sind  n,  n,  die  Umdrehungszahlen  in  der 
Minute,  “ = ~ das  Umsctzungsverbält- 
niss,  so  ist  : 


Fig.  380. 


c.r  r sin  « 


er,  r,  sin  «, 

Ist  » gegeben,  so  kann  aus  r,  r,,  « der 
Werth  von  nt  gefunden  werden.  Ist 
dann  noch  (>  bekannt,  so  berechnet  man 
/*,  und  dann: 

X = pi  , aP 

sin  ii  r sin  n * 

aus  dem  Normaldrucke  N erhält  man 
die  nülhige  Zahndicke  (rgl.  den  Artikel: 
Rad): 

4 = 0,003  K'» 

und  die  Theilungen  des  Triebrades  und 
des  Getriebes  : 


s = - 


2,14 


»,  = 


2,14 


sin  a ’ sin  i>, 
Die  Anzahlen  der  Zähne  sind : 
2vr  2ir  sin  « 


» " 2,14  ’ 


2 nri  _ 2 nr,  sin  er, 

*,-_r  ~ — 204  • 

also  das  Verhältniss  der  Zähnczahlen: 

s rsina 

— = . = «, 

z,  rlsin«, 

also  das  Verhältniss  der  Geschwindig- 
keiten : 

_ P _ «4,  _ 1 4, 
t ~ Q ~ s,s,  - u «,' 

2)  Sch  ranbenräder  der  Schiffe. 

Schraubenräder,  wie  sie  znm  Treiben 
der  Schiffe  angewandt  werden,  sind  Flflgel- 
räder,  deren  F'lügel  nach  einer  Schrau- 
benfliche  gekrümmt  werden.  Das  Schrau- 
benrad befindet  sich  unmittelbar  vor  dem 
Steuer,  seine  Welle  in  der  Kichtnng  der 
Längenaxc  des  Schiffes,  und  ist,  wo  sie 
in  das  Innere  des  Schiffes  geht,  durch 
eine  Stopfbüchse  geschlossen.  Wird  die 
Welle  AD  (Fig.  380)  durch  die  Dampf- 
maschine in  Bewegung  gesetzt,  so  schlägt 
Flügel  BC  mit  Geschwindigkeit  c gegen 
das  Wasser,  welches  durch  seine  Rcac- 
tion  einen  Normaldruck  JV  auf  den 
Flügel  ansübt.  Dieser  zerfällt  in  zwei 
Componente,  die  eine  P wird  senkrecht 
auf  der  Wellenaxe  von  der  Umtriebs- 
kraft der  Welle  vernichtet,  die  andere  R 


parallel  der  Wellenaxe,  wird  aufs  Schiff 
übertragen,  und  gibt  demselben  eine  ge- 
wisse Geschwindigkeit.  — 

Die  Leistung  des  Schraubenrades  hängt 

von  dem  Steigewinkel  BAc  = C'AP=  a 
ab.  Sei  c die  mittlere  Umdrehungsge- 
schwindigkeit, e die  Geschwindigkeit  der 
Radaxe  also  auch  des  Schiffes,  so  ist 
die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich 
die  Flügelfläche  in  normaler  Richtung 
dreht : 


c,  — c sin  n 


und  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sie 
in  dieser  Richtung  zurückgeht: 


r , = r cos  «. 

Die  Flügelfläche  schlägt  somit  auf  das 
Wasser  mit  einer  Geschwindigkeit: 

c,  — e , = c sin  n — e cos  a. 

Wird  jetzt  unter  F,  der  Inhalt  aller 
Flügelflächen,  und  unter  y die  Dichtig- 
keit des  Wassers  verstanden,  so  ist: 

v_  O(ctin«-ecos«)’  „ 

/v_d  -2- FlY, 

ganz  wie  beim  Windrade  (vergleiche  den 
Artikel:  Windrad).  Man  erhält  dann 
für  die  Axenkraft : 

R - N cos  o 

und  für  die  Umdrehungskraft: 

P = N sin  <r. 

Die  Arbeit  aber  ist : 

, „ 3 (c  sin  it  — e cos  «)*  _ 

L = Pc=  — — csinnFjy. 

In  der  Praxis  multiplicirt  man  noch  die 
Ausdrücke  R,  P,  L mit  einem  Reductions- 
coefficicnten  welcher  dnreh  die  Er- 
fahrung zu  bestimmen  ist.  Setzt  man 
dann  die  Axenkraft  R gleich  dem  Wider- 
stande W,  so  ist: 
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Ce1 

,K=fe^- 

wo  F der  Ilanptqnerschnitt  des  Botes, 
{ ein  Erfahrungscoefficicnt  ist,  also : 

(,  (e  sin  a — » cos  «)*  cos  nF,  = ( t*F, 
woraus  sich  ergibt: 


Smith  gebnnt  (1840),  cs  hatte  eine 
Schraube  mit  einer  vollständigen  Windung, 
später  gebauten  Schiffen  gab  er  Schrau- 
ben mit  zwei  halben  Windungen.  Neuere 
Schraubenscbiffc  haben  zwei  bis  vier 
schraubenförmige  Flügel.  Die  Abbildun- 
gen (Fig.  381  u.382)  stellen  eine  dreiflüg- 


c tg  o 


1 + 


jzgz : 

) fi^’i  cos«* 


Diese  Geschwindigkeit  ist  ein  Maximum, 

wenn  = 0,  also: 
da 

1 — 0 cos  tt 1 

v = — — 7-2 C 

o sin  « cos  a 


Was  denWirkungsgrad  anbetrifft,  so  ist 

_ Är e 1 

a~  / rr  ’ 

1+VtTifer' 

dn  der  Arbeitsaufwand 

L = Pc=  Wetga 


Fig.  381. 


lige  und  Abbildung  Fig.  338  eine  zwei- 
Hüglige  Schraube  vor.  Bei  dieser  letzteren 
sind  die  Flügel  Au.  ß vermittels  desHebels 
EFG  mit  ihren  Stielen  in  dem  Muffe  dreh- 
bar, welcher  auf  der  Welle  C sizt.  Dies 
dient,  um  bei  Mitbenutzung  der  Windkraft, 
nur  einen  Theil  des  Rades  in  Verbin- 
dung mit  der  Tricbwclle  zn  lassen.  Man 


ist,  so  kommt  noch: 

L = i^Fyctgc, 

oder: 

L = C±<g«*Fy 

gewöhnlich  setzt  man : 

C = 0,0755  und  = 1,40, 

e 

cs  ergibt  dann  im  Mittel: 

/i  tg«  = 0,112,  L = 0,112  Fr*  (Fusspfd.). 

Der  Vortheil  der  Schraubenräder  liegt 
in  ihren  kleinen  Dimensionen  und  in 
dem  Umstande,  dass  sie  sieb  ganz  unter 
Wasser  befinden,  also  der  Zerstörung 
weniger  ausgesetzt  sind  als  die  Schaufel- 
räder. Auch  ist  bei  diesen  dos  Wenden 
schwerer  als  bei  jenen. 

Dagegen  erfordern  Schraubenräder 
einen  grosseren  Tiefgang  des  Schiffes, 
und  eignen  sich  also  hauptsächlich  für 
Seeschiffe.  Sehr  wichtig  ist  auch  der 
Umstand,  dass  Schraubenräder  unabhängig 
von  Tiefgang  also  von  der  Belastung 
des  Schiffes  ihre  Wirkung  ausüben,  diese 
Belastung  aber  namentlich  dann  verän- 
derlich ist,  wenn  das  Schiff  sein  Brenn- 
material für  die  ganze  Reise  mit  sich 
führt.  Auch  ist  die  Wirkung  der  Schrau- 
benräder eine  grössere  als  die  derSehaufel- 
räder.  Das  erste  Schraubenschiff  hat 


Fig.  382. 


dreht  dann  die  Flügel  nämlich  so,  dass 
sie  beinahe  die  Axenrichtung  des  Schiffes 
haben.  In  dieser  Stellung  werden  sie 
erhalten,  in  dem  man  die  Kammer  K 
herablässt,  und  das  Ende  des  einen  Flü- 
gels damit  fcsthält. 

Schraubenturbine  siehe  Wasserrad  und 

Turbine. 

Schubkraft  1 

SchubelasticiUt  J #iehe 

Schwere  (Mechanik). 

Unter  Schwere  wird  die  Anziehungs- 
kraft der  Erde  auf  einen  Körper  der  sich 
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Fig.  383. 


in  der  Nähe  ihrer  Oberfläche  befindet, 
verstanden.  Im  allgemeineren  Sinne 
versteht  man  anch  wohl  unter  Schwere 
die  Anziehung  dor  Erde  Oberhaupt,  also 
die  sie  z.  B.  auf  den  Mond  ausübt,  ja 
dann  und  wann  sogar  dio  allgemeine 
Anziehung  der  Körper  unter  einander. 
Jedoch  soll  hier  das  Wort  in  seiner  spe- 
ciellcren  Bedeutung  genommen  werden. 
Anch  hier  ist  also  unter  Schwere  im  bc- 
sondern  Fall  die  allgemeine  Anziehung 
zu  verstehen.  Da  die  Anziehung  zweier 
Punkte  unter  einander  dem  umgekehrten 
Quadrat  ihrer  Entfernung  proportional 
ist  (siehe  den  Artikel:  Anziehung),  so 
würde  die  Resultante  aller  Anziehungen, 
welche  die  einzelnen  Punkte  der  Erde 
auf  einen  gegebenen  Punkt  ausOben,  die 
Schwere  desselben  der  Richtung  und 
GrOsse  nach  bestimmen.  Jedoch  wird 
diese  Betrachtung  ungemein  dadurch 
vereinfacht,  dass  man  dio  Anziehung  der 
Erde  auf  die  in  der  Nähe  ihrer  Ober- 


fläche befindlichen  Punkte  als  constant 
betrachten  kann. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht  auf 
folgenden  Betrachtungen. 

I.  „Wenn  man,  wie  cs  ja  nahezu  der 
Fall  ist,  die  Erde  als  Kugel  betrachtet 
und  ausserdem  annimmt,  dass  die  Dichtig- 
keit der  einzelnen  Schichten  nur  mit  der 
Entfernung  vom  Mittelpunkt  sich  ändert, 
dass  also  die  Erde  aus  homogenen  Erd- 
schichten besteht,  so  ist  die  Anziehung 
auf  einen  uusserbalb  oder  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  befindlichen  Punkt  oder 
Körper,  ganz  dieselbe,  als  wenn  die 
Masse  der  Erde  in  ihrem  Mittelpunkte 
vereinigt  wäre. 

Beweis.  Sei  s die  Masse  des  an- 
gezogenen Punktes  A , dm  die  Masse 
eines  Punktes  der  Erde,  p der  Abstand 
beider  Punkte,  so  ist,  wenn  ft  eine  Con- 
stante  ist,  die  Einwirkung  dieser  Punkte 
aufeinander  gleich 

tfidm 

e ’ ' 

Betrachten  wir  jetzt  eine  unendlich 
dünne  Kngelschale,  die  von  zwei  Ober- 
flächen begrenzt  ist,  deren  Radien  be- 
züglich r und  r + dr  sein  sollen,  sei  J 
die  Dichtigkeit  dieser  Schale,  die  also 
nach  unserer  Annahme  constant  ist.  Ist 
0 der  Mittelpunkt  der  Kugel,  so  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  alle  Punkte  der 
Schale  symmetrisch  um  die  Linie  OA 
grnppirt,  also  die  Gesammtanzichung 
aller  dieser  Punkte  auf  A nach  OA 
gerichtet  ist. 

Seien  M,  M'  (Fig.  384)  zwei  einander 
unendlich  nahe  Pnnkte  der  Schale,  die 
mit  A in  einer  Ebene  liegen  sollen;  sei 
ferner  Winkel 

M0A=9,  M'OM=»  + d9 , 

M.4  = p , OA  z a, 

so  ist: 

p*  = r*  + o*  — 2ns cos  9. 

Denkt  man  sich  Bogen  oder  Sehne 
MM’  = rd9 


Fig.  384. 


\ 
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um  Axe  OA  gedreht,  so  entsteht  eine 
unendlich  kleine  Kngelzone,  deren  Hohe 
gleich 

r cos  9 — r cos  (9  -f-  d9)  = r sin  9d9 


^«^(Sir  + a + r-.  + r) 

a 

„ _4 udutr*dr  _ mi 
V ~ a'  _ a»  ’ 


und  deren  Flächeninhalt  somit  gleich 
2 nr*  sin  9d9 


ist.  Der  entsprechende  Theil  der  Kugcl- 
schalc  hat  die  Dicke  dr  und  die  Dichtig- 
keit i,  alle  Funkte  desselben  sind  gleich 
weit  von  A entfernt  und  üben  also  eine 
gleiche  Anziehung  aus.  Ist  A die  An- 
ziehung eines  Punktes  der  Zone,  so  ist 
die  nach  OA  gerichtete  Componcntc 
gleich 


A cos  MAO  — A 


AO  — OP  _ t a — r cos  9 
AM  “ * p 

_ + e*  — r» 


2 op 


also  die  Gesammtanziehung  aller  Punkte 
der  Zone  auf  A : 


a*  •+■  {<’  — r1 
2np 


■*(*)■ 


Wo  für  1 (A)  die  Summe  aller  Anziehun- 
gen A,  also: 


2 nr1  sin  9d9  dr 

zu  setzen  ist.  Diese  Gesammtanziehung 
W ist  also : 

_ fidinr*  sin  9 (n*  -f  p’  — r*)  d9dr 
op1 

Aus  der  Gleichung: 

p1  = r*  + o*  — 2ro  cos  £ 
folgt  noch: 

pdp  = ar  sin  9d9, 

also: 

udmr  (o*  -fp*  — r»)  dp  dr 
rr  — — • 

d*p* 

Um  dio  Gesammtanziehung  der  ganzen 
Schale  zu  linden  ist  nun  die  Summe 
oder  das  Integral  aller  W erthe  IV,  welche 
den  verschiedenen  Werthen  von  p ent- 
sprechen, zu  bilden.  Da  die  Grenzwerthe 
von  p für  den  Fall,  dass  A nicht  inner- 
halb der  Kugelschale  liegt,  a — r und 
a +r  sind,  so  hat  man  für  die  Gesammt- 
an/.iehung  V : 

y _ f^rdr  J'a  + r ^ 

d.  h. : 


wo  m die  Masse  der  Kugclschale  ist. 

Denselben  Ausdruck  würde  man  er- 
halten, wenn  man  sich  die  Masse  der 
Kugclschale  im  Mittelpunkt  vereinigt 
dichte.  — Wie  nun  auch  das  Gesetz  der 
Dichtigkeit  mit  dem  Radius  sich  Andere, 
immer  wird  die  Kugel  in  Schalen  wie 
die  obige  gethcilt  werden  können.  Deren 
Anziehung  auf  den  Punkt  A , der  nicht 
innerhalb  der  Kugel  liegt,  wird  sich  dann 
aus  den  den  einzelnen  Schalen  entspre- 
chenden Werthen  von  V zusammensetzen, 
d.  h.  gleich: 

fum  _ fitM 
• n*  s' 

sein,  wenn  M = im  die  Masse  der  Kugel 
ist.  Hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  der  Punkt 
A innerhalb  der  Kugelschale  liege.  So 
ist  um  V zu  bilden,  dass  Integral  von  IV 
in  den  Grenzen  p = r — a und  p = r -f-  a 
zn  nehmen.  Also  es  ergibt  sich  dann: 


. _ fidinrdr  j* 


r + a 


1 + P* 


e’ 


= ^r*(2a-a  + r-a-  r)  = 0. 

<1* 

Die  ganze  Schale  übt  also  keine  Anzie- 
hung aus.  Legt  man  durch  Punkt  A 
eine  Kugelobcrfläche  conccntrisch  der  ge- 
gebenen, deren  Radius  also  gleich  a ist. 
so  wird  die  ganze  Schicht,  welche  über 
derselben  liegt,  also  wo  die  Radien  der 
begrenzenden  KugelflAcben  bezüglich  a 
und  r sind,  überhaupt  keine  Wirkung 
ausüben,  da  sich  diese  Schicht  in  Scha- 
len wie  die  obige  theilen  Hast.  Dage- 
gen wird  die  Vollkugel  mit  Radius  a, 
für  welche  Punkt  A kein  innerer  ist 
ganz  nach  dem  eben  gegeben  Gesetze, 
also  so  wirken,  als  wenn  die  ganze  Masse 
derselben  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt 
wlre.  D.  h. : 

H.  Ein  Punkt,  der  sich  im  Innern  der 
Erde  befindet,  wird,  wenn  man  die  letz- 
tere sich  als  eine  aus  concentrischen 
Schichten  bestehende  Kugel  denkt,  deren 
jede  constante  Dichtigkeit  hat,  nur  von 
der  der  Erde  concentrischen  Kugel  an- 
gezogen, deren  Oberfläche  durch  den  an- 
gezogenen Punkt  geht. 

Ist  jetzt  d’  die  mittlere  Dichtigkeit 
der  ganzen  Erde,  <f"  die  eines  Theiles 
der  Erde  mit  Radius  a,  der  eine  ihr 
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concentrische  Kogel  bildet,  so  sind  die 
Anziehungen  auf  einen  Punkt  auf  der 
Erdoberfläche,  und  auf  einen  Punkt,  des- 
aen  Entfernung  Tom  Mittelpunkte  gleich 
a ist,  bezüglich : 

n r*dft 

| — — — = 1 nrj’t,  und  | nad"t, 


wo  die  Maasen  i beider  angezogenen 
Funkte  gleich  sind. 

„Es  verhalten  sich  also  die  bezüglichen 
Anziehungen  wie  rj'  zu  acl".“ 

„Die  Anziehungen,  welche  die  Erde 
auf  zwei  in  ihrem  Innern  befindliche 
Punkte  ausübt,  verhalten  sich  wie  die  Pro- 
dukte ihrer  Entfernungen  vom  Mittel- 
punkte in  die  mittleren  Dichtigkeiten 
der  der  Erde  concentrischen  Kugeln, 
welche  durch  diese  Punkte  gehen.“ 

Wäre  die  Erde  homogen , so  wäre 
dies  Verhältniss,  das  der  Entfernung 
der  Punkte  vom  Erdmittelpunkte  allein 
Für  änsserc  Punkte  ist  dagegen  nach 
dem  obigen  dies  Verhältniss  der  Anzie- 
hungen der  Quadrate  der  Entfernungen 
vom  Mittelpunkte. 

In  beiden  Fällen  aber  ist,  wenn  der 
angezogene  Punkt  der  Erdoberfläche  sehr 
nahe  ist,  offenbar  die  Entfernung  vom 
Mittelpunkt  als  constant  zu  setzen,  da 
die  Entfernung  der  Erdoberfläche  vom 
Mittelpunkt  eine  grosse  ist. 

Die  mittlere  Dichtigkeit  einer  der  Erde 
concentrischen  Kugel,  deren  Oberfläche 
der  Erdoberfläche  sehr  nahe  kommt,  ist 
offenbar  gleich  der  Erdoberfläche . und 
somit  ist  es  in  beiden  Fällen  gerechtfer- 
tigt, wenn  man  die  Schwere  als  constant 
betrachtet 

Indess  ist  dies  nur  der  Fall,  wenn 
man  die  Erde  als  vollständige  Kugel  be- 
trachtet. Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass 
dieselbe  ein  abgeplattetes  Rotationsellip- 
soid mit  sehr  kleiner  Excntricität  sei. 
Fügen  wir  jedoch  die  Annahme  hinzu, 
dass  dieses  Ellipsoid  in  einander  ähn- 
liche Schalen  von  unendlich  kleiner  Dicke, 
deren  jede  constante  Dichtigkeit  haben 
soll,  zerfalle.  Nach  der  Theorie  der 
Anziehung  der  Ellipsoide  (vergl.  den  Ar- 
tikel : Anziehung)  zerfällt  die  Einwirkung 
einer  solchen  Schale  auf  einen  äussern 
Punkt  in  die  Componenten: 


_ 3 fiMS  uldu 

* ~ A‘  TTT*är 

__  3 u*du 

y ~ A‘~  (1  + !*«■)• 
__  3 ja  MC  u*du 

* _ ~ÄJ~  (I + !>«•)* 


Hier  ist  A die  Rotationsaxe  des  Erd- 
ellipsoids,  f,  ij,  J die  Coordinaten  des  un- 
gezogenen Punktes,  welche  nach  den 
Hauptaxen  des  Ellipsoids  gerichtet  sind, 
und  zwar  { nach  der  Rotationsaxe,  M 
ist  die  Masse  eines  der  Erde  gleitdien 
Ellipsoids,  welches  jedoch  die  Dichtig- 
keit tf  derjenigen  Schale  hat,  welche 
wir  betrachten,  es  ist  also  : 

jW=}ntfAF\ 

wenn  B die  andere  Axe  des  Ellipsoids 
ist.  Es  ist  ferner: 


1* 


B'-A > 
A* 


und  « = -, 


wo  a die  Rotationsaxe  der  betrachteten 
Schale,  n'  die  eines  ihr  confocalen  Ellip- 
soids ist,  welches  durch  den  angezogenen 
Punkt  geht.  Sind  4,  4'  dann  die  andern 
Axen  dieser  Schalen,  so  erhält  man  also: 

a"  — a*  = 4"  — 4*  und  = -4- . 

A B 

Legt  man  durch  die  Axe  der  x und  den 
angezogenen  Punkt  P eine  Ebene,  deren 
Durchschnitt  mit  der  Ebene  y»,  OQ  sei, 
und  setzen  wir  PQ-q,  Winkel  POQ  = tf, 
so  ist  '/  die  geographische  Breite  und 
wir  haben,  wenn  + {*■=  k gesetzt 
wird : 

{ = p sin  y , k = p cos  f ; 

ist  noch  Vy*  + *•  = 1/  die  Resultante 
von  Y und  Z,  so  ergibt  sich: 

3df/tpcosy  »‘du 

~ A‘  (1  + A*u*)* 

^ 3 Wup  sin '(  u’da 

— A'  " !+!»«*• 

Wegen  der  Gleichung  der  durch  P ge- 
legten Ellipse  bat  man : 

p*  sin  y 1 p*  cos  y a 

I J'»  = 1. 

oder,  wie  leicht  zu  sehen : 


p’a*  / . . cos  y * \ 

■st-  +rrisiO=1* 

also: 

»*p *1*  sin  (/ 1 + m’  (p>  - o*i*)  = o* 

» - _ g*~  «*** 

Sp*!’  sin  <f  * 


[\  -./1  + 4«» pU»  sin 

\ i (p *-«•!*)’  ;■ 

Der  Wurzelgrösse  ist  das  negative  Zei- 
chen zu  geben,  damit  st*  positiv  ist. 
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l)a  nun  die  Exentricitit  der  Erde,  und  mithin  auch  l sehr  klein  ist,  ver- 
nachlässigen wir  die  höheren  Potenzen  von  Ä1 . 

Es  ergibt  sich  so  : 


mithin : 


rt*  n • 

u>  — — + — i’  cos  U * 

<?’  e 

n , al 

“ = — + Ö~I  * cos  f 

V "(j* 


du  — da  (-i-  + 4-  -j  1*  eos  </’  ) 
\ (>  l Q*  / 


(1  + A’u1)’ 
Hieraus  folgt  dann  : 


1 = 1 - A’u»  = 

1 + 

1 j _ 21’«» 


<?’ 


f,  _ 3Jf/i  ros  7 | 

' 2A'a’  5 «> 

1 j-  — 1*  008  V 

e’  •*  t> 

)-tda 
) v * 

3 Mft  sin  7 / 
A - A*  \ 

’ 1*0*  , 5 <1*  ,\ 

}—jr+T'?1  ”"*) 

o*  , 

— da. 

e 

Um  die-  Gesammtanziehung  aller  concentrischen  Schalen,  aus  dem  das  Ellip- 
soid  besteht,  zu  bestimmen,  setzen  wir: 

J'Ja*da  — A , f Ja* da  — k. 

Wo  sich  die  Integrale  von  a — 0 bis  a — A erstrecken,  und  bezeichnen  mit  (/',  Xf 
die  Attractionscomponentcn  des  ganzen  Ellipsoids,  parallel  den  Componentcn  U 
und  X , dann  ist: 

x,  = ig!ü*l 

Sei  V = yV '*  + X"  die  Gesammtanziehung,  so  ist: 

IG  / 2AA»A  3AA«A 

r’  = -wMA,-^+^C08'')- 


also: 


B 1 


Noch  kann  — = 1 + 1*  gesetzt  werden. 

A 1 

Diese  Formel  gibt  die  Attraktion  der  Erde  auf  irgend  einen  Punkt  ausser- 
halb derselben,  in  welcher  Entfernung  er  sich  auch  befinde.  Was  die  Richtung 
derselben  anbetrifft,  so  möge  sie  den  Winkel  9 mit  dem  Aequator  machen,  dann  ist: 


Y,  »8?(*-7T  + TA,*co,fj) 


tg»=6„-  2 A’A  6 . 7*\  ’ 

h-~^  + 2*  kC0> 

oder  wenn  man  die  hohem  Potenzen  von  V vernachlässigt: 
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also : 
oder : 


» = arc  tg(tg?  + Z*Vf"). 


9 = v + 


X^k  sin  <f  cos  <f 

V 


Besonders  wichtig  aber  ist  der  Fall,  wo  sich  der  angciogene  Punkt  auf  der  Erd- 
oberfläche selbst  befindet.  Da  die  Gesetze  der  Schwere  sich  auf  diesen  Fall  be- 
gehen Es  ist  dann  wegen  der  Gleichung  des  Ellipsoids : 


oder: 

also: 


wenn  dieselbe  Abkürzung  gemacht  wird  wie  oben. 

Wird  dieser  Werth  in  die  Ausdrücke  für  U’,  X’,  V eingesetzt,  so  ist  inner- 
halb der  Klammern  lediglich  A*  für  p 5 zu  setzen  Dagegen  tritt  flir  den  Faktor 

— j ausserhalb  der  Klammer  der  Faktor  ein:  - — ^ ™S  und  es  ergibt  sich: 


4 ri  IDA  / 

— n CG8  fl  1 

i_i.-  | 5 i*«®*»*  * 

A‘  f*  ' V 

L * cosy  + 2 A,  h 

4nfi*A  / 

u sin  rt  1 

1-i*  cos (i * 4-  6 i,CO'  * 

r*  V ^ 

1 X cos,  + 2 A—  — 

. XH  3 XH 

~A*  l1"*’ 

C0'*  ~AH+2  ÄH™*' 

l”  = 
X’  = 


„ , i'k  ain  o co 8 </ 

9=V  + ÄÄ^ 


X'k\ 

ah) 


Was  nun  die  Intensität  der  8chwere  anbetrifft,  so  hat  sie  mithin  jedenfalls 
die  Form  : 


F'  = g (1  — ( cos  (/  *). 


9 ist  die  Schwere  an  den  Polen,  da  für 
diese  die  Breite  </■  = 90',  also  </  = 0 ist 
und  man  hat  den  Satz: 

„Die  Abnahme  der  Schwere  bei  der 
Entfernung  vom  Pole  ist  dem  Quadrate 
des  Cosinus  der  Breite  proportional. 
g und  i sind  Constanten,  welche  durch 
Beobachtungen  an  zwei  verschiedenen 
Orlen  bestimmt  werden  können.“ 

Jedoch  würden  die  Beobachtungen  nicht 
direct  den  Werth  « geben.  Da  bis  jetzt 
anf  die  Verminderung  der  8chwere  ver- 
möge der  aus  der  Drebnng  der  Erde 
entspringenden  Centrifugalkraft  nicht 
geachtet  worden  ist.  Wir  wollen  anch 
diese  in  Bechnnng  ziehen.  Man  kann 
hierbei  die  Erde  als  Kngel  betrachten. 


Ist  r der  Radius  derselben,  R der  eines 
beliebigen  Breitenkreises,  also 
R = r cos  q, 

60  ist  bekanntlich  die  Centrifugalkraft 

t?* 

gleich  wo  i die  Botationsgeschwin- 
digkeit  der  Erde,  also : 


2 nR 


und  T die  Däner  eines  Tages  in  Se- 
ennden  ist,  man  erhält  also  für  die  Cen- 
trifugalkraft den  Ausdruck: 

4 n’/t  4/i’r  cos  <f 
pi  * 

Dieselbe  ist  nach  der  Verlängerung  des 
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Halbmessers  de«  Breitenkreises  gerichtet,  4n*r 

welcher  mit  dem  durch  den  Ort  gehen-  wo  t'  = < -f-  _ gesetzt  wurde,  so  dass 
den  Radins  der  Erde  den  Winkel  7 ....  _ T ... 

macht.  Zerlegt  man  also  die  Centn7-  ',c“  d,e  Fürm  dea  Ausdruckes  nicht 
fugalkraft  in  zwei  Componenten , die  &ndm‘  . , 

eine  in  der  Verlängerung  der  Bich-  D*a  «weite  Glied  Ton  t'  ist  gegen  das 
tung  des  Erdradius,  die  andere  senkrecht  ers‘«  bedeutend  überwiegend, 
darauf,  so  ist  die  erste  Componente  ,,  ?'•  Constanzen,  ff  und  » sind  durch 
4n»rcosa>  Erfahrung  zu  bestimmen. 

gleich  -- — — , sie  wirkt  der  Bich-  Am  Bequemsten  geschieht  dies  durch 

, * . , Beobachtung  der  L&nge  eines  mathema- 

tung  der  Schwere  entgegen, ‘st  also  von  tilchen  Sccundenpendels  an  vcrschiede- 
V abzuziehen,  wahrend  die  andere  Com-  nen  0rten.  ßjj,  Li  ist  bekannt. 
ponente  den  Punkt  im  Fallen  im  Sinne  lich  (vergleiche  den  Artikel.  Pendel): 
der  Drehung  der  Erde  aus  der  Vertikale 

entfernt,  wie  dies  durch  das  bekannte  j “ 

▼on  Newton  vorgeschlagene  Experiment  n*  * 

bestätigt  wird.  Diese  modificirte  Grösse  ajg0 . 

V9  gibt  dann  die  beobachtete  örtliche  * „ . . 

Schwere:  j (1  - cos  »*)  = /«•. 

G = j(l  — cos  7’)  Nun  findet  z.  B.  Besse): 

für  Königsberg  I = 440,8179  Pariser  Linien 
fUr  Berlin  / = 440,7389 
und  man  hat  die  Breiten  beider  Orten : 

für  Königsberg  7 = 54“  42 f 50" 
für  Berlin  7,  =52“  30'  10" 
also  entsprechend  für  beide  Orte : 

Königsberg  Berlin 

lg  / = 2,6442592  2.6441815 

lg  n*  =0,9942998  0,9942998 


lg  G = 3,6385590 
G = 4350,699 

Es  ist  ferner: 

lg  cos  7 =z  9,7616721  -10 
lg  cos  v * = 0.5233442  - 1 
cos  7«  = 0,3336908 
Mat  hat  also: 

g (1  - s'  • 0,3336908)  = 4350,699 
g (1  - »'  • 0,3705437)  = 4349,920 


3,6384813 

4349,920. 

lg  cos  7,  =9,7844197-10 
lg  cos  7 ,»  = 0,5688394-1 
cos  7,*  = 0,3705437. 


also: 
d.  h. 
und 

also: 


ff»'  0,0368529  = 0,779 


ff.'  = 21,14 


ff  = 4350,699  + 21,14  • 0,3336908 
= 4350,699  + 7,0208, 


ff  = 4357,720  Pariser  Linien  = 30,26195  Pariser  Fuss. 

Dies  ist  die  Schwere  in  den  Polen.  Ausserdem  hat  man: 

•’=lro  = MW8KI- 

Also  die  Schwere  an  irgend  einem  Orte  der  Erde,  dessen  Breite  7 ist,  bat 
den  Ausdruck: 

G = ff  (1-0,004859  cos  71), 
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oder  fast  genau  : 

Bequemer  zum  Rechnen  ist  indes«  der 
Ausdruck : 

G = y — y/  cos  7 *. 

Setzen  wir  den  Werth  in  denselben  ein, 
so  ist  in  Pariser  Linien: 

G «=4357,720  - 21,14  coa  7* 
und  in  Pariser  Fussen : 

G = 30,26195  - 0,1468  cos  7 * 

sonach  also  ist  im  Acquator,  wo 
cos  7.  = 1 ist : 

G = 30,1151  Pariser  Fuss. 


Schwerebene 

Schwerlinie 


| (Statik 


n.  Geometrie). 


So  wird  oft  jede  durch  den  Schwer- 
punkt gelegte  Ebene  bezüglich  grade 
Linie  genannt. 


Schwerpunkt  (Statik). 

1)  Allgemeines. 

Wenn  auf  ein  System  von  Punkten, 
welche  mit  einander  fest  verbunden  sind, 
mOgen  sie  nun  einen  continuirlichen 
Körper  bilden,  oder  nicht,  die  Schwere 
allein  wirkt,  so  ist  jeder  Punkt  von  einer 
Kraft  angegriffen , welche  seiner  Masse 
proportional  ist.  Alle  diese  Kräfte  gehen 
durch  den  Mittelpunkt  der  Erde,  oder 
wenn  die  Dimensionen  des  betrachteten 
Körpers  gegen  die  der  Erde  nur  klein 
sind,  so  sind  sie  unter  einander  parallel, 
sie  werden  sich  also  alle  zu  einer,  den 
Seitenkräften  parallelen  Mittelkraft,welche 


ihrer  Summe  gleich  ist,  vereinen.  Wenn 
man  nun  die  Lage  des  betrachteten  Sy- 
stems ändert,  so  wird  in  Bezug  auf  das- 
selbe die  Richtung  der  Schwere,  welche 
im  Raume  unveränderlich  ist,  eine  andere 
sein.  Es  lässt  sich  aber  zeigen,  dass 
die  Mittelkraft  immer  durch  einen  be- 
stimmten im  Körper  festen  Punkt  geht, 
und  dieser  wird  Schwerpunkt  des 
Systems  genannt.  Derselbe  kann  also 
folgendermaassen  definirt  werden. 

„Wenn  jeden  Punkt  eines  festen  Sy- 
stems eine  Kraft  angreift,  welche  alle 
den  Massen  der  Punkte  proportional  und 
untereinander  parallel  sind,  so  lassen  sich 
diese  Kräfte,  zu  einer  einzigen  vereinen, 
welche,  wie  auch  die  Richtung  der  Kräfte 
beschaffen  sei,  durch  einen  festen  Punkt 
geben,  und  dieser heisstSchwerpnnkt.“ 

Ist  der  Schwerpunkt  gestützt,  so  wird 
also  ein  von  der  Schwere  angegriffener 
Körper  sich  nicht  bewegen. 

Wir  schreiten  nun  zum  Beweise  des 
angeführten  Satzes  und  zugleich  zu  der 
Methode  zur  Berechnung  des  Schwer- 
punktes. 

Seien  m,  ns,,  n,  . . . die  Maasen  ver- 
schiedener Punkte,  von  denen  wir  zu- 
nächst annehmen,  dass  sie  ein  festes 
System  bilden, 

M = »<  -f  m , + m,  + . . . = Xm 
die  Masse  des  ganzen  Systems.  Werde 
jeder  Punkt  von  einer  Kraft  Am,  Am,, 
Am,  . . .,  angegriffen,  welche  mit  den 
Axen  Winkel  machen , deren  Cosinus 
gleich  «,  ß,  y sind,  so  geben  die  sechs 
Gleichungen  in  der  Statik  fester  Körper 
(vergleiche  den  Artikel : Statik),  wenn  B 
die  Mittelkraft  der  Kräfte  Am,  Am,, 
ßt,  y,  ihre  Winkel  mit  den  Axen  sind: 


AaXm  = Btr ,,  Aß 2m  — Bß , , Ay 2m  - By ,, 
woraus  sogleich  folgt: 

A'A f’  = /?’,  also  B=  AM,  und  o,  = 0,  ß,  = ß,  y,  = y. 
Man  hat  ferner  die  drei  Momentengleichungen: 


2m  («y  - ßx)  = M (<nj  — ß()  — a2  (my)  — ßl  (mx) 

2m  (ßz  — yy)  = M (ß(  — yij) = ß X (mz)  — yX  (my) 

XmQ Jas—  nz)  = M (y{  — a()  = yX  (mx)  — a2(mi), 

wenn  x,  y,  z die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  des  Systems,  {,  7,  f die 
des  Punktes  sind,  wo  die  Mittelkraft  angreift.  Diese  Gleichungen  aber  lassen 
sich  ganz  unabhängig  von  den  Ausdrücken  a,  ß,  y erfüllen,  wenn  man  setzt: 


1) 


Mf  = X (mz) , Mi)  = X (my),  M(  = 


f,  7,  { sind  also  die  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  unabhängig  von  der 
Richtung  der  Seitenkräfte  der  Grösse  von  A als  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  be- 
trachtet werden  kann,  dieser  Punkt  ist  also  der  Schwerpunkt. 

Da  die  Gleichungen  1)  denselben  völlig  bestimmen,  das  System  möge  fest 
oder  nicht  fest  sein,  so  kann  man,  indem  man  diese  Gleichungen  als  Definition 


Digitized  by  Google 


Schwerpunkt 


432 


Schwerpunkt. 


des  Schwerpunktes  annimmt,  auch  von  Die  Bewegung  des  Schwerpunkts 
dem  Schwerpunkt  eines  nicht  festen  Sy-  eines  beliebigen  Systems  ist  also  ver- 
stems  reden,  und  diese  Betrachtung  ist  hältnissmässig  sehr  leicht  zu  bestimmen, 
die  allgemeinste  und  fruchtbringendste.  Jedoch  verdient  es  Beachtung,  dass  bei 
Sei  jetzt  der  Körper  ein  continuir-  nicht  festen  Systemen  der  Schwerpunkt 
lichcr  und  df  sein  Raumclcment,  p seine  ein  materieller  Punkt  ist,  den  durchaus 
Dichtigkeit,  die  sich  also  von  Punkt  zu  nicht  bei  der  Bewegung  dieselbe  Masse 
Punkt  andern  kann,  so  ist:  anszufullen  braucht. 

„ , ,,  r ,r  r r .Ar  Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  cm  System 
2)  tfedf=f(Kdf,  v/9dl  = / Vüdf’  


t J edf=fezJf- 

Ist  der  Körper  homogen,  also  p con 
stant,  so  bat  man: 

3)  tf=fxdf,  rjzzfydf,  tf=f%df, 
Ferner  ist  bekanntlich: 

df  = dz  dy  dz  = r*  sin  & dr  d!t  dtp, 
wo  9 der  Winkel  des  Radius  vector  r 


ausser  von  Anfangsgeschwindigkeiten  der 
einzelnen  Punkte  nur  noch  von  solchen 
Kr&ftcn  angegriffen  würde,  welche  zwi- 
schen den  einzelnen  Punkten  desselben 
wirken,  und  allein  von  ihrer  Entfernung 
von  einander  abhängen,  ausserdem  aber, 
wie  alle  Kräfte  dem  Produkte  der  auf 
einander  oinwirkenden  Massen  propor- 
tional sind.  Wir  haben  es,  wenn  dies 


eines  Punkte,  mit  der  Axe  der  s,  V-  der  der  Fall  ist,  mit  einem  freien  System, 
Winkel  der  Projcction  desselben  auf  der  d.  h.  mit  einem  solchen  zu  thun,  welche. 
Ebene  zy  mit  der  Axe  der  y ist.  keine  Einwirkung  von  Aussen  her  er- 

Die  Haupteigenschaft  des  Schwerpunkts  leidet.  Se.  r die  Entfernung  zweier 
eines  beliebigen  Systems  ergibt  sich  aus 

WWjedcr  Punkt  m des  Systems  von  den  Ausdruck  mm’f (r),  wo /< W 'eine 
einer  Kraft  angegriffen,  die  sich  nach  Function  von  r allein  ist.  Dieselbe  .er- 
den Axon  in  die  Seitenkräftc  mX,  m>\  IUU  "ach  den  Axe»  in  drei  Componenten, 
mZ  zerlegt,  so  gelten  bekanntlich  immer  «m  denen,  die  nach  der  Axe  der  x ge- 
die  drei  dynamischen  Gleichungen:  richtete  ist 


4) 


ZmX  — — 

= 2m^i  = M^. 


mm’f(r) 


x — zf 


2mY  — 2m 


dr 


dr 


d « Z d't 
2mZ  = 2m—=U  — 


während  dio  entsprechende  Componente 
der  Einwirkung  von  m auf  m'  ist: 

mm'fir)  X——? , 


so  dass  dio  Summe  dieser  beiden  Cotn- 
die  hinter  dem  zweiten  Gleicheitszcichen  ponenten  verschwindet.  Da  nun  der 
befindlichen  Ausdrücke  ergeben  sich  aus  Ausdruck  2rnX  nus  solchen  Gliedern 
den  vor  demselben  befindlichen,  wenn  besteht,  so  ist  -ml  — 0,  und  gleiches 
man  die  Gleichungen  1)  zweimal  diffc-  gilt  von  2mY  und  2mZ,  also  die  Glei- 
renziirt  Diese  drei  Gleichungen  4)  rei-  chungen  4)  nehmen  die  Gestalt  an : 
chen  nun  hin,  die  Bewegung  des  Schwer-  d‘(  <f*i|  d*C  n 

punkts  völlig  zu  bestimmen,  wenn  die  ■J7J — 0,  jFi  — dfi  = 

Kräfte  X,  Y,  Z bekannt  sind.  Wäre  ' , 

nun  ({,  IJ,  C)  ein  einzelner  Punkt  von  oder,  wenn  er,  b,  c Constantcn  sind: 


der  Masse  M,  den  die  Scitenkräfte  A, 
B,  C angreifen,  so  wäre  bekanntlich: 

o_  ..d'v  n-M  — 

A — MTr'  B-"jr<  c-  " dr~ 
Diese  Gleichungen  stimmen  mit  4)  über- 
ein, wenn  man: 

A = 2mX,  B = 2mY,  C=2m  Z 
setzt.  D.  h. : 


dt 

df 


~if-h'  d \~c' 


d.  h.  die  Componcuten  oder  dio  Grösse 
und  Richtung  der  Geschwindigkeit  sind 
constant.  Also: 

Der  Schw  e rpu  nkt  eines  freien 
Systems  bewegt  sich  mit  sei- 
ner Anfangsgeschwindigkeit  in 
gradliniger  und  gleichmässiger 


Der  Schwerpunkt  jedes  Sy-  Bewegung  fort. 

Sterns  bewegt  sich  so,  als  wenn  Als  freies  SyBtcm  ist  z.  B.  das  Sonncn- 
die  Masse  des  Systems,  und  allo  System  zu  betrachten,  wenn  inan  die 
Kräfte,  welche  dasselbe  angrei-  Anziehung  der  Fixsterne  ontwoder  we- 
fen  in  ihm,  als  isolirten  Punkt,  gen  ihrer  grossen  Entfernung  ganz 
vereint  wären.  ausser  Acht  lässt,  oder  doch,  wie  es 
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in  jedem  Falle  gestattet  ist,  wenigstens 
annimmt,  dass  deren  Einwirkung  auf  alle 
Körper  des  Sonnensystems  dieselbe  ist, 
welche  also,  wenn  man  die  relative  Be- 
wegung dieser  Körper  zu  einander  be- 
trachtet, ausser  Acht  bleiben  kann. 

Nimmt  mau  ferner  an,  dass  der  Schwer- 
punkt des  Sonnensystems  keine  Anfangs- 
geschwindigkeit hat,  d.  h.  dass  entwe- 
der niemals  Massen , die  nicht  dauernd 
dem  Sonnensystem  angeh&ren  auf  das- 
selbe, oder  doch  nur  so  eingewirkt  ha- 
ben, dass  sie  allen  Funkten  des  Systems 
eine  gleiche  Geschwindigkeit  crtheilt 
haben,  so  ist  zu  setzen : 

a — 4 = c = 0, 

und  dann  ist  der  Schwerpunkt  des  Sy- 
stems als  fest  zu  betrachten. 

Wir  fügen  noch  zwei  Sitze  hinzu,  die 
sich  auf  die  Schwerpunkte  fester  Körper 
beziehen.  Denken  wir  uns  die  Axen 
eines  Systems  durch  den  Schwerpunkt 
gelegt,  und  seien  p,  p,,  p,  - . - die  Ent- 
fernungen der  Punkte  m,  m|t  m,  . . . 
ron  demselben,  a,  ß , y,  ß„  y,  ... 
die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Li- 
nien p,  p1(  p,  . . . mit  den  Axen  ma- 
chen. Es  ist  dann: 

* = p«,  y = p/9,  » = py,  { = , = { = 0. 

Die  Gleichungen  1)  geben  also: 

JE  (mpct)  = 0,  JE  (mp/J)  = 0,  I (m py)  = 0. 

Betrachtet  man  mp,  mlpl  ...  als  Kräfte, 
welche  das  System  angreifen , so  hat 
man  den  Satz: 

,',Ein  festes  System  ist  in  Gleichgewicht, 
wenn  jeder  Punkt  von  einer  nach  dem 
Schwerpunkt  gerichteten  Kraft  ange- 
griffen wird , welche  jede  den  Massen 
der  Funkte  und  deren  Entfernung  pro- 
portional ist.“ 

Dieser  Satz  bleibt  offenbar  noch  richtig, 
wenn  wir  uns  statt  der  Punkte  feste 
Körper  von  den  Massen  m,  m,  . . . den- 
ken, und  unter  p,  pt  die  Entfernungen 
der  Schwerpunkte  dieser  Körper  vom 
Schwerpunkte  des  ganzen  Systems. 

Wenn  man  noch  die  Quadrate  der 
letzten  Gleichung  nddirt,  und  unter  (pp') 
den  Winkel  zwischen  pp'  versteht,  wo 
also  ist: 

cos  (pp')  = an'  + ßß’  + yy', 
so  erhklt  man  : 

-Zm’p*  + 2-Trm»'pp'  cos  (pp')  = 0, 

oder,  wenn  r die  Entfernung  zweier 
Punkte  m und  m,  oder  der  Schwerpunkte 
zweier  Körper  m und  m,  ist,  so  bat  man: 


r*  = p*  -f-  p'*  — 2pp'  cos  (pp*) 

also: 

im»p»  + fM*'(p>  -f  p'»  _ r>)  = 0. 

Da  man  nun  hat: 

mp 1 (m  + m , + m,  -f-  ...)  = Map*, 
so  ist: 

M 2"  m p ’ — JEmm’r *, 

Sind  alle  Massen  m unter  einander 
gleich  und  n ihre  Anzahl,  so  ist: 

JEr*  = nJTp*. 

Sei  jetzt  R die  Entfernung  des  beliebig 
zu  nehmenden  Anfangspunktes  der  Coor- 
dinaten  vom  Schwerpunkte,  a,  4,  c die 
Cosinus  ihrer  Winkel  mit  den  Axen,  so 
geben  die  Gleichungen  1): 

MRn  ~ jLmpa,  MRb  — .Stripp, 

MRc  — 2'mpy, 

also,  wenn  man  die  Quadrate  dieser 
Gleichungen  addirt: 

m3H*  = Jfm'p1  -f-  Zmm'pp'  cos  (pp*), 
oder  ganz  wie  eben  gezeigt  wurde: 
■ff'fl*  = MSmft * — Zmm'r’, 
hieraus  folgt  sogleich : 

„Ist  die  Entfernung  R des  Schwer- 
punktes eines  festen  Systems  von  einem 
festen  Punkte  constant,  und  dieses  Sy- 
stem ändert  in  übrigens  beliebiger  Weise 
seine  Lage,  so  ist  die  Summe  der  Pro- 
dukte der  Massen  in  die  Quadrate  der 
Abstände  ihrer  Schwerpunkte  von  diesem 
festen  Punkte  constant.“  • 

Denn  da  R und  r constant  sind,  muss 
auch  JTmp1  constant  bleiben. 

Ist  R = 0,  so  ist  JSmp*  ein  Minimum. 
Also: 

„Die  Summe  der  Massen  in  die  Qua- 
drate der  Entfernung  ihres  Schwerpunktes 
von  einem  gegebenen  Funkte  ist  ein 
Minimum,  wenn  dieser  Punkt  der  Schwer- 
punkt ist.“ 

Wir  knüpfen  hieran  noch  das  Guldini- 
schc  Theorem,  welches  eine  Beziehung 
des  Inhaltes  der  Botationsflächen  und 
Rotationskörper  zu  den  Schwerpunkten 
ihrer  Erzeugungscurvcn  und  Erzeugungs- 
ebenen angibt. 

Selbstverständlich  kann  man  nämlich 
eben  so  gut  von  den  Schwerpunkten  von 
Linien  und  Flächen,  als  von  denen  von 
Körpern  sprechen,  da  jedes  System  ma- 
terieller Punkte  einen  Schwerpunkt  hat. 

Wenn,  wie  hier,  nichts  Anderes  fest- 
gesetzt wird,  wollen  wir  ferner  immer 
annehmen,  dass  das  betrachtete  System 
homogen  sei.  Der  Schwerpunkt  ist  dann 
völlig  bestimmt,  wenn  man  die  geome- 
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trischo  Gestalt  dei  betrachteten  Systems 
kennt. 

Sei  ds  das  Element  einer  ebenen  Curvc, 
welche  man  sich  um  ihre  Axe  der  x 
gedreht  denkt,  so  wird  der'  Inhalt  der 
erzeugten  Rotationsfläche  sein 


wo  o der  bei  der  Drehung  zur&ckgelegte 
Bogen  ist. 

Nun  ist  aber,  wenn  S die  Länge  der 
ganzen  Curve,  *1  die  Ordinate  ihres  Schwer- 
punkts ist: 

y dt  — i jS. 

Es  ist  nämlich,  wenn  p die  Dichtig- 
keit ist: 

ydm  — y pds  — r{M  — ij  ps. 

Ferner  ist  «rijS  der  bei  der  Entstehung 
der  Fläche  rom  Schwerpunkte  der  Er- 
zeugungslinie  beschriebene  Kreis. 

nv  = _//(y-y')rf-rrfy  = 1 

also: 

K=a,V. 

Es  folgt  hieraus: 

I.  Das  Volum  einer  Umdrehungsfläche 
ist  gleich  dem  Product  der  Länge  der 
ebenen  Erzcugungscurve  in  den  Weg  des 
Schwerpunktes  derselben. 

II.  Der  körperliche  Inhalt  eines  Cm- 
drebungskörpers  ist  gleich  dem  Flächen- 
inhalt der  Erzengungsfläche  mnltiplicirt 
mit  dem  Wege  ihres  Schwerpunktes. 

In  diesen  beiden  Regeln  besteht  der 
Guldinische  Satz.  Er  fahrt  die  Flächen- 
inhalte der  Rotationsflächen  und  Körper 
auf  die  Schwerpunkte  ihrer  Entstehungs- 
ebenen  und  Linien  zurück  und  umgekehrt. 

Hieran  ist  noch  ein  Satz  zu  knüpfen, 
der  sich  auf  den  körperlichen  Inhalt 
schief  abgeschnittener  Prismon  oder  Cy- 
linder  bezieht. 

8ci  P ein  solcher  Körper,  A und  II 
der  Flächeninhalt  der  beiden  Basen, 
so  lässt  sich  P durch  Ebenen,  welche 
den  Seiten  parallel  sind,  in  unendlich 
viel  Prismen  oder  Cylinder  theilen.  Sei 
a die  Grundfläche,  h die  Höhe  eines 
solchen  senkrecht  auf  Ebene  A,  so  ist: 

= «*  + «!*,  +o,A,  + . ..  = 2 ( o* ). 

Offenbar  ist  nun,  wenn  4,  4,,  4,  . . . 
die  andern  Grundflächen  der  unendlich 
kleinen  Prismen  sind: 

a a j A 

T~rt b' 


Seien  jetzt  ferner  y — f(x),  y,  = <f(x) 
die  Gleichungen  zweier  ebenen  Curren, 
welche  um  die  gemeinschaftliche  Axe  der 
x gedreht  werden.  Das  Stück  der  Ebene, 
welches  zwischen  ihnen  und  zwei  den 
Abscissen  x,,  x,  entsprechenden  Ordi- 
naten  liegt,  wird  dann  einen  Umdrchungs- 
körper  erzeugen,  dessen  körperlicher  In- 
halt ist: 

K=jJ  VW  -»(*)•]<**• 

X0 

Sei  non  wieder  rj  die  Ordinate  dea 
Schwerpunktes  desjenigen  Ebenenstuckes, 
welches  den  UmdrehnngskOrpcr  erzeugt, 
so  ist  offenbar,  wenn  wir  mit  V den 
Flächeninhalt  dieses  Ebenenstucks  be- 
zeichnen : 

dm  — q dx  dy,  M — q Vt 

also: 

f*'  V(‘V  -v  (*)’]*-. 

J *. 

also: 

P=^I(bk). 

Wird  die  Ebene  A als  Ebene  der  yz  be- 
trachtet, so  ist  k die  darauf  senkrechte 
Ordinate  x von  4 also  wenn  II  die  ent- 
sprechende Höhe  des  Schwerpunkts  von 
4 ist,  so  hat  man : 

i(4*)=  HB,  also  P = AH. 

D.  h. 

III.  Der  Inhalt  eines  schief  abgeschnit- 
tenen Prismas  oder  Cylinders  ist  gleich 
dem  Produkt  der  einen  Grundfläche  in 
den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von 
der  andern  Grundfläche. 

2)  Schwerpunktsbestimmungen. 

Der  Schwerpunkt  eines  Systems  wird 
bestimmt  durch  drei  Gleichungen  von 
der  Gestalt  1)  des  vorigen  Abschnitt*, 
also: 

Xkm  = //.»/, 

wo  k die  Abstände  der  einzelnen  Punkte 
des  Systems,  II  den  seines  Schwer- 
punkts von  einer  beliebigen  Ebene  an- 
zcigt.  Es  ist  nöthig,  dass  hierbei  drei 
auf  einander  senkrechte  Ebenen  genom- 
men werden,  da  ja  jede  Richtung  k als 
zu  einem  andern  Coordinatensystem  ge- 
hörig gedacht  werden  kann. 

Zerlegt  man  ferner  das  System  in 
mehrere  andere,  deren  Massen  fi,  fi,, 
fi,  . sind,  und  wo  die  Abstände  der 
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Schwerpunkte  Ton  der  bezüglichen  Ebene 
k,  k,,  A,  . . . lind,  >o  ist  auch  offenbar: 
2hm  = 2k  u = HM. 

In  den  drei  Gleichungen  kann  man 
also  auch  statt  der  Punkte  Systeme  von 
Punkten  nehmen,  wenn  man  x,  y,  s oder 
A auf  ihre  Schwerpunkte  bezieht. 

Ist  das  betrachtete  System  ein  homo- 
genes, so  ist  klar,  dass  jede  Ebene  oder 
Linie,  um  welche  entweder  das  ganze 
System,  oder  je  zwei  Theile  desselben 
symmetrisch  gruppirt  ist,  den  Schwer- 
punkt enthalten  wird.  Denn  nimmt  man 
die  angreifenden  Kräfte  dieser  Linie  oder 
Ebene  parallel,  so  werden  sich  die,  welche 
jo  zwei  gleich  woit  von  derselben  ent- 
fernte Punkte  angTcifen  zu  einer  in  der 
Ebene  oder  mit  der  Linie  zusnmmenfal- 
lendcn  Mittelkraft  vereinigen,  dies  also 
auch  mit  der  Mittelkraft  aller  parallelen 
Kräfte  stattfinden. 

Ist  das  System  um  einen  Punkt  sym- 
metrisch gruppirt,  so  ist  dies  der  Schwer- 
punkt selbst. 

Hieraus  folgt  sogleich: 

„Die  Schwerpunkte  Ton  ebenen  Curven 
und  Ebenenatücken  liegen  mit  ihnen  in 
einer  Ebene.“ 

Der  Schwerpunkt  einer  Kreislinie  oder 
Kreisfläche,  und  Uberbanpt  aller  Linien, 
Flächen  oder  Körper  die  einen  Mittel- 
punkt haben,  liegt  in  demselben. 

Der  Schwerpunkteines  Parallelogramms 
liegt  in  dem  Schnittpunkt  der  Diagonalen, 

Der  eines  Parallelepidons  im  Schnitt- 
punkt der  drei  Diagonal -Ebenen. 

Die  allgemeine  Formel  zur  Bestim- 
mung homogener  Curvenbogen  ist: 


Die  Entfernungen  A beziehen  wir  auf 
den  der  Sehne  des  Bogens  parallcn  Durch- 
messer. 

Ist  PK  — dt  (Fig.  3S4)  ein  Element 

Fig.  3R4. 


/ 


hdt  = SH, 


wo  A,  H die  Abstände  von  einer  Ebene, 
dt  das  Linienelement,  S die  Länge  der 
ganzen  Curve  ist.  Bei  ebenen  Curven 
ist  A der  Abstand  von  einer  in  der  Ebene 
befindlichen  Graden. 

Beispiele. 

Der  Schwerpunkt  eines  Kreis- 
bogens sei  zu  finden. 

Der  durch  seine  Mitte  gehende  Halb- 
messer enthält  denselben,  da  um  ihn  der 
Bogen  symmetrisch  liegt. 


des  letzteren  PN  = A,  KN’  - A',  0 der 
Mittelpunkt,  r der  Halbmesser,  so  ist 
offenbar : 

PK  OP 

NN’~  PN’ 

da  die  Dreiecke  PKS  und  OPN  ähnlich 
sind,  also: 

hdt  = r • NNlt 

also: 

2kd,  = AB  ■ r, 

wo  AB  die  zum  Bogen  gehörige  Sehne 
ist,  also: 

SH=r.AB;  £ = " 

T & 

d.  h.: 

„Der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom 
Mittelpunkte  verhält  sich  zum  Halbmesser, 
wie  die  Sehne  zum  Bogen.“ 

Für  die  Cycloidc  ist 


Ü - t/_JL_ 

dx  - \1a-y' 


wenn  die  Gleichung  derselben  anf  ihren 
Scheitel  bezogen  ist,  also: 

dsn:2“!».  S=  t\läy, 

wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anlängt. 
Es  ist  also,  wenn  man  k = y,  ff  = y 
nimmt: 


Sl  = V2ä fy^dy  = y*, 


und  wenn  man  A = x,  H = £ setzt: 


S{  *=  Yita  J ;jp  = 2J''2«  x}/ y - J y\dx  = ll/la  [x]/ y — J" dy}/la- y^ 

= 2 V2i  ( * V'y  + 1 (2«  - + Gi 


28* 
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16a7 

für  y = 0 ist  S(  = 0,  also  C = — , woraus  dann  folgt: 

- 9 >-  ■ 2(2a— y)*  Sn' 

*'  3’  8/y  8^27/ 

Für  die  Parabel  ist: 

y*  = 2/>x  , ydy  = pdx 

also : 

Fängt  der  Bogen  am  Scheitel  an,  also  S=0,  wenn  y = 0: 

si=jJ  ybVy'+r'  = - j 


sf-  1 *<fyvV  +p'  = = 


_(*+j)V*-+ 


Pf 

2 


. 4x  + />  + 4 j/x*+^ 


also: 


Für  homogene  Ebenen  ist: 

dm  — o dx  dy  — p rdr  dO 

M = Q J* yd*  = \q  J* r*d9, 

• h dx  dy  ■=.  H j* y dx 

fßrdrd>=£fr’d>. 
Ist  A = y und  h = x,  so  kommt: 

, j'  ydx  = 4 j' y 'dx 

tj ydX~J  yZdX’ 


Für  ein  Dreieck  berechnet  sich  der  gezogene  Grade  alle  diese  Linien  hal- 
Schwerpunkt  direct  auf  folgende  Weise,  biren.  Zwischen  je  zwei  unendlich  nahen 
Zieht  man  eine  Schaar  von  Linien  pa-  dieser  Parallelen  liegt  ein  unendlich 
rallel  der  Grundlinie  AB  (Fig.  385),  so  dünnes  Ebenen- Stück,  welches  ivmme- 
wird  die  von  C nach  der  Mitte  von  AB  trisch  durch  die  Transversale  CD  ge- 

theilt  wird,  die  Schwerpunkte  aller  die- 
ser Theile  des  Dreiecks  und  folglich  der 
des  Dreiecks  selbst  befinden  sich  also  in 
CD,  und  aus  gleichem  Grunde  auch  in 
den  Transversalen  BF  und  AE,  welche 
die  Mitten  der  Seiten  mit  den  Gegen- 
winkeln verbinden.  Der  Schnittpunkt 
diesCY  Linie  O ist  also  der  Schwerpunkt. 
Es  verhält  sich  nun  bekanntlich  : 

OD  _ _1 
DC~  3 ’ 

also : 

„Der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  wird 
gefunden,  wenn  man  von  der  Transver- 
sale CD,  OD  = 4 CD  absebneidet.“ 


Fig.  385 
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Fig.  386. 


Die  Bestimmung  des  S c ii  w «rpu  n k - 
tes  eines  Trapezes  ABDC  (Fig.3S6), 
kann  leicht  auf  die  vorige  Aufgabe  zurück- 
geführt werden.  Die  Verbindungslinie 
EF  der  Mitten  der  beiden  parallelen 
Seiten  enthält  offenbar  den  Schwerpunkt, 
da  durch  Linien  die  parallel  AB  sind 
das  Trapez  in  Thcile  gethcilt  wird,  die 
symmetrisch  um  EF  liegen.  Verlängere 
man  nun  AC  und  BD  bis  zum  Schnitt- 
pnnkte  G,  so  wird  auch  die  Verlänge- 
rung von  EF  durch  G gehen.  Sei  GHK 
KH 

senkrecht  auf  AB,  1IL  = — und  setzen 

wir:  AB-a,  CD  = b,  GH  = k,  KH  = k. 
Seien  ferner  die  Flächeninhalte  der  Drei- 
ecke GCD  und  GAB  bezüglich  gleich  F 
und  f,  nehmen  wir  die  Abstände  der 
Schwerpunkte  der  beiden  Dreiecke  von 
der  durch  L gezogenen  AB  parallelen  Linie, 
so  sind  diese  Abstände  bezüglich  gleich : 
A-A , * A . A * * 

3 +2'=3  + 6Und3  2 ' 

Sei  l der  Abstand  des  Schwerpunktes 
des  Trapezes  von  derselben  Linie,  so 
ist  also: 


„Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des 
Trapezes  von  seiner  Mittellinie  verhält 
sich  zur  Differenz  der  parallelen  Seiten, 
wie  der  sechste  Theil  der  Höhe  zur 
Summe  derselben.“ 

Der  Schwerpunkt  eines  Kreis- 
sectors  kann  auf  den  eines  Kreis- 
bogens zurQckgefahrt  werden.  Durch 
Linien,  welche  vom  Mittelpunkte  ausge- 
zogen werden,  kann  man  den  Sector  in 
unendlich  viel  gleiche  kleine  Sectoren 
oder  Dreiecke  theilcn,  deren  Schwerpunkte 
auf  den  bezüglichen  Radien  in  der  Ent- 
fernung Jr  vom  Mittelpunkte  liegen,  wo 
c der  Radius  des  gegeben  Kreises  ist. 
Alle  diese  Schwerpunkte  bilden  also 
einen  dem  gegebenen  conccntrischen  Bo- 
gen. In  jedem  Funkte  desselben  kann 
man  sich  die  Masse  des  entsprechen- 
den unendlich  kleinen  Dreiecks  denken. 
Ist  S der  gegebene  Bogen,  A die  zuge- 
hörige Sehne , so  sind  J S,  JA  diese 
Ausdrücke  ffir  den  Bogen,  in  welchem 
die  Schwerpunkte  liegen,  und  die  zuge- 
hörige Sehne.  Ist  H der  Abstand  des 
gesuchten  Schwerpunktes  vom  Mittel- 
punkte, so  hat  man  also  wie  oben : 


i (2*  + k)f+  l(F  - f)  = J (2*  - 3*)  F; 
ausserdem  hat  man : 

A:A=:a:a  — A,  / : F=  A*  : a*, 
also: 


und  folglich: 

A\(3Aa-*A)  + 6J(a’-A»)(a-A) 

= a‘(3AA-Aa), 

d.  h. : 

61  (a  - A)  (a>  — A’)  = -A(a—  A)* 
oder: 

. k a — A 

= ir  «+»’ 

also: 


H JA 

JS’ 

oder: 

H A 

• • V~3~s' 

„Dieser  Abstand  verhält  sich  zum  Ra- 
dius wie  die  doppelte  Sehne  zum  drei- 
fachen Bogen.“ 

Für  den  Halbkreis  ist : 

U _ _4  r*  _ 4r 
r S 3a' 

Ein  Ringstück  zweier  con- 
centrischen  Kreise  mit  Radien 
r und  p ist  gegeben  durch  die  Formel: 
tfr»  = A(r*-e»)  + y>, 
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wo  H,  k die  Entfernungen  der  Schwer-  wo  dieser  Abstand  l in  Bezog  auf  du 
punkte  beider  Kreise  vom  Mittelpunkte,  Segment  gesucht  ist  Also: 
k dieselbe  Grösse  in  Bezug  auf  das  Ring-  , rj^  _ _ //r  g_ 

stück  ist  Nun  bat  man,  wenn  A , S Sehne 


und  Bogen  des  grössern,  a,  i die  des 
kleineren  Kreises  sind: 


A - a II  - » dl  A-rd? 
— M-f-g-,  ft  - s , 


l=iA 
Offenbar  aber  ist: 


r*  -** 

rS-kÄ' 


also: 


also  wenn 


rS-*A 
ff=— 2~ 


i = — . 
12  a 


k-l—  LjtZSdbL.,  der  Flichcninhalt  des  Segments  ist 

'S  r + p 

der  Schwerpunkt  eines  Kreis- 
segmentes lasst  sich  durch  diese  Be- 

A Ul  Ul' 

y*=2j>: 

J'  y dx  — }V  2 px 


trachtungcn  bestimmen.  Für  die  parabolische  FUcbe  ist: 

Sei  k die  Höhe  eines  Dreiecks,  wel-  y'*=2px. 


che»  das  Segment  zum  Sector  ergänzt  und 
gelten  die  obigen  Bezeichnungen  im 

Üebrigen,  so  sind  die  Flächeninhalte  Ton  oi/o” 

Scctor,  Dreieck  und  Segment  bezüglich : J Xydx  = ^2 p / x*  dx  ~ tJLfE 

uS  kA  (rS-kA)  ' / 6 

2’  2’  2'  ’ 
und  die  Abstande  der  Schwerpunkte  vom 
Mittelpunkte : 

l—  ' k l 

S-J.  **■  *. 


i J y'dx  = p I"  xdx=^~, 
woraus  sich  ergibt: 

f = i*.  I = iy. 

Für  die  Cycloide  ist: 


« - y 

■ arc  co* i , 

a 


x - \2ay  - y*  + ff  arc  cos  ^ = 

F = f x dy  = f dy  Y2^-T'  = H ~ -)^^+ ^ - 

f'xdy  ]/2ay  — y’  = f dy  (2«y  - y1)  + aj' arc  cos  dy  V 2 oy  - y *. 

V* 

Du  erste  Integral  ist  gleich  ny’  — ^r-  Das  zweite  gibt  wenn  man  tbeilweiM 


integrtrt: 
arc  cos 


V/*  Yiay-y'  - J v*§=T'  fdy  v'iny-y 

= arc  cos  - — - 

/[ 


— a)]/2ay  — y'  a 1 a—y 

—2~ — + -g  arc  cos 


] 


dy 


]/2ay 


M 


= „c  C08  trJt  + J (arc  co.  1^)’ 

- 5 + 2 + J (arc  co.  irJ-y+  c = (yngVLlgrzJL1 


a — y 
arc  co* 


(Es  ist  hier  in  den  allgemeinen  Formeln  x und  y vertauscht.)  So  erhält  man : 
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*f  = ^ + l«y’-£  + gfy-g)f^~7,  arc co. iTjf  + £ (« Co. lZl)\ 
Wenn  man  beim  Scheitel  beginnt,  iat  die  Constante  nämlich  gleich  Null. 

Fl  = i f y dyY2ay  —y'  = — J (2 ay  - y'j1 

a(y  — a)Y2ay  - y*  . a*  a—  u 

+ _J£ LL 1 2_  KC  coj 2. 

4 4 a 


E.  .ollen  jetzt  die  Schwerpunkte  eini- 
ger krummen  Oberflächen  bestimmt 
werden. 

Wenn  man  einen  beliebigen  Cy- 
lindermantel  bat,  so  zerfällt  derselbe 
durch  Ebenen  parallel  der  Grundfläche 
in  eine  Schaar  congruenter  Flächen  von 
unendlich  kleiner  Hohe.  Der  Schwer- 
punkt des  Umfanges  ist  dann  offenbar 
zugleich  Schwerpunkt  jeder  dieser  Fläche, 
und  alle  diese  Schwerpunkte  liegen  in 
einer  Graden,  in  deren  Mitte  der  Schwer- 
punkt des  ganzen  Cylinders  zu  suchen 
ist.  Also : 

„Der  Schwerpunkt  des  Cylinders  liegt 
in  der  Mitte  der  Graden , welche  die 
Schwerpunkte  beider  Grundflächen  ver- 
bindet.  Hat  die  Grundfläche  einen  Mittel- 
punkt, so  ist  dies  der  Schwerpunkt  der- 
selben.'* 

Der  Mantel  eines  Rotationskegels  wird 
durch  die  8eiten  in  unendlich  kleine 
congrueme  Dreiecke  getheilt,  deren 
Schwerpunkte  eine  Entfernung  vom 


Scheitel  haben,  die  gleich  | der  Seite 
ist.  Der  Schwerpunkt  des  Kegelmantels 
ist  also  der  Mittelpunkt  eines  Kreises 
der  parallel  der  Grundfläche  um  | der 
Hohe  vom  Scheitelpunkt  absteht,  d.  h.: 
„er  liegt  in  der  Höhe  nnd  sein  Abstand 
vom  Scheitelpunkt  beträgt  j derselben.“ 
Was  den  abgestumpften  Kegel  anbe- 
trifft, so  wird  derselbe  durch  die  8eiten 
in  Trapeze  getheilt.  Ist  daher  h die 
Höhe , sind  r und  (•  die  Radien  des 

Kegels,  so  ist  - - — - der  Abstand  des 
o r — p 

des  Schwerpunktes  des  Kegelmantels  von 
der  Mitte  der  Hohe. 

Die  Kugelzone  oder  Kalotte  kann  in 
unendlich  kleine  Zonen  von  gleicher  Hohe 
also  auch  von  gleichen  Flächeninhalt 
(2nrä)  getheilt  werden.  „Somit  liegt  der 
Schwerpunkt  der  Zone  oder  Kalotte  in 
der  Mitte  der  Höhe.“ 

Was  die  allgemeinen  Formeln  für  die 
Schwerpunkte  der  Oberflächen  anbetrifft, 
so  hat  man : 


Ist  die  Fläche  aber  eine  Rotationsfläche,  so  seien  y,  x die  Coordinaten 
der  Curve,  aus  welcher  sie  entstanden,  und  di  das  Bogenelement. 

Die  Fläche  zerfällt  dann  durch  senkrecht  auf  die  Axe  der  x gezogene 
Ebenen  in  abgestumpfte  Kegel,  von  Flächeninhalt:  2ny  di,  während  der  Schwer- 
punkt aller  in  der  Rotationsaxe  liegt;  die  Entfernung  (>  des  Schwerpunkts  der 
Fläche  l vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist  gegeben  durch  die  Gleichung : 

f'  *y  dt  = ( J'  y dt. 

Sei  i.  B.  ein  Rotationsparaboloid  gegeben,  weichet  durch  Drehung  um  die 
Axe  der  x entstanden  ist,  also : 

»*  = 2 p*  d,  = dy^±£ 

P 

f yds=l(y  + p’)*+C, 

fxy  ds  = ^j  f y,dyYy'+p'  = ^W+p,)l-~i{y'+p')*  + E. 
Fängt  man  beim  Scheitel  an,  so  ist.: 

c--Pl  k-£! 

C~  3 ’ E ~ 15' 

Wenn  eine  Cycloide  nm  die  an  den  Scheitel  gezogene  Tangente  rotirt, 
so  erhält  man: 
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also: 


f yrf«=2y^2ay.  / *y  d*—  Y^ä  (§  xy^  — | j'g^  dx^ 
fi /’*«**  = — »Sf  (2«-y)*-  A(2a-S)*  + C. 

A rff=|xy)/2ay  + (3y  + 4n)  (2a-y)*  + £. 


Fingt  man  am  Scheitel  an,  so  ist: 


£ = -^y.  C = -*V2«*. 


Gehen  wir  jetzt  zu  Körpern  Ober. 

Wie  bei  der  Oberfläche  eines  Cylin- 
ders  oder  Prismns,  lasst  sich  zeigen, 
dass  der  Inhalt  eines  solchen  seinen 
Schwerpunkt  in  der  Mitte  derjenigen 
Graden  hat.  welche  die  Schwerpunkte 
aeiner  Grundflächen  verbindet. 

Jede  Pyramide  und  Kegel  hat 
ihren  Schwerpunkt  in  derjenigen  Graden, 
welche  die  Spitze  mit  dem  Schwerpunkte 
der  Grundfläche  verbindet.  Es  folgt 
nämlich  leicht,  dass  die  Stücke,  in  welche 
die  Pyramiden  durch  Ebenen  parallel 
der  Grundfläche  gctheilt  werden,  alle  ihre 
Schwerpunkte  in  dieser  Linie  haben. 

Bei  der  dreiseitigen  Pyramide 
kann  man  von  jeder  der  vier  Spitzen 
aus  eine  solche  Linie  construircn  und 
ihr  Schnittpunkt  ist  der  gesuchte  Schwer- 
punkt. 

Sind  (Fig.  387)  A A und  MD  zwei  sol- 
cher Linien,  S ihr  Durchschnitt,  und 

Fig.  387. 


oder  Ay.  Seine  Entfernung  von  jeder 
Basis  beträgt  j der  Höhe.“ 

Da  nun  alle  Pyramiden  oder  Kegel 
sich  durch  Linien  von  der  Spitze  in 
dreiseitige  Pyramiden  (beim  Kegel  sind 
cs  unendlich  viel)  zerlegen  lassen,  „so 
ist  bei  allen  die  Entfernung  des  Schwer- 
punktes von  der  Grundfläche  gleich  j 
der  Höbe,  während  er  in  der  Verbin- 
dungslinie der  Spitze  mit  dem  Schwer- 
punkte der  Grundfläche  liegt.“ 

Was  die  abgestumpfte  Pyramide 
oder  den  abgestumpften  Kegel  anbetrifft, 
so  sei  k die  Höhe  derselben,  G,  g die 
Grundflächen,  k die  Höhe  der  als  voll- 
ständig gedachten  Pyramide.  Zunächst 
ist  klar,  dass  der  Schwerpunkt  in  der 
Linie  liegt,  welche  die  Schwerpunkte 
beider  Grundflächen  verbindet.  Wir 
suchen  den  Abstand  l desselben  von 
der,  den  Grundflächen  parallelen  Ebene, 
welche  durch  die  Mitte  der  Höhe  geht, 
dann  sind  die  entsprechenden  Abstände 
der  vollständigen  und  der  Ergänzungs- 
Pyramide  bezüglich  gleich: 


4 2 ' 4 + 2 “ 


k + k 
4 ’ 


zieht  man  AE  durch  M,  und  DE  durch 
JV,  so  ist  EM  = J EA,  Ei\  = j DD,  also 
M y parallel  AD,  und  My  = \AD.  Dreieck 
MyS  co  DAS,  also  AfS  = }DS,  also 
AfS  = { MD. 

„Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  von 
der  Spitze  beträgt  } der  Schwerlinie  DM 


Es  ist  aber: 

*-*  Vg  , . kVg 

* Vg  \g-\  7 

also  die  Entfernungen  bezüglich  gleich  : 

A tVä-Va  A 2 Vg  - Vt 

4 Vg  - Vg  ' 4 y'G-Vs’ 

Die  körperlichen  Inhalte  dieser  Pyrami- 
den aber  sind : 

i Gk,  J, (*-*), 
also  bezüglich  gleich: 

AVy1 


i hyw' 


yc-vV  'VG-Vy 

und  der  der  abgestumpften  Pyramide: 
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* {Yg*-YP\ 

3 l yd-Y}  r 

also: 

2 Yg^  (2  V j - Yg)=  4 Vs1  (2(/c  — V'J)  + 4/0/«*  - Vs-7)  (Vc  - Vj) . 

woraus  sich  ergibt: 

* <?-?_ 

4 G + V 6’s  + s 

Für  den  Kegel,  dessen  Grundflächen  die  Radien  r und  g haben , ist  also: 

_A  >•>-<,» 

4 r*  + rp  + g*' 

Für  den  Obelisk,  d h.  den  von  nicht  ähnlichen  parallelen  Rechtecken  und 
vier  Trapezen  begrenzten  Körper,  zeigt  sich  leicht,  dass  die  Linie,  welche  die 
Mitte  beider  Rechtecke  verbindet  den  Schwerpunkt  enthält.  Seien  l,  4 die  Seiten 
der  einen,  I,  ß die  der  andern  Basis,  4 die  Höhe  des  Körpers.  Dann  zerfällt  der 
Körper  offenbar  in  ein  Parallclcpipcdon  mit  Inhalt  /JA4,  wo  der  Abstand  des 

Schwerpunkts  von  der  Grundfläche  ist,  und  ferner  in  zwei  dreiseitige  Prismen 

mit  Inhalt: 

wo  der  Abstand  der  Schwerpunkte  gleich  * ist,  endlich  in  eine  Pyramide 

o 

mit  Inhalt: 

(4  — ß)  (I  — I)  -5-  und  Schwerpunkts -Abstand  -5-. 

o 0 

Für  den  Inhalt  des  Obelisken  ergibt  sich  hieraus: 

(241+2/11-1-41  + 1/1)1-; 

ist  k der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Grundfläche,  so  kommt: 

, 41  + 3/M  + 4I  +/Jf  4 

— 24/  + 2ßk  + bl  + ßl  J 

und  fiir  den  Abstand  m = — k von  dem  mittleren  Querschnitte: 

k_Li£ k 

3(4  + /J)  (/  + !)+  (4-/!)  (l-k) 


Ein  Kugelsector  zerfällt  in  unendlich  viele  Pyramiden,  deren  Schwerpunkts- 
Entfernung  vom  Mittelpunkt  | des  Radius  ist. 

Eine  Kalotte  mit  jr,  also  auch  mit  der  Höhe  -J A,  wenn  h die  Kalottenhöhe 
des  Scctors  ist,  enthält  also  alle  Schwerpunkte  und  der  Schwerpunkt  dieser  Kalotte 
ist  der  des  Scctors.  Derselbe  liegt  in  der  Mitte  der  Höhe  der  letzteren  Kalotte, 
also  die  Entfernung  vom  Mittelpunkte  ist  Jr—  J4. 

Für  die  Halbkugel  ergibt  sich  somit  J r. 

Das  Kugelsegment  hat  den  körperlichen  Inhalt:  Jn4,(3r  — 4),  der  des 
Scctors  ist:  Jur*4  und  der  des  Ergänzungskegele:  J n4 (r  — 4)  (2r  — 4),  also, 
wenn  l die  Entfernung  des  Schwerpunktes  des  Segments  vom  Mittelpunkte  ist: 

Jr«4(2r-4)  = J4(2r-4)(r-4)’+-i4-(3r-4),  - 

•bot 


l=,®  r-^l. 

* 3r-4 


Die  allgemeinen  Formeln  für  die  Schwerpunkte  von  Körpern  sind  in  Abschnitt  1) 
bereits  gegeben. 
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Ffir  das  P&r&boloid  seien: 
y*  = 2pjr,  z1  = 2qx 
die  Gleichungen  der  beiden  llauptpara- 
beln.  Sachen  wir  das  Segment,  welches 
durch  eine  Ebene  senkrecht  auf  der 
Hauptaxc  abgeschnitten  wird,  so  befindet 
sieh  in  dieser  Axc  der  Schwerpunkt,  und 
man  hat: 

F = 2n\pqf  xdx  = 71  Ypq  **, 

* ß 0 

Ft  = 2i  y'pi  f x'dx  = — x\ 

also : 

{ = !*• 

Für  das  E II  ipsoi  d ist: 

I*  U7  J* 

F — j' («*  - **)  dx, 

Ft  = f (•’-**)  xdx . 

also : 

J' (a*  — x*)  xdx 
J (a’  - x»)  dx  ’ 

f ist  also  von  6 und  c unabhängig. 
Fängt  das  Segment  im  Mittelpunkt  an, 
so  ist: 

6a»  -3x» 

X 12a»  — 4*'  ’ 
und  für  x = a,  f = j a. 

Schwimmen  (Hydrostatik). 

1)  Allgemeines. 

Ein  Körper  sehwimmt  in  einer  Flüssig- 
keit, wenn  er  ganz  oder  zum  Tbcil  in 
dieselbe  cintaucht  ohne  nnterznsinken. 
Der  Druck  den  die  Flüssigkeit  aut  seine 
Oberfläche  ausübt,  muss  also  seiner 
Schwere  das  Gleichgewicht  halten. 

Um  diesen  Druck  zu  finden,  gehen  wir 
von  folgenden  bekannten  Sätzen  der 
Hydrostatik  aus. 

I.  Eine  Flüssigkeit  in  einem 
Gefässe,  welche  nur  von  der 
Schwere  angegriffen  wird,  hat 
im  Falle  des  Gleichgewichts 
eine  horizontale  Oberfläche. 

II.  Ist  d i e Fl  üssig  ke  i t hetero- 
gen, so  wird  sie  im  Falle  des 
Gleichgewichts  in  gleichen  ho- 
rizontalen Schichten  gleicheDich- 
tigkeit,  also  eine  Dichtigkeit 


haben,  die  nur  von  der  Höhe  ab- 
hängt. 

Wird  nun  ein  Körper  ganz  oder  zum 
Theil  eingetaucht,  so  muss  auf  ihn  der- 
jenige Druck  wirken,  der  auf  die  Flüs- 
sigkeit gewirkt  bat.  welche  dieser  Kör- 
per verdrängt,  und  da  dieser  dem  l)ruck- 
gewichte  der  verdrängten  Flüssigkeit  das 
Gleichgewicht  hält,  so  ist  er  diesem  gleich 
aber  von  unten  nach  oben  gerichtet. 
Hieraus  folgt,  dass  auf  einen  cingetauch- 
ten  Körper  zwei  Kräfte  wirken,  sein  Ge- 
wicht in  seinem  Schwerpunkte,  und  ein 
Druck  gleich  dem  Gewicht  der  verdräng- 
ten Flüssigkeit,  aber  in  der  der  Schwere 
entgegengesetzten  Richtung  und  im 
Schwerpunkt  der  verdrängten  Flüssigkeit. 

Dies  gibt  den  archimedischen  Satz: 

III.  Ein  eingctauchtcr  Körper 
verliert  soviel  an  Gewicht  als  die 
verdrängte  Flüssigkeit  beträgt. 

Ist  die  Flüssigkeit  heterogen,  so  ist 
der  verdrängte  Theil  in  irgend  einer 
Höhe  immer  als  von  gleicher  Dichtigkeit 
mit  der  umgebenden  zu  denken. 

IV.  Ein  schwimmender  Körper 
ist  in  Gleichgewicht,  wenn  er 
so  tief  eintaucht,  dass  die  ver- 
drängte Flüssigkeit  seinem  Ge- 
wicht gleich  ist,  und  ihrSchwer- 
punkt  mit  dem  des  Körpers  in 
einer  vertikalen  Linie  liegt. 

Denn  nur  unter  dieser  Bedingung  he- 
ben sich  beide  Kräfte  auf. 

Hieraus  lässt  sich  leicht  die  Schwimm- 
tiefe  des  cingetauchten  Körpers  berechnen. 

Sind  G,  y bezüglich  die  speciflschen 
Gewichte  des  eingetauchten  Körpers  und 
der  Flüssigkeit,  V das  Volum  des  erstem, 
e das  der  verdrängten  Flüssigkeit,  so 
ist  offenbar: 

VGzzty. 

Bei  spiele. 

Sei  ein  Prisma  oder  Cylinder  ge- 
geben. der  mit  der  Grundfläche  cinge- 
laucht  ist,  F seine  Grundfläche,  h seine 
Höhe,  ij  die  Höhe  bis  zu  welcher  er  ein- 
taucht, so  ist: 

hG 

FhG  = Fqy  also  t,  = — . 

Für  eine  mit  der  Spitze  einge- 
tauchte Pyramide  ist,  wenn  noch 
7 der  horizontale  Schnitt  ist,  bis  zu  wel- 
chem sie  eintaucht: 

F A» 

FhG  = a ny  aber  — = — , 

' ' (i  ti» 


also: 


h‘G  - i j1/  und  r;  — h | 
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Sei  die  Pyramide  mit  der  Basis  ein- 
getaucht, so  ist  das  Volum  des  cinge- 
tauchten  Stückes  gleich: 
hF  w 
Ü 3 ’ 

woraus  sich  ergibt: 

kFG  — HFy  — ijy  y 

kF(y  -G)  = wy, 

oder  wenn  man  wieder  setzt: 


Fig.  388. 


oder 


V = 


fV 

A» 


A*  (y  — G)—  i|*y  also  y 


■'fr- 


Für  die  Kugel  mit  Radius  r ist  das 
Volum  des  verdrängten  Flüssigkeits- 
Segmentes  : 


also: 


^(3r_,). 

4r»C  = ,*y(3r-,). 


Dies  ist  eine  cubischc  Gleichung  zur 
Bestimmung  von  ij. 

Möge  jetzt  ein'Rotationscylindcr 
mit  horizontaler  Axe  eingetaucht  sein,  so 
ist  sein  Inhalt  gleich  nr>A;  sei  (>  die  Tiefe 
der  Eintauchung,  n derjenige  Bogen  der 
Grundfläche  in  Graden,  welcher  sich 
unter  Wasser  befindet,  so  ist  der  einge- 
touchtc  Theil  des  Prismas  gleich  A,  8, 
wenn  S dos  eingetauchte  Segment  der 
Grundfläche  ist.  Aber: 


also: 

a 

oder : 


e nr’n  . 

S=  86Ö 


”r'ka  = (w  ~ir' ,in  “)  y*‘ 

_ / na  sin  «\ 

nG  — y \3ßö  2/’ 


hat  man  aus  dieser  transcendenten  Glei- 
chung « berechnet,  so  erhält  man: 


Möge  jetzt  ein  grades  dreiseitiges 
Prisma  mit  horizontaler  Kante 
eingetaucht  werden.  Es  kann  dasselbe 
mit  einer  oder  zwei  Kanten  eintauchen 
In  beiden  Fällen  ist  die  Höhe  des  Prisma 
gleichgültig.  Betrachten  wir  zunächst 
den  ersten  Fall. 

Sei  ABC  (Fig.  3S8)  die  Grundfläche,  a, 
b,  c die  Seiten,  C die  eingctanchte  Spitze, 


DE  der  Durchschnitt  des  Spiegels  der 

Flüssigkeit.  Hnlbircn  wir  AB  und  DE 
bezüglich  in  F und  J,  und  sei  Winkel 
ACF  = a,  BCF  = ß,  cs  muss  dann  sein: 
G ■ ABC  = y ■ DEC, 

und  überdies  Linie  FJ , welche  parallel 
der  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte 
ist,  auf  DE  senkrecht  stehen;  d.  h.  es 
soll  DF  = FE  sein.  Wir  setzen  noch : 
CD  = x,  CE=y,  CF  = f, 
und  erhalten: 

G • ab  = y • xij 

und 

x*  — 2xf  cos  a - y1  — 2y/'cos  ß, 
woraus  sich  durch  Elimination  eine  Glei- 
chung vierten  Grades  ergibt: 

1)  x*  — 2/x*  cos  n + irabfx  cos  ß 

G = 0, 

wenn  — = r ist. 

Y 

Da  das  letzte  Glied  negativ  ist,  so  hat 
diese  Gleichung  jedenfalls  zwei  reelle 
Wurzeln  eine  positive  und  negative,  von 
denen  nur  die  erBtere  in  Betracht  kommt. 
Die  beiden  andern  Wurzeln  sind  gleich- 
zeitig reell  oder  imaginär ; ist  ersteres 
der  Fall,  so  haben  sie,  da  das  letzte 
Glied  negativ  ist  gleiche  Zeichen.  Sie 
können  aber  nicht  negativ  sein,  weil, 
wenn  x,,  — — x,,  — x,  die  vier 

Wurzeln  sind,  sein  müsste : 

*l>  *!+*,+*, 

wegen  des  negativen  Coefiicienten  des 
zweiten,  und 

> *,*.*.  + *i*i*t+*i*»*. 

wegen  des  positiven  des  dritten  Gliedes, 
also : 
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1 1,1,2 

— > — I-  — I — . 

xi  x%  x%  xt 

Multiplicirt  man  beide  Ungleichheiten  mit 
einander,  so  kommt: 


i>3+ii±iL.+*.+^ 


±1  + xs  + Ti  t 


was  unmöglich  ist.  Es  müssen  also  drei 
Wurzeln  positiv  sein,  wenn  alle  reell 
sind.  Das  Prisma  hat  also  höchstens  drei 
Gleichgewichtslagen  und  diese  treten  ein, 
wenn  alle  Wurzeln  reell,  und  die  drei 
positiven  so  beschallen  sind,  dnss  die  x 
kleiner  als  a,  die  y kleiner  als  b werden. 

Wird  das  Prisma  nun  mit  zwei  Spitzen 
eingetaucht,  so  ist  BDEA  = r-ABC, 
also  CDE  = (1  — r)  ABC.  Da  sich  übri- 
gens der  Schwerpunkt  von  BDEA  mit 
denen  beider  Dreiecke  in  einer  Graden 
befindet,  so  bleibt  die  zweite  Bedingung 
unverändert,  und  man  erhält: 

2)  x*  — 2 fx%  cos  « -f-  2 (1  — r)  abfx  cos  ß 
-(l-r*)o>A>  = 0. 
Für  das  Prisma  mit  gleichschenkliger 
Grundfläche  ist 


(=«,  cos  n = — ,/*  = «’ — -r 
a A 


4' 


Also,  wenn  das  Prisma  mit  einer  Kante 
cintauchen  soll: 

*y  = rn>,  x’  — y’  — (x  — y)  = 0. 

ft 

Es  kommt  z = y = »)/r  als  erste  Auf- 
lösung. Lässt  man  den  Factor  x — y 
weg,  so  bleiben  noch  die  Gleichungen: 

2 fi 

xy  = ro*,  x + y = —, 

ft  # 

also: 

3)  x%  — x + ra*  = 0. 
a 

Diese  Gleichung  hat  imaginäre  Wur- 
f * 

*eln,  wenn  r > — . Sie  hat  gleiche  po- 
fi  ft 

sitive  Wurzeln,  wenn  r = -,x  = - ist, 
fl*  a 

woraus  dann  folgt: 

* = y = n V'ä. 

Sie  hat  ungleiche  positive  Wurzeln,  wenn 
f*  . 

r < — ist.  Damit  sich  hieraus  Gleich- 

o* 

gewichulagen  ergeben , müssen  die  Wur- 
zeln kleiner  als  a sein. 

Werden  aber  zwei  Kanten  eingetaucht, 
so  wird  eine  Auflösung : 

x=y=a/l— r 


und  für  die  andern  Auflösungen  hat  man: 

4 <1*  — t * 

4)  ** gZ1  * + (l-r)«’  = 0- 

Ist  das  Dreieck  gleichseitig,  also  c = a, 
so  wird  je  nachdem  eine  oder  awei  Kan- 
ten eingc’aucht  sind: 

x = y = aV r oder  x=y  = a/l-r 

und  die  Gleichungen  für  die  andern  Auf- 
lösungen sind  bezüglich: 

6)  x*  — Y*+r«,  = 0 

6)  — y*+(l  — r)«’=0. 

Die  erste  hat  zwei  reelle  Wurzeln,  wenn 
r < ,’j  und  diese  sind  kleiner  als  a, 
wenn  r > $ ist.  Bei  cingotauchtcr  Spitze 
Anden  also  drei  Gleichgewichtslage  statt, 
wenn  r zwischen  j und  i + tV  liegt. 

Die  Gleichung  6)  hat  reelle  Wurzeln, 
wenn  r > ist,  dieselben  sind  kleiner 
als  «,  wenn  r < j ist.  Also  wenn  awei 
Spitzen  eingctaucht  sind,  gibt  es  drei 
Gleichgewichtslagen,  wenn  r zwischen  . 
i - tV  = * »nd  i liegt. 

2)  Stabiles  und  labiles  Gleich- 
gewicht der  schwimmenden 
Körper. 

Damit  das  Gleichgewicht  eines  schwim- 
menden Körpers  stabil  sei , muss  der 
Druck  der  Flüssigkeit  ihn  dann  seiner 
ursprünglichen  Lage  wieder  Zufuhren, 
wenn  kleine  Verrückungen  ihn  aus  der- 
selben entfernen. 

Denken  wir  uns  die  Flüssigkeit  homo- 
gen. und  den  cingctauehten  in  Gleichge- 
wicht befindlichen  Körper  aus  seiner 
Gleichgewichtslage  entfernt,  so  dass  er 
eine  kleine  Geschwindigkeit  erhält.  Im 
Falle  nun,  dass  das  Gleichgewicht  labil 
ist,  darf  zu  keiner  Zeit  die  Entfernung 
ans  der  Gleichgewichtslage  eine  beträcht- 
liche werden. 

Sei  LQIH  (Fig.  389)  der  Durchschnitt 
der  Oberfläche  des  cingctauehten  Körpers 
mit  der  horizontalen  Oberfläche  der 
Flüssigkeit,  nach  der  Störung  des  Gleich- 
gewichts, ANBJ  diejenige  Linie,  welche 
in  der  Gleichgewichtslage  von  der  Flüssig- 
keitsoberfläebe  begrenzt  wird,  sei  C der 
Schwerpunkt  des  Ebenenstücks  ANBJ 
und  b sein  Inhalt.  Legen  wir  noch  durch 
C eine  horizontal  Ebene  L'fiM'J  und 
bezeichnen  den  Schwerpunkt  des  ganzen 
Körpers  mit  G,  den  des  Volum  V=z  ADB. 
welches  wir  uns  mit  Flüssigkeit  gefüllt 
denken,  mit  O,  sei  ferner  9 der  Winkel 
von  GO  und  der  Vertikalen.  Offenbar 
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Fig.  389. 


ist  GO  senkrecht  auf  ANBJ,  da  in  der 
Gleichgewichtslage  GO  vertikal  wird. 

Sei  noch  die  Länge  GO  - a,  f die 
Entfernung  des  Punktes  C von  LQM, 
t>  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  M die 
Maste  des  eingetauchten  KOrpers.  End- 
lich sei  die  Oberfläche  - der  Flüssigkeit 
LQM  Ebene  der  xy. 

Auf  den  Körper  wirkt  dann  die  Schwere, 
und  der  Druck  der  Flüssigkeit  beide 
nach  der  Axe  der  Z gerichtet,  für  alle 
Punkte  sind  also  die  Componenten  X 
nnd  Y der  Null  gleich. 

Sei  die  Z-Axe  im  Sinne  der  Schwere 
gerichtet,  so  wirkt  an  allen  Elementen 
des  Körpers,  die  Kraft  gdm  nnd  an  jedem 
Elemente  des  eingetauchten  Tlicils  die 
Kraft  — gpdf,  wo  df  das  Volumclement 
ist.  — Sei  Z die  auf  irgend  einen  Punkt 
wirkende  Kraft  so  gibt  der  Satz  der  le- 
bendigen Kräfte: 

2v9dm  — 2 2 dm  j Zdl  -f  const. 

Da  die  Geschwindigkeiten  sehr  klein, 
also  die  linke  Seite  unendlich  klein  von 
zweiter  Ordnung  ist,  so  dürfen  rechts 
nur  Glieder  dritter  Ordnung  vernachläs- 
sigt werden. 

Von  dieser  rechten  Seite  ist  derjenige 
Theil,  welcher  von  der  Schwere  des  ein- 
getauchten Körpers  herrührt : 

2 2dm  J Zdz  = 2gZdm  j' dz  - 2gM  z„ 

wo  z,  die  Ordinate  des  Schwerpunktes 
ist.  — Der  eingetauchte  Theil  zerfällt 
in  das  Volum  zwischen  LQM  und  L’NM' 
und  in  das  unterhalb  L'NM’  befinlichc. 


Für  das  letztere  ist  zu  setzen: 

ADB  + JNBM'  -JNAL'. 

Der  auf  den  Druck  der  Flüssigkeit  be- 
zügliche Theil  der  rechten  Seite  unserer 
Gleichung  ist  nun : 

— 2 ggldf  J'  dz  = —SggZzdf. 

Da  die  Verrückungen  Behr  klein  waren, 
so  kann  jeder  der  drei  Ebenen- Schnitte 
des  Körpers  gleich  b gesetzt  werden, 
und  das  erste  Volum  zwischen  LKM 
und  L'NM'  können  wir  als  cjrlindrisch 
annehmen,  cs  ist  dann  für  dasselbe: 


Für  das  Volum  ADB  — V erhält  man 
als  Ordinate  des  Schwerpunktes  0 : 

z,  — ucos  9, 

also : 

2zdf  = (s,  — a cos  9)  V 

= Vz.-Va-Va*L, 

wenn  man  die  unendlich  kleinen  Grössen 
dritter  Ordnung  vernachlässigt,  a ist  po- 
sitiv genommen,  wenn  O über  G liegt. 

Die  Volumina  von  JNBM'  und  JNAL ' 
zerlegen  wir  in  prismatische  Elemente 
mit  vertikalen  Kanten,  die  Ebene  ANBJ 
zur  Basis  haben.  Sei  dl  ein  Element 
von  ANBJ,  weichet  durch  Punkt  R geht, 
sei  RT  die  Kantcnlänge  des  zugehörigen 
Prisma,  RS  = u senkrecht  auf  JN,  zieht 
man  dann  ST,  so  ist  offenbar  Winkel 
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HST  = 9,  also  der  Inhalt  des  Prisma  Sei  nun  a negativ,  so  wird  unsere 
gleich  Gleichung: 


RT cos  9 dl  = w sin  9 cos  9dl, 

oder  mit  Vernachlässigung  der  Grössen 
dritter  Ordnung  iifdl  Um  Sidf  für 
dies  Prisma  zu  erhalten,  mnss  der  In- 
halt desselben  mit  dein  der  Mitte  von 
RT  entsprechenden  Wcrthc  von  z,  d.  h. 
mit  f 4-  ‘ u sin  9+  Ja»  mulliplicirt  wer- 
den; wir  erhalten  also: 

+ *«»)• 

Für  die  Klcmenle  von  JA  AL'  gilt  Glei- 
ches, nnr  ist  die  Ordinate  des  mittleren 
F.lemcntcs  gleich  f — so  dass  man 

erhalt,  da  dies  entsprechende  Integral 
abzuziehen  ist: 

— uSdl  (C  — i «*)• 

Es  muss  also  der  Ausdruck: 
u9<fl(C+i«») 

über  die  ganze  Flache  AS  BJ  intcgnrt, 
dabei  aber  u im  Theilc  JAB  als  positiv, 
im  Theile  JNA  als  negativ  betrachtet 
werden.  Weilnnn  JAf  durch  den  Schwer- 
punkt von  ANBJ  geht,  ist  j udl  = 0, 
und  setzen  wir: 

u'dl  = bh\ 

so  ist  dieser  Ausdruck  offenbar  das  Träg- 
heitsmoment der  Flache  AABJ  in  Bezug 
auf  JA',  und  der  zugehörige  Tlieil  von 

2 Sdm  j'  Zdz=  -g(,bh'9‘. 

Durch  Zusammenfassung  aller  Theile 
kommt  also: 

2 r *dm  — — jpAf* 

— Je  (fcA*  + a V)  9 ’ -f-  const. 

Es  ist  nämlich  M — Kp  (da  das  Ge- 
wicht der  in  der  Gleichgewichtslage  ver- 
drängten Flüssigkeit  dem  des  Körpers 
gleich  ist)  und  der  Ausdruck  2</p  Fa  wurde 
mit  in  die  Constante  aufgenommen. 

Nehmen  wir  an,  a sei  positiv. 

Da  die  Anfangswcrthc  Ff#  sehr  klein 
sind , so  ist  auch  die  Constante  sehr 
klein.  Da  die  linke  Seite  positiv  ist,  so 
müssen  die  beiden  ersten  Glieder  der 
rechten  Seite  also  eine  Summe  geben,  die 
kleiner  als  constant,  also  folglich  auch 
klein  ist,  und  somit  werden  9 und  f 
stets  sehr  klein  bleiben.  D.  h.: 

Das  Gleichgewicht  ist  stabil, 
wenn  dor  Schwerpunkt  des  Kör- 
pers tiefer  liegt  als  der  der  in 
dcrGleichgewichtslage  verdräng- 
ten Flüssigkeit. 


Jm  = — g pfcf* 

— jp  (M*  — aV ) #’  -f-  const. 

Wird  nun  der  Cocfficient  von  po- 
sitiv, so  können  9 und  f sehr  gross  wer- 
den, obgleich  constant  nur  klein  ist. 
bk*  hangt  ab  von  der  Richtung  von  JA’. 
Dreht  man  nun  JA'  um  den  Schwerpunkt 
C der  Fliehe  AXBJ,  so  wird  4*’  irgend 
einen  kleinsten  Werth  annehmen,  und 
ist  für  diesen  bh*  — aV  positiv,  also: 
bk' 

« < -y~> 

so  bleiben  9 und  f immer  sehr  klein. 
Also : 

Auch  dann  noch  kann  das 
Gleichgewicht  stabil  sein,  wenn 
der  Schwerpunkt  des  Körpers 
höher  als  der  der  verdrängten 
Flüssigkeit  liegt.  Dieser  Fall 
findet  statt,  wenn  das  Pro- 
duct aus  der  Entfernung  beider 
Schwerpunkte  in  d as  cingetau ch te 
Volum  kleiner  ist  als  das  klein- 
ste Trägheitsmoment,  welches 
die  Schnittfläche  des  Körpert 
mit  der  Wasseroberfläche  in  Be- 
zug auf  alle  durch  ihren  Schwer- 
punkt gezogene  Graden  hat. 

Diese  Betrachtungen  sind  ron  Duhamel. 
Er  ersetzt  durch  sie  die  älteren  Theo- 
rien, welche  auf  die  Bestimmung  eines 
Punktes,  des  Mctacentrums,  hingerichtet 
sind,  von  dem  die  Stabilität  bezüglich 
Labilität  des  Gleichgewichts  abhängen 
sollte,  je  nachdem  dieser  Punkt  oberhalb 
oder  unterhalb  des  Schwerpunktes  des 
cingctauchten  Körpers  lag.  Das  Falsche 
dieser  Betrachtungen  lag  darin,  dass  bei 
der  Bestimmung  des  Mctacentrums  ein 
Fehler  gemacht  wurde , übrigens  aber 
sich  ein  solcher  Punkt  nicht  von  vorn 
herein  angeben  lässt. 

Uebrigcns  ist  auch  gegen  die  Duha- 
mel’schcn  Betrachtungen  ein  Einwand  ge- 
macht worden,  dass  nämlich  nicht  auf 
die  Bewegung  des  Wassers,  und  den  da- 
durch verminderten  Druck  desselben  Rück- 
sicht genommen  sei. 

3)  Von  den  Schwingungen 
schwimmender  Körper. 

Wir  nehmen  an , dass  der  in  ein« 
homogene  Flüssigkeit  getauchte  Körper 
sich  symmetrisch  gegen  eine  Vertikal- 
ebene  verhalte.  Er  werde  jetzt  aus  seiner 
Gleichgewichtslage  entfernt,  jedoch  so, 
dass  die  Ebene  der  Symmetrie  dieselbe 
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Fig.  390. 


bleibt,  und  sein  Schwerpunkt  die  Ver- 
tikale, in  der  er  sich  im  Amfangc  befindet, 
nicht  verlässt.  Die  Lage  des  Körpers  in 
jedem  Augenblicke  hängt  dann  nnr  von  der 
■eines  Schwerpunktes,  so  wie  von  der  Rich- 
tung derjenigen  Graden  ab,  auf  welcher 
sich  der  Schwerpunkt  des  Körpers  und  der 
der  verdrängten  Flüssigkeit  in  der  Gleich- 
gewichtslage befanden.  — Bleiben  die 
Beziehungen  dieselben  wie  im  vorigen 
Abschnitte  und  errichten  wir  in  C (Fig. 
390)  eine  senkrechte  auf  die  vertikale 
Ebene  der  Symmetrie,  so  ist  diese  immer 
der  Dnrchschnitt  der  Ebenen  AB  und 
L'M’.  Damit  das  Gleichgewicht  stabil 
•ei,  ist  übrigens  zu  setzen:  ab  < bk*. 
Bestimmen  wir  jetzt  9 und  Von  ihnen 
hängt  allein  die  Lngc  des  Schwerpunkte« 
ab,  denn  dieser  bleibt  immer  in  dersel- 
ben Vertikalen,  weil  nnr  Vertikalkräfte 
den  Körper  angreifen,  und  der  Schwer- 
punkt sich  so  bewegt,  als  wenn  alle  diese 
in  ihm  vereinigt  wären.  Sei  nun  wieder 
FG  = t,  die  Ordinate  des  Schwerpunktes 
GH  = l nnd  CH  = p,  so  ist  offenbar: 

z0  = l cos  9 — p sin  9 + (, 

oder  wenn  die  nnendlich  kleinen  Grössen 
sweiter  Ordnung  vernachlässigt  werden: 

*.  = l+C-p*. 

Die  erste  Gleichung  zwischen  9 nnd  f 
folgt  aus  der  des  Schwerpunktes  G. 
Denselben  greift  an  die  Kraft  MG  und 
in  entgegengesetzter  Richtung  das  Ge- 
wicht der  verdrängten  Flüssigkeit. 

Die  Volumina  BCM'  und  ACL'  aber 
können  als  gleich  und  das  Stück  LMM'L' 
als  cylindrisch  betrachtet  werden.  Das 
letztere  ist  selbstverständlich , da  dies 
unendlich  klein  ist.  Das  erstcre  ist  klar, 


wenn  man  von  den  Kürpcrräumcn  AB!) 
und  L'M'I)  zwei  unendlich  flache  Cylin- 
der  mit  gemeinschaftlicher  Basis  abson- 
dert, deren  nicht  gemeinschaftliche  Basis 
AB  und  L'M'  sind.  Da  sie  denselben 
Schwerpunkt  haben,  so  haben  beide  Cy- 
linder  gleichen  Inhalt  (vergleiche  den 
Artikel:  Schwerpunkt  beim  schiefabge- 
schnittcncn  Cylinder)  und  wenn  man 
das  gemeinschaftliche  Stück  absondert, 
so  bleibt  BCM'  = ACL'.  Es  ist  also: 
LUM  - V+b(, 

und  das  Gewicht  desselben,  wenn  es  mit 
Flüssigkeit  gefüllt  ist:  jp(K  + 4{)  und 
M — V(i.  Man  hat  also  : 
d't,  _ gbC 
dt'  ~ V ' 

d.  h.: 

1) 

‘ dt'  p dl'^  V 

Die  Drehung  des  Körpers  um  seinen 
Schwerpunkt  gibt  die  zweite  Gleichung. 
Die  Momente  des  Gewichtes  des  Körpers 
verschwinden  hierbei , da  der  Schwer- 
punkt fest  gedacht  ist.  Es  kommt  also 
nur  die  Momentensnmme  für  den  einge- 
tauchten Theil  des  Körpers  in  Betracht. 
Die  Momente  sollen  hier  als  positiv 
betrachtet  werden,  wenn  sie  den  Win- 
kel 9 zu  vermindern  streben.  Das  Ge- 
snmmtmoment  der  Kräfte  in  dem  Stücke 
LML'M’  ist: 

ggb;  (/  sin  9 +p  cos  9)  = ggbpt, 
wenn  das  nnendlich  Kleine  vernachläs- 
sigt wird.  Die  Momente  von  ADB 
und  M'CB  kommen  hier  hinzu,  das  von 
ACL'  wird  abgezogen,  Das  erstere  Mo- 
ment ist,  da  die  Resultante  in  O an- 
greift: 
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jpFa  sin  9 = g^VaS. 

M'CB  wird  wie  im  vorigen  Abschnitte 
zerlegt,  (las  Moment  eines  Elementar- 
prisma wird: 

ggSudl  ( l sin  9 +p  cos  9 + « cos  9) 

= ggu9  (p  + «)  ffä. 

Dieser  Ausdruck  ist  Uber  Fläche  BC  zu 
integriren. 

Die  Elemente  von  ACL'  haben  das 
Moment  mit  Rücksicht,  dass  cs  abzuzie- 
hen ist: 

-gg  9u(p  — u)  di. 

Es  kann  also: 

gQ  9u  (p+u)dk 

über  die  Fliehe  i erstreckt  werden,  wenn 
u nuf  der  rechten  Seite  des  in  C errich- 
teten Lothes  positiv,  auf  der  andern  ne- 
gativ genommen  wird.  Das  erste  Glied 
wird  dann  Null,  und  man  erhalt: 

ge9  j u'di  = gbe9k’. 

Die  Momcntensummc  ist  also: 
yp&pC  + ffP  (bk*  -4-  a V)  9, 
und  diese  ist  gleich  zu  setzen  mit 
Mk, 

~Mk  dl*' 

wo  Mk*  das  Trägheitsmoment  des  gan- 
zen Körpers  in  Bezug  auf  die  in  seinem 
Schwerpunkt  auf  der  Ebene  der  Sym- 
metrie senkrechte  Linie  bedeutet.  Man 
hat  also: 

2)  S + ^C  + T^(iA,  + oF)Ä=0- 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  der  Kör- 
per auch  symmetrisch  sich  zu  der  durch 
GO  gelegten  auf  der  ersten  Symmetrie- 
ebene  senkrechten  Ebene  verhalte,  ein 
Fall  der  bei  Seeschiffen  eintritt.  Dann 
ist  p = 0,  also : 

ti+üi- o 

+ = 0. 


Liegt  G über  Ox,  so  ist  a negativ;  es 
muss  aber  aV  < bk‘  sein,  damit  diese 
Formeln  überhaupt  richtig  bleibt. 

Man  kann  aber  auch  aus  den  allge- 
d'9 

meinen  Gleichungen  1)  und  2)  -r: , be- 


dl*' 


d'  c 


dl 

Man  erhält 


f = a cos 


9 = ß cos 


züglich  -j—  eliminiren,  and  erhält: 
d*  l d*& 

Tf,  + ut  + Pil*  = 0’  j7i  + rff+/>»=°- 

wenn 

bg(p'  + *’)_  $(&*’  + . 

Kk*  “ ' Vh*  ~ P’ 

&■=* 

Vk * 

gesetzt  wird.  Das  zweite  wird  mit  dem 
unbestimmten  Factor  1 multiplicirt  und 
zur  ersten  addirt,  dann  geseut: 

C + AS-i,  n + 

also : 

</A»  + (n-«A-^  = 0 
so  kommt: 


also : 


ji. 

— + (o  + id)  * = 0, 

x = c cot  (]/  a -f-  äff), 


wenn  die  Anfangsgeschwindigkeiten  Null 
sind.  Seien  ät,  1,  die  reellen  Werthe 
von  ä;  sie  sollen  so  beschaffen  sein,  dass 
a + äff  positiv  ist,  weil  tonst  x nicht 
sehr  klein  bleibt.  Wir  haben: 


a und  ß sind  die  kleinen  Anfangswerthe 
von  f und  9,  also  £ und  9 bleiben  im- 
mer sehr  klein.  — Die  Bewegung  ist 
analog  der  Pendelbewegung. 


4)  C + K»  = ccos(/y/e-f  ä.ff) 

t + ä,»  = c‘  cos  (I  Vo+  ä/ff); 

c und  c,  geben  die  Anfangswerthe  von 
£ und  9. 

Wenn  man  von  C aus  zwei  Längen 
ä,,  ä,  auf  AB  abträgt,  nach  einer  oder 
der  andern  Seite,  je  nach  den  Vorzei- 
chen dieser  Grossen,  so  erhält  man  zwei 
Punkte,  deren  Entfernungon  von  der 
Flüssigkeitsoberfläche  C-j-ä,»,  £ ä,S 
sind  und  die  vertikale  Bewegung  jedes 
dieser  Funkte  folgt  also  dem  Gesetze 
der  Pendelschwingungen. 

Wenn  G unter  0 liegt,  hat  die  Gleichung: 
ffä’  A-  (a  — ß)  l — flpz=0 

zwei  reelle  Wurzeln  mit  ungleichen  Zei- 
chen, weil  dann  ß positiv  ist. 

Was  das  Zeichen  von 

Jf  = n + äff 

anbetrifft,  so  hat  man  - 
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y1-(«  + f»)y  + ^ -0, 


Uebrigen  eine  Verschiebung  cintreten,  so 
finden  Oacillationen  statt. 


also  swei  positive  Wurzeln. 

Liegt  0 aber  O,  und  ist  aV  c bk', 
so  ist  ß noch  positiv,  beide  Werthe  von 

l sind  noch  reell  nnd  von  ungleichen 
Zeichen,  y positiv.  Dies  ist  nicht  der 
Fall,  wenn  aV  < bk * wird. 

Ist  im  Falle  der  Gleichung  3)  der  An- 
fangswerth von  {.  also  n = 0,  so  ist  { 
immer  gleich  Null,  also  der  Schwerpunkt 
fest,  das  eingetauchte  Volum  constant, 
cs  findet  nur  eine  Drehung,  um  die 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Senk- 
rechte auf  die  Symmetrie,  bene  statt. 

Sei  *.  B der  eingetauchtc  Körper  ein 
homogenes  Ellipsuid,  ,i,  B,  C seine 
Halbuxcn.  r seine  Dichtigkeit,  sei  ferner 
A die  vertikale  Ualbaxe  und  B > C. 

Damit  Stabilität  stattfinde  muss 
M ; > «!' 

sein,  in  Bezog  anf  eine  Axc  der  Ellipse 
LM.  für  welche  das  Moment  am  klein- 
sten ist,  nnd  dies  ist  die  grosso  Axc  der 
Ellipse,  sic  ist  also  B parallel.  Sei  x 
das  eingctanchte  Stück  der  Axc  2.4,  so 
hat  man : 


4 rA* 


denn  das  Volum  der  verdrängten  Flüssig- 
keit ist: 


n BC 

3 A' 


(3/4-*)*’ 


Die  Gleichnng 

= (3A  — *)*» 

hat  nur  eine  positive  Wurzel  zwischen 
0 und  2/4;  ist  diese  bekannt,  so  kennt 
man  a,  b und  bk*. 

Die  Bewegungsglcichungen  sind: 
d’C  , 3gg(2Ax  — x~)  r _ 
dl'*  4 A'r  t-U 

£1? 4.  15?p(C»-/4») (2.4*-»’)»  _ . 
dt'*  IG p.4*  ((.”  + A’)  ’ 

für  p = 2r  wird  x - A,  nnd 

dt'*2A^  ’ 

d'9  ibg(C'-A') 

dt'*  8A(C'+A')  * 


für  0=3/4  haben  die  fortschreitende 
und  die  rotirendc  Bewegung  gleiche 
Periode.  Wollte  man  statt  des  hydro- 
statischen Druckes  der  Flüssigkeit  auf 
den  Körper  aber  den  hydrodynamischen 
einführen,  also  anf  die  Bewegung  der 
Flüssigkeit  Bflcksicht  nehmen,  so  würdo 
die  Aufgabe  eine  ungleich  eomplicirtcro 
nnd  keiner  gleich  einfachen  Lösung  fähig 
werden.  Einen  Versuch  solcher  Betrach- 
tungen bat  Klebsch  gemacht. 

Schwingungen  (Dynamik). 


das  des  Ellipsoids  } nABC.  . 

Das  Moment  des  eingetauchten  Vo- 
lums in  Bezug  auf  die  durch  G gehende 
Horizontalebeac  ist: 

•y=T%QA* -*»)’. 

Die  ü&lbaxen  der  Ellipse  LM  sind: 
n = Y%Ax  — *’, 

ß-  ~ l/lAx  — *’ 


nnd  das  gesuchte  kleinste  Trägheitsmo- 
ment dieser  Ellipse: 

sn^1  nBC * 

4 


-r-  = T^(?Ax -**)’= 


Dieser  Ausdruck  soll  grösser  sein  als 
bF,  d.  h.  C > A,  also: 


Btabilitüt  findet  statt,  wenn 
dhc  vertikale  Axe  des  E llips o id s 
die  kleine te  ist. 


Möge  jetzt  die  Ebene,  in  der  sieh  A 
und  C befinden,  vertikal  bleiben  und  im 


Wenn  irgend  eine  System  von  belie- 
bigen Kräften  angegriffen  in  stabilem 
Gleichgewicht  sich  befindet,  so  wird  es 
wenn  die  Punkte  sehr  wenig  aus  dieser 
Gleichgewichtslage  entfernt  werden,  auch 
nur  solche  Bewegungen  machen  können, 
dass  die  Aenderungcn  der  Coordinaten 
sehr  klein  bleiben.  Solche  Bewegungen 
heissen  Schwingungen.  Bekanntlich  sind 
die  Schwingungen  oder  Wellenbewegun- 
gen der  festen,  flüssigen  oder  luftförmi- 
gen Körper  in  den  verschiedenen  Tbei- 
len  der  Physik  von  grosser  Wichtigkeit, 
aber  auch  die  Wellenbewegung  des 
Aethers,  welche  den  Licbterschcinungen 
za  Grunde  liegen,  erfordern  gründliche 
und  feine  Untersuchungen.  Es  sollen 
hier  zunächst  einige  allgemeine  Sätze 
über  Schwingungen  gegeben  werden. 

Wir  wollen  die  Coordinaten  eines  der 
materiellen  Punkte,  aus  denen  das  Sy- 
stem besteht,  hier  nicht  mit  *,  y,  s son- 
dern mit  *,,  x,  bezeichnen,  so  dass 
*,,  *,,  x,  die  Coordinaten  des  folgen- 
den, und  wenn  dai  System  aus  n Punk- 
ten besteht,  xin_t,  *3.  die 

29 
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des  letzten  sind.  Der  Zusammenhang  Gleichgewichtslage  bringen,  mögen  die 
des  Systems  wird  ausgedrückt  durch  Componenten  1,  , , , Yg  s haben. 

Gleichungen  von  der  Gestalt.  Diese  Grössen  müssen  also  jedensfalls 

i,  = 0,  l,  = 0 . . .,  eehr  klein  sein.  In  der  Glcichgewichs- 

wo  die  L Functionen  der  Grössen  *,,  läge  sei  nun: 
x . . . , sind.  Die  Componenten  der  x = a X = A 

einen  Punkt  (xg,  , x,_ps)  "tß™!'  * *’  * * 

lenden  Kräfte  mögen  sein  gleich  und  tu  irgend  einer  Zeit 

X xs  + a,  diese  Kräfte  sind  Func- 
tionen der  Coordinaten  jedes  Punktes ; 
die  Kräfte,  welche  die  Punkte  aus  der  also: 


x,  = «,  + {,. 


dA 


dA 


dA. 


i t » 

Xs  = ils  + ä71Sl  + d7,  f’  + ‘ ' ' = At  + Zrd7r^r’ 

da  nämlich  die  Grössen  £r  sehr  klein  sind,  können  die  Glieder  von  höherer  Di- 
mension vernachlässigt  werden.  Die  bekannten  Bewegungsglcichungen  von  La- 
grange  haben  nun  die  Form: 


1) 


<f>*  dL 

— f = x +y  + jr  i -r-», 

dt'  sT  i'  Pf  dx  ’ 


für  s sind  alle  Werthe  von  1 bis  3n  zu  nehmen.  Die  unbekannten  Grössen  ly 

welche  gleich  der  Anzahl  der  Bedingungsgleichungcn  L-0  sind,  müssen  aus  diesen 
Gleichungen  climinirt  werden.  Nun  ist  aber,  wenn  man  in  einer  der  Gleichungen: 

L = 0 

P 

für  x„  x,  ....  bezüglich  setzt  a,+|„  «»+{.  • ■ • 

d L dl 

P e _?  i 


Lp  0*  II  *11  *« 

also  da 
ist : 

2) 

In  den  Ausdruck 


...  ) = Lp  ^ + + . 


. - •)  = (fli,  fli  • • •)  = o 


ldL(ai,a,...)  \ 


ä L dL 
V _ P 
dxf  dag 


kann  ebenfalls  oj  + (f  für  xg  gesetzt  werden,  man  hat  dann : 


dt  dL  (o.,  a,  ...)  d *L 

_JP_  F P 

dx  da 

s s 


+ dcTdäJl  + 


d'L 

P_ 

da  da 


r 


di„(®nat  •••)  d*t  («,,a,  . . .) 

- + z 

r 


da 


t . 


da  da 

$ r 

der  sich  auf  die  Gleich- 


Die  Coefficientcn  bestehen  aus  einem  Thcile  ^ 

gewichtslagc  bezieht,  und  aus  einem  Zuwachse  der  von  der  Zeit  abhängig  ist. 

J'x,  J's,  d% 

Ferner  ist  — — = -r—,  und  in  der  Gleichgewichtslage  - - c.  Es  folgt 
dl * dl*  «l 

also  für  dieselbe  aus  den  Gleichungen  1) : 
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3) 


HL  (o,,  a,  . ..) 

o=^.+^p  p 


da 


und  mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  ganz  allgemein: 

d'!-  _ y /■*.  , , . 


drt  da 


e,- 


Es  ist  aber  leicht  *u  sehen,  dass  die  im  letzten  Glicde  mit  y mnltiplicirte  Grösse 

gegen  die  im  vorletzten  Gliede  damit  muhiplicirto  verschwindend  klein  ist,  nnd 
man  also  setzen  kann: 


. d*f,  »A 

4)  TJr=r,  + *r^('+*> 


dlp  («,<<•,  •••) 

da 


+ ZZu 
fr  I 


a,iD(ai>»fO 


dat  dar 


Die  Grössen  lassen  sich  aus  den 

Glcichnngen  3)  bestimmen,  und  zwar 
sind  es  nur  Functionen  von  a,  . . . 
also  Constanten.  Dio  Grössen  r sind 

P 

an  Anzahl  gleich  denen  der  Gleichungen 
h — 0.  Eliminirt  man  sie  aus  den  Glei- 
chungen 4),  so  hören  diese  nicht  auf,  in 
Bezug  auf  die  { linear  zu  sein.  Statt 
der  durch  die  Elimination  ausfallenden 
Gleichungen  4)  bat  man  ebenso  viel 
Gleichungen  2)  und  ihre  zweiten  Diffe- 
renzialgleichungen : 


Ans  diesen  in  Verbindung  mit  den  Glei- 
chungen 4)  kann  man  dann  wieder  alle 

Ausdrücke  — . berechnen,  und  zwar 
nehmen  dieselben  die  Form  an: 

d'(, 

6>  -jpr-  U,  + A,,1ii+Atr.  *»  + ••• 
wo  die  Grössen  U * die  Form  haben : 

U,  = “l^S  +“.*,s  +«1^,  + ... 

also  wio  die  Y sehr  klein  sind,  die  Coef- 
firienten  a sind  Constanten  in  Bezug 
auf  die  Zeit.  Die  Gleichungen  sind 
lineare. 

Ein  besonderer  Fall  ist  es,  wenn  nur 
die  Funkte,  welche  einander  sehr  nahe 
sind,  eine  Einwirkung  auf  einander  aus- 
Qben,  in  diesem  Falle  werden  die  Diffe- 
renzialquotienten der  { in  Bezug  auf 
n,  o,,  a,  rechts  Vorkommen,  und  die 
Gleichungen  also  partielle  sein. 

Setzen  wir  zunächst 

y,  = **=■••  = o, 

also  auch  (J*  =0,  d.  h.  geben  wir  den 


materiellen  Punkten  nur  eine  Verrückung 
und  Anfangsgeschwindigkeit. 

Sind  dann 


partikulare  Integrale,  so  ist  bekanntlich 

ff  ={(*)+ {«+... 

das  allgemeine  Integral  und  auch  die 
Summe  der  Anfangawerthe  der  partiku- 
lären Integrale  wird  offenbar  dem  An- 
fangswerthe  des  allgemeinen  Integrals 
gleich  sein. 

Da  aber  die  f die  Projectionen  der  Ver- 
rückung sind,  und  die  Addition  der  Pro- 
jectionen verschiedener  Kräfte  auf  eine 
Coordinatcnaxc  die  entsprechende  Com- 
ponente  der  Mittelkraft  gibt,  und  auch 

+ d ff } 

dt  ~~  dt  ~di  ^ * * * 
ist,  so  hat  man  folgenden  wichtigen  Satz : 

„Wenn  die  Verrückung,  wel- 
che ein  Anfang  8 zus  tand  erzeugt, 
aus  mehreren  andern  Verrük- 
kungen  resultirt,  so  erhält  mau 
die  Wege  und  die  Geschwindig- 
keit der  einzelnen  Atome  zu 
jeder  Zeit,  wenn  man  die  aus 
den  entsprechenden  Anfangszu- 
stünden  resulti  renden  Wege  und 
Geschwindigkeiten  gleich  wio 
Kräfte  zusammensetzt.“ 

Dieser  Satz  wird  der  vonderUcber- 
einanderlagerung  der  kleinen 
Schwingungen  genannt.  Er  lehrt,  dass 
sich  mehrere  Schwingungen,  die  ein  System 
angreifen,  nicht  stören,  sondern  dass  die 
einzelnen  gleichzeitig  neben  einander  auf 
die  einzelnen  Massenpunkte  wirken. 

29* 
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Seien  jetzt  die  Grössen  y nicht  gleich  läge  gleich  der  Bewegung  in 
Null,  aber,  wie  ja  überhaupt  die  Kr&fte  Bezug  auf  die  alte  Gleichge- 
in  der  Natur,  mögen  sic  nur  die  Coor-  wichts läge  ohne  Ilinzutritt  der 
dinaten,  nicht  die  Zeit,  entwickelt  ent-  neuen  Kräfte,  wenn  man  dem 
halten.  Da  übrigens  V sehr  klein  ist,  System  einen  A n fan  g s z u s ta n d 
^ * gibt,  welcher  in  Bezug  auf  die 

alte  Gleichgewichtslage  »ich 
so  verhält  wie  der  gegebene  in 


•) 


Bezug  auf  die  neue. 

Man  kann  aber  offenbar  auch  setzen: 

’»  = f»+ v 


so  kann  man  statt: 

V,  (*„ 

mit  Vernachlässigung  von  unendlich  klei- 
nen Grossen  zweiter  Ordnung: 

{/,(«„<*, ...) 

schreiben,  so  das,  auch  die  Grössen  V we"n  die  Anfangswcrtbe  von  ,f  und 
Constanten  sind.  dy* 

Den  Gleichungen  5)  lässt  sich  dann  den  wirklichen  Anfangsverrückungen, 
dieselbe  Form  geben,  als  wenn  UzzO  dl 

* wenn  ferner  der  Anfangswerth  von 
w&rc.  Denn  setzen  wir:  ^ 

li  = “i  + 9i>  fs  = a»  + H»’  ,»  = — n 

wo  «,  . . . Constanten  sind,  und 
bestimmen  dies  durch  die  3n  Gleichungen : genommen  wird.  Da  = wrar. 


und  von  = 0 
« t 


6)  U,+  A,'itti+A,tin*+  ■ 

so  ergibt  sich : 

7) 


dl 


r = \l’li  + A,,iV>  + 


= 0,  Nun  ist  o + Ss  die  Verrückung  von 

der  alten  Gleichgewichtslage  unter  Ein- 
fluss der  neuen  Kräfte  aber  ohne  An- 
fangsverrückung und  Geschwindigkeit. 
t)  ist  der  Werth,  der  sich  aus  den  Glei- 

als  die  Ent- 


Für  die  r;  gilt  derselbe  Satz,  wie  für  ebungen  5)  für  |(  ergibt 


die  f,  dass  nämlich: 


i f2')  partielle  Integrale 


ist,  wenn 

vorstellen,  und  offenbar  haben  die  t/  die- 
selben Wcrthe  wie  vorhin  die  f,  wenn 
dieAnfangszustände  übereinstimmen.  Nun 


fernung  von  der  alten  Gleichgewichts- 
lage, die  aus  dem  wirklichen  Anfangs- 
zustand  mit  Hinweglassnng  der  neuen 
Kräfte  »ich  ergibt,  und  da 

ist,  so  hat  man  nachfolgenden  Satz: 

Die  Bewegung  setzt  sich  au» 


wird  durch  Einführung  der  Kräfte  Y zwei  andern  zusammen,  deren 
_ ...  1 eine  aus  den  gegebenen  Anfangs- 
offenbar die  Gleichgewichtslage  eine  an-  - — - - - 

derc,  als  die,  welcho  für  Y . ~ 0 statt- 


zuständen  ohne  Einführung  der 
neuen  Kr&fte,  die  audero  aus 


fand,  und  für  diese  neue  Gleichgewichts-  diesen  Kräften  ohne  Anfangs- 
lage wird  s durch  die  Gleichungen  6)  bc-  Änderung  der  Lage  und  ohne  An- 
stimmt, wie  der  Vergleich  derselben  mit  f a ngs gsges ch w i nd igke i t sich  er- 
Gleichung  6)  zeigt.  Für  dio  neue  Gleich-  gibt.  , 


gcwichtslage  ist  somit: 


Beide  Bewegungen  können  in  unend- 


l = a , {,  = o,  . . .,  i)i  = h = • • ‘ = 0,  lieh  viel  andre  zerfallen,  die  man  wie 
1 " 1 ’ , Kr&fte  zusammensetzt.  Für  die  erstere 


die  Anfangswcrtho  von  — und  — sind 


ist  dies  oben  bewiesen,  für  die  letztere 
bemerke  man,  dass  U in  eine  Anzahl 
ferner  selbstverständlich  gleich,  und  die  Thcile  zerlegt  werden  kann,  nimmt  man 
Anfangswcrthe  von  ^ denen  von  ver-  jHvon  die  ersten,  dann  dio  zweiten 

mindert  um  « , also:  Theile  n.sw.,  »o  geben,  da  die  OM- 

* chungen  6)  linear  sind,  die  Summen  der 

Wird  ein  System  aus  seiner  sich  so  ergebenden  partikularen  Werthe 
stabilen  Gleichgewichtslage  sehr  der  n...  die  Gcsammtwerthe  dieser 
wenig  mit  Einführung  sehr  klei-  Grössen.  Die  so  gefundenen  Wcrthe 
ner  Kräfte  verrückt,  so  ist  die  von  rr,  . . . bilden  dann  die  durch 
Bewegung  der  Punkte  in  Bezug  die  neuen  Kräfte  bewirkten  Gcsammt- 
auf  die  neue  Gleichgewicht»-  Verrückungen. 
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Es  addiren  sich  somit  [dio  von  den 
Thcilon  der  neuen  Kräfto  erzeugten 
Wirkungen. 

Offenbar  lassen  sieh  für  die  Gleichun- 
gen 5)  particuläre  Integrale  von  der 
Form  finden : 

f,  = C,  sin  (rf  + u) 

wo  C , r,  a Constanten  sind.  Setzt  man 

diese  Werthe  in  5)  ein,  so  erhält  man 
Gleichungen,  die  in  Bezug  auf  die  Cf 

linear  sind,  und  dieselben  bis  auf  eine 
CL  bestimmen.  Die  noch  übrig  blei- 
bende Gleichung  ist  nach  Elimination  der 
C (vergleiche  den  Artikel:  Zurückfah- 
rung der  Differenzialgleichungen  anf  Qua- 
draturen) in  Bezug  auf  r ■'  von  der  Ord- 
nung k,  welche  die  Anzahl  der  Glei- 
chungen 5)  vorstcllt.  Im  vorliegenden 
Falle  des  stabilen  Gleichgewichts  müssen 
die  Wurzeln  dieser  Gleichung  alle  po- 
sitiv sein,  weil  sonst  Exponentialgrfissen 
Vorkommen  und  dio  nicht  mehr  sehr 
klein  blieben.  Die  3 n positiven  Werthe 
von  r (die  negativen  geben  nichts  Neues) 
geben  8«  Werthe  für  jedes  ((  und  die 

Summe  derselben  ist  das  vollständige 
Integral , welches  also  6n  willkürliche 
Constanten  enthalten  muss;  in  der  That 
sind  dies  die  Werthe  von  C,  und  vi, 
welche  jedem  der  Systeme  angchürten. 
Diese  werden  durch  die  Anfangszuständc 
bestimmt.  — 

Jedem  Gliede  von  : Cf  sin  (rf-f-u)  ent- 
spricht in  Bezug  auf  Cy  sin  (rf  -f  u). 

Dies  sind  Ausdrücke  analog  den  in  der 
Theorie  des  Pendels  vorkommenden,  man 
kann  daher  nach  Helmholz’s  Vorgänge 
die  Bewegungen,  welche  sic  ergeben,  als 
Pendelschwingungen  bezeichnen.  Sind 
die  Projectionen  der 

Verrückungen  eines  Punktes,  so  ist: 

Dies  zeigt , dass  die  Bewegung  eine 
gradlinige  ist. 

Jede  Bewegung  besteht  aus 
einer  Anzahl  v on  Pe nd elsehw i n- 
gungen,  welche  gleich  der  An- 
zahl der  un abhängi gen  Coordi - 
naten  ist.  Diese  Pendelschwin- 
gungen haben  für  die  einzelnen 
Punkte  dieselbe  Periode,  und 
sind  als  gradlinig  zu  betrachten. 

Es  ist  auch  leicht  zu  sehen , dass 
wenn  die  r commensurabel  sind,  das 
System  dieselben  Zustände  durchläuft. 


Schwingungen  elastischer  Körper. 
(Dynamik.) 

1)  Entwicklung  der  Gleichun- 
gen dor  Elasticität. 

Zwischen  den  Theilcn  eines  Körpers 
wirken  bekanntlich  gewisse  innere  Kräfte, 
welche  man  Molckularkräfte  nennt,  und 
die  dor  Art  sind,  dass  sic  nur  in  solchen 
Entfernungen  eine  Wirkung  ausüben, 
welche  eine  sehr  kleine  Entfernung  von 
einander  haben.  Diese  Entfernung  nennt 
mau  Molekularsphärc. 

Ein  Körper  heisst  nun  elastisch,  wenn 
ihn  die  Molekularkräfte  in  einem  stabilen 
Gleichgewichtszustände  erhalten,  derart, 
dass  eine  Deformation  der  Thcile  die 
Molekularkräftc  so  ändert,  dass  die  er- 
stcren  zu  kleinen  Schwingungen  um  ihre 
ursprüngliche  Lage  veranlasst  werden, 
wenn  nicht  neue  äussere  Kräfte  hinzu- 
treten, welche  ihn  in  der  veränderten 
Lago  in  Gleichgewicht  halten.  Ein  elas- 
tischer Körper  ist  also  gegen  die  in  ihm 
wirkenden  inneren  Kräfte  stabil.  Die 
Molekularkräfte  oder  vielmehr  die  Ab- 
nnd  Zunahmen  in  denselben,  welche 
durch  die  Deformation  bewirkt  werden, 
nennen  wir  elastische  Kräfte.  Die  Art, 
wie  dieselbe  zu  messen  ist,  wird  später 
gezeigt  werden.  Auf  directc  Weise  ist 
dies  nämlich  aus  dem  Grunde  nicht  mög- 
lich, weil  wir  über  die  Natur  und  die 
Gesetze  der  Molekularkräftc  im  Allge- 
meinen nur  sohr  wenig  wissen,  und  da- 
her in  Bezug  auf  die  Elasticität  nur  auf 
die  Wirkungen  derselben  angewiesen 
sind.  Denken  wir  uns  einen  beliebigen 
Punkt  3/  des  Körpers  als  Mittelpunkt 
einer  Kugel,  deren  Radius  r der  der 
Molckularsphäre  ist.  Legen  wir  durch  M 
eine  Ebene  E,  welche  die  Kugel  in  zwei 
Theile  A und  B theilt.  Von  dieser 
Ebene  betrachten  wir  ein  Element  dE , 
in  welchen  M liegt  als  Basis  eines  Cy- 
linders,  dessen  Höhe  gleich  r ist,  und 
der  in  A liegt,  bo  werden  alle  Punkte, 
welche  auf  diesen  Cylindcr  eine  Einwir- 
kung Busüben,  und  auf  der  Seite  der 
Ebene  E liegen,  wo  sich  der  erstcre 
nicht  befindet,  in  dem  Theile  B der 
Kugel  enthalten  sein.  Die  Einwirkun- 
gen setzten  sich  nach  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  zu  einer  Mittelkraft 
HdE  zusammen.  Diese  Grösse  durch 
das  Element  dE  dividirt,  also  //,  bezeich- 
nen wir  als  „ Einheit  der  elastischen 
Kraft,“  welche  im  Punkt  M auf  die 
Ebene  E wirkt.  Die  Einheit  der  elasti- 
schen Kraft  ist  also  von  der  Lage  der 
Ebene  E abhängig. 

Es  handelt  sich  jetzt  um  dio  Aufstcl- 
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lang  der  allgemeinen  Gleichgcwichtsglci- 
chungcn  der  Klasticität.  Wir  denken 
uns  den  Körper  in  Parallelepipeda  gc- 
theilt,  von  sehr  kleinen  Dimensionen, 
und  deren  Seiten  den  Coordinatcnaxen 
parallel  sind,  nnd  suchen  die  Bedingun- 
gen, unter  welchen  ein  solches  Fnrallel- 
epipedon  im  Gleichgewichte  ist.  Die 
Punkte  desselben  werden  angegriffen : 
1)  von  gewissen  'äusseren  Kräften,  von 
denen  wir  annchmcn  können,  dass  sic 
für  alle  Punkte  des  Parallelepipedon, 
wegen  seiner  Kleinheit  gleichmässig  sind. 
(Sind  also  die  Componenten  der  auf  die 
Einheit  ausgeübten  äusseren  Kräfte  be- 
züglich X,  y,  Z,  so  sind  die  Summen 
derselben,  welche  auf  alle  Punkte  des 
Parallclepipedons  wirken,  wenn  dx,  dy, 
di  die  Seiten  desselben  sind,  p die  Dich- 
tigkeitist, bezüglich  {tXdrdydi,  gYdxdydi, 
pZrfxrfyrfs);  2)  von  den  Molekularkraftcn, 
welche  zwischen  je  zwei  Punkten  des 
Parallclepipedons  wirken,  nnd  von  denen 
wir  nur  wissen,  dass  sie  in  der  Richtung 
der  Verbindungslinie  je  zweier  Punkto 
wirken,  und  von  der  Entfernung  der- 
selben von  einander  allein  abhängig  sind; 
3)  von  den  Elasticitätskräften,  die  auf 
die  Bcgrcnznngscbcnc  des  Parallelepipe- 
dons  wirken;  auch  von  diesen  ist  anzu- 
nehmen, dass  sic  für  alle  Punkto  der- 
selben Grenzebene  einander  gleich  sind. 
Die  Einheiten  dieser  Elasticitätskr&ftc 
zerlegen  wir  wieder  nach  den  Axcn  in 
jo  drei  Componenten  und  seien  diesel- 
ben bezüglich  ; 

A,  fi,  C,  Av  fi|(  C,,  d,,  ß,,  C, 

in  Bezug  auf  die  VZ,  ZX,  -VV  paral- 
lele Ebene,  welche  vom  Anfangspunkt 
am  weitesten  entfernt  ist;  in  der  gegen- 
überliegenden Grcnzcbeno  werden  dann 
auf  die  bezüglich  nächsten  Parallelcpipeda 
Elasticitätskräfte  wirken,  deren  Einheiten 


dx  dy,  zu  multiplicircn  und  dann  die 
nach  einer  Axc  hingcrichteten  zu  addiren. 
So  erhält  man  die  Componenten,  die  be- 
züglich nach  der  Axe  der  x,  y,  » ge- 
richtet sind,  gleich; 

^ dx  du  dz,  dx  dy  di,  dx  dy  dz, 
a x oy  dl 

dB  . . , dB  dB,  , . , 

- — dx  du  dz,  . 1 dx  du  dz,  — dx  dy  dz, 
dx  * dy  3 ’ oz  3 

dC  . . . dC  dC>J  J 

— dx  dy  dz,  -J^-tedy  di,  dx  dy  di. 

Als  Glcichgewichtsgleichungen  sind  nur 
solche  zu  gebrauchen,  welche  die  innern 
Kräfte,  die  die  Punkte  des  Parallelepi- 
pedons  gegen  einander  ausüben,  nicht 
enthalten.  Solcher  Gleichungen  gibt  es 
sechs,  cs  sind  die,  welche  zugleich  für 
das  Gleichgewicht  fester  Körper  gelten, 
wenn  man  die  eben  bezeichnten  innern 
Kräfte  nicht  berücksichtigt.  Es  ist  dies 
ein  wichtiges  Prinzip,  welches  man  ge- 
wöhnlich so  ausdrückt. 

„Ein  in  Gleichgewicht  befindliches  Sy- 
stem bleibt  in  solchem,  wenn  man  einen 
beliebigen  Theil  des  Systems  sich  fest 
denkt.“ 

Indess  ist  dies  Prinzip  nicht,  wie  ge- 
wöhnlich angenommen  wird,  selbstver- 
ständlich, sondern  folgt  erst  daraus,  dass 
bei  Systemen  von  den  angegebenen  Ei- 
genschaften, die  drei  Gleichungen  von 
der  Erhaltung  des  Schwerpunkts  und 
die  von  der  Erhaltung  der  Flächen  statt- 
finden, aus  welchen  die  innern  Kräfte 
eliminirt  sind,  und  welche  im  Uebrigcn 
mit  den  für  feste  Körper  bestehenden 
Gleichungen  übereinstimmen.  Wir  glaub- 
ten diesen  Gegenstand  etwas  genauer 
erörtern  zu  müssen,  um  eine  Schwierig- 
keit zu  vermeiden,  die  unsere  Wissens 
sämmtlichc  Werke  mechanischen  Inhaltes 


A-'^dx,  B-dJdx,  C-fjx, 

. dAt  r °C'  j, 

A,--g^dz,  B,--^-d,, 

uml  wegen  der  Glciehhoit  der  Wirkung 
und  Gegenwirkung  sind  dieselben  Elnsti- 
citätskräftc  jedoch  mit  umgekehrten 
Vorzeichen  nach  den  Punkten  des 


überspringen. 

Die  drei  Gleichungen  der  Erhaltung 
des  Schwerpunktes  sind  nun  in  unserm 
Falle ; 

« i'x+“+^r+i 

tz  + i?+£+£=o. 


betrachteten  Parallclepipedons  selbst  ge-  Bei  diesen  Gleichungen  ist,  wie  aus- 
richtct.  Um  die  Summe  dieser  Kräfte,  drücklich  zu  bemerken',  auf  die  Natur 
welche  sich  auf  das  Parallelepipedon  der  Elasticität  gar  nicht  cingcgangcn ; 
selbst  erstrecken,  zu  haben,  sind  diese  sie  würden  richtig  6ein,  welcher  Art 
Ausdrücke  bezüglich  mit  dy  dt , dx  dz,  diese  Kräfte  auch  wären,  vorausgesetzt. 
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dass  sie  ins  Gebiet  der  Molekularkräfte 
fallen. 

Die  drei  andern  Gleichungen  drücken 
aus,  dass  die  Momente  der  eintelnen 
Kräfte  senkrecht  auf  den  drei  Axen  der 
Null  gleich  sind. 

Nehmen  wir  als  Momentenaxc  die  der 
Axc  der  z gleich  gerichtete  Grade,  wel- 
che durch  den  Mittelpunkt  oder,  wns  hier 
daaselbo  ist,  den  Schwerpunkt  des  Pa- 
rallelepipedons  geht. 

Denken  wir  dann  das  Parallelepipe- 
don  uns  fest,  so  gehen  die  Resultanten 
der  'ausseren  Kräfte  alle  durch  diesen 
Schwerpunkt,  fallen  also  aus  der  Mo- 
mentensummc  aus.  Die  Kräfte,  die  auf 
die  Grenzflächen  wirken,  vereinigen  sich 
in  dem  Mittelpunkte  derselben,  die  Kräfte, 
die  auf  die  auf  X senkrechten  beiden  Grenz- 
flächen wirken,  gehen  also  durch  die 
Axe  und  geben  ebenfalls  die  Momente 
Null;  von  den  übrigen  sind: 

•*1»  “ Ai+~öy'd!l’ 

-A,+Qät 

der  Axe  parallel. 


man  in  derselben  Weise  wie  die  erste, 
wenn  man  die  Momentenaxc  bezüglich 
den  Axen  der  y and  s parallel  nimmt. 
* Die  Gleichungen  2)  haben  einen 
wesentlich  andern  Charakter  als  die 
Gleichungen  1).  Bei  ihnen  ist  näm- 
lich auf  die  Eigenschaften  der  Elastici- 
tätskr&fte  bereits  cingcgangen.  Da  näm- 
lich aus  diesen  Gleichungen  die  äussern 
Kräfte  ganz  ausfallen,  so  sind  es  ledig- 
lich Bedingungsgleichungen,  welche  er- 
füllt werden  müssen,  wenn  anders  die 
Elasticität  in  Verbindung  mit  äussern  auf 
den  Körper  wirkenden  Kräften  unter 
Umständen  im  Stande  ist,  den  deforms- 
ten Körper  in  Gleichgewicht  zu  halten. 
Dass  der  Elasticität  diese  Eigenschaft 
zukommt,  ist  als  durch  die  Erfahrung 
bestätigt  zu  betrachten. 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  geben  nun: 


dA  , 

dB 

dC 

<?* 

+ 

d^  + 

dy 

+ 

di 

dB 

dB. 

+ 

dC, 

er 

+ 

d^  + 

V 

dz 

ez 

dC 

dC. 

dC , 

+ 

rx  + 

dy 

+ 

di 

c”  -6’>  + ^rrfs’ 


gehen  durch  die  Axe,  also  auch  diese 
Kräfte  haben  die  Momente  Null.  Ks 
bleiben  also  nur  noch  übrig : 


C*’  _C’ 


Wenn  der  Körper  in  Bewegung  ist,  so 
sind  die  änssern  Kräfte  X,  Y,  7.  zu  er- 
setzen durch  die  verlornen  Kräfte: 


dl *’ 


Diese  Gleichungen  gelten  für  das  In- 
nere des  Körpers,  was  aber  die  Ober- 
fläche anbetrifft,  so  lässt  sich  nicht  bei 
jeder  Gestalt  derselben  der  Körper  in 
Parallele, pipeda  zerlegen.  Wohl  nber 
findet  in  jedem  Falle  auch  an  der  Ober- 
fläche eine  Zerlegung  in  Tetraeder  statt, 


welche  bezüglich  die  Entfernungen  von  wo  drei  Kanten  bezüglich  den  Coordi- 
der  Axe  haben : natenaxen  parallel  genommen  werden 


dy  (ly  dz  di 

¥’  2 ’ T’  - T; 


können.  Es  sind  also  die  Gleichungen 
für  das  Gleichgewicht  nnd  die  Bewegung 
eines  solchen  noch  aufsnsnehen.  In  die- 


mit  Vernachlässigung  des  unendlich  Klei- 
nen zweiter  Ordnung  erhält  man  dann: 
wenn  man  auf  den  Sinn,  in  welchen  die 
Kräfte  eine  Drehung  um  die  Axe  be- 
wirken würden,  Rücksicht  nimmt,  und  die 
Krafteinheit  mit  dz  dt  oder  dz  dy  mnl- 
tiplicirt,  je  nachdem  die  Ebenen,  auf 
welche  sie  wirken,  den  Axen  der  z und 
y parallel  sind: 

26’,  dz  dy  di  — 2 ß,  dz  dy  dz  = 0, 
d h.: 

2)  C,=B,,  C-A„  B = At. 

Die  beides  letztes  Glcichunges  erhält 


sem  Falle  sind  die  der  z Axe  parallelen 
Componenten  der  Elasticitätskräfte,  wel- 
che auf  die  drei  den  Coordinatenebencn 
parallelen  Tetraederflächen  wirken  be- 
züglich : 

A dy  dz  A , dz  di  A,  dz  dy 
2 ’ 2 ’ 2 ’ 

auf  die  vierte  Fläche  mögen  Kräfte  wir- 
ken, deren  Einheit  die  Componenten  hat, 
V,  V,  II';  ist  y der  Flächeninhalt  dieser 
vierten  Fläche,  «,  ß,  y die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  ihre  Normale  mit  den 
Axen  macht,  so  ist: 
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vß  = 


dx  di 


dx  du 

^=V- 


dx  dz 
Es  ist  nun  : 

,,  Adudi  R dx  dz  C du  di 

-IV  + -I-  + — + -f- 

-f-  qX  dx  di/  di  = 0 ; 
für  -V  wäre  im  Falle  der  Bewegung 
d'x 


X - 


dt' 


zu  setzen.  Dieser  Ausdruck  verschwin- 
det aber,  da  er  mit  dx  dy  dz  mulliplicirt 
ist,  gegen  die  unendlich  Kleinen  zweiter 
Ordnung,  y,  dy  dz  u.  s.  w.,  also  mit 

Berücksichtigung  der  Werthc  von 

u.  s.  w.,  erhält  man,  wenn  mau  auch  die 
Gleichungen  für  die  andern  Componentcn 
bildet: 


4)  Aa+Bß  + Cy  =V, 
Ba+  B,ß+C,y  = V 
Cn+  C,jS  + C,y  = W. 


Es  sind  dies  ebenfalls  Gleichungen,  welche 
die  Elasticitätskräftc  erfüllen  müssen, 
vermöge  ihrer  Eigenschaft,  in  Verbindung 
mit  äusseren  Kräften  den  Körper  in 
Gleichgewicht  halten  zu  können. 

Diese  Gleichungen  repr&scntiren  übri- 
gens noch  eine  wichtige  Eigenschaft  der 
Elasticitätskräfte. 

Mögen  lf„  F,,  VF,  die  Componentcn 
der  Elasticitätskraft  sein,  welche  auf  ir- 
gend eine  Ebene  wirkt,  welcho  mit  den 
Coordinatencbenen  Winkel  macht,  deren 
Cosinus  «n  ßt,  y,  sein  sollen,  dann  ist: 

A«14-Bl3,  + Cy,  = Ut 
Bal  + B,ß,  4-  C,y,  = Vl 
C«,  + Clßl  + C,y,  = W,, 

wenn  nämlich  diese  Ebene  mit  dem  oben 
betrachteten  Tetraeder  durch  denselben 
Punkt  geht. 

Multiplicircn  wir  nun  dieso  Gleichun- 
gen bezüglich  mit  «,  ß,  y und  addiren, 
mnltplicircn  dann  ferner  die  Gleichun- 
gen 4)  bezüglich  mit  «,,  ßlt  y , und  ad- 
diren ebenfalls,  so  ergibt  eich  durch  Ver- 
gleich beider  Systeme: 

Vi°+Y,P+W>y=  U„t+  Vßt+  Wy„ 
d.  h.: 

„Wenn  man  die  Elasticitätskraft  von 
E und  E,,  welche  in  einem  Pnqkte  auf 
zwei  durch  derselben  gehende  Ebene 
wirken,  jede  nach  der  Normalo  der  an- 
dern Ebene  zerlegt,  so  sind  die  Resul- 
tate gleich.“ 


Die  Gleichungen  der  Elasticität  hän- 
gen nunmehr  von  den  sechs  Functionen 
./,  B,  B „ (',  C„  C,  ab.  Um  diese  zu 
bestimmen,  bedarf  man  neuer  Eigen- 
schaften der  Elasticitätskräfte. 

Sei  r die  Entfernung  zweier  mate- 
riellen Punkte  von  einander,  tritt  eine  De- 
formation ein,  so  wird  diese  Entfernung 
r-f-p  sein,  und  die  Elasticilätswirkung, 
welche  zwischen  beiden  Punkten  statt- 
findet, irgend  wie  von  p abhängen,  also 
die  Form  haben: 

M = <*o  +aiQ  + aiQ  + <*«<?*  4*  • • . 
Da  aber,  falls  keine  Deformation  eintriti. 
M — 0 ist  und  wegen  des  kleinen  Wer- 
thes  von  q die  höhern  Potenzen  ver- 
nachlässigt werden  können,  so  ist  zu 
setzen : 

M = aq  = qf  (r), 

da  a auf  irgend  eine  Weise  von  r ab- 
hängen wird.  D.  h.  die  Elasticitatswir- 
kung  zwischen  zwei  Punkten  ist  der  Zu- 
nahme ihrer  Entfernung  proportional. 

Seien  nun  vor  der  Deformation  die 
Coordinatcn  eines  Punktes  x,  y,  z,  nach 
derselben  x-fu,  y + e,  s + ir,  so  ist 
wenn  man  die  Zunahme  für  einen  be- 
nachbarten Punkt  mit  dx,  dy,  dz,  du, 
dt,  dtt  bezeichnet: 

(r  + v)*  = (<**+  dy)'  + ( dy  + dt)' 

+ (dz  4-  die)', 

aber  u,  v,  ic  sind  verschwindend  klein 
gegen  x,  y,  z,  also  auch  du,  dr,  du-,  p 
gegen  dx,  dy,  dz,  r;  berücksichtigt  man 
noch  die  Gleichung: 

r*  = dx ' -{-dy1  + di', 
so  kommt : 

rp  = dx  du  +dy  dt  4-  dz  du, 

oder: 

_ dx'  du  dy'  dr  dz'  die 

^ r dx  r dy  r dz 

, dydz(dy  , dir^  , dzdx[ die  du\ 

r \dz  dy/  r \dx  "**  d»/ 
dx  dy  (du  de\ 

+ r \dy  + dx/' 

Da  dio  Deformationen  nur  gering  sind, 
. du  du 

so  sind  auch  nur  sehr  kleine 

dx  dy 

Grössen. 

Denkt  man  sich  jetzt  wieder  ein  Ele- 
ment einer  Ebene  und  einen  durch  das 
Element  gehenden  auf  der  Ebene  senk- 
rechten Cyünder,  so  werdeu  die  Anzie- 
hungen, welche  von  der  Molekularsphäre, 
um  welche  sich  der  Cylinder  nicht  bc- 
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findet,  auf  diesen  nusgeübt  werden,  alle 
die  Form  q f {>')  haben,  die  entsprechen- 
den Werthc  von  g werden  sich  nur  durch 
die  verschiedenen  Wertho  von  dx,  dy, 
di,  r unterscheiden,  die  Elasticitätskraft, 
welche  auf  unsere  Ebene  in  dem  betrach- 
teten Funkte  wirkt,  hat  also  die  Form 
-2p /'(r),  ihre  Componcntcn  werden  daraus 
gefunden,  indem  man  mit  dem  Cosinus 
der  Winkel  multiplicirt,  welche  diese 
Kraft  mit  den  Axcn  macht;  berücksicht 
man  also  den  Werth  von  p,  so  haben 
diese  Componenten,  d.  b.  die  Ausdrücke: 
A , B,  Ä,,  C,  Ct,  C,  die  :gcmcinscbaft- 
liche  Form: 


5) 


Die  Cocfficientcn  M,  N ...  sind  natürlich 
für  jede  der  sechs  Componenten  andere. 
Sie  sind  im  Allgemeinen  abhängig,  von 
der  Art  wie  die  Moleküle  gelagert  sind. 
Nehmen  wir  an,  dass  diese  Art  der 
Lagerung  in  allen  Punkten  dieselbe  ist, 
so  sind  diese  Coefficienten  constant,  und 
diese  Annahme  ist  hier  zu  machen 

Die  Gleichungen  3),  4)  und  5)  sind 
nun  die  allgemeinsten  der  Elasticität. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  die  Elasticitäts- 
kraft  des  Körpers  wäre  constant  für 
alle  Richtungen,  d.  h.  sie  wirke  gleich- 
massig  für  alle  Ebenen,  die  durch  einen 
Punkt  gehen.  Der  Körper  muss  dann 
auch  homogen  sein.  Diese  Annahme 
ist  natürlich  nicht  gestattet  für  Crystalle 
die  dem  regelmässigen  Systeme  nicht 
angehören. 

Um  die  Gleichungen  für  den  angege- 
benen Fall  zu  finden,  gehen  wir  von 
einfachen  Fällen  aus,  wie  sie  sieb  aus 
der  Erfahrung  ergeben. 

Sei  die  Deformation  bestimmt  durch 
die  Gleichungen : 

u = 0,  u = 0,  ic  = yz, 
wo  g constant  ist. 


Durch  Punkt  M legen  wir  eine  Ebene 
parallel  der  ys,  und  einen  dünnen  Cy- 


linder  senkrecht  auf  derselben.  Ein 
Punkt  1 V dieses  Cylinders  mögo  die  Co- 
ordinaten  x,  y,  z haben.  Zu  jedem  Punkte 
JV ,,  der  auf  diesen  Cylinder  einwirkt, 
und  dio  Coordinaten  x 4-  A,  y + k,  z + l 
hat,  gibt  cs  nun  einen  andern  JV,,  dessen 
Coordinaten  sind  x + A , y — A , z + f, 
beide  auf  der  Seite  der  Ebene,  wo  der 
Cylinder  nicht  liegt ; nach  der  Deforma- 
tion sind  dann  für  die  droi  Punkte  be- 
züglich: 

tc  = gz,  w-g(i  + l),  w = g’(z  — I). 

Aber  wenn  man  die  Entfernungen  der 
Punkte  N,  IV,  sowie  IV,  IV,  mit  r,  ihre 
Zunahme  nach  der  Deformation  mit  p be- 
zeichnet, so  ist: 

r*=A>  + A»+f\  rg=gl*. 

Die  Elasticitätakraft  p f (r)  beider  Punkte 
iV,  und  .V,  auf  JV,  also  auf  den  ganzen 
Cylinder  ist  dieselbe. 

Die  Winkel,  welche  dio  Richtungen  r 
mit  den  Axcn  machen,  haben  die  Cosinus 

i-  1 , es  werden  also  die  y 

r — r — r 

und  z parallelen  Componenten  sich  he- 
ben, d.  h.  B und  C der  Null  gleich  sein, 
oder  die  auf  einer  ys  parallelen  Ebene 
wirkenden  Elasticitätskraft  steht  auf  dieser 
Ebene  senkrecht. 

Nehmen  wir  jetzt  einen  zweiten  Fall. 

Die  Erfahrung  zeigt,  dass  dio  Defor- 
mation bestimmt  sein  kann  durch  die 
Gleichungen : 

tt  = — a>yz,  t = «oxz,  ic  = 0, 
wo  n constant  ist. 

Wir  betrachten  jetzt  einen  Punkt  M 
in  der  Ebene  der  Xi  und  legen  durch 
denselben  eine  zweite  Ebene  parallel  der 
der  yz.  Senkrecht  auf  einem  Element 
derselben,  welches  durch  Punkt  M geht, 
werde  ein  Cylinder  gedacht,  dessen  Axe 
also  der  x parallel  ist.  Ein  beliebiger 
Punkt  IV  dieses  Cylinders  habe  die 
Coordinaten  x,  o,  z.  Seien  x',  y',  z' 
die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der 
andern  Seite  der  Ebene,  so  werden  vier 
Punkte  auf  dieser  Seite  der  Ebene  sym- 
metrisch um  die  Axe  der  x liegen,  so 
dass  man  hat,  wenn  diese  vier  Punkte 
mit  IV,,  JV„  JV,  bezeichnet  werden: 


X* 

y’ 

x'-x, 

W-1 

JV, 

x + A, 

*. 

»+» 

A 

k 

1 

JV, 

x + A. 

s -j-  / 

A 

— k 

l 

JV, 

x-f  At 

*, 

* 4*  1 

A 

k 

-l 

JV. 

x-f  A, 

-*l 

*+l 

A 

-k 

-l 
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Seien  ferner  u’,  ic'  dio  Aenderungen  der  Coordinatcn  dieser  Tier  Punkte 
nach  der  Deformation,  u,  r,  tc  die  des  Punktes  AT,  es  ist  dann  ir'  = w = 0 und 
auch  y = 0.  Ist  ferner  wieder  r die  Entfernung  eines  der  vier  Punkte  von  N, 
q der  Zuwachs  derselben  nach  der  Dcformirung,  so  ist: 
r»  = (y  - x)>  + (y’  - y)>  + (*'  - *)» 
rp  = (*'  — *)  (u'  — u)  + (y’  — y)  (»'  — v). 

Es  wird  also  r für  alle  vier  Punkto  gleich  sein,  nämlich: 

r = V'*’  + **  + /*, 

ferner  ist : 


M 9 — «lt 

e'-e, 

r<? 

N, 

— u>k  (»  -f- 1) 

toi  (x  h)  -j-  wAt 

tuklx 

N, 

Utk  (s  4*  0 

u/  (*  ■}■  A)  -f  lohl 

— uiklx 

N, 

uik  (z  — t) 

— w/(x  + h)  -f- 

— uiklx 

N* 

- «:*(»  - I) 

— uil(x-\-k)  + t okz 

+ uiklx 

Die  Wcrthc  von  p sind  also  alle  vier 
bis  aufs  Zeichen  gleich,  und  stimmen  auch 
die  Zeichen  bei  Af,  und  Af,  sowie  bei 
N , und  N,  überein.  Die  Elasticitäts- 
kraft,  wclcbo  auf  Punkt  A’  ausgeUbt 
wird,  ist  pf(r),  also  für  alle  Punkte  bis 
aufs  Zeichen  übereinstimmend.  Ihre 
Richtung  ist  die  von  AfA',,  AfiV,,  NNt, 
NN„  die  Cosinus  dieser  Richtungen  mit 
den  Axcn  sind  bezüglich 

x’  —x  y'  — y i'  — t 

r ’ ~r- 

Der  erste  dieses  Ausdrucks  ist  für  alle 
vier  Punkte  gleich,  also  die  entsprechen- 
den Componenten  der  Klasticitätskraft, 
sind  bei  A',  und  JV,  dieselben,  bei  Af, 
und  N , die  entgegengesetzten.  Die 
zweiten  Cosinus  haben  bezüglich  für  Af,, 
Af,  und  Af,,  Af4  negatives  Zeichen,  also 
die  Componenten  sind  bei  ATlt  Nt  positiv, 
bei  AT,  und  Nt  negativ,  die  dritten  Co- 
sinus endlich  haben  Tür  A',,  Af,  positives, 
für  AT,,  ,V,  negatives  Zeichen,  so  dass 
die  Componente  für  AT,  und  N , positiv 
für  AT,  und  Afa  negativ  werden  Das 
Resultat  ist  also,  da  der  Körper  homogen 
ist,  also  die  symmetrisch  liegenden  Punkte 
in  gleicher  Weise  mit  Masse  angefüllt 
sind:  dass  die  Componenten  der  Elastici- 
tätskräfte  auf  Punkt  N und  also  auf 
den  ganzen  Cylinder  Wegfällen,  für  eine 
Ebene,  die  yz  parallel  ist,  und  in  mnem 
Punkte  von  y = 0 ist.  In  dicsemTalle 
ist  also  A = B = C = 0. 

Legen  wir  jetzt  durch  Punkt  M einen 
unendlich  dünnen  Cylinder  parallel  der 
Axc  der  t,  so  hat  ein  beliebiger  Punkt 
N desselben  die  Coordinaten  x,  y,  z, 
betrachten  wir  nur  die  Einwirkung  von 
N,  und  N,,  so  ist  die  Elasticität  p/\r) 
für  beide  wieder  gleich  aber  entgegen- 


gesetzt, nämlich  bezüglich  gleich  + uiklx, 
der  Cosinus  des  Winkels  von  r mit  der 

Axo  der  i gleich  — , also  derselbe.  Die 

z parallelen  Componenten  heben  sich 
also,  d.  h.  cs  ist  C,  = 0. 

Kehren  wir  jetzt  zu  der  allgemeinen 
Form  der  Grössen  A,  B , C,  B ,,  C,,  C, 
zurück,  welche  in  Gleichung  5)  alle  bis 
auf  dio  Coefßcientcn  gegeben  waren. 
Betrachten  wir  zuerst  die  Componente  A 
der  elastischen  Kraft,  welche  der  Axe 
der  x gleichgerichtet  und  auf  einer  der 
yz  parallelen  Ebene  wirkt,  so  werden  in 
dem  Ausdrucke  von  A,  v und  w sich 
wegen  der  Homogenität  des  Körpers 
ganz  gleichmässig  verhalten,  cs  werden 

a]s0  — , ^ gleiche  Coefßcientcn  haben, 
i)y’  dz  ° 

, die  du  .de  d« . 

eben  so  ■; — 1-  t-  und  x-  + x~-: 
dx  dz  dx  dy 

Achnlichc  Beziehungen  finden  für  die 
Ausdrücke  B „ C,  statt,  und  zw  ar  sind 
in  dem  ersten  Ausdrucke  z.  B.  die  Cocf- 

ficienten  von  — und  -r-  gleich.  Andrcr- 
dx  dz“ 

seits  aber  ist,  da  man  die  Axen  vertau- 
schen kann,  ohne  dass  die  Beziehungen 

du 

sich  ändern , die  Coefßcientcn  von  — 

ds 

in  A,  von  ^ in  ß,  nnd  ^ in  C,  gleich, 

und  ähnliche  Beziehungen  ergeben  sich 
für  die  andern  Coefßcienten.  Was  die 
Ausdrücke  B,  C,  C,  anbetrifft,  so  ist 
z.  B.  C gleichzeitig  Componente  zweier 
elastischen  Kräfte,  die  bezüglich  auf  den 
xs  und  ty  parallelen  Ebenen  ausgeübt  wer- 
den, es  w erden  also  v und  v>  sich  hier  gleich 
verhalten.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
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für  die  Coefficienten  nur  noch  acht 
Werthe,  wie  eie  hier  in  eine  Tafel  ge- 
ordnet aind : 


1**1 

1 

• 

P. 

t 

Qi 

R. 

• 

\s< 

A 

« 

ß 

ß 

V 

i 

4 

*. 

ß 

a 

ß 
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4 

c. 

ß 

ß 

n 

4 

t 

y 

B 

b 

6 

a 

e 

e 

C 

C 

b 

a 

b 

e 

c 

e 

C: 

a 

b 

b 

c 

e 

e 

Ist  aber  die  Deformation,  die  in  un- 
serm  ersten  Beispiele  angegebene,  so  ist 
B = C = 0,  und  da  man  in  diesem  Falle 
dir 

hat  ^-=0,  und  alle  übrigen  Differen- 

zialquotienten  der  Nall  gleich  sind,  so 
wird: 

B — ag , C = bg , also  ist,  a = b = 0. 

Gehorcht  ferner  die  Deformation  dem  im 
zweiten  Beispiele  gegebenen  Gesetze,  so 
ist,  wenn  man  y — 0 setzt: 

A = B = C=C*=  0. 

Andrerseits  aber: 


P __  d« 

T~dx' 

die  Grösse  der  Linie  dx  wird  also  durch 
die  Ausdehnung: 


ebenso  gehen  die  Linien  dy  und  dz  be- 
züglich in 

über,  so  da§s  aus  dem  Element: 
u)  — dx  dy  di 

wird : 


44;)(>4;)(>4)' 

und  indem  man  die  Produkte  je  zweier 
(sehr  kleinen)  linearen  Ausdehnungen 
vernachlässigt: 


(du  dt  dir\ 

1 + di + ty+di/' 


Es  Ist  also  : 


A — yaix,  B = C — eotx,  C,  = tut*, 

also : 

y — e = t = 0. 

Es  verschwinden  also  von  den  acht  Co- 
efficienten fünf,  und  setxt  man: 

ß = l,  « = 1+2/4, 
so  kommt: 


A-19  + 2/sg£,  Ä,  = + 2/i  ^ 


wo  gesetzt  wurde: 


_ du  , de  die 

9 ~ dx  + fy+ dT 

Der  Grösse  9 kommt  übrigens  eine 
mechanische  Bedeutung  zu. 

Seien  M und  M’  zwei  Punkte,  die  eine 
Wirkung  auf  einander  ausüben,  so  ist 

— das  Verb&ltniss  der  Entfernnngszu- 

nahme  zur  ursprünglichen  Entfernung, 
oder  die  lineare  Ausdehnung  des  Kör- 
pers in  Funkt  Af;  ist  r = UM'  parallel 
der  Arte  der  x,  so  wird 


_ du  de  d u> 
dx  dy  ^ ds 

die  cnbische  Ausdehnung  des  Körpers. 

Die  Werthe  von  A,  B,  C . . . mögen, 
wenn  man  die  Coordinatenaae  verän- 
dert, also  für  x,  y,  s,  x',  y\  »'  schreibt, 
übergeben  in  A’,  B’.  C'  . . .,  so  dass 
dieser  Ausdruck  die  elastische  Kraft, 
senkrecht  auf  der  einen  Axe  der  x'  vor- 
stellt. Sind  «,  ß,  y,  ß’,  y’,  ß",  y" 

bezüglich  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
die  neuen  Axen  mit  den  alten  machen, 
so  geben  die  Gleichungen  4) : 

aA+ßB  +yC=<iA’+<‘'B’+a"C’ 

a'A+ß'B+/C=ßA,+ß'B’+ß"C 

n"A+ß,,B+y”C=yA'+y'B'+/'C 

aB+ßB , +yC,  = uB'  + a'B' ,+/C, 

Aus  diesen  Gleichungen  cs  sind  deren  9), 
ergibt  sich  leicht  z.  B.: 

Al  = u*A  + ß,Bl  -f  y*C,  +%aßyC, 

4*  2 nyC  -f  } 

ferner  hat  man,  wie  leicht  zu  sehen: 
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du'  . , dm  . „ /de  . dir\  . /d»  . du\  , /du  dc\ 

5P-"  Tx+ß  di+>'  7i  +fly\^+7;)+ar{7ztrJ+,ß\dj+s;)- 

Aehnlirhe  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  übrigen  Diffcrcnzialquoticnten.  Nun 
ist  wegen  der  constanten  Elasticitlt : 

our 

A>  = 1»  + 


bleibt  unverändert,  dies  ist  leicht  aus  den  Formeln  zu  folgern,  aber  auch  aus 
der  Bedeutung  von  d ergibt  cs  sich  sogleich.  Führt  man  aber  den  Werth  von  A' 
ein,  wie  er  oben  gefunden  wurde,  und  setzt  für  A,  ß,  ...  die  Werthe,  so  ist: 


a-  = »+V(.'£«^+r’S)«.[*(S+5)+w(£+g) 


+ « ß 


/du  dr\l 


Es  muss  aber,  wenn  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  vorletzten  vergleicht,  und  auf 
du' 

den  Werth  von  -r—,  Rücksicht  nimmt: 
dx 


8ein,  so  dass  man  schliesslich  hat: 


6) 


du 


A = W+2tu  = 2,u 


dt 


_ «ir  /dt  dtc\ 

C,  = A»  + 2iuir,  C.=  <“ta+^)> 

_ /die  du\  /du  Ji\ 

6 = 'u(d7  + äi;’  + 


Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  3)  geben  dann  die  par- 
tiellen Differentialgleichungen 

d&  d*u 

7)  (*  + /0 -5? + e*  = fäT7 


(i+/<)_+M..+?r=fji5 


V rw  d9W 

<*  + f)  jr  + t“J,,e  + ez=  fä7.' 


wo  statt  der  Ausseren  Kräfte  die  verlorenen  Kräfte  gesetzt  sind.  Im  Falle  des 
Gleichgewichts  sind  die  Ausdrücke  rechts  der  Null  gleich.  Das  Symbol  J*  ist 
definirt  durch  die  Gleichung : 

dfs  d*s  d*s 

J,‘  ~ 3^  + 33  + JTt- 


dx*  1 dy*  1 ds* 

Die  Gleichungen  7)  nehmen  auch  die  Form  an: 

3J  rd  /du  de\  d /die  du\"l  d»u 

7a)  (i  + 2^d*+l“Ld^  \dy  ~ dx)  ~ dt  (dx  “ d»)J  + ?X  = f d.t* 

„ , „ , d5  , fd  /de  dir\  d, /du  dr^-]  v_  d*o 

(A  + ^ Fy + * Ldi  ( Tt  ~ Ty ) ~ di  (^  “ M J + C “ * dM 

, dd  rd  /die  du\  d /de  dir\l  , „ d»ir 

+ *•>  Tz  + C Ls  (ß “ di)  - 5 (r=  “ dy)J  + *z  = 9 dö- 


os  tx  *äü  A 


dy  \dz  öy/ 

Wenn  die  äusseren  Kräfte  X,  F,  Z von  Punkten  ausgehen , die  nach  dem 
Newton'schen  Gesetze  anziehend  wirken,  also,  wo  die  Anziehung  umgekehrt  dem 
Quadrate  der  Entfernung  proportional  ist,  gibt  es  bekanntlich  eine  Function  F, 
wolche  die  Gleichung  verificirt: 

d *F  , d»F  d *F 

d7>  + v + 5IT=  ’ 
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und  wo 


ff-r  d-l-r  ÜF-7 
dx  ’ öy  ~ öl  ~ L 

ist,  so  dass  man  hat: 

dX  d Y dZ  „ 

■S  + d7+ ö7  = °! 

wenn  man  nnter  Voraussetznng  dieser 
Beziehung  die  Gleichungen  7)  in  Bezug 
auf  x,  y,  * differenziirt  und  addirt,  so 
erhält  man: 

8)  a+2,U)^»=P^f. 

Herrscht  Gleichgewicht,  so  ist 


also  auch : 
d>.» 
d? 


"=0 
dt • ’ 


d»,» 

dy* 


d‘9 

öT> 


Wir  sind  bei  der  Entwickelung  der 
Gleichungen  6)  Lame  gefolgt.  Seine 
Methode  macht  die  sonst  gebräuchliche 
directe  Betrachtung  der  Molckularkräfle 
und  die  Integration  über  eine  halbe  Mo- 
lekularsphäre unnöthig,  setzt  dagegen 
mancherlei  Erfahrnngs  - Bcsultate  voraus. 

Eine  Integration,  wie  die  im  andern 
Falle  anzuwendende  stützt  sich  entweder 
auf  die  Annahme  einer  Continuität  der 
Materie,  oder  einer  so  gedrängten  An- 
ordung  der  Atome,  dass  diese  für  die 
Kechnung  als  continuirlich  gelten  können. 
In  wiefern  diese  Annahme  gestattet  ist, 
soll  in  dem  Artikel : Statik  erörtert 
werden,  hier  wollen  wir  noch  von  der- 


selben ausgehend  die  Gleichungen  6)  ab- 
leiten. — 

Man  denke  sich  durch  Punkt  M eine 
Ebene  gelegt,  die  der  xy  Ebene  parallel 
ist,  und  von  derselben  ein  kleines  Recht- 
eck mit  Seiten,  welche  den  Axen  x 
und  y parallel  sind,  abgeschnitten.  Jeder 
Punkt  dieses  Rechtecks  (x,  y,  t),  so  wie 
alle  entsprechenden  (x,  x,  z,  n),  wo  a 
kleiner  als  der  Halbmesser  der  Mole- 
kularspbäre  ist,  werden  aus  don  über 
dem  Rechteck  befindlichen  Punkten  Ein- 
wirkungen erleiden , welche  zusammen 
die  auf  unsere  Ebene  wirkende  Elasti- 
cit&tskraft  geben  und  die  auf  die  Ein- 
heit reducirt  die  Componente  C,*C„ 
C,  hat. 

Nimmt  man  also  den  Punkt,  auf  wel- 
chen die  Einwirkung  erfolgt,  als  Mittel- 
punkt einer  Kugel  an,  deren  Halbmesser 
P der  der  Molccularsphäro  ist,  da  wer- 
den die  auf  unserer  Ebene  liegenden 
Punkte  von  den  darüber  liegenden  eine 
Einwirkung  von  der  ganzen  Halbkugel 
aus,  die  darunter  in  Tiefe  r»  befindlichen 
aber  nur  von  derjenigen  Kalotte,  welche 
die  Entfernung  a vom  Mittelpunkt  hat, 
erleiden.  Uebrigens  üben  die  dem  be- 
treffenden Punkte  sehr  nahen  Punkte 
nur  eine  sehr  geringe  Wirkungaus  (vgl. 
den  Artikel:  Statik),  weil  sonst  die  Ge- 
sammteinwirkung  im  Allgemeinen  un- 
bestimmt würde,  und  wir  können  für  die 
Elasticität  sogar  annehmen,  dass  diese 
Einwirkung  nur  von  den  Punkten  einer 
sehr  dünnen  Kugelschale  mit  den  bezüg- 
lichen Radien  P,  !\  erfolgt,  wo  also  p, 
nur  sehr  wenig  sich  von  p unterscheidet. 
Ist  nun  x\  y',  »'  irgend  ein  Punkt  der 
ungezogenen  Schicht,  x,  y,  s der  anzie- 
henden: 


*'-*={,  j'  - y = 7,  *'  - * = t, 

so  ist  ganz  wie  oben: 


(*+,*  + (»  =X», 


, C’  ^ , jlC  /du  CI  /'dm  diA 

^ r it  + r Jy  rös  r \öz  dy/  r \öx  dz) 


*7  (£4;) 


Bei  eonstanter  Elasticität  ist  jedem  der  Punkte  gleiche  Dichtigkeit  s zu  geben, 
ist  also  f(f)  die  Intensität  der  Anziehung,  so  ist  um  die  Componcnten  der  An- 
ziehung auf  den  Punkt  x,  y,  z zu  bilden,  dieser  Ausdruck  bezüglich  mit 


f(r)y,  f(r)~t  f(r)jr 


zu  mnltiplicircn,  und  die  Integration  über  den  wirksamen  Theil  der  Halbkugel  zu 
erstrecken.  Zu  dem  Ende  sei  9 der  Winkel  von  r mit  dem  Lothe  auf  Ebene  xy, 
f der  der  Frojection  von  r auf  diese  Ebene  mit  der  Axe  der  x,  so  sind  die 
Integrale  bezüglich  in  den  Grenzen  P und  P,  für  r,  0 und  2 n für  y,  ö und  j 
fUr  9 zu  nehmen,  wo  bei  der  Ordinate  * -f- « der  betrachtete  Punkt  r durch  die 
Gleichung  a~r  cos  r bestimmt  ist.  Da  das  Element  der  Halbkugel  nun  ist: 
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r*  sin  9d9  df  dr, 

und  man  hat: 

f = r sin  9 cos  7,  r)  = r sin  9 sin  7,  { = r cos  9 
so  ist  dio  Componcnte  C der  Einwirkung  auf  einen  Pnnkt  parallel  der  Axc  der  x: 

tt  (l  **  , . /’‘,c  . 

C=J  ,f{r  )</r(A-  + *-  + /-  + m(-  + ¥)  +«(_  + _) 

vo 

Die  Einwirkungen  C,,  C,  parallel  den  andern  Axcn  sind  durch  ähnliche  Glei- 
chungen gegeben,  wo  wir  dio  Constante  durch  Indices  unterscheiden. 

Dann  ergibt  sich : 

A = j sin  9‘  cos  7*  df  d9,  k = j'tm  9 * cos  7 ' d<f  d9, 

/=  j cos  9 1 sin  cos  fdfd9,  m = ^sin  %9*  cos  $sin  7 cos  7 <£7  d> 

n = j' Bin  9l  cos  9 cos  7 1 df  d9,  p = J ^in  5*  sin  7 cos  y'  df  d9. 

Die  Summenzeichen  stellen  Doppel  - Integrale  in  den  angegebenen  Grenzen 
vor.  Es  ist  ferner: 

A,  = p , kt  = J s\n  9l  sin  7 ’ <£7  d9, 

£,  = 9'  cos  91  sin  fdfd9,  m,  = ^sin  9*  cos  9 sin  7*  df  d9 

n | — m,  p j = k 

k,  = m„  I,  = J't,n  9 cos  S*  df  d9,  m,  = /„  *,  = I,  pt  — m. 
Durch  Integration  folgt  dann  : 

o = k = k = 1 = m = p = A,  —kl=ll  = n,  = pt  = m,  = n,  = p, 

, . nsinr* 

A,  =n  = A,  = m,  = — ^ — 

/,  = y (1  -cosr‘). 

Dm  nun  die  Componentcn  der  Elasticitätskraft  zu  haben,  ist  dieser  Ausdrnck 
mit  den  Dimensionen  des  betrachteten  licchtccks  zu  multipliciren,  ausserdem  noch 
{ in  den  Grenzen  0 und  q zu  integriren,  oder,  was  dasselbe  ist,  nach  r in  den 

Grenzen  0 und  nach  dem  zuvor  mit:  da  = d(f)cos  r)  multiplicirt  ist  So 
erhält  man: 

n 

A,  = — -j-  P f'  ^ (1  — 2cosr’  -fcos  r‘)t£cosr  = ^ P 


/,  = — y P J' (\  — cos  r4)  d cos  r = } nP. 


Es  ist  also  I,  = 3A,.  Mit  Berücksichtigung  dieser  Relation  ergeben  sich  für 
C,  C„  C,  die  Wcrthe,  die  in  6)  gefunden  wurden,  jedoch  mit  der  Beschränkung, 
dass  fi  = l ist.  In  der  That  nimmt  Poisson  diese  Relation  an,  die  Erfahrung 
soll  sic  jedoch  nicht  bestätigen.  Die  Ausdrucke  A,  B,  Bt  ergeben  sich  wegen 
der  constantcn  Elasticität  in  ganz  ähnlicher  Art  und  sind  daun  in  6j  gleich. 

Wertheim  bestimmt  durch  Experimente  = Indess  ist  nnch  diese  Relation 

nicht,  sicher  und  wahrscheinlich  findet  überhaupt  kein  für  alle  Stoffe  gleiches  Tcr- 
hältniss  zwischen  diesen  Constanten  statt. 
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In  vielen  Fällen  ist  es  wünschenswerth,  die  Gleichungen  der  Glasticität  in 
ermitteln,  wenn  die  Elasticitätskräftc  nicht  auf  gradlinige  Coordinaten  sondern  auf 
drei  Systeme  gegen  einander  orthogonaler  Curvcn  bezogen  sind.  Seien  /,  m,  » je 
einer  dieser  Curven,  und  versteht  man  unter  <ff,  «f,m,  cf,n  ihro  Elemente,  also 
wenn  p,  q,  r drei  Variablen  sind,  und  die  Veränderung  von  p ein  Fortschrciten 
auf  einer  Linie  I,  von  q ein  solches  anf  m,  von  r ein  solches  auf  n bedingt, 
so  ist: 


,,  ö l , . dm 

"=!j SP'  d>m=dqdq' 


d,n  = ^ dr 
ur 


Bezeichnen  wir  mit  dg,  d,g,  d,o  das  partielle  Diifercnzial  der  willkürlichen 
Grösse  p bezüglich  nach  p,  q,  r,  sind  ferner  ti,  e,  w die  Verschiebungen  nach  Sich- 
tung I,  m,  n und 


9 = 


* , , <*i» 

dl  d,m  «f,«’ 


■4,  B,  G die  Elasticitätskräfte  auf  drei  Ebenen  bezogen,  die  bezüglich  auf  eff, 
<f  i *»,  dtn  senkrecht  stehen.  Man  erhält  dann  wio  in  6): 


6a) 


A = L9  + 2Mpr  Bl=i9  + 


C*  = ^+2-“^> 
»i» 

n -*  (<*u>  . 

C|UVd7  + ^’ 


Was  die  Gleichungen  7)  anbetrifft,  so  ergeben  sich  hier  nicht  vollständig 
denselben  analoge.  Sind  dl,  d ,m,  d,n,  die  betreffenden  Linienelemente  für  irgend 
einen  Funkt,  dl0,  d,n°  dieselben  für  einen  Funkt,  der  aus  dem  ersten 

erhalten  wird,  wenn  man  auf  Linie  l um  ein  Element  fortschreitet,  und  bezüglich: 


dl’,  d ,m',  d,n\  dF’,  d,m",  d,n", 

wenn  man  auf  tn  und  n fortschreitet.  Untersucht  man  den  einen  von  sechs  der- 
gleichen Elementen  gebildeten  Hexaeder,  so  sind  die  gegenüberliegenden  Kanten 
desselben  nicht  völlig  parallel,  und  z.  B.  dl"  nicht  auf  dm  senkrecht,  sondern  um 

ein  unendlich  kleines  von  90'  abweichend.  Seien  nun  [/,  m(P>],  [»,  n(p>]  u.  s.  w. 

die  Componenten  der  Winkel  zwischen  «ff  und  t und  d ^ u s.  w., 
so  erhält  man,  wenn  man  für  alle  sechs  Seitenflächen  die  den  Axen  parallelen 
Kräfte  bildet: 


7a)  e ~ X ) 'mi'n  = J ^n)  + <?,  (BJld,n)  + d , ( Cdld,m ) 

+ Bd ,md,n  ( l , «•)  + Cd (/,  n')  + Btdld,n  (/,  m’)  + C.tfW.n  (/,  n’) 
+ CJU^  (l,  m”)  + C1dldlm  (l,  n"), 

/»*v  \ 

F ~ T)  «fW.mcf,»  = S(Bdlmd,n)+dl  (B,dld,n)  + d,  (C.JW.m) 

-(-  Ad  ,mdtn(m,  /•)  + Cd Lmd ,n(m,  tt° ) + Bd,ld,n(m,  P) 

+ C,dld,n  (m,n')  + Cdld (m,  f")+  C,dldtm  (m,  n"), 

e (377  ~ x)  <Hdtmd,n  = d(,Cdlmdtn)  + dl  (C,dld,n)  + d,  ( C,dldim ) 

+ Ad,mdtn(»,  l°)-\-Bd,mdtn(n,  t»')-f-  Bdld^n(n,F) 
+ Bldldln  («,»')  + Cdld,m  («,  r')  + L\dld  ,m(n,m"), 
wo  die  Zeichen  d in  Differenziale  nach  p,  q,  r umzuwandeln  sind,  ebenso  wie 
die  Symbole  [f,  m(^]  . . . 

Möge  jetzt  ein  elastischer  Körper  zwei  sehr  geringe  Dimensionen  haben.  Ein 
solcher  heisst  elastischer  Faden.  Die  Bedingung  für  sein  Vorhandensein  ist, 
dass  er  in  Gleichgewicht  sein  kann,  ohne  dass  anf  einer  der  Längenrichtnng  pa- 
rallelen Ebene  eine  elastische  Kraft  wirkt.  Im  Uebrigen  kann  der  Faden  eine 
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beliebige  Curve  bilden,  deren  Lange  bis  zu  irgend  einem  Punkte  wir  mit  I be- 
zeichnen. In  jedem  auf  l senkrechten  Querschnitt  sind  wegen  der  geringen  Di- 
mensionen die  Elasticitätskrlfte  eonstant. 

In  6a)  ist  nnn,  wegen  der  zuerst  angeführten  Bedingung: 

9)  B = Bl=Cl  = C=C,=  0, 

also  die  Elasticitätskraft  die  auf  den  Querschnitt  iu  wirkt,  Aui  parallel  mit  JL, 
wofür  wir  hier  auch  dl  schreiben  können,  wenn  I als  unabhängig  veränderlich  ge- 
nommen wird. 

Seien  X,  V,  7.  die  verlorenen  Kräfte  in  irgend  einem  Punkte  zerlegt  nach 
den  Axen,  so  ist,  da  A nach  den  Axen  sich  zerlegt  in: 


mnltiplicirt  man  noch  bezüglich  mit: 

dx  dy  dz 

Tr  Tr  Ti 

und  addirt,  so  kommt: 

11)  d(Aio)  + qid  (Xdx  + D dy  + Z<fz)  = 0 

A ist  leicht  zu  bestimmen.  Die  Gleichungen  9)  und  6a)  geben: 


dtm  dtn  \dl  0 tm  / dtm 

also  : 

dt  r cf, ic X du 

cflm  d tn  2(A-f ~ p)  d 1' 


A — 


3^ + 2/4*  du 


and : 

121  '*  ~ i + u Tr 

Bcieiclinen  wir  noch  jetst  mit  cf  die  Expansion  des  Fadens,  90  ist: 


du 


cf  = also  (A  - dy 
d l 


— i±£— . 

^(31  + 2^)- 


nnd 

13) 

Dieser  Ausdruck  > wird  ElasticitStscoef- 
ficient  genannt. 

Eine  Expansion  des  Fadens  J ist  mit 
einer  Abnahme  der  Querdimensionen  ver- 
bunden, welcher  gegeben  ist  durch  die 
Gleichung : 

_ <f,v kit 

tf  ,1a  2(1  + p)' 

Nach  Poisson  ist  k — /j,  nach  Werth- 
heim 1 = 2/i  zn  setzen;  man  hat  also 
bezüglich  bei  diesen  Annahmen : 


Das  Problem  der  elastischen  Seite  be- 
steht in  folgendem: 

Ein  homogener  Faden,  mit  constantem 
Querschnitt  u>  ist  in  der  Axe  der  x ans- 
gespannt, und  wird  durch  ein  Gewicht  P 
belastet,  welches  seine  Länge  L um  das 
Stück  n verlängert.  Der  Faden  wird 
ferner  durch  eine  geringe  Erschütterung 
aus  seiner  anfänglichen  graden  Kichtung 
gebracht,  so  jedoch,  dass  sein  End- 
punkt fest  bleibe.  Es  ist  dann  die  Co- 
ordinate  eines  Punktes  M im  Anfang 
der  Bewegung  x,  y,  * nnd  zu  einer  be- 
liebigen Zeit  » + «=!  + «,  4-  U,  r,  tr, 
wo  u,  die  vom  Gewichto  P bewirkte 
Ausdehnung,  also  nur  von  x abhängig 
ist,  während  I/,  v.  *c  Functionen  von  r 
nnd  von  der  Zeit  I sind.  Es  ist  dann: 


Ucber  die  elastischen  Stäbe  nnd  Platten  d — — — — t J — ~ fA, 

rgL  den  Artikel:  Elasticität.  dx  dx  dx 
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Offenbar  aber  ist  u,  = — , also : 

A - — !>A  - 1 d'U 

1 ~ I dx'  dx  ~ i dx  *’ 

Pa  t und  u>  sehr  klein  sind,  so  kann 
man  setxen : 

. . . dx 


dx  — dt  and 


ferner  kann  man 


vcrnach- 


ici  u«i  »UUM  luuu  (jvgcu  -y  »viuovii- 

lässigen,  wenn  das  Gewicht  P hinreichend 
gross  ist,  also  setzen : 

A-l-1 
A-  tl  ~ u’ 

auch  kann  man  das  Gewicht  der  Saite 
selbst  gegen  P vernachlässigen 

Pie  Gleichungen  13)  werden  nun,  wenn 
d*u  d*v  d*te  ,, 

m*n  ~äT*'  ~ dV*'  nm  d,e 

Schwingungen  zu  ermitteln,  an  die  Stelle 
von  X,  F,  Z setzt: 


14}  ä*»_gP  dy 

1V  dt*  ~ „p  1 dx * 1 

d*u  _ gP  d*u 
dt*  p dx* 1 
_ gP  dy 
dt*  p dx *' 

wenn  man  p als  das  Gewicht  der  Saite 
annimmt,  wo  dann  p = ggutl  wird.  Ist 
nur  eine  Pimension  sehr  klein,  so  hat 
man  eine  elastische  Platte. 

Penken  wir  uns  ans  einem  elastischen 
KOrper  den  Theil  zwischen  zwei  einan- 
der sehr  nahen  Oberflächen  herausge- 
nommen. Pie  Picke  wird  also  überall 
sehr  gering  sein.  Noch  setzen  wir  vor- 
aus, dass  jede  der  Axe  der  s parallele 
Linie  die  beiden  Oberflächen  in  sehr 
nahen  Punkten  treffe.  Sei  s = f{x,  y) 
die  Gleichung  einer  inmitten  der  beiden 
Grenzflächen  liegenden  Oberfläche,  M 
ein  Punkt  an  derselben,  setzen  wir  ferner 
dt  dt 

= p , = q.  und  sind  a,  ß,  y die 

Cosinus  der  Winkel,  welchen  die  Nor- 
male mit  den  Axcn  macht,  so  ist  be- 
kanntlich : 

—p  . — ¥ _ 1 

B=  TT*  T’  Y~  h » 
h=yi+p*+-,». 

Man  kann  annebmen,  dass  diese  Nor- 
male auch  beide  Grenzflächen  normal 
schneidet.  Pie  Linie  t liegt  dann  in 
der  Normale,  nnd  auf  derselben  haben 


die  Elasticitätskräfte  gleichen  Werth.  Auf 
den  beiden  Grenzflächen  selbst  sollen  sie 
der  Null  gleich  sein.  Pies  ist  offenbar 
die  Bedingung  dafür,  dass  eine  elastische 
Fläche  überhaupt  möglich  sei,  nnd  die 
Gleichungen  4)  geben  also: 

Aad-Bß+Cy  ~ 0,  Btt  -f-  Btß  + C, y zz  0, 
Ca  -f-  C tß  C ty  zz  0. 

Also  mit  Hülfe  der  vorletzten  Gleichungen : 
15)  C = pA  + qB,  0,-pB+qB, 
ct =pC+qV , = p*A+2pqB+qlBr 

Durch  Elimination  von  p und  q erhält 
man  hieraus : 

AB,Ci+'2BCCl  = AC,  *+ß,C»+C,ß*. 

Betrachten  wir  jetzt  das  unendlich  kleine 
Parallelepipedon,  dessen  Grundflächen  dx, 
dy  zur  Projection  haben,  und  dessen 

Seitep  die  Grösse  — — ht  haben,  das 

Y 

also  durch  zwei  der  Ebene  xz,  nnd  zwei 
der  Ebene  yz  parallele  Ebenen  ausge- 
schnitten wird,  so  sind  die  beiden  Grund- 
flächen von  keiner  elastischen  Kraft  an- 
gegriffen. Die  vier  Seitenflächen  haben 
bezüglich  die  Inbalte:  i hdy  und  thdx, 
während  der  körperliche  Inhalt  des  Prisma 
gleich  th  dx  dy  ist. 

Suchen  wir  die  der  Axe  der  x paral- 
lelen Kräfte. 

Pie  beiden  auf  der  Axe  der  x senk- 
rechten Seitenflächen  werden  angegriffen, 
bezüglich  von  den  Kräften: 

— ihAdy  und  f hdy  'I*)  t 

die  auf  der  Axe  der  y senkrechten  da- 
gegen von: 


— thßdx  und  thdx 


auf  das  ganze  Parallelepipedon  wirkt 
ferner  die  äussere  Kraft  gth  Xdx  dy. 
So  erhält  man,  wenn  man  auch  die  den 
Axen  y und  t parallelen  Kräfte  bildet, 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts: 

16)  t^  + ^ + 9(hx=0i 


dx  dy 

d (fhB)  d(.*ßt) 
dx  dy 

d(thO  , 3(>AC,) 


+ QtkY  = 0, 
+ qthZ  =0. 


Wenn  man  die  Wcrtho  von  C und  f\, 
welche  in  15)  gefunden  wurden,  in  die 
letzte  Gleichung  einsetzt,  so  nimmt  die- 
selbe die  Gestalt  an: 
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Ö*i  fl1!  d*z 

17)  ^T-r+2ßT-^r+ßlT-i 

' dx1  ux  dy  dy* 

+ e(z  — pX-  ?Y)  = o. 

Die  Gleichungen  15)  und  16)  mit  Hülfe 
von  i = f(,x,  y)  geben  A B,  C,  B ,,C,,  C , 
als  Functionen  von  x und  y.  Nach  de- 
ren Bestimmung  lösen  die  Gleichungen  6) 
das  Problem. 

Der  einfachste  Fall  ist  der  einer  ebe- 
nen Platto,  welcher  hier  noch  nuszufüh- 
ren  ist. 

In  diesem  Falle  nimmt  die  Gleichung 
17)  die  Gestalt  an: 

Z-pXA-qY, 

und  dies  lehrt,  dass  die  Äusseren  Kräfte, 
welche  die  Platte  angreifen,  der  letztem 
parallel  sein  müssen. 

Nimmt  man  die  Ebene  der  Platte 
selbst  als  Ebene  der  xy,  und  denkt  » 
constant,  so  ist: 

r - 0,  p = 0,  y = 0,  4 = 1; 
die  Gleichungen  15)  und  17)  geben: 

c = c,  = c,  = 0,  z = o, 

die  beiden  ersten  Gleichungen  16)  geben, 
wenn  man  X — Y = 0 setzt,  also  keine 
Äusseren  Kräfte  wirken  lässt: 


<M  dB 


dB  , dB, 


= 0. 


(7/1  UD  _ . 

18)  di  + ry“0’  Tx  + ~d y 

Wendet  man  nun  die  Gleichungen  6)  an, 

so  gibt  dio  Gleichung  C,  = 0 zunächst 

die  „ du  , i 

— als  Function  von  r-  und  r , und 

dz  °JC  oy 

wenn  man  dies  in  die  Wcrthe  von  A, 
B,  B,  substituirt,  kommt 


A = 


B.  = 


V(s(.relgr.g) 


Es  sind  aber  noch  die  Glcichgewichts- 
bedingungen  für  den  Umfang  zu  ermitteln. 
Wir  denken  uns  die  Platte  an  den  Sei- 
ten von  einer  auf  der  Ebene  xy  senk- 
rechten CylindcrflÄcbe  begrenzt,  ln  einem 
Punkt  M'  dieser  Cylindcrfläche  in  der 
Mitte  zwischen  beiden  Grenzebenen  möge 
dio  Normale  an  den  Cylindcr  mit  der 
Axc  der  x den  Winkel  y machen,  so  ist 
wenn  X,  )’,  0 die  Kräfte  sind,  welche 
am  Umfange  wirken: 

A cos  y + B siny  = X, 

B cos  y.  + B , sin  y = Y. 

X und  Y sind  die  Componenten  der  anf 
die  Cylinderflächo  ausgeübten  Kraft  F. 
Möge  diese  constant  und  senkrecht  auf 
den  Cylinder  sein,  so  ist: 

X = F cos  y,  1 = F sin  y , 

also: 

19)  (A  - F)  cos  y + B sin  y - O, 
ßcos  y + (ßt  — F)sin  y =0. 

Setzt  man  für  die  ganze  Platte: 
ß = 0,  A = B,  = F, 
so  sind  sowohl  die  Gleichungen  18)  alt 
19)  erfüllt,  die  erstcro  weil  F constant 
ist,  die  letztere  unabhängig  von  y,  also 
so,  dass  die  Spannung  der  Platte  nach 
allen  Richtungen  dieselbe  ist.  Man  kann 
sic  also  mit  einem  Cylinder  von  belie- 
bigem Durchschnitt  begrenzen,  ohne  dass 
das  Gleichgewicht  aufgehoben  wird,  wenn 
nur  senkrecht  auf  die  Cylinderfläche  und 
in  allen  Punkten  derselben  eine  con- 
stante  Kraft  von  der  Intensität  F wirkt. 
Setzt  man  die  W erthe  B — 0,  A = B , zz  F 
in  die  oben  gefundenen  von  A,  B,  und 
B ein,  so  kommt: 

du  de „ du de 

dy  + dx  ’ dx  dy 


1 + 2 n 

/du  d e\ 

B = fi\TyJt  rj- 

Diese  Wcrthe  geben  statt  der  Gleichun- 
gen 7): 

18a)  4 (l  + /i)  ^ + (3I  + 2/i) 

d^u  _ 

+ (1  + 2/0  ^ = 0 

<)*©  _ . $*|4 

+ (1  + 2/i)  = 0. 


l + 2,u 


■ F=a\ 


(31  + 2u)  2u 
durch  Integration  erhält  man  hieraus: 
u = rrx  — iy,  e — ay  + 4x, 

wenn  man  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  fest  denkt,  b ist  eine  willkür- 
liche Coustantc.  Die  mit  b multiplicir- 
ten  Ausdrücke  aber  geben  lediglich  eine 
rotirende  Deformirung  um  die  Axc  der  x, 
aus  der  keine  elastische  Kraft  entspringt; 
man  kann  also  b — 0 setzen,  so  dass 
man  hat: 

1 1 + 20  „ 
a=^sr+t‘F- 


ii  = ux,  e = ay, 


Diese  Gleichungen  geben  also  die  De- 
formation in  einer  ebenen  Platte,  die  in 
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allen  Pnnkten  des  Umfange«  derselben 

Spannung  unterliegt,  a = ^ = — ist  die 

lineare  Ausdehnnng,  sie  ist  dieselbe  in 
allen  Funkten  und  Richtungen  der  Platte 
und  proportional  der  Spannung  F. 

Um  jetst  die  Bewegungsglcichungen 
aufzustcllcn,  nimmt  man  an,  die  Platte 
sei  von  keiner  ausseren  Kraft  angegriffen, 
liege  horizontal,  an  ihrem  Umfange  wirke 
eine  Spannung  normal  auf  den  Begrcn- 
znngscvlinder  von  constantcr  Intensität  F. 


1)  Aa  + Bß  +Cy  =*lt 
Ba  + Cty  = yt, 

Ca+Clß+C,y  = zl. 

Seien  jetzt  *',  y',  z'  die  Coordinaten 
desselben  Punktes , bezogen  auf  drei 
schiefwinklige  Axen,  parallel  mit  den 
Elosticitätskräften,  welche  auf  drei  Ebene- 
Elemente  ausgeübt  werden,  die  durch  M 
gehen  und  auf  den  Axen  x,  y,  i be- 
züglich senkrecht  stehen  ; seien  F„  F„  F, 
diese  Kräfte,  so  ist  offenbar  : 


Es  tritt  nun  eine  kleine  derartige  Er-  A FI 

schütterung  ein,  dass  jeder  Punkt  sich  _ x*  -r-  y'  — \'~x 

hebt  oder  senkt,  also  Vibrationen  auf  F1  ^ , F, 


der  Vertikale  macht. 

Im  Anfänge  sind  die  Coordinaten 
eines  Punktes  M: 

*.  y,  0, 

zu  irgend  einer  Zeit  I dagegen: 

* + «,  y 4-  v,  w, 


B 

F' 


X'  + E± 
+ >-, 


y' 


Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit 
den  vorigen  geben: 


wo  u = ax,  t = <ry  von  t unabhängig  x’  y'  z' 

sind.  Die  elastischen  Kräfte,  welche  aus  a = F~’  ^ = F ’ F~' 

der  Erschütterung  entstehen,  also  durch  1 » * 

die  Differenzialquotienten  von  w sich  un<*  *o>nit  bat  man: 
ansdrücken,  sind  sehr  klein  gegen  die-  ( (y'\‘  ( V n 

jenigen,  welche  von  der  Spannung  F \ p"/  + \ p~ ) 
herrühren.  Man  kann  also  setzen:  1 * * 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Ellipsoids. 

A = B,=F,  Also: 


und  wegen  der  Werthc  von  u und  r hat 
man  B = 0. 

Setzt  man  diese  Wcrthe  in  Gleichung 
17)  ein,  wo  p = q — 0 zu  setzen  ist,  und 
d*  ic 

für  t zu  nehmen  ist  — ^j-,  so  kommt: 
dl»  ~ \dx»+  dy»)’ 


wo  e*  = — ist. 

e 

2)  E i nige  E i ge  ns  chaftcn  elasti- 
sch e r Körper. 

A)  Vom  Elastieitätsellipsoid. 

Wir  legen  durch  den  Punkt  Dl  eines 
beliebigen  elastischen  Körpers,  (derselbe 
braucht  weder  fest  noch  von  constanter 
Elasticität  zu  sein)  drei  rcchtwinkliche 
Axen.  x.  y,  s,  seien  die  Coordinaten 
des  Endpunkts  einer  durch  u gehenden 
Graden , deren  Grösse  und  Lage  die 
elastische  Kraft  auf  ein  ebenes  durch  DI 
gehendes  Element  angibt,  das  mit  den 
Axen  Winkel  macht,  deren  Cosinus  er, 
ß,  y sind. 

Die  Formeln  f des  vorigen  Abschnittes 
geben  also : 


„Die  Endpunkte  der  Linien,  welche 
der  Länge  und  Richtung  nach  die  auf 
einen  Punkt  Dl  wirkenden  elastischen 
Kräfte  darstellen,  bilden  ein  Ellipsoid, 
dessen  Mittelpunkt  Dl  ist.  Diejenigen 
drei  Elasticitätskräfte,  welche  auf  einan- 
der senkrechte  Ebenen  angreifen,  sind 
dann  conjugirte  Halbmesser  desselben.“ 
Da  das  Ellipsoid  drei  auf  einander 
senkrechte  Axen  hat,  so  muss  cs  drei 
auf  einander  senkrechte  Ebenen  für  jeden 
Punkt  M geben,  wo  die  Elasticitätskräfte 
auf  den  Ebenen  senkrecht  stehen,  also 
B — C ~ Ct  = 0 ist.  Die  entsprechen- 
den Elasticitätskräfte  werden  Ilauptclas- 
ticitätskräfte  genannt,  und  die  Aufgabe, 
dieselben  tu  finden,  ist  mit  der  bekann- 
ten geometrischen,  die  llauptaxcn  eines 
Ellipsoid«  zu  finden,  identisch. 

Seien  «,  ß.  y die  Winkel,  welche  eine 
Hauptelasticitätskraft  n mit  den  Axen 
macht,  so  ist  in  den  Gleichungen  4)  des 
vorigen  Abschnittes  zu  setzen: 

V = an,  V — aß,  W = ay, 

also : 

g (d  — a)  4-  ßB  4“  yC  — 0, 
aB  + ß(Bt—a)+  yCt  = 0, 
oC  4-  ßC,  4-  y (C,  — a)  = 0. 

30* 
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Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit 
«5  +0'  + y 1 = 1,  reichen  hin,  nm  a,  et, 
ß,  y zu  bestimmen.  Man  erhält,  wenn 
man  die  Winkel  eliminirt: 

2)  (A  - <«)  (ß,  - a)  (0,  - fl)  + 2 BCC, 
-(A-fl)<V-(B,-<«)  C, 
-(C,-fl)  ß>  = 0, 

welche  cubische  Gleichung  die  drei  Haupt* 
elasticitätskräfte  bestimmt. 

Ist  dies  fiir  einen  Funkt  M geschehen, 
und  sind  u,  6,  c die  Wurzeln  der  Glei- 
chung 2),  so  kann  man  diese  Hauptaxen 
als  Coordinatenaxen  betrachten ; es  ist 
dann  die  Gleichung  des  Ellipsoids: 


B)  Deber  den  Elas  tici  tätscoe  f- 
ficienten. 

Wenn  ein  Körper  auf  seiner  ganzen 
Oberfläche  einem  constantcn  Drucke  — P 
unterliegt,  so  wird  er  sich  zusammen- 
ziehen,  ohne  seine  Gestalt  zu  verändern, 
man  hat  also  in  diesem  Falle: 

v = tu,  r = (ly.  w = az, 

wo  a eine  Constantc  ist.  Die  Gleichan- 
gen  6;  des  ersten  Abschnittes  geben : 
ß = ßL=  Ct  — 0, 

A = B,=  C,  = (31  + 2/i)  o 
und  diese  Componcnte  ist  also  gleich 
dem  äusseren  Drucke  — P,  also  : 


1, 


A = a,  B.zzb,  C,  = c,  ß=C=C,  = 0. 
Die  Gleichungen  1)  werden: 


Irgend  ein  durch  M gehendes  Element, 
auf  welches  die  einem  Halbmesser  r ent- 
sprechende Elasticitätskrait  wirkt,  dessen 
Endpunkt  die  Coordinaten  x,,  y , , s, 
hat,  wird  also  durch  die  Gleichung  ge- 
geben : 

*j*  + M + !ii  = o. 

fl  b ' e 


Diese  Gleichung  stellt  eine  Ebene  vor, 
welche  parallel  ist  einer  Tangentialebene 
an  der  durch  die  folgende  Gleichung  ge- 
gebene Fläche: 


**  , y’ 
T+T 


= +Ä' 


und  zwar  wird  diese  Tangentialebene  in 
dem  Punkte  sie  berühren,  in  welchem 
der  betrachtete  Halbmesser  r die  Fläche 
schneidet.  Diese  Fläche  ist  ein  Gllipsoid, 
wenn  die  drei  Hauptelasticitätskrafte  das- 
selbe Zeichen  haben,  dann  sind  alle 
Elasticitätskräfte  nach  derselben  Seite 
hingerichtet,  als  die  Hauptkräftc,  (gleich- 
seitig ziehend  oder  drückend).  Haben 
die  Hauptkräfte  ungleiche  Zeichen,  so  ist 
die  Fläche  aus  einem  einschaligen  und 
einem  zweischaligen  Hyperboloide  zusam- 
mengesetzt, die  beide  denselben  Asympto- 
tenkegel habe,  dieser  trennt  die  ziehen- 
den (positiven)  Elasticitätsrichtungen  von 
den  drückenden  (negativen).  An  dem 
Kegel  selbst  sind  die  Elasticitäten  tan- 
gential an  den  entsprechenden  Ebenen, 
also  gleitend,  derselbe  wird  daher  Glei- 
tongskegel  genannt. 


- P 

31  4 2,u‘ 

a ist  hier  offenbar  die  lineare  Zusam- 
mcnzichung;  die  cubische  ist: 


und 

A =8f+2ji 

die  cubische  Zusammenziehung  unter 
dem  Einflüsse  eines  Druckes,  der  der 
Einheit  gleich  ist. 

Sei  jetzt  der  Körper  ein  Prisma, 
dessen  Kanten  parallel  der  Axe  der  z 
sind.  Auf  beide  Grundflächen  werde 
eine  Zugkraft  F ausgeübt,  so  wird  sich 
der  Körper  parallel  der  Kante  erweitern, 
so  dass  die  Punkte,  die  sich  in  den 
Grundflächen  parallelen  Ebenen  befinden , 
auch  in  solchen  verbleibe,  man  hat  also : 


31  + 2/1 


u = — ox,  e = — oy,  u>  = — ct. 
Die  Gleichungen  6)  geben  nun: 

A = Bt  = (c  — 2o)  I — 2 a/t, 

C,  = (c  — 2a)  I + 2c fi, 

auf  den  Seitenflächen  ist. 


A = ß , rr  0 und  C,  = F, 
also  findet  dies  auch  allgemein  statt, 
d.  h.: 

1 + - i r 

* — 8i  + 2/s  ’ n 31 + 2/i ’ 

e = c-2<,  = 3TT2^ 

s ist  die  Verlängerung  der  Längenein- 
heit des  Prisma.  Ist  der  Druck  F = I, 
so  ist: 


‘ — 31  + 2ft 
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Diese  Verlängerungen  A und  t gibt  die 
Erfahrung  und  durch  die  Wcrthc  dieser 
Grössen  sind  A und  ju  bestimmt. 

Poisson  setzt  aus  theoretischen  Grün- 
den A — fi.  Es  würde  dann  sich  ergeben: 

Ä = 5 y l~iA’ 

jedoch  bestätigt  die»  die  Erfahrung  nicht. 

Werthheim  setzt  i = 2 u , in  diesem 
Falle  kommt: 

. 3 

A = t = 

8fi 

Diese  Relation  ist  jedoch  noch  ungewiss. 

Der  Ausdruck  < wird  El  as  t i ci  tät  s- 
cocfficicnt  genannt. 


ihr  Ende  erreicht  hat,  gleich  ist  dem 
Producta  der  Druck-  oder  Zugkraft  in 
die  Projection  der  Verschiebung  de»  An- 
griffspunktes auf  dieselbe. 

Denn  sei  z.  B.  der  Körper  ein  elasti- 
scher Faden  von  Länge  / und  Quer- 
schnitt o,  der  zu  irgend  einer  Zeit  die 
Spannung  f und  die  Verlängerung  a er- 
leidet ; hat  i dann  die  obige  Bedeutung, 
so  ist  offenbar: 


also : 


« >f  . , <7 

T = - oder  f=-a, 


/„  /Sh=*Tr=*-F* 


C)  Ueber  di e A r bei t der  Elast  i- 
c i t & t. 

Ein  Körper,  der  wenigstens  in  drei 
Funkten  befestigt  ist,  soll  einem  Drucke 
oder  einer  Zugkraft  unterzogen  werden, 
es  lässt  sich  dann  zeigen,  dass  die  dop- 
pelte Arbeit  vom  Anfangspunkt  dieser 
Einwirkung,  bis  dass  die  Deformation 


wo  F die  schliessliche  Spannung,  a die 
schliesslichc  Verlängerung  ist.  Da  der 
Ausdruck  links  nnn  die  Arbeit  vorstellt, 
so  ist  unser  Satz  erwiesen. 

Dieser  Arbeit  giebt  nun  Clapcyron  einen 
zweiten  Ausdruck,  welcher  einen  wichti- 
gen, den  Clapeyron’sehen  Satz,  liefert. 

Sind  X,  /,  Z der  Null  gleich,  so 
hat  man : 


dA 

öx 


dB  dC  „ dB  dB.  dC, 

+ ä7+d7==0-  5i  + -ä7  + ir  = 0’ 


Diese  Gleichungen  multipliciren  wir  bezüglich  mit 
dy , dz  addiren  sie,  und  integriren  über  den  ganzen 
das  dreifache  Integral: 

~ udx  dy  dt, 


f 


dx  dy 


= 0. 


u.  e,  tr  und  alle  drei  mit  dx> 
Körper.  Betrachten  wir  z.  B. 


so  nimmt  dasselbe  durch  theilweises  Integriren  den  Werth  an: 


/ 


Au  dx  dz  — 


J Ayxdxdy^ 


wovon  sich  das  erstere  über  die  Oberfläche,  das  letztere  über  den  körperlichen 
Raum  erstreckt.  Sind  nnn  o>  ein  Element  der.Obcrfläche,  a.  ß,  y die  Cosinus  der 
Winkel  der  Normale  desselben  mit  den  Axen,  so  ist: 

dy  dz  — (ku  . 

Behandelt  man  die  andern  Integrale  unserer  Summe  ebenso,  so  ergibt  sich  ein 
Aggregat  von  Integralen,  die  sich  über  die  Oberfläche  und  eins  von  solchen,  die 
sich  über  den  Körper  erstrecken.  Das  erstere  ist: 

J'  (.Au  dy  dz  + Bu  dx  dz  + Cu  dx  dy)  -f-  J'  (Bv  dy  dz  -f-  B ,e  dx  dz  + C ,e  dx  dy 
+ j'  (6'ie  dydt  + C,ic  dx  rfs  + C,«  dx  <ty)  = Zt«o(.4a  + Bß  + Cy) 

+ 2v<a  (Ba  + Bj  + C,y)  + Ztc<o(Ca  + Cj  + C,y), 

wofür  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen  4)  des  vorigen  Abschnittes  ergibt: 

Zce  (Uu  + Vt  + Wie). 

Die  Summen  Z erstrecken  sich  über  die  ganze  Oberfläche.  Es  ist  somit: 

l)  r„(c.+  r.+  HV)  [.£+  B. £+c,  £+c,  (£+£) 

I o (i>w  I , d(Su  d®\ 

Ist  der  Körper  homogen  und  von  constanter  Elasticität,  so  sind  den  Ausdrücken 
Ay  B . . , die  im  Abschnitte  1)  gefundenen  Werthe  zu  geben.  Diese  geben: 
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» = 


il -j-fij-f  C,  du  _ 


,4-1»  dr  , — 1»  <5tr  C,  — 1» 

’ dy  + 2u  ’ d»  2/«  ’ 


2u 


ß 


31  + 2/1  ’ dx 

dr  dw  _ C,  dir  t du  _ ß , 5m  ' dt  _ 

dz  5y  _ ~/T  ' ix+  i>t~  fl'  dy  dx  /s  ' 

Substituircn  wir  dies  in  die  Gleichnng  1),  so  wird  der  Ausdruck  unter  dem  Inte* 
graUeichcn : 

A’+ß.’  + C,’  1 (A  + B.  + C.)*  , B,»  + C,»+C,» 

2u  2a  8A  + 2/4  ^ /u 

oder  wenn  man  setzt: 

A + ß.  + C.zrF,  Aß.  + ß.C’.  + C^-ß.’-C.’-C/r:  G, 

und  wie  oben : <Lmi 

1 + i- 

f* 


* - 31  + 2,u’ 

so  kommt : 

2)  S’ai  (1/m  + Vv  + MV)  = j'  (tF‘  — ^ dx  dy  di. 

Dicso  Formel  enthalt  den  Clapcyron’schen  Satz. 

Statt  A,  ß,  C kann  man  die  Hauptelasticit&ten  a,  b,  c einftthren.  Existirt 
nur  eine  solche,  wirkt  also  nur  eine  Zugkraft  nach  irgend  einer  Richtung,  so  ist 

1 n c = G n 0, 

also  die  GrOssc  unter  den  Integralzeichen  wird  ta'k,  wenn  k das  Element,  und 
der  ganze  Ausdruck  »n*A',  wenn  A‘  das  Gesammtvolum  ist.  Wird  ferner  auf  den 
KOrper  ein  constantcr  Druck  — /’  ausgeübt  so  sind  die  die  drei  Hauptelasticitäten 
alle  gleich  — P,  cs  ist  also  die  Arbeit  der  F.lasticität  oder  die  Grösse  rechts  in  2): 

oder  wenn  man  fiir  t seinen  Werth  setzt: 

. 3 

1 31+ 2/s 


KP'. 


3)  Schwingungen  einer  elastischen  Saite. 

Die  Theorie  der  Schwingungen  elastischer  Körper  ist^durch  die  Integration 
der  in  Abschnitt  1)  enthaltenen  Gleichungen  gegeben, 
der  der  elastischen  Seite. 

Setzen  wir 


Der  einfachste  Fall  ist 


so  sind  die  entsprechenden  Gleichungen: 

d*  V 8 d’I/  d*e ä’s  d’ic d*w 

d I’  " dz*’  dl*  dx*’  dl’  px*’ 

Es  können  offenbar  diese  Gleichungen  sehen  Reihen,  nnd  ist  namentlich  wichtig 
unabhängig  Ton  einander  und  in  dersel-  wegen  der  ungemeinen  Erweiterung,  die 
ben  Weise  aufgelöst  werden.  dieser  Methode  später  gegeben  ist. 

Integriren  wir  die  Gleichungen. 

Der  Auflösungsmethoden  gibt  es  zwei;  im  Anfänge  der  Bewegung  finde  eine 
die  eine  rührt  von  D’Alembert  her,  ist  Erschötterung  parallel  der  Axe  der  z 
das  erste  Beispiel  einer  vollständigen  8latt.  C8  i8l  „iBO  {/-(),  t = 0,  und  es 
Auflösung  einer  partiellen  Differenzial-  bleib,  nur  die  Gleichung: 
gleichung  mit  Grenzbedingungen,  die  an-  * , 

dere  von  La  Grange  geschieht  vermit-  j \ 1L2  w 

telst  der  Trigonometrischen  nnd  Fonrrier-  dl* 


dx a* 


Pigitiz 
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Ea  erfolgen  dann  lediglich  tranarersale 
Schwingungen ; für  1 = 0 sei : 
dtp 

•°  = t(*).  JJ-  = ViW- 

Diese  Functionen  <f.  und  <p,  sind  will- 
kürlich gegeben ; so  lange  x zwischen 
Null  and  l liegt  (wo  l die  Lange  der 
Saite  ist),  werden  beide  Null  für  x = 0 
and  x — l. 

Die  Gleichung  1)  hat  nun  offenbar  ein 
Integral  von  der  Form: 

2)  K = r(x  + bl)+F(x-bl), 

wo  f und  F willkürliche  Functionen  sind. 
Es  müssen  jetzt  { und  F bestimmt  wer- 
den. Setzt  man  f — 0,  so  kommt: 

'/  (*)  = /■(*)+ 

wo  ff,  Ff  die  Differenzialquotienten  von 
f and  F Anzeigen.  Es  sei  noch: 

V-to  = i f <r,(.x)dx, 

dann  ist: 

,p(x)  = f(x)  - F(x), 

wenn  man  die  willkürliche  Constantc 
angemessen  bestimmt,  also : 

3)  f(*)~  Ivto  + lV-W. 

Für  ( — x = 0 muss  sein  : 

u,=f(0)  + F(0)  = 0. 

Dies  ist  der  Fall,  wenn  man 

m - = o, 

also -auch  0(0)  = 0 setzt,  und  somit  kann 
das  Integral  für  0(x)  in  den  Grenzen 
Null  und  x genommen  werden. 

Die  Fnnctionen  f und  F sind  jetzt  in 
den  Grenzen  x = 0 und  x = I bekannt, 
da  0 und  <p  nur  in  diesen  Grenzen  ge- 
geben sind,  die  Gleichung  2)  aber  erfor- 
dert, dass  f für  alle  positiven  Werthe 
ron  x,  F für  alle  Werthe  von  x — l bis 
x = — ao  sich  vorstcllen  lassen.  Da 
immer  für  x = 0 und  x = l auch  u>  = 0 
ist,  da  die  Saite  in  den  Endpunkten  be- 
festigt ist,  so  gibt  Gleichung  2): 

4)  F(—u)zz  —/■(«), 

wo  bf  = u,  x = 0 gesetzt  wurde,  u ist 
hier  positiv  sonst  beliebig.  Ferner: 

f(l+»)  + F(l-t,)  = 0; 
setzt  man  in  diese  Gleichung  / -f  u für  u, 
zieht  sie  von  der  vorletzten  ab,  so  kommt: 

5)  nat+u)  = f(u). 

Diese  Gleichung  gibt  alle  Werthe  von  /, 
die  hier  in  Betracht  kommen,  wenn  man 


dieselben  von  0 bis  21  hat;  die  Glei- 
chung 4)  dagegen  alle  Werthe  von 
F(—u),  wenn  man  die  von  f( ti)  hat. 
Es  ist  also  auch  f in  den  Grenzen  l und 
21  zu  bestimmen.  Setzen  wir  in  die  vor- 
letzte Gleichung  noch  / — u für  u,  so 
kommt : 

6)  f(2l—*)  = -F». 

Setzt  man  u kleiner  als  I,  so  gibt  diese 
Gleichung  die  Werthe  von  f für  x b l 
bis  x ~ 21,  so  dass  unsere  Aufgabe  voll- 
ständig gelüst  ist.  Nämlich:  Die  Glei- 
chungen 3)  bestimmen  f und  F für  x =:  0 
bis  x = l,  die  Gleichung  6)  gibt  dann  f 
für  x = l bis  x = 2f,  da  wenn  man 

0 < u < l 

nimmt,  21— u alle  Werthe  von  fbis2( 
annimmt,  F aber  bekannt  ist;  Glei- 
chung 5)  gibt  dann  f für  beliebige  po- 
sitive x,  und  Gleichung  4)  F für  r = 0 
bis  x = —co,  so  dass  alle  Werthe,  welche 
von  f und  F in  Betracht  kommen,  sich 
ableiten  lassen. 

Wir  unterlassen,  hierans  die  Schwin- 
gnngsgesetze  herzuleiten,  da  sie  aus  der 
jetzt  zu  gebenden  La  Grange’schen  Auf- 
lösung sich  vollständiger  ergeben. 

Offenbar  wird  Gleichung  1)  erfüllt,  wenn 
man  setzt  f 

x bt 

7)  w = sin  srt  -j-  cos  in  y, 


wie  sich  leicht  vcrificiren  lässt,  s soll 
eine  beliebige  ganze  Zahl  sein  und  da 
die  Gleichung  linear  ist,  kann  man  also 
setzen : 


tr  = X4 

s 


. in x in  bl 
sin  —j-  cos  — j-. 


Die  einzelnen  Glieder  dieser  Summe  ve- 
rificircn  hier  zugleich  die  Grenzbedingung 
tc  = 0 für  x = 0 und  x=.  I,  ausserdem  ist 

= 0 für  I = 0.  Diese  Auflösung  ent- 
öl 

spricht  also  dem  Falle,  wo  der  Saite 
eine  Erschütterung  gegeben,  und  dieselbe 
dann  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  sich 
selbst  überlassen  ist;  soll  dies  nicht  der 
Fall  sein,  so  setzt  man  statt  dem  obigen 
Werthe  von  io : 


(.  tnx  mb! 
sin  -y-  cos  — p 


»irx  . tnbl\ 
t — =-  sin  — I. 


+ sin_rein  — /• 


welcher  Ausdruck  im  Uebrigen  dieselben 
Eigenschaften  als  der  erste  hat. 
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Für  < = 0 soll  sein : 


ir  = 7 (i) , 


dir 

Tt 


man  bat  also: 


7i(x) 


9 

Vi 


(x)  = SAf  sin  —p. 

W = X?i,  .in^- 


Die  Theorie  der  Fourrier’schcn  Rei- 
hen (vergleiche  den  Artikel:  Quantitäten 
(imaginäre))  lehrt  nun,  dass  man  hat: 


womit  die  Aufgabe  vollständig  gelost  ist. 
Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null,  so 
ist  £'  — 0.  Um  die  grosse  Wichtigkeit 

grndc  dieser  Form  der  Auflösung  cinzu- 
sehen,  muss  mit  einigen  Worten  auf  die 
Frincipien  der  Akustik  cingegangcn  wer- 
den. Dio  hier  hergehörigen  physika- 
lischen und  physiologischen  Tbatsachcn 
lassen  sich  kurz  in  folgender  Weise 
wiedergeben : 

1)  Töne  werden  durch  Schwingungen 
elastischer  Körper  verursacht,  welche  sieb 
der  Luft  und  vermittelst  derselben  dem 
Ohre  mittheilcn,  von  w'oraus  sic  auf  den 
Gehörnerven  wirken. 

2)  Mit  hoher  Wahrscheinlichkeit  ist 
anzunchmcn,  dass  die  directe  Einwirkung 
auf  den  Gehörnerv  durch  einen  eigenen 
Apparat,  den  Cortischcn  erfolgt.  Dieser 
besteht  aus  einer  Reihe  Fasern  oder 
Fäden,  welche  durch  die  Einwirkung  der 
schwingenden  Körper  in  Mitschwingung 
gerathen.  Schwingungen  verschiedener 
Cortischcn  Fäden,  (so  ist  analog  den  an- 
dern Empflndungserscheinungen  anznnch- 
men)  geben  verschiedene  Töne. 

3)  Um  das  Gesetz  cinzusehen,  nach 

welchen  die  Cortischen  Fäden  schwin- 
gen, bemerken  wir  zunächst,  dass  die 
Dauer  der  Schwingungen,  welche  irgend 
ein  Körper  erleiden  kann , von  seiner 
ganzen  Beschaffenheit  abhängt.  Bei  der 
elastischen  Saite  z.  B.  wird  ein  beliebiges 
Glied  des  Ansdruckes  für  ir  unverändert 
sein,  wenn  man  f um  ein  Vielfaches  von 
21  21 

— wachsen  lässt:  es  ist  also  T=—  die 
s b ib 

Dauer  einer  entsprechenden  Schwingung, 
wo  > eine  ganze  Zahl  ist,  und  nur  solche 
Schwingungen  kann  die  Saite  machen. 
Wenn  nun  der  elastische  Körper  sich  in 


einem  Medium  befindet,  das  gewisse 
Schwingungen  erleidet,  so  werden  nur 
solche  sich  den  erstorn  mittheilcn  kön- 
nen, welche  die  seiner  Beschaffenheit 
entsprechende  Dauer  haben. 

4)  Der  Ausdruck  A sin  nt  B cos  al, 
wo  t die  Zeit  ist,  der  also  die  Form 
der  einzelnen  Glieder  von  ir  hat,  ist  der- 
selbe, welcher  die  Schwingungen  eines 
Pendels  von  kleinem  Ausschläge  angibt. 
Schwingungen,  die  durch  dies  Gesetz  be- 
stimmt werden,  nennen  wir  mit  Helmhob 
pendclartige  Schwingungen. 

5)  Es  gibt  elastische  Körper,  welche 
entweder  nur  eine  gewisse  pendclartige 
Schwingung  zu  machen  im  Stande  sind 
oder  die  nur  unter  ungewöhnlichen  Um- 
ständen merkbare  Schwingungen  von 
anderer  Beschaffenheit  machen.  Es  ist, 
anzunehmen,  dass  die  Cortischen  Fäden 
diese  Eigenschaft  haben,  und  dass  jedem 
dieser  Fäden  eine  eigene  Schwingungs- 
dancr  zukommt. 

6)  Aus  den  Gesetzen  3)  und  5)  folgt 
dann,  dass  jedes  Glied  des  Ausdruckes 

7)  oder  8)  einen  eigenen  Ton  gibt,  dass 
jeder  Ton  durch  eine  und  nnr  durch 
eine  pendelartige  Schwingung  her- 
vorgebracht wird. 

Es  ist  also,  um  auf  die  Saite  zurück- 
zukommen,  dieselbe  im  Stande  unendlich 
viel  Töne  zu  geben,  deren  Schwingung»- 
daucr  bezüglich  sind: 

21  21  21 

b ’ 2b'  34  • ' M 

Fügen  wir  hinzu,  dass  je  kleiner  die 
Schwingungsdaucr,  desto  höher  der  Ton 
ist,  so  sehen  wir,  dass  die  Höhe  des 
Tones  sich  nach  der  Länge  der  Saite 
richtet,  dass  die  Schwingungszeit  dersel- 
ben proportional  ist,  und  dass  die  Höhe 
der  einzelnen  Töne  derselben  Saite  ge- 
geben wird  durch  die  Schwingungszciten 
von  den  Verhältnissen: 

1.  *.*.*••• 


Die  Coefficientcn  Af  und  geben 

die  Grösse  der  mittleren  Verschiebung, 
ihnen  entspricht  die  Intensität  der  Töne. 
Die  einzelnen  Töne  können  also  je  nach 
der  Art  des  Anschlages  die  allcrvcrschie- 
denste  Intensität  haben. 

Irgend  ein  Glied  von  w wird  für  die 

Punkte  gleich  Null,  wo  *=—  und  is 


eine  ganze  Zahl  ist. 

Die  dem  Tone  entsprechende  Bewe- 
gung der  Saite  ist  also  der  Art,  dass  in 

den  Entfernungen  — sich  Punkte  befin- 
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den,  die  immer  in  Ruhe  bleiben,  diesel- 
ben heissen  Schwingnngsknoten.  Nur 
der  tiefste  Ton  (Grundton)  für  den  s = 1 
ist,  hat  dergleichen  Schwingnngsknoten 
nicht  Die  Entfernung  zweier  Schwin- 
gungsknoten  eines  beliebigen  Tones  ist, 

vielleicht  zu  sehen,  gleich  der  Länge  — 

einer  Saite,  welche  den  entsprechenden 
Ton  als  Grundton  hat.  Die  Erfahrung 
hat  diese  Satte  völlig  bestätigt.  Noch 
bemerken  wir,  da  gegeben  war : 


oder  da  das  Gewicht  der  Saite  p=yp<of 
war, 


dass  das  Quadrat  der  Schwingungsdaner 
dem  spannenden  Gewicht  direct  und  der 
Dichtigkeit  und  dem  Querschnitte  der 
Saite  umgekehrt  proportional  ist. 

Was  die  Longitudinal- Schwingungen 
anbetrifft,  so  sind  die  Gesetze  derselben 
ganz  wie  die  obigen  zu  bestimmen,  da 
nur  b mit  a vertauscht  werden  muss. 


Es  war  aber: 

'=ljp=fE:. 

| rt/t  | (i-,  wa 

Die  Schwingungszeiten  verschiedener 
8aiten  verhalten  sich  also  hier  direct, 
wie  die  Wurzeln  der  Seitenlangen. 

Das  Verhältniss  der  Schwingungszeiten 
für  die  Grundtöne  der  transversalen  und 
longitudinalen  Schwingungen  derselben 
Saite  ist: 


4)  Schwingungen  elastischer 
Platten. 


Es  handelt  sich  jetzt  um  die  Integra- 
tion der  Gleichung: 


1) 


/d’ic  d’ie\ 
\dxT  dy1/ 


Was  die  Grenzbedingungen  anbetrifft, 
so  ist : w = 0 auf  der  ganzen  Begrenzung. 

Wir  nehmen  an,  dass  diese  ein  Recht- 
eck sei,  und  eine  Ecke  desselben  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  l und  V die 
Länge  der  Seiten,  welche  bezüglich  den 
Axen  x und  y entsprechen,  dann  ist: 


2)  «p  = 0 für  x = 0,  x = I und  für  y = 0,  y = F ; 
ferner  soll  sein: 

in 

3)  v>  = f(x,y),  JJ  = F (x,  y)  für  1 = 0 

da  der  Anfangszustand  beliebig  ist. 

Die  Bedingungen  I)  und  2)  werden  erfüllt  durch  den  Ausdruck : 

4)  i r = ZZ  (H  cos  yl  ■+•  K sin  yl)  sin  s ^ sin  » — , 


wo  die  Summe  sieb  über  alle  ganzen  Werthe  von  » und  s erstreckt,  und  y die 
Gleichung  erfüllt: 


/s*  ft1 

5)  y=C7l^T'  + r> ' 

um  die  Bedingungen  3)  zu  erfüllen,  muss  man  haben: 
2ZH  Bin  *■—  sin  = f(x,  y) 


ZZyK  sin  ~ sin  = F (*,  y) 


und  die  Theorie  der  Fourrier’schen  Reihen  gibt: 


Die  Form  der  Reibe  4)  zeigt,  dass  der  Töne,  welche  von  den  Schwingungen 
der  Platte  erzeugt  werden  können,  unendlich  viel  sind.  Jedoch  steht  die  Schwin- 
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gungsdaucr  derselben  im  Allgemeinen  solches  heissen,  wo  » nur  auf  eine,  zwei 
wegen  der  Gleichung  5)  in  keinem  ratio-  u.  s.  w.  Arten  in  eine  Summe  von  zwei 
nalen  Verhältniss.  Quadraten  zerlegt  werden  kann.  Alle 

Sei  jetzt  S die  Schwingungsdauer  eines  Werthe,  die  zu  einer  Reihe  gehören, 
Tones,  so  ist  die  Höhe  A desselben  S sind  gegeben  durch  die  Auflösungen  der 
umgekehrt  proportional,  man  kann  also  unbes  immten  Gleichung: 

A = -i-  setzen,  und  cs  ist:  *’ +n  — >»*  • 

* Setzt  man  in  — 1 , so  erhalt  man: 


S = —,  h=—l/—+^-}  *’+"’  = *'• 

y ’ 2 | I'  l'1  Eine  Gleichung,  deren  Auflösungen  be- 

sind  />  und  P*  ineommensurabel,  so  hat  kenntlich  durch  die  Formeln  gegeben 
man  eine  unendliche  Anzahl  von  Ton-  S'D>* : 

reihen.  i=p’ — n = 2/iy,  k = p*  + ?’• 

Der  Grundton  einer  jeden  ist  irgend  Indcsscn  ist  dics0  Reih«  unvollständig, 
ein  Werth  von  A für  den  « und  h rela-  nnd  r kann  ihr  Grnndton,  wo  A er  1 
tive  Primzahlen  sind,  und  jedes  gleiche  . nicht  vorkommcn.  Ea  hat  also  diese 
Vielfache  von  s und  n z.  B.  das  « fache  Reihe  cine  BttsjSi  dje  keinem  wirklichen 
gibt  einen  Werth  Tone  cntspl.jcht.  Die  Glieder  derselben  ^ 

V = ®A,  sind  gegeben  durch  die  Werthe : 


also  die  Höhenverhältnisse  einer  solchen 
Keihe  sind  gani  wie  bei  der  schwingen- 
den Saite  beschaffen. 

Das  Knotensystem,  d.  h.  die  Punkte, 
wo  tr  = 0 ist,  entspricht  den  Werthen: 


setzt  sich  also  aus  s — 1 der  Axe  der  x 
parallelen,  und  aus  n — 1 der  Axe  der  y 
parallelen  Graden  zusammen.  Ganz  an- 
ders stellt  es  sich  jedoch,  w enn  /*  und  F% 
rational  sind. 

Setzen  wir  daher  zunächst  l—V,  d.  h. 
betrachten  wir  eine  quadratische  Platte. 
In  diesem  Falle  hat  man : 

„ . snx  . nny 
ic  = 2" 27/  sin  — sin  cos  yl, 

wenn  wir  von  der  Anfangsgeschwindig- 
keit abschen,  eine  Vereinfachung,  welche 
die  hier  zu  gebenden  Schlüsse  wesent- 
lich nicht  beschränkt,  uud  es  ist: 

y = h=^Ym,  ».  = »•+»’, 

der  tiefste  Ton  entspricht  den  Werthen: 

n = i = 1,  m=2,  A = g-j]/2. 

Jeder  nicht  durch  ein  Quadrat  theilbare 
Werth  von  m gibt  einen  Werth  von  A, 
der  dem  Grundton  einer  harmonischen 
Reihe  cutspricht.  Wir  nennen  diesen 
Werth  von  m dann  das  Argument  der 
Reihe : 


wo  A eine  ganze  Zahl  ist.  Ein  einfaches, 
doppeltes  u.  s.  w.  Argument  w soll  ein 


1 = 3,  n = 4,  i = 6,  n = 8,  i=5, 

n=12  . . . 

Suchen  wir  jetzt  die  Anzahl  der  Glie- 
der von  te,  welche  denselben  Ton  geben. 

Dem  Werthe  von  m = 2 entspricht  nur 
ein  Glied,  da  hiorn  = i = l ist,  jedem  an- 
dern einfachen  Argument  m,  aber  zwei 
Glieder,  dann  ist  m = n*  + ß'\  so  kann 
man  nro,  i = ß nnd  n — ß , i = n 
setzen  ; doppelten  Argumenten  entsprechen 
vier  Glieder  u.  s.  w. 

lfC  

Jedem  Tone  A = g-j  V m entsprechen 
soviel  Glieder,  als  die  Gleichung: 
i*  ■+■  n*  = inA* 

für  gegebenes  A Auflösungen  hat  Ist  k 
nicht  in  zwei  Quadrate  zerlegbar,  so 
ist  diese  Anzahl  der  Glieder  gleich  der 
für  die  Basis. 

Sei  jetzt  k = a'  + 6*.  und  zunächst 
»i  = 2,  so  hat  man  zwei  Lösungen,  die 
den  Werthen  von  n und  it 
nt  — 6*  -f-  2nA 

entsprechen,  und  cine  wo  n — i — A ist. 

Sei  ferner 

A = o*  + 6*  und  m = a'  + ß* 
ein  einfaches  Argument,  so  kann  man 
setzen  für  i,  n die  absoluten  Werthe  von- 

• = «(«'  — A’)  -+-  2 ßal>, 

n = 2 ooA  + ß (a*  — *’)• 

Bei  i und  n sind  hier  gleichzeitig  die 
unteren  und  das  obere  Zeichen  zu  nehmen. 

Da  man  i und  n vertauschen  kann, 
so  gibt  dies  vier  Glieder,  ausserdem  sind 
noch  zwei  vorhanden,  welche  den  Wer- 
then i = «A,  n = ßk  entsprechen.  Ei 
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kann  aber  sein,  dass  diese  schon  die 
obige  Formel  enthält,  so  dass  man  vier 
oder  sechs  Auflösungen  hat.  Z.  B.  für 
m = 5,  * = 5 hat  man : 

« = 10,  » = 5,  s = 11,  » = 2, 
also  vier  Auflösungen,  fiirm  = 5,  *=13, 
» = 26,  n = 13,  s = 29,  n = 2, 
s = 22,  » = 19, 
also  deren  sechs. 

Ist  m-a*  + ß*  = »,’  + /},*  ein  dop- 
peltes Argument,  so  kenn  man  Air  s und 
n die  obigen  Werthe  und  auch  die,  wo 
pß  mit  (t'y  vertauscht  sind,  nehmen,  also 
wegen  der  obigen  Bemerkung,  dass  auch 
nk  und  ßk,  a'k  und  ß’k  Auflösungen 


sind , hat  man  deren  acht  oder  zwölf. 
Diese  Betrachtungen  lassen  sich  leicht 
auf  beliebig  vielfache  Argumente  aus- 
dehnen. 

Es  handelt  sich  jetzt  um  die  Bestim- 
mung der  Knotcnlinien. 

Für  s = l,  » = 1,  folgt  nur  x = (, 
y = /,  also  die  Seiten  des  Quadrats. 

Für  s = 2,  n = 2 (ein  Ton  dem  offen- 
bar die  Octave  des  vorigen  Grundtons 
entspricht),  hat  mau  für  die  Knotenlinien 

x — i,  y = f 

also  zwei  Grade,  die  durch  den  Mittel- 
punkt des  Quadrats  gehen. 

Sei  s=2,  is  = l,  also  m = 5. 

Der  entsprechende  Ton  hat  zwei  Glie- 
der, setzt  man  t — 0,  so  erhält  man: 


2i*  . ny  ...  nx  . 2vy  . nx  . ny  t nx  , , nu\  . 
i -j-  sin  y + 4 sm  -j  sin  = sin  y sin  y cos  y -|-4  cos  — j = 0, 


für  die  Knotenlinien.  Ausser  den  Seiten  erhält  man  noch  als  Knotenlinie,  die 
durch  die  Gleichung: 

nx  , nu  _ 
n ros  y + 4 cos  y = 0 


gegebene  Linie,  a und  b hängen  vom  Anfangszustande  ab,  für  b = 0 ergibt  sich 

x — also  eine  Grade,  für  « = 0,  y = — . Für  4 = — a hat  man  y = x,  also 

die  eine  Diagonale,  für  b = a,  y 4-  x = 1 also  die  andere. 

Dagegen  entspricht  jedem  andern  Werthe  von  — eine  Curve,  die  durch  den 

a 

Mittelpunkt  geht,  wo  sie  einen  Inflexionspunkt  hat. 

Für  s = 3,  n = 3,  (die  Duodecime  des  tiefsten  Tones)  findet  nur  ein  Glied 
statt.  Man  hat  als  Knotenlinien  sechs  Grade,  welche  das  Quadrat  in  neun  kleinere 
theilen.  Für  s = 3,  it  = 1 ergibt  sich : 

. 3nx  . ny  , . . nx  . 3/zy 

a sin  — j-  sin  -f  b sin  — sin  — ~ = 0, 


oder: 

sin  y sin  y £a  ^4  cos  y l)  -f-  4 ^4  cos  ^ l^J  = 0. 


Der  letzte  Factor  gibt  für  4 = 0 wieder  sechs  Grade,  die  das  Quadrat  in  neun 
andre  theilen,  für  6 = 0 zwei  den  y parallele  Linien-,  für  6 = — a beide  Diago- 
nalen. Für  6 = a wird: 


2 cos  ~ -f  2 cos  = + 1. 


Diese  Gleichung  stellt  eine  geschlossene  Curve  vor,  welche  jedo  Diagonale  in 
zwei  Funkten  schneidet,  sie  bietet  das  Bild  eines  Kreises,  der  in  der  Nähe  der 
Diagonalen  etwas  abgeplattet  ist. 

Für  s = 3,  » = 2 hat  man: 


oder: 


. 3nx  . 2n v . , . 2nx  . 
a sin  — sin  — y -f  6 sin  y sin 


3rry 

T 


= 0. 


and : 


. nx  . n y A 
sin  y sin  y =0 


I COS  y ^4  COS  y 1^  + 4 COS  y ^4  COS  y 1^=0. 
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Für  b = 0 hat  man  drei  Linien  den  x 
and  zwei  den  y parallel,  für  <7  = 0 ähn- 
liches, wenn  man  x und  y vertauscht, 
für  a = b die  eine  Diagonale,  und  die 
Curve,  deren  Gleichung  ist 

rtx  ?iy 

4 cos  — cos  y-  = 1, 

eine  Figur,  die  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel nahe  kommt,  deren  Asymptoten 
den  Seiten  parallel  sind  Für  b = n er- 
gibt sich  dieselbe  Figur  in  anderer  Lage, 
die  man  findet,  wenn  man  die  Diago- 
nalen vertauscht.  Man  übersieht  die 
Schwierigkeiten,  welchen  die  Ausdeh- 
nung dieser  Betrachtung  auf  alle  Knoten- 
linien unterliegen  würde. 

Die  Platte  sei  jetzt  wieder  qjn  Recht- 
eck, dessen  Seiten  jedoch  commensurabel 
sind. 

Sei  l = eL,  V = cL,  wo  t und  c ganze 
Zahlen  sind,  dann  hat  man: 


Setzt  man  s = ep,  n = cq , so  wird : 

* = k 

und  jeder  der  entsprechenden  Tone  ge- 
hört also  auch  einer  quadratischen  Platte 
an,  deren  Seite  L ist.  Also  alle  Töne, 
welche  entstehen,  wenn  die  Platte  in  ce 
quadratische  gleiche  Theile  zerlegt  werde, 
sind  auf  derselben  gleichzeitig  möglich. 


die  Knotenlinien  und  Anzahl  der  Glieder 
entsprechen  dem  Zusammenwirken  der- 
selben. Jedoch  finden  noch  andere  Töne 
und  Knotenlinicn  auf  der  Platte  statt. 

Um  ein  Beispiel  einer  nicht  rechtecki- 
gen Platte  zu  geben,  möge  dieselbe  ein 
gleichseitiges  Dreieck  bilden. 

Es  ist  hier  ein  eigenes  Coordinaten- 
system,  welches  von  Lame  herrührt,  ein- 
zuführen. 

Sei  O der  Mittelpunkt,  (der  Radius 
des  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Krei- 
ses), man  lege  durch  einen  beliebigen 
inneren  Punkt  drei  Linien  parallel  den 
Seiten,  und  fälle  von  O drei  Lothe  auf 
dieselben,  deren  Länge  »,  plt  pM  sein 
solle.  Diese  Lothe,  welche  positiv  in 
der  Richtung  nach  den  Seiten  hin  ge- 
dacht worden,  sind  die  Coordinaten,  die 
hier  anzuwenden  sind.  Bekanntlich  hat 
man  immer 

P + Pi+Pt  = 0 

und  die  Seiten  dca  Dreiecke  find : 
p=  l,  pt  = l,  p,  = l . 

Es  muss  also  t c verschwinden  lur  jeden 
dieser  Werthc. 

Was  den  Anfangszustand  anbetrifft,  so 
sehen  wir  von  der  Anfangsgeschwindig- 
keit ab,  und  nehmen  denselben  symme- 
trisch in  B»?zug  zur  Axe  p. 

Diese  Bedingungen  werden  erfüllt, 
wenn  mau  setzt: 

w = S2H r cos  yf, 
wo: 


y - sin  -~i  (kp  -\-ppt  4*  ypt  + 31/)  + ®»n  ( UP  + *7>i  + *Pt  4*  3/jA) 

4-  sin?^  (yp  + Xp,  + pp,  + 3^0+  •'""jt’P  + Wi  + *P«  + 3W) 

. + sin^  {pp  + lPi  + v/>,  + 3/iO+ein  ^ (lp  + ypt  + ftp,  + 3ll), 

wo  1,  v ganze  positive  oder  negative  Zahlen,  und: 

i + ,u  + y = 0 

sind.  Fflr  y hat  man  die  Gleichung: 

y 1 = c’  (^)  [(*’  +/“’  + *'*)  -</'»’+  **  + i-p)]  = ^TrC“5  +(*>  + *•’). 


r kann  als  eine  Function  von  x and  y betrachtet  werden,  da  />,  px  und  pt  von 
der  Form  ax  -f-  by  sind  ; cs  ist  dann  zu  sehen,  dass  v die  Gleichung: 

d*y  d3y  y* 

ä^  + v + ^"  = 0 


verificirt,  wenn  man  auf  die  Coefficientcn  a und  b Rücksicht  nimmt.  Hieraus 
folgt  dann  folglich,  dass  dio  partielle  Differenzialgleichung  der  Platte  durch  den 
Ausdruck  »r  erfüllt  wird.  Auch  verschwindet  tc  für  p zz  /,  pt  = I,  ps  = l. 

Um  //  zu  bestimmen,  sind  gewisse  Betrachtungen  nöthig,  welche  den  oben 
angewandten  analog  sind. 
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Was  die  Hohe  des  Tones  A anbetrifft,  so  hat  man  für  > irgend. ein  Glied: 


A 


3 / / 3 


2c , 


= j-  r t*‘+pr+  y * 


wo  a die  Seite  des  Dreiecks  ist. 

Die  TOno  der  Platte  ergeben  sich  ans 
der  Betrachtung  der  quadratischen  Form 
/s*  + Ähnlich  wie  oben. 

5)  Ucbcr  die  Wellenbewegung 
innerhalbder  elastischen  Medien. 

Wenn  in  einem  elastischen  Medium, 
welches  wir  nns  nach  allen  Richtungen 
unendlich  denken  in  einem  kleinen  Ge- 
biet, welches  man  E rschiit  terun  gs- 
centrum  nennt,  eine  Deformation  statt- 
findet, so  werden  elastische  Kräfte  er- 
regt, welche  die  Deformation  weiter  ver- 
breiten. Ist  das  Medium  homogen  und 
von  constanter  Elasticität,  so  verbreitet 
sich  die  Erschütterung  nach  allen  Rich- 
tungen hin  mit  gleicher  Geschwindigkeit. 
Also  betrachtet  man  das  Erschütterungs- 
centrum als  Mittelpunkt  irgend  einer 
Kugel,  so  werden  auf  der  ganzen  Ober- 
fläche derselben  immer  dieselben  Defor- 
mationen eintreten. 

Sind  die  betrachteten  Punkte  weit  vom 
Mittelpunkt  entfernt,  so  kann  man  die 
einzelnen  Kugelscheiben  durch  parallele 
Ebenen  ersetzen. 

Die  sich  ausbreitende  Erschütterung 
nennt  man  bekanntlich  Welle,  und  wir 
haben  es  also  hier  mit  kugelförmigen 
und  mit  ebenen  Wellen  zu  tbun. 

Sprechen  wir  jetzt  allein  von  den 
letzteren 

a,  ß,  y sind  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Normale  der  ebenen  Welle 
mit  den  Axen  macht,  P der  Abstand 
einer  Welle  von  der  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  gehenden, 

P=ax  + ßy  + yz 


V . = c,  cos  2/i  — , 
r 

wo  r die  Schwingungsdauer  ist,  so  wird 
die  Deformation  von  M gegeben  sein 
durch  die  folgende  s 

( ax  + ßy  + yt 

fj 

V = c cos  2i . 

T 

Ist  das  Erschütterungscentrum  gegen 
P gemessen  sehr  entfernt  von  O und  M, 
so  kann  man  c,  = c setzen,  da  beide 
von  P abhangen,  und  die  Deformationen 
können  als  gradlinig  und  parallel  be- 
trachtet werden. 

Sind  u,  b,  c die  Cosinus  der  Winkel 
dieser  Deformation  mit  den  Axen,  so 
sind  die  Projectionen  von  V bezüglich 
gleich: 

u ~ aU,  T = bU,  w = cif, 
und  diese  Wcrthe  müssen  die  partiellen 
Differenzialgleichungen  [Abschnitt  1)  7)], 
welche  wir  für  die  Schwingungen  fan- 
den, verificiren.  Es  muss  also,  da  wir 
von  äusseren  Kräften  absehen,  sein : 

, , 69  d*u 

+ ^ “ = i’ 

.69  ö’o 

V + P>ö-X  + P v = fdii’ 

, , 69  d*te 

+ + " = er- 

setzen wir: 

q=  ax  + ßy  + y i, 

. „ / t mx  + njf +pz\ 

a = c sin  2n  I — — I , 

\ r vt  / 


ist  dann  die  Gleichung  derselben.  Ist  so  erhAlt  man  wegen  der  Werthe  von 
dann  v die  Geschwindigkeit  der  ErschÜt-  m,  r,  ir : 
terungsverbreitung,  so  ist:  2 n 

T _ ax-{-ßy  + yt  9 ~ Vt**’  6 x ~ V*t*  ’ 


V 

die  Zeit,  in  welcher  dieselbe  zur  betrach- 
teten Welle  gelangt.  Nimmt  man  an, 
dass  im  Erschütterungscentrum  C unauf- 
hörlich isochrone  Schwingungen  entste- 
hen, so  breiten  auch  diese  sich  aus,  so 
dass  also  isochrone  Schwingungen  im 
ganzen  Medium  stattfinden , nur  dass 
diese  in  jedem  Punkte  M sich  nach 
Maassgabc  seiner  Entfernung  von  C vor- 
sptten,  und  zwar  um  die  Zeit  T. 

Ist  also  die  Deformation  des  Anfangs- 
punktes gegeben  durch  die  Gleichung: 


4n*  ,,  d’u  4/r’  ,, 

J'u=~  v^aü’  6r  = ~TraU’ 


also  wenn  man  in  die  erste  der  partiel- 
len Differenzialgleichungen  substituirt, 
und  gleiche  Ausdrücke  für  die  beiden 
andern  bildet,  ergeben  sich  die  Relationen : 

1)  (A  + /O  «?  + (.“  ~ eK,)a  =0i 

O+fO  ßi  + C*<  - eK*)  * = °> 

(A  + fO  Y1  + (j*  - pP*)  c = o. 
Diese  Gleichungen  bezüglich  mit  <r,  ß,  y 
multiplicirt  und  addirt  geben : 
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2)  (A  + 2u  — eK*)?  =0. 

Diese  Gleichung  kann  erfüllt  werden, 
wenn  man  setzt: 

ä 4*  2u  — * (i  V*  — 0, 

also : 


Die  8chwingnng  findet  in  der  Wellen- 
ebene  statt,  und  zwar  mit  der  Geschwin- 
digkeit: 


(wie  sich  aus  den  Gleichnngen  1)  ergibt). 
Jede  Wellenbewegung  setzt  sich  also  aut 

, n,  . . zwei  andern  parallel  der  Wcllenebene 

In  diesen  halle  werden  die  Gle.chun-  nnd  scnkrccht' anf  ihr  tul.mm#1(  die 


gen  1): 

«q  = «,  ßq  - 4,  yq  = 


q'  = 1. 


Geschwindigkeiten  beider  Si  und  tu  sind 
ungleich,  die  letztere  ist  die  kleinere. 


Nun  ist  q der  Cosinus  des  Winkels,  D«f_Verhiltniss  der  Geschwindigkeiten 
welchen  die  Vibrationsgeschwindigkeit  ./i  + 2 u . 

und  die  Verbreitungsgeschwindigkeit  mit  y ,8t  nach  der  Poisson’schen 

einander  machen,  in  diesem  Falle  findet  tT  . ...  ./■=  . 

die  Schwingung  also  in  der  Normale  der  Hypothese,  w k-u,  g eich  | 3,  nach 
Wellen  statt  mit  der  Geschwindigkeit  d.el  Werthhe, machen,  wo  X = 2 ,u,  gle.ch 

— V2.  Wahrscheinlich  ist  keins  von  bei- 

*~r  * f*  den  das  richtige. 


'-f- 


V Führt  man  die  Geschwindigkeiten  ai 

Die  Gleichnng  2)  wird  aber  auch  erfüllt,  und  Sl  ein,  so  nehmen  die  Gleichun- 
wenn man  p = 0 setzt,  dann  ist  » = 0,  gen  7a)  des  Abschnittes  1)  die  Ge- 
d.  h.  die  Dichtigkeit  wird  nicht  geändert,  stalt  an : 


3) 


d»u  d»  , 

ä7i  = ß,di+ 


I”  0 /du  or\  d /dir  dii\“l 

löy  \d~y  ~Äx)~  dl\jTx'-  d~Jl 
Ö*v  _ a 7 rd  /dr  d«p\  d /du  d©\"| 

dt*  ~ ^ dy  01  Lds  V)*  dy)  dx  \dy  dx) J 

ö*»c  d.^  ^ /dr 

dt*"~^  dz  W Ldx  \dx  dz)  dy  \dr  d y) J 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Integrale  sich  aus  Gliedern  zusammensetzen, 
deren  Periodicitat  zum  Theil  von  tu,  zum  Theil  von  Sl  nbh&ngt.  Nur  die  letzteren 
Glieder  bewirken,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  Verdichtung  oder  Verdünnung  des 
Mediums,  sie  geben  die  Longitudinalschwingungen,  d.  h.  solche,  die  auf  der  Schwin- 
gungsrichtung senkrecht  stehen,  die  anderen  geben  die  Transvcrsalvcrschwingun- 
gen,  d.  h.  solche  in  Richtung  der  Wcllenebene. 

Betrachtet  man  nur  die  Longitudinalschwingungen,  so  ist  das  mit  nt * raulti- 
plicirtc  Glied  gleich  Null  zu  setzen.  Man  hat  also : 

dt  die  dtp  dir  du  dtp  du  dt  __  dtp 

di  dy  ~ dx'  dx  dy  Oy' 

und  die  Bewegungsgleichungen  sind: 


dy  dx  dz  ' 


d'u  M d 9 

Fr  ~a  di' 


di»  ~ dy' 


d»» 

dt»  ~ dt' 


Differenziircn  wir  die  zweite  Gleichung  nach  s,  die  letzte  nach  y und  subtrahirvu, 
so  kommt,  wenn  wir  die  vorletzten  Gleichungen  berücksichtigen  und  cyklisch  fort- 
schreitcn : 

a»  **  a»*?  a»^' 

dx  _ dy  dz_o 

dl»  dl»  — dl» 

Da  aber  iß  eine  periodische  Function  sein  soll,  ist  ’ß  = 0,  also: 

d r die  die  du  dir  du  * 

dz  dy  ’ cx  da’  dy  dx’ 

d.  h. 
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dF 


u~Tx'  V~rv 


dF 

? 


W — — 

di 


Schwingungen. 

dF 


4) 

and  somit  auch 

.7  = j'F. 

F ist  hier  eine  periodische  Function,  welche  die  Gleichung  verificirt: 

5) 


d«F 

T = SIJ'F, 


dl 

welche  zur  Bestimmung  der  Bewegung  ausreicht. 

Betrachten  wir  aber  die  Transversal  - Schwingungen  allein,  so  ist  zu  setzen: 

.7  = 0. 

Man  hat  dann,  wie  sich  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  leicht  ergibt,  wenn 
f,  i/,  f neue  periodische  Functionen  sind: 


.*’C, 


6) 

:ö_,_a_C 

d( 

d( 

de 

drj 

u - 

ds  dy 1 

V — 

dx 

ds’ 

ir  ~ — — 

dy 

dx ’ 

Hieraus  folgt: 

dv 

du> 

- ^ . 

-J'S,  — - 

du 

- 

— — n 

du  dv 

- 

dz 

dx 

*’  dz 

~di 

dH 

J 7 

} dy  dx 

dt 

^ dx  dy  d i ’ 

and  die  Gleichungen  3)  geben  dann  leicht : 


d'( 


d* 


d*f 


df*  = "*• *'*  + Fx'  dn~  + Ty ' äii  = ■■'’«  + £ 

wo  tf-  eine  neue  Function  ist. 

Führt  man  jetzt  die  Werthe  von  w,  r and  w ein,  so  kommt: 
d*t*  d*® 


was  auch  y sei.  Es  kann  also  </  ganz  unterdrückt  werden,  und  f,  y,  { sind 
F unctionen,  welche  die  Gleichung: 


7) 

verificiren. 


d»F 

T(« 


ui' J'F 


Was  die  Bildung  des  Tones  anbetrifft,  so  sieht  man  aus  dem  Vorigen,  dass 
es  zweierlei  Töne  gibt,  die  den  Longitudinal-  und  Transversalschwingungen  ent- 
sprechen, und  die  sich  beide  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fortpflanzen. 

Beide  können  abgesondert  untersucht  werden,  und  geben  die  entsprechenden 
Gleichungen  5)  und  7)  die  nCthige  Theorie. 

Da  wegen  der  linearen  Beschaffenheit  der  Gleichungen  3)  die  allgemeinen 
Integrale  u,  e,  ic  Glieder  enthalten,  welche  die  beiden  Zustanden  entsprechenden  Glie- 
der zusammensetzen,  so  gibt  die  Coexistenz  beider  Systeme  den  ganzen  Schwin- 
gangszustand.  Selbstverständlich  muss  aber  den  Grenzbedingungcn  genügt  werden. 
Die  allgemeinen  Werthe  sind  wegen  4)  und  6)  dann  offenbar: 

_ dF  dij  d£  dF  dC  d$  _ dF  d$  dy 

M dz  dz  dy’  r — dy^dz  dt’  di  dy  dx' 

Ausserdem  ist  .7  = J'F  die  Verdichtigung.  Aber  diese  Werthe  von  ti,  e,  ic  sind 
noch  nicht  die  allgemeinen  Integrale,  welche  selbst  nicht  periodisch  zu  sein  brau- 
chen. Indessen  kommen  diese  bei  akustischen  Erscheinungen  nicht  in  Betracht. 
Es  ist  nämlich  als  Erfahrungssntz  zu  betrachten,  dass  die  letzteren  nur  den  sich 
Aber  den  tönen  den  Körper  ausbreitenden  'Wellenbewegungen  ihr  Entstehen  verdanken. 
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6)  Gleichgewicht  und  Bewegung  eines  elastischen  Parallel- 
epi  p e d o n s. 

Wenn  die  äusseren  Kräfte  umgekehrt  dem  Quadrat  der  Entfernung  wirken, 
so  gibt  es  eine  Function  P,  welche  den  Bedingungen  genügt,  dass 

dF  v v dF-  t 

d--ex>  dt~eZ 

ist.  Die  Gleichgcwichstgleichungen  ergeben  sich  dann  aus  Abschnitt  1)  Formel  7): 

rx+'J'u+Zc  = 0’  rv  + ,J'v  + ry  = 0’  S + ,J,,e  + Ä=-0’ 

wo 


f = tx- ’ 
* + f* 


du  dr  (He 

° = di  + rv  + 


r= 


Sy  da’  ' l + H 
ist.  Diese  drei  Gleichungen  lassen  sich  durch  eine  eineige  ausdrücken.  Bildet 
man  nämlich  den  Ausdruck: 

d*  d«  d» 
d dz*  T dy*  ^ dz* 

von  der  ganzen  linken  Seite  jeder  der  Gleichungen  und  berücksichtigt,  dass 
= 0 ist,  (es  ergab  sich  dies  in  Abschnitt  1),  wenn  man  die  Gleichungen  7a) 
bezüglich  nach  r,  y,  z differenziirt  und  addirt)  so  erhält  man: 
j*j*u  - J*J*t>  - J*J*w  - 0. 

Die  Ausdrücke  u.  e,  w verificiren  also  alle  drei  die  Gleichung: 

1)  J*J*<t  = 0. 

Im  Falle  der  Bewegung  . 

d*y» 

2)  *7  = *’-'>• 

wo  k = o)  oder  Sl  zu  setzen  ist.  Um  diese  Gleichung  zu  integriren  mit  Berück- 
sichtigung der  Grenzbedingungen  schlägt  man  folgendes  Verfahren  ein. 

Es  sei: 


%)  ~ 


tf  +t-f 


C(7)_ 


e'f-'-V 


Seien  m,  n,  /,  p,  y,  r beliebige  Constanten,  und  setzen  wir : 

S = sin  nur,  C = cos  mx, 

= sin  ny,  C,  = COS  ny, 

S,  = sin  I»,  C,  = cos  Ir, 

E (j>,  x)  = E,  G (p,  x ) = G, 

£(?.y)=Es.  G(y,y)  = Gl. 

E (r,  *)  z JE,,  G (r,  z)  — 

Die  Ausdrücke  S.  G,  ...  . sollen  bedeuten,  dass  man  in  den  betreffen- 

(<*)’  (o)’  (o) 

den  Ausdrücken  die  Variable  x durch  a ersetzt.  Noch  sei: 


H — 


_‘»E(a)g-xC(a)C 


xG(„f-aE(a)G 


>)  » 

Wird  in  diesen  Ausdrücken  x mit  y oder  s vertauscht,  so  setzen  wir  bezüglich: 
ff,,  Ä,,  W„  K , an  die  Stelle  von  H,  K ; offenbar  ist: 


und 

also  auch : 


%)  = <? 


<«) 


%)  = C, 


(*) 


h*m  = 


W~c, 


(«) 
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oder: 

oder: 


Es.  ist  leicht  ersichtlich,  dass  die  Gleichung  2)  erfüllt  wird  durch  die  Glieder 
von  der  Form : 

(ACj-  BS)  (AlCl  4-  ß, S,)  (AtC,  + Ä,S,)  (Z.  cos  yt  + i,  sin  yt), 
wo  A,  B,  Alt  Blt  A B„  L,  L,  zu  bestimmende  Coefflcienten,  und 
, y = *Vm>+n«  + l» 

ist.  Dagegen  wird  die  Gleichung  J't'  — Q verificirt  durch  Glieder  von  der  Form: 
{AE+  BG)  (ii.C.  + Ü.S.)  (A,C,  + A,S.) 

( AC+BS ) (A,E,  + BlGl)  (A%C,  + B,9,) 

(AC+BS)(AlC,fBlSi)(A,Et  + BtGt). 

Soll  aber  wie  hier  die  Gleichung  2)  integrirt  werden , so  kann  man  zu  dem 
Exponcntialfoctor  (welcher  E und  G enthält)  noch  zuzählen  bezüglich : 
Ä'H+B’K,  A\Hi+-B’lKt,'  A",Ht  + B",K1 
unter  der  Voraussetzung*  dass  man  hat: 

p*  = n»-j-I»,  = r*  = m»  + n». 

Mit  Hülfe  der  eben  gegebenen  Gleichung  lässt  sich  dies  leicht  verißeiren. 

Betrachten  wir  jetzt  ein  rechtwinkliges  Parallelcpipedon,  dessen  sechs  Seiten- 
flächen von  gegebenen  Kräften  angegriffen  sind,  welche  auf  den  entsprechenden 
Seitenflächen  senkrecht  stehen.  Wir  nehmen  ferner  an,  dass  diese  Kräfte  grade 
Functionen  der  Variablen  sind,  also  für  positive  und  negative  Werthe  derselben 
gleich  bleiben.  Der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  sei  der  Mittelpunkt  des  Paral 
lelempedons,  2o,  26,  2c  die  Länge  der  Seiten. 

Dann  hat  man  zu  integriren  die  Gleichungen  t 

da 


rx+tj>»=  0, 


da  f verschwindet.  In  den  'Werthen  : 


da  . „ da 

dy  + ‘J't  = 0’  Ti  + ,J'"’  = °’ 


A = ia  + 2p'^, 

B'  + 

„ Ä dio 

c,  =ia  + 2,u^~t. 

n /du  dic\ 

* / die  d«\ 

du  dr\ 

, C'=Kdl  + d-y) 

ist  der  Grcnzbedingnngen  wegen  Zn  setzen: 

■ . ' A=tf,  B = C = 0 für  * = +a 

B,  = <p,  B = C,  = 0 für  y — +6 

C,  =7t  C=  C,  =0  für  » = +c.  ' • 

Mit  Hülfe  der  diesen  Abschnitt  einleitenden  Betrachtungen  gelangt  Lame  zu  den 
leicht  za  verificirenden  Integralen  : , ’ 

3)  « = />  + XXpf  G - a)  C,C\ .+  Xlng  (jEt-  //,)  C,S  * 

+ XXmh 

v = g.y  + E - //)  S,C,  + XX qg  (l±i  G\  - K^t\C 

+ XXnh  (-£-  Et  - //,)  CS, 

•r  = h,i  + E - «)  C,S,  + XXlg  (i-  E,  - //,)  S,C 

+ XXrh  (iii  G,  - K,)  CC,. 
31 
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tcn  auf  denselben  verschwinden,  wenn 
man  setzt: 


Jeder  dieser  Ausdrücko  verificirt  die  zu  bestimmen , dass  den  Grcnzbedin- 

Glcichgcwichtsgleichungcn  und  lasst  die  gnngen : 

den  Grenzflächen  parallelen  Componcn-  J = ^(  für  x -4-<t, 

— fflr  1/  = -4-  h 
C , — tf,  für  z = + c 

«n  »t-7  • i __  *< n genügt  wird.  Indess  ist  dies  Problem 

a ’ 11  6 ’’  c noch  nicht  gelöst.  Namentlich  bemer- 

ken wir,  dass  die  in  dem  Artikel:  Qua- 
und  die  Doppelsummen  auf  alle  ganzen  draturen  (Zurückführung  der  partiellen 

positiven  und  negativen  Werthe  bezüg-  DifTcrenzialgleichnngenen  auf  -)  in  Ab- 

lich  von  s,»,,  ss , erstreckt,  so  dass  schnitt  22)  gegebene  Methode  hier  nicht 

die  ersten,  zweiten  und  dritten  Doppel-  ausreicht. 

summen,  die  in  den  Wcrtben  von  w,  r,  Ist  aber  das  Gesetz  der  Vcrdichtong 
w Vorkommen,  bezüglich  der  ersten,  und  Verdünnung  im  Innern  gegeben,  so 
zweiten  und  dritten  Combinalion  ent-  lasst  Bich  das  Problem  lösen, 
sprechen.  Die  ersten  Glieder  f„r,  gc y,  Sei  nämlich  .»  = y eine  in  Bezug  auf 

/i  z,  sind  die  der  Doppclsumme,  für  die  x,  y,  z grade  Function,  welche  da»  Ge- 
befde  s der  Null  gleich  werden,  cs  setzen  setz  der  Verdichtung  ausdrückt,  so  muss 
sich  also  diese  Glieder  aus  je  drei  den  J' y = 0 sein. 

drei  Summen  entsprechenden  zusammen.  Aus  den  Wcrthen  von  u,  r,  v folgt 
Es  sind  nun  die  Cocfficientcn  so  nun  leicht: 

9 = y =C.  + %lSPfF.CiCl  + 2tZlqgElC,C+2tZ£rhEiCC„ 

Co  = ft  + Jo  + *. 

Wenn  man  bezüglich  z=n,  y = A,  z = e setzt,  kommt  dann:  • * . , 


(dy)A  = 2,22?,j0‘(4)ClC 

(£  )e  = 2<^r,,lC,(c)c-Cl. 


Bei  diesen  Gleichungen  reicht  nun  die  Methode,  welche  oben  erw&hnt  worden  ist, 

--  . t*. 

ft 


zur  Bestimmung  der  Coeflicientcn  aus  und  zwar  ergibt : 

V V 


/■=5 


(<0 


(*) 


’ 2 »r1 6 , 


wo  zu  setzen  ist : 


^ ~4Tc  f_hf  _c  M/’WW 
/<></) 


(«) 


<0  dr 


du 


p=^.r.c./_,©tvw^ 

Ä=i  /_„  /_* 

und  wegen  9 = y erhalt  man : 

= %,  r_a  fb_b dß  dy- 

, ■ •,  r „ • ' 1 ; ■ **  W * 

Indess  bleibt  noch  übrig,  die  Convergcnz  der  Doppclsumme  zu  prüfen,  eine 
Aufgabe,  welche  auch  in  andern  Fällen,  die  zu  ähnlichen  Resultaten  führen,  noch 
ihre  Auflösung  erwartet. 
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Was  da«  directe  Problem  anbetrifft,  so  gelingt  die  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten  von  3)  nur  in  dem  Falle,  wo  ■ / 1,  </,,  r/ , Constanten  sind.  Dann  ist 
f = y s h = 0,  und  es  bleibt  nur : 

u = f,x,  v = g,  y,  = 

C,  — B,  = Ä = 0,  = r*  + So  + + ct 

Ic,  =f„  ie, +2/1J,  = y,,  1c,  4-2, uA,  = y„ 

also : . 4 . *• 


„ _?.  + </« +<Ti 

•“  314-2,1 


/•  _ Vi-*c« 
'•  “ 2u 


•'*  2u 


* = y»~ic» 

* 2,u 

Allen  inneren  Punkten  entspricht  dann  dasselbe  Elasticitätscllipsoid  und  gleiche 
Hauptelasticitäten.  * 

Von  den  Schwierigkeiten,  welche  das  Gleichgewicht  eines  elastischen  Parallel- 
epipedons  darbietet,  ist  die  Theorie  der  Schwingung  zustande  frei,  mit  welcher 
wir  uns  jetzt  zu  beschäftigen  haben. 

Wir  denken  uns  den  Anfangspunkt  der  Coordinatcn  in  einer  Ecke  des  Parallel- 
epipedons,  die  Axcn  wieder  den  Seiten  parallel,  die  wir  gleich  «,  b,  c setzen, 
lüs  sind  dann  die  Gleichungen  der  Seitenflächen  bezüglich: 

* = 0,.  y = 0,  » = 0,  x = o,  y — b,  % = c. 

Die  Gleichungen  3)  des  vorigen  Abschnittes  sind  zu  integriren.  Wir  wollen 
zunächst  annehme»,  dass  c und  u>  auf  dem  ganzen  Körper  verschwinden,  dann 
hat  man : 


ö’ii  i)*« 

— = D>  — 4-<o* 
d I * dx* 

du 


/(Tu  d’u\  d /du\  . d /du\ 

( }dy  fa)  = 0,  = 


Es  ist  also  ^ von  y und  z unabhängig,  d.  h. : 

u = V+U„ 

wo  V eine  Function  von  x und  i,  V,  eine  solche  von  /,  y and  t ist. 
unserer  Gleichangen  zerfällt  dann  in  zwei  andere : 


Die  erste 


d*U  _ d*u 
dl*  dz *’ 


d*f/, 

"d 


I»  V dy*  ^ dz2  ^ 


Die  erstere'  gibt  die  longitudinalen,  die  letztere  die  transversalen  Schwingungen. 
Beschäftigen  wir  uns  zunächst  mit  den  longitndinalen  Schwingungen. 

Dm*  sie  zu  erreichen  müssen  Anfangsbewegnngen  parallel  der  Längenrichtung 
•erregt  werden,  also  B ss  C = C\  = 0 sein.  Ist  der  Körper  an  den  Enden  frei 
nnd  in  der  Mitte  fest,  so  hat  man  ein  particuläres  Integral  von  der  Gestalt: 

U = cos  (2s  + 1)  — cos  (2s  + 1)  , 


wo  s eine  beliebige  ganze  Zahl  ist;  in  Seitenwänden , welche  die  Längenrich- 


der  That  ist  dieser  Ausdruck  der  Null 


die 


gleich  für  z = — . und  verificirt 
Differenzialgleichung,  auch  ist 

ß = c=e\  = o. 

Die  Ausdrücke  A,  ß„  C,  enthalten: 
r sin  (2s  4-1)’-— 

Ct 

als  Factor,  sie  verschwinden  also  für  Die  Anzahl  der  Knoten  ist  2s  +1.  Das 
,x  ~ 0 und  x — a hier,  d.  h.  an  den  zwei  Verhältniss  der  verschiedenen  Töne, 

81* 


Uing  begrenzen . sind  die  elastischen 
Kräfte  gleich  Null,  und  der  Werth  von 
U zeigt,  dass  hier  die  Schwragungsam- 
plitflde  ein  Maximum  ist. 

Die  Höhe  de8  Tones  b ist  dem  um- 
gekehrten Werthe  der  Periode  gleich, 
also : 

A = (2s  + l)g. 
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Bewegung  statt.  Man  muss  also  in  die*  Die  hier  durch  die  Wcrihc  von  u und 
sein  Falle  von  der  Bedingung,  dass  ,r  gegebenen  Schwingungen  haben  die 
t>  = w = 0 sind,  absebon.  Eigenschaft,  dass  Überall  die  llaupt- 

Nehmcu  wir  an,  nur  r verschwände,  elasticitätcn  den  Seiten  des  Prisma  pa- 
so  ist:  rallcl  sind,  auch  folgt  daraus  leicht,  dass 

du  ,),r  die  Schwingungen  dieselben  sind,  als 

9 = t-  + 3-  =0,  wenn  man  das  Prisma  in  der  Mitte 

durchschnitte,  diese  Mitte  befestigte,  und 
da  die  Schwingung  transversal  ist,  also  das  andere  Ende  frei  liesse,  unter  der 
keineVerdichtung  stattfindet  (Abschnitt  5).  Bedingung,  dass  man  der  Zahl  s nur 
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ungrade  Werthe  gibt,  welche  für  x = a,  eine  einzige  Knotenlinie  parallel  der 
« =0  geben.  Die  Töne  sind  also  dann  Lange  dea  Körpers  haben, 
die  den  Zahlen  1,  3,  5-.  . . aus  der  obi-  Es  kommt  bei  gewissen  Körpern  vor, 
gen  Reihe  entsprechenden.  z.  B,  bei  Glasplatten,  dass  wenn  man 

Sei  jetzt  in  den  allgemeinen  Werthen  sie  in  der  Mitte  reizt,  so  dass  longitu- 
von  u und  » > = 1,  so  hat  man:  dinale  Schwingungen  entstehen,  gleich- 

zeitig Transversalschwingungen  von  glei- 
. «her  Schwingnngsdaner  erzeugt  werden, 
in  diesem  Falle  müssen  die  entsprechen- 
den Weithe  von  u gleiche  Periode  haben, 
d.  h.  es  muss  sein : 


nt  nx  . nz 
— cos  — sin  — , 
a ■ n a 


nt  . nx  71z 

w = sm  — cos  — . 

a a a 

Denkt  man  sich  das  Prisma  in  der 
Mitte  eingespannt,  an  beiden  Seiten 
frei,  so  kommt: 

u = mt  sin  mx  sin  n:  cos  ( mlui Y 2), 
v>  — mt  cos  mx  cos  mz  cos  (mtui]/ 2), 

nt  = (2s+l) 


> = (2*  + l)  — 


Sl 

ioj/5 


Was  jetzt  die  allgemeine  Aufgabe  an- 
he trifft,  wo  tr,  e,  »r  alle  drei  nicht  ver- 
schwinden , so  führen  wir  wieder  die 
oben  angewandten  Bezeichnungen  ein. 
Dann  kann  man  für  diejenigen  Schwin- 
gungen, deren  Periode  von  Sl  herriibrt, 
ganz  allgemein  setzen: 


für  *.=  1 erhält  man  hieraus  die  soge- 
nannten drehenden  Schwingungen,  welche  pro 


H=  ~ CC\C,T=  - U, 


also : 


T = cos  ytf  j = Sl\m*  +«*  + />  =n-ßl/'i  + p-+^r  = *£> 


«zrmSC.C.T,  n = n6SlC,T, 
■ A-= 

ß,  = (i*1  + 2/zn>)  U, 

Cx  = (lk'  + W')U, 


t c = ICC  ,S,T, 
C, 


9 = kW. 


2 ft 


= -n/CS.S.r 


Noch  war 


2^  = -'»«c.s,r 

§-u  - -mnSS.C.T 


S(a)-S‘(b)-S‘(c)-° 


gezeigt.  Es  sind  nunmehr  die  den  Seitenflächen  parallelen  Componcnten  anf  den- 
selben der  Null  gleich,  wie  dies  bei  den  Schwingungen  überhaupt  anzunehmci\. 
Ferner  sind  die  Schwingungen  auf  der  Oberfläche  auf  den  Seitenflächen  parallel, 
da  für  x — +n,  u = 0,  für  y = +4,  ® = 0,  für  z = + e,  ic  = 0 sein  muss.  End- 
lich ist  die  Ausdehnung  9 derart,  dass  das  Volum  des  ganzen  Prisma  unverän- 
dert bleibt.  Es  ist  nämlich  : 


ps  #»&  g*C 

/ / / Udx  dy  dz  = 0. 

’ -a  J -b  J -c 

Was  die  Höhe  des  Tones  anbetrifft,  so  ist: 


, Sl  /.i  , > • i 

*=  ä-y^  + Tr  + TT- 

Man  sieht,  dass  es  unendlich  viel  Reihen  von  Tönen  gibt;  der  tiefste  davon  ist; 

‘=1  iv+F+rr 

Dieser  wird  nnendlich  gross,  wenn  die  Seiten  des  Prisma  nnendlich  klein  werden 
Was  die  von  u abhängigen  Schwingungen  anbetrifft,  so  ist:  ' 
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S = pCSlS^Tl,  , = 9 SC.S.T,.  C = rSSlC,Tl 


7\  = C0S  /,*,  y^uV'»*  + «**  + l‘=rtul  | ^T+77-+^ 

u = PSC,CtTl,  e - QCS,C ,T„  «'  = RCC,S,ri 

,?  — 0,  Pxtq  — ur,  (f  = inr  — lp,  R = np  — mq. 


- =-«.pcc4c,ru 
c,r„ 

2/i 

g = /«CClC,tlI 


^ — -IIQ  + H^CS.StT, 

P 

£i=-(».  R + IP)SClS1Tl 
P 

— = -(nP  + mQ)SSlClTl. 

P 


Man  gelangt  zu  denselben  Schlüssen  sind.  Diese  Grössen  und  die  Geschwin- 
wie  im  vorigen  Fall,  nur  dass  die  Aus-  digkoilen  selbst,  die  wir  mit  ts,  v , ie  be- 
dchnung  überall  verschwindet.  zeichnen, , sind  Functionen  der  Zeit  und 

Dieser  Artikel  ist  im  wesentlichen  ein  der  Anfangscoordinaten,  sie  können  aber 
Auszug  aus  Lamd’s:  Theorie  malliema-  auch,  wie  hier  geschehen  soll,  als  Functio- 
tipue  de  l'elastirite  des  corps  solides.  nen  der  Zeit  und  der  augenblicklichen 
Daselbst  sind  noch  behandelt:  Die  Coordinaten  X,  yt  3 des  betreffenden 

Schwingungen  und  Glcicbgewichtszu-  Klcments  betrachtet  werden,  wo  indes! 
stände  des  Cylindcrs,  der  Kugel  und  der  x.  y , z selbst  wieder  Functionen  der 
Kugelschalc.  Zeit  sind,  da  sich  der  Ort  des  Elementes 

Ein  neueres  Werk  über  Elasticität  ist  mit  der  Zeit  ändert.  Es  ist  also: 
das  von  KIcbsch : „Theorie  der  Elasti- 
cität“.  Untersuchungen  über  elastische 
Linien  und  F'lächen  enthält  Poissons 
Mechanik. 

Noch  erwähnen  wir  zweier  Abhand- 
lungen von  Lorenz  in  Crclles  Journal, 

Band  58.  und  59. 


dx  du  dz 

u~Tr  t ~di'  * ~ dl' 

du  du  i’u  du  , du 

,'  = Ti  = rt+diu+Tyv+ri* 


Schwingungen  der  Luit. 


und  ähnliche  Ausdrücke  ergeben  sich 
für  V und  IV. 

Von  den  Grössen  X,  V,  Z wollen  wir, 
1)  Gleichungen  der  Bewegung,  wie  dies  ja  immer  geschehen  kann,  wenn 

. „ , , .....  von  festen  Centren  ansgehend,  Anzie- 

D.c  kleinen  Bewegungen  der  luftfor-  nnd  Ab8t08,tingen  auf  den  Kör- 

trugen  Körper  geben  so  wie  d.c  der  *wirk  annehmen,  dass  sie  die  p«- 
festen  Körper  zu  der  Entstehung  von  {£„  Differ*niialquotiente..  einer  Fan- 
Tönen  \ eraulassnng ; und  im  Uebngen  ctjon  bezüglich  nach  x.y,  s seien,  weicht 
d,cnt  die  Luft  zur  Fortpflanzung  der  8elb*t  Qicht  ^ gWchrcOg 

Schallwellen.  Um  die  Gleichungen  die-  „nKenommen  werden,  dal.  auch  a 

scr  Bewegung  zü  finden,  .st  von  den  all-  r>  „ dicDifferenzialquotientio,  einer  Fan- 
gemeinen  hydrodynamischen  Gleichungen  c;jon  nach  welche  jedoch 

aussugehen.  . auch  jjc  Zeit  t enthalten  muss.  Dk 

Sl°a  *•.  r'  Z C'f"Cn  I unkt  Bedingungen  unter  welchen  die  letzter» 

der  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte»  « seine  . r h . ..  . . 

Dichtigkeit,  p der  Druck,  so  gibt  das  Annahme  statt  hat,  werden  sogleich  gc 
Prinzip  der  glcichmässigcn  F'ortpflanzung  ®c  cn  wer  e 
des  Druckes  nach  allen  Richtungen  die 
Gleichung : 


A) 


e (*-")  = £• 
e(r-v)=g. 

p(Z-lV)  = ^, 


x-.tr 

* - dx' 

dif 


y-tl 
~ V 

_ _ öJf 

V 


z _ »E 
z - dT 

d<t 

“ = 5V 


u =. 


dv  d*tf  dy  d'e 


wo  V,  V,  IV  die  Zunahmen  der  Ge- 
schwindigkeiten des  betreffenden  Punktes  eben  so  erhält  man : 


~ dx' 

d'<r  . -r  - v | T 

dx  dt''  dx  dx'dy  ‘ d s dx  d» 

_ . . « 
~ dxdr*  dx' 
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V = '^  + l— 

dx  dt  * ,dil  ' "Z  dt  * dz' 


zu  setzen  ist. 

Setzt  man  diese  Werthc  in  die  Be- 
wegungsgleichungen A),  multiplieirt  die- 
selben bezüglich  mit  dx,  dy , di  und  nd- 
dirt  sie,  so  kommt: 

Die  Grösse  7 bezeichnet  Helmholz  als 
Geschwindigkeitsßotcnzial. 

Die  Umstünde,  unter  welchen  ein 
Geschwindigkeitspotenzial  vorhanden  ist, 
lassen  sich  leicht  übersehen. 

Finde  ein  solches  zu  irgend  einer  Zeit  l 
statt,  so  nehmen  im  nächsten  Zcitlheil- 
chcn  x -f  g die  Grössen  u,  t>,  w die  Ge- 
stalt an: 

du  dz 

u'=u  + ,rt,  v=„  + ,rr 


digkeiten  tt,  v,  tr  die  Differenzialquo- 
tienten  einer  Function  7 nach  a-,  y,  z , 
so  sind  sie  dies  zu  jeder  Zeit.“ 

Dies  findet  z.  B.  statt,  wenn  im  An- 
fänge die  Geschwindigkeit  Null,  also 

U — T — IC  — 0 ist. 

Die  Gleichung  1)  ist  aber  nicht  zur 
Bestimmung  der  Bewegung  flüssiger  Kör- 
per ausreichend. 

Um  eine  zweite  Gleichung  zu  haben, 
betrachten  wir  die  Dichtigkeitsänderung 
in  einem  elementaren  Parallolepipedon, 
dessen  Seiten  bezüglich  gleich  dx,  dy,  di 
sind. 

ln  einem  Zeittheile  dt  werden  die  ein- 
zelnen Massenelemcntc  sich  parallel  der 
Axe  der  x um  die  Grösse  udl  beben, 
und  somit  durch  die  untere  Grundfläche 
dy  dz,  (tudt  dy  di  solcher  Elemente  in 
das  Parallelepipedon  eintreten  und  eine 
Vermehrung  der  darin  enthaltenen  Masse 
von  dieser  Grösse  erfolgen,  dagegen 
treten  durch  die  obere  Grundfläche  dy  dz: 

ptf dt  dy  di  -f  -4—  dx  dt  dy  dz 


dw  Thcilchen  aus  dem  Parallelepipedon  her- 

w + 9 Jf'  aus,  es  resultirt  also  die  Vermehrung 

Da  nun  zur  Zeit  t die  Gleichung  1)  __  (^QU  ^ ^ 

gelten,  mnss,  und  man  ausserdem  hat:  öx  J 

dtf  du  , dt  dw  , Die  entsprechenden  Grössen  für  die  an- 

“äJ  = dl <iX  d~t  ' 1 deren  Grenzflächen  ergeben  sich  ebenso: 


so  ist: 

(du  d v , , \ 

-dx+ridy  + Tidz) 

— - dP.  _ j dM  + ,IF. 

9 

Es  ist  also  die  Grösse  links  ein  voll- 
ständiges Differenzial  einer  Function  von 
xf  y,  5,  wenn  wie  die  bei  den  luftförmi- 
gen  ehenso  wie  bei  den  unzusammen- 
drückbaren  Flüsigkeiten  der  Fall  ist,  q 
eine  Function  von  p ist.  Da  nun  auch 
zu  der  betrachteten  Zeit 

udx  4-  vdy  4-  »rrfz 

ein  vollständiges  Differenzial  war,  so  ist 
dies  auch  mit 


dt  dx  dy  di, 

dy  . - 

— *-7—-  dt  dx  dy  di. 
dz 

Dividirt  man  alle  drei  durch  dx  dy  dz, 
so  ist  die  Summe  die  Verdichtung  des 
Parnllclepipedons  in  der  Zeit  dt,  und 
diese  Grösse  ergibt  sieh  direct  gleich: 

— dt,  so  dass  man  hat : 
dt 


2) 


dp  öj>u  <V  , fy»c  __ 
d t dx  dy  dz 


Es  bleibt  noch  übrig,  dio  Beziehung 
zwischen  p und  p zu  finden. 

Wir  haben  cs  hier  mit  einem  luftfür- 


u’dx  4*  v'dy  4-  w'di 

der  Fall,  also  es  gibt  auch  im  nächsten 
Momente  ein  Geschwindigkeitspotenzial,, 
und  aus  eben  dem  Grunde  für  den  fol- 
genden und  allgemein  für  jede  Zeit. 
Dies  ist  ein  wichtiger  Satz,  von  dem 
Lagrange  der  Urheber  ist.  Kr  lantet: 
„Sind  zu  irgend  einer  Zeit,  also  etwa 
im  Anfänge  der  Bewegung  die  Geschwin- 


migen Körper  zu  thun.  Das  Mariotte’- 
8che  Gesetz  würde  geben  p = Äp,  wenn 
bei  der  Verdichtung  keine  Wärmeände- 
rung entstände.  Diese  aber  ist  hier  in 
Betracht  zu  ziehen. 

Sei  zunächst  das  Gas  im  Gleichge- 
wicht und  von  constanter  Temperatur  9, 
p0  seine  constante  Dichtigkeit,  p0  seino 
elastische  Kraft,  so  ist,  wenn  man  die 
Dichtigkeit  des  Quecksilbers  als  Einheit 


Digitized  by  Google 


Schwingungen, 


488 


Schwingungen. 


nimmt,  h die  Hoho  des  Quecksilbers, 
g die  Beschleunigung  der  Schwere  ist, 

P.  =?*• 

Während  der  Bewegung  sei  nun  y die 
Verdichtung  des  Gases,  also: 

t>  = e.  (1  + y) 

und  wenn  die  Temperatur  i constant 
bliebe: 


Die  Gleichung  2)  aber  wird,  wenn 
man  g = p#  (1  + y)  setst : 

+ Ä[(1  + y)r»]  = 0’ 

oder  wenn  man  für  y einseut,  und  wie 
oben  M = 0 nimmt : 


— = — = 1+ y »Iso  p = j*(l  + y)- 
Pc  ec 

Durch  die  Verdichtung  erfolgt  aber 
eine  Wärmezunabme  9,  die  man  pro- 
portional der  Verdichtung  y annchmen 
kann,  es  Ist  also 

9 = Ay. 

Um  die  Grösse  A zu  ermitteln,  sei  n der 
Ausdehnungscocfhcient,  c die  spccifische 
Wärme  des  Gases  bei  constantcm  Druck, 
c,  die  bei  constantcm  Volum.  Es  er- 
gibt sich  dann,  (vergleiche  den  Artikel: 
Wärmelehre) : 

Nach  dem  Gay  - Lussac’schcn  Gesetze 
aber  ist: 

p.  = fl(l  + y)  [l  + «(r +■■>)] 

Pc  D (1  + er) 

oder,  wenn  man  die  höheren  Potenzen 
von  a vernachlässigt: 

P = + y + «9)  (l  + y— ), 

' c\' 

woraus  dann  folgt: 

dp  ghe  dy 
t>  ~ Oc  | 1 + y 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  1)  und 
integrirt,  so  kommt: 


g-hc 

Dct 


lg(l-fy)  = 


wenn  die  änsseren  Kräfte  x,  y,  z gleich 
Null  sind. 

Sind  die  Geschwindigkeiten  wie  hier 
sehr  klein,  so  kann  man  die  Quadrate 

von  r^,  t“  , und  somit  M vernach- 
dx  oy  o s 

lässigen  und  y = lg(l  + y)  setzen: 

3hc  _ d<f 
Dc,r~  dl’ 

. . . . 

oder  wenn  y — = u>  gesetzt  wird : 


3) 


1 dtp 
nl  dt" 


Dies  ist  die  Gleichung  für  die  kleinen 
Bewegungen  luftförmiger  Körper ; man 
kann  sie  auch,  wenn  man  wie  im  vori- 
gen Artikel  die  Bezeichnung: 
d1  ö*  o» 

ä7«  + S^+d7»  ~Jt 

einfuhrt: 


4) 


d'y 

W 


o'J’lf. 


Die  Gleichung  ist  dieselbe,  wie  die  in 
Abschnitt  5)  des  vorigen  Artikels  ge- 
fundene Formel  5),  welche  die  Verbrei- 
tung der  longitudinalen  Schwingungen  in 
einem  festen  Mittel  von  constanter 
Elasticität  gab;  es  ist  dann  für  Sl,  a.  für 
y,  F zu  setzen.  F war  die  Function, 
deren  Differcnzialquotienten  nach  X,  y,  e 
die  Verschiebungen  irgend  eines  Ele- 
mentes waren,  und  diese  sind  also  für 
die  Geschwindigkeiten  u.  v,  tc  zu  sub- 
stituiren. 


2)  Schwingungen  der  Luft  in 
einer  cylindrischen  Röhre. 

In  einer  engen  cylindrischen  Röhre 
kann  angenommen  werden,  dass  sich  die 
Elemente  nur  parallel  der  Cylindcr-Axe 
verschieben,  die  wir  als  Axe  der  x an- 
nehmen. indem  die  Elemente,  welche 
der  Cylinderoberfläche  angehoren,  auf 
derselben  zu  bleiben  genöthigt  sind.  Es 
wird  dann  die  Grösse  tp  von  y und  z 
unabhängig,  und  man  hat) 


1) 

WO 


d?f/  _ 
~dt*  ~ 


a* 


1 <3qr, 
rt*  dt 


ist.  Es  ist  dies  dieselbe  Gleichung, 
welche  in  Abschnitt  1)  die  Bewegungen 
einer  elastischen  Saite  gab;  es  könnte  somit 
auf  die  dort  gegebenen  Resultate*  ver- 
wiesen werden.  Indcss  ist  bei  gasförmi- 
gen Körpern  eine  grössere  Auswahl  in 
den  Anfangs-  und  Grcnzbedingungea 
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möglich,  weshalb  cs  angemessen  scheint, 
die  Anfgabe  hier  selbstständig  noch  ein* 
mal  zu  behandeln. 

Wir  werden  also  die  Grenzbedingungen 
hier  auf  verschiedene  Weise  bestimmen. 

A)  Dio  Röhre  sei  nach  beiden  Rieh* 
tungen  unendlich.  Es  ist  dann  nur  noch 
nöthig  die  Anfangszustände  zu  bestimmen. 

8ei 


es  mit  anderen  Worten  mit  einer  lon- 
gitudinalen Welle  zu  thun,  und  l ist  die 
Wellenlänge. 

Sei  jetzt  * < 0,  so  ist : 

f’{x-al)  = 0, 

also : 

u=F'(x  + al),  ay  = - F’(z  + al) 


2)  ||  = V-(*)>  Y = /(*)  für  I = 0. 

Es  find  also  ip  und  % die  anfängliche 
Geschwindigkeit  und  Verdichtung. 

Das  allgemeine  Integral  der  Glei- 
chung 1)  ist: 

<f  = F(x  + a!)  + f(x  — al) 
und  man  hat  also  für  l = 0: 

F’(x)  + f'(x)  = y,(*) 

F'  (*)  - r w = -“x  (*)> 


woraus  sich  ergibt: 

») 


f'(x)  = 


1 (*)  + «*(*) 
2 


f und  f*  sind  also  völlig  bekannte 
Functionen,  und  man  hat: 


b)  m = /,'(x-n»)+F'(*  + ol) 
ay  = f (x  — al)  — F'  (x  + at). 

Möge  sich  jetzt  die  anfängliche  Er- 
schütterung nicht  über  die  ganze  Rühre, 
sondern  nur  über  eine  Strecke  von  x = 0 
bis  x = l erstrecken,  so  ist : 

,tfi(x)  =x(x)  =10  für  x < 0 und  x>  l 
Sei  zunächst  x > I,  so  ist  auch  x+at  > l 
und  wegen  der  Wenhe  von  Fv  (x)  und 
/■'(*),  + «<);=  0;  es  ist  also  all- 

gemein : 

u =/'(*+  al),  ay  = f'(x-  nt), 
also: 

u = ay. 


u — — ay. 

Es  muss  aber,  wenn  dieser  Ausdruck 
nicht  der  Mull  gleich  sein  soll,  sein : 

0 < x + o/  < l, 

• X l y 

d.  h.  t liegt  zwischen und  . 

a a 

Die  Resultate  sind  wie  oben,  nur  schreitet 
die  Welle  in  Richtung  der  negativen  x 
fort. 

Sei  endlich  0>  x>  I;  es  werden  dann 
beide  Glieder  von  u und  y nicht  Null, 
so  lange  x — al  < l und  x+  al>  l ist. 
Findet  nur  eine  dieser  ungleichen  Zeiten 
statt,  so  wird  der  entsprechende  Theil 
von  u und  y verschwinden.  Man  sicht 
also,  dass  beide  Wellen,  die  mit  nega- 
tiver und  die  mit  positiver  Geschwindig- 
keit diesen  Theil  der  Röhre  durchlaufen. 
Auch  sieht  man  sehr  leicht,  dass  eine 
der  beiden  Wellen  überhaupt  nicht  zur 
Entstehung  komme,  wenn  die  Bedingung : 

'/•  (*)  ± «/  O)  = 0 

zwischen  den  Functionen  \p  und  / für 
jeden  Werth  von  x zwischen  0 und  / 
stattfindet. 

B)  Die  Röhre  gehe  nach  einer  Seite 
hin  ins  Unendliche  und  sei  nach  der  an- 
dern durch  eine  feste  Ebene  geschlossen. 

Die  feste  Ebene  möge  den  Abscissen- 
werth  x = 0 haben.  Zu  den  Bedingun- 
gen des  vorigen  Falles  kommt  noch  die, 
dass  die  Elemente,  welche  diese  feste 
Ebene  berühren  die  Geschwindigkeit 
Null  haben.  Es  ist  also: 

3)  = 0 für  x = 0,  > 

ox 


Diese  Ausdrücke  verschwinden  nur 
dann  nicht,  wenn: 


0 < x — at  <1 

x — l x 

ist,  d.  h.  wenn  t zwischen  und  — 

a a 

liegt.  In  diesem  Zeiträume  allein  ist 
also  das  in  Rede  stehende  Element  in 
Bewegung.  Dieselbe  dauert  eine  Zeit 

— hindurch  und  pflanzt  sich  der  Richtnng 


der  Höhrenaxe  nach  mit  der  constanten 
Geschwindigkeit  — = a fort.  Man  hat 


während  die  Gleichungen  1)  nnd  2) 
richtig  bleiben.  Die  Functionen  y>(x) 
und  % (x)  sind  jetzt  nor  für  positive  x 
gegeben. 

Das  allgemeine  Integral: 

if  = F(x  + al)  + ((x  — al)  „ 
gibt  nnn  wegen  Gleicbnng  3): 

für  jeden  Werth  von  t,  somit  alacr 

F'(s)+r(-»)  = 0. 

Während  die  Gleichungen  a)  nur  dio 
Werthe  von  F'  (x)  und  f'  (x)  für  posi- 
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tives  x geben,  gilt  diese  Gleichung  hier 
für  negatives  z ; offenbar  hat  man  nämlich : 

c)  /*(-,)= -rr*). 
r (-*)=- **'(*)• 

Wollte  man  die  Werthe  von  w und  y 
ermitteln,  welche  vermöge  dieser  Formeln 
in  den  Funkten  in  der  nach  der  Andern 
Seite  der  festen  Wand  verlängert  gedach- 
ten Röhre  sich  ergeben,  so  würde  mittels 
der  Formel  c)  folgen,  dass  zwei  Schnitte, 
welche  gleich  weit  von  der  Wand  ent- 
fernt sind,  gleiche  Verdichtungen  und 
gleiche  aber  entgegengesetzte  Geschwin- 
digkeiten zu  jeder  Zeit  hüben.  Nimmt 
mau  dies  an,  so  knnn  man  sich  die 
Röhre  nach  beiden  Seiten  unendlich 
denken. 

Erstreckt  sich  also  die  anfängliche 
Erschütterung  nur  auf  einen  Tlieil  der 
Röhre  zwischen  den  Abscisscn  a und 
a -f-  /,  so  wird  man  eine  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Erschütterung  zwischen 
den  Abscissen  — a und  — a—  l sich  zu 
denken  haben,  von  jedem  dieser  Räume 
gehen,  wie  oben  gezeigt  zwei  Wellen 
mit  den  Geschwindigkeiten  + / und  — / 
aus  und  aus  diesen  vier  Wellen  setzt 
sich  die  Bewegung  in  der  Röhre  zu- 
sammen. 

C)  Die  Röhre  gehe  nach  einer  Seite 
hin  ins  Unendliche,  nach  der  andern 
ende  sie,  sei  aber  offen. 

Da  am  offenen  Ende  die  in  der  Röhre 
befindliche  Luft  mit  der  äusseren  in  Be- 
rührung steht,  so  wird  daselbst  jede  er- 
folgende Verdichtung  sich  wieder  Aus- 
gleichen. Statt  der  Gleichung  3)  hat 
man  also  die  folgende  : 

4)  — 0 für  x = 0 

1 Ox 

Die  Grössen  ip  und  / sind  wieder  für 
negatives  x willkürlich. 

Der  allgemeine  Werth  von  y gibt 
aber  wegen  Gleichung  4}  jetzt: 

**(•©  sH-4 

d)  also:  F'(-*)  = /'(*), 

f(-x)  = r(x). 


wodurch  die  Functionen  auch  für  nega- 
tives x bestimmt  sind , also  u und  y 
immer  bekannt  ist. 

Aus  dem  Vergleiche  mit  dem  Falle  A) 
folgt  hieraus,  dass  man  sich  die  Röhre 
nach  beiden  Seiten  unendlich  denken 
kann,  wenn  man  den  Anfangszustand 
so  bestimmt,  dass  in  den  beiden  Funk- 
ten vom  Anfangspunkte  sich  die  Luft 
gleich  weit  entfernt,  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit bewegt,  aber  so,  dass  einer 
Verdichtung  y in  dem  einen  Punkte, 
eine  gleiche  Verdünnung  -y  im  andern 
entspricht.  Es  setzt  sich  dann  die  Be- 
wegung wieder  aus  vier  Wellen  zusam- 
men, von  denen  je  zwei  im  Anfangs- 
punkte sich  immer  derart  Ausgleichen, 
dass  die  Verdichtung  Null  ist 

D)  Die  Röhre  sei  nach  beiden  Rich- 
tungen begrenzt  und  geschlossen. 

Die  Grenzbedingungen  sind  in  diesem 
Falle,  wenn  l die  Länge  der  Röhre  ist: 

= 0,  für  x zz  0 und  x = /, 

rx  = Tt  = -“’/(*) filr  1 = o. 

Die  Aufgabe  läsat  aich  leicht  auf  die 
in  Abschnitt  3)  des  vorigen  Artikels 
zurückführen. 

Man  hat,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Glei- 
chungen : 

*"(*)+n-*)= o- 

F'(l  + x)+f'(l-x)  = 0 

für  beliebiges  x, 

**(*)+ rw  = vw. 

+/"(*)  = «*(*). 

eo  lange  x zwischen  Null  nnd  f liegt. 
Es  folgt  leicht,  dass  f'  und  f die  Pe- 
riode 21  haben;  u und  y,  die  sich  durch 
die  Gleichungen : 

u = F,{x+nl)+f'(x-a() 
ay  = - F'(x  + al ) + f (x  - at) 

, 2 1 

ergeben,  haben  die  Periode  — . Wendet 
man  die  Fourr kriechen  Reihen  an,  so  ist: 
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21  . , E)  Die  Röhre  sei  nach  beiden  Seiten 

Die  Periode  - ist  doppelt  so  gross,  begr'cnztf  aber  offen. 

als  die  Schwingungsdaucr  einer  Luftwelle  Es  *8t 
von  der  Länge  l der  Röhre,  und  da  sieh 

die  Schwingungsdaucr  wie  die  Wellen-  — = 0 für  x = 0 und  x - I. 
länge  verhält,  so  macht  dio  Luft  in  der 

Röhre  Schwingungen,  die  an  Dauer  der  Es  f“r  jedes  * : 

einer  Welle  von  der  doppelten  Röhren-  F*  (r)  - ff  (— x),  F*  (l  -f  x)  = /'(/  — x); 

länge  entsprechen.  — Bemerkt  man,  dass  , , . . 

jedes  Glied  der  Fonrrier' sehen  Keihc  eine  aaB  der,  'ct*,en  Gle,chun8  folgt,  wenn 

pendelnrtigc  Schwingnng  und  somit  einen  n*an  z<~'  *“r  * 

Ton  gibt,  so  sieht  man.  dass  ansser  dem  F'(2/-fz)  - f'(—  r)  = F* (x\ 
Grundton,  dessen  Schwingungsdauer  2/  ... 

ist,  noch  die  Töne  zur  Entstehung  kom-  haben  also  wieder  u und  y die  Fe- 
men können,  deren  Schwingungsdaucr,  r!ode  2?  un(,  sind  vöUig  b{.kannt 
bezüglich  des  Grundtons  ist  a 

(Octave,  Duodecimc,  zweite  Octave  u.  s w.).  Bei  'der  Anwendung  der  Fourrier’- 
ganz  wie  im  vorigen  Abschnitte.  sehen  Koihen  folgt  leicht: 


2 n ix  [ . anal  F*  , , . nun 

n — -jS  eos  ~y  a stn  — j~  J % (tr)  sin  — da 

amt  . . nna  , \ 

4-  cos  — j—  J V (*)  C05  — daj 

2 . nix  { itml  . rni«  . 

r = -J  •*  «n  — \c°B  —j-  / X (")  »,n  — itt 

1 . annt  Pl  nia  \ 

4 sin  — j—  I \n)  COS  ■ — da  I. 

a 1 •’  0 1 ' 
Die  Schlüsse  sind  dieselben  wie  im  vorigen  Falle. 

F)  Die  Röhre  sei  nach  einer  Seite  geschlossen,  nach  der  andern  offen. 

Man  hat  dann : 

= 0 ftir  * = 0,  = 0 für  s = i, 

äx  dx 

also : 

F'w  + n-*)=o, 

F'  (/+*)  = /■'(/  — *). 

Wird  in  der  letzten  Gleichung  x 4-  / für  x gesetzt,  so  kommt : 

F'(2f  + x)  = /’(-x)=  -F»(x) 

und  hieraus:  ■ 

F^(il  + x)  = F'  (x). 

4 l 

Die  Periode  ist  also  in  diesem  Falle  4 1 für  u und  — für  y,  also  die,  welche 

fl 

einer  Weile  von  der  vierfachen  Lange  der  Röhre  entspricht. 

Fahrt  man  Fourricr’schc  Reihen,  ein,  so  ist  zun&chst  zu  setzen: 


>/  = - sin 


(2n  + l)nx  ( , . (2»  + l)  nal 


-f  B cos 


(2n  4-1) 


Diese  Gleichung  genügt  allen  Bedingungen  mit  Ausnahme  des  Anfangs- 
zustandes. Damit  diese  Bedingungen  auch  erfüllt  seien,  ist  zu  setzen : 

SB  cos  (2  « 4- 1)  ^ = y>(x) 

SA  sin  (2  » -f  1)  ~ = — ax  (x). 

Diese  Reihen  unterscheiden  sich  von  den  Fourrier’schen  scheinbar  dadurch, 

dass  nur  die  ungraden  Vielfachen  des  Arguments  7^  Vorkommen. 

« • 


Digitized  by  Google 


Schwingungen. 


492 


Sollen  die  Cocfficientcn  B und  A be- 
stimmt werden  durch  die  gewöhnliche 
Methode,  so  muss  also  für  jedes  grade  n 

B = A = 0 sein. 

n n 

Setzen  wir  allgemein : 

_ *nx  , „ 

10 * cos  W ~ '^x'' 


r =j  r 
» ./  „ 


Schwingungen. 

tl 


x trta  J 


so  kommt: 


Ks  Hisst  sich  nun  aus  den  obigen  Be- 
ziehungen leicht  zeigen,  dass  die  Fun- 
ction i/'  (*)  die  Gleichung  erföllt 

V(2 /-*)  = - 7>(*), 
und  in  diesem  Falle  ist: 


2 C“  , \ (2*  + 1)  "n  . 

Cit  ~ 0>  Cji+t  ~ T .1 ..  V-Wcos— 2— 


und  aus  diesem  Grunde  kann  man  setzen 

•1 


und  auf  ähnliche  Weise 


_ 2 rl  (2«  + l>nn, 

B = tJ0  V^Wcos— 2J— 

, 2«  r‘  i \ •„  (2n  + 1)  na 

A y j X (")  *in 2 fl 


wenn  man  wie  hier  hat: 

Hieraus  ergibt  sich  dann : 

2 

4 


/(2l-x)  =/(*)• 


2 (2«  + l)sz  / . (2a  + l)u«<  , s . (2* -fl) 

u = -r  cos  v — a sin ^ J x(")  B,n 


2/ 


21 


na  da 


2 „ . (2a+l)nx 
y-TZ  sin  — 2jt 


/O  II \nal  f1  + 1) na  \ 

+ cos  (2a -fl)  YiJ  'P  (”)  co*  — “27 d" ) 

nx  / /n  ..■»nt  r * ,,  . (2a + 1)  , 

— ^cos  (2a  4-1)  J /i(rr)sin — nada 

.0  S 

J'  ^(a)cos(2a-t-l)^</o). 


, 1 . (2a  -f  1)  nal  rl 
+ — sin  • - * 


2/ 

Die  Glieder  haben  bezüglich  die  Perioden 

4/4141  * - 

a ’ 8a'  5«  ’ ' ‘ 

Es  können  also  ausser  dem  einer  Welle  von  der  vierfachen  Röhrcnl&nge  ent- 
sprechenden Grundton,  noch  die  von  J,  . . . der  entsprechenden  Schwingnngs- 
dauer  (Duodecime,  grosse  Ter*  der  zweiten  Ootave  u.  s.  w.)  zur  Entstehung  kommen. 

8)  Schwingungen  der  Luft  im  unendlichen  Raume, 

Setzen  wir  den  Raum  als  nach  allen  Richtungen  unbegrenzt  voraus,  so  lasst 
sich  leicht  ein  Integral  der  allgemeinen  Gleichung: 

d* 


bilden,  welches  den  Anfangsbedingungen: 

dif> 


7 = /■(*.».*)•  =F(x,y,t)  für  * = 0 


genügt.  Man  erhält  nämlich 
»2  n 


i rn  l d rn 

~4n  J J ' Si“  9d9d,PF  (“■  »)  + 4^  J-,  J J < sin  »d9d>/.f  («,  r,  «•), 


t 
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wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist : 

u = z -f-  at  cos  » = y -f  «*  sin  9 cos  i/>,  te  = * -{-  al  sin  S »in  </’. 

Dies  von  Poisson  herrührende  Kesultet  ist  abgeleitet  in  Abschnitt  20  des 
Artikels:  Quadraturen  — Zurückfiihrung der  partieller:  Differenzialgleichungen auf — ). 
Statt  dessen  kann  man  auch  schreiben  t 

1/=^  r tdu)F(x  + aat,  y + aßt,  z + ayt)  , 

l d r 

+ ü Ti  I lJa,l'(x  + aa,’  y+aß‘>  * + «>'«. 


wo  dut  das  Element  einer  mit  Radios  l 
vom  Anfangspunkte  aus  beschriebenen 
Kugelfläche,  rr,  ß,  X die  Cosinus  der 
Winkel  sind,  welche  der  durch  dies 
Element  gehende  Kugelradius  mit  den 
Axen  macht. 

Ist  der  Raum  begrenzt,  so  wird  ganz 
wie  bei  den  festen  elastischen  Körpern, 
die  Aufgabe  weit  schwieriger,  indem  von 
der  Begrenzung  ans  die  Wellenbewe- 
gungen reflectirt  werden,  und  dadurch 
sehr  verwickelte  Erscheinungen  entste- 
hen können.  — Nehmen  wir  jetzt  an, 
dass  die  Anfangserschütterung  nnr  in 
einem  nach  allen  Richtungen  unendlich 
kleinen  Theilc  des  Raumes  stattfinde, 
dann  ist  überall  ausserhalb  dieses  Theiles 

f (*>  y.  *)  = F(-r.y,  s)  = 0. 

Wir  nehmen  au,  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  befinde  sich  in  dem  anfäng- 
lich erschütterten  Raume,  so  wird,  damit 
eine  Erschütterung  zur  Zeit  t erfolge, 
sein  müssen: 

z = — ata,  y = — alß,  Z = — aly 

*’  +y*  + *’  = 

also  die  Erschütterung  findet  zur  Zeit  l 
auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  statt, 
deren  Radius  at  ist.  Die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit dieser  Erschütterung  ist 
also  gleich  a,  ganz  wie  in  einer  Röhre, 
nnd  sie  verbreitet  sich  nach  allen  Rich- 
tungen gleichmässig. 

Die  Gleichungen  iür  die  Schwingungen 
lnftförmigcr  Körper  sind  in  neuerer  Zeit 
Gegenstand  tief  eingehender  Untersu- 
chungen gewesen.  Namentlich  muss  er- 
wähnt werden  die  schöne  Arbeit  von 
Kiemann,  worin  er  statt  von  den  hier 
entwickelten  abgekürzten  Gleichungen, 
von  den  allgemeinen  Hydrodynamischen, 
Abschnitt  1)  (1  und  2)  ausgeht.  Helm- 
holz hat  die  Theorie  der  Schwingungen 
der  Luft  in  einer  offenen  Röhre  unter 
der  Voraussetzung  behandelt,  dass  nicht, 
wie  hier  angenommen,  am  offenen  Ende 
keine  Verdichtung  eintrete.  Diese  Be- 
dingung findet  sich  in  der  Natur  nämlich 
nur  annäherungsweise  erfüllt,  da  aller- 


dings, wenn  die  Luft  in  der  Röhre  in 
Ruhe  wäre , eine  solche  Ausgleichung 
erfolgen  müsste  bei  schnellen,  nament- 
lich schwingenden  Bewegungen  dieselbe 
aber  nicht  vollständig  cintreten  kann,  da 
sich  der  Zustand  der  Luft  am  offenen 
Ende  fortwährend  ändert. 

Schwingungen  des  Aethers. 

Da  das  Licht  sein  Entstehen  den 
Schwingungen  eines  elastischen  Mediums, 
des  Aethers  verdankt,  so  muss  es  mög- 
lich sein,  aus  den  Grundglcichungen  der 
Elasticitut  die  Gesetze  der  Bewegung 
des  Lichtes  herzuleitcn.  Fresnel  hat  es 
zuerst  unternommen , nns  bekannten 
elementaren  Eigenschaften  des  Lichtes 
die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des 
Aethers  abzulciten.  Aus  diesen  hat  er 
dann  die  Gesetze  der  Fortpflanzung  des 
Lichtes  in  ein-  und  zweiaxigen  Mitteln, 
die  Gleichung  der  Wellenflächo  u.  s.  w. 
abgeleitet.  Indess  gtlang  es  nicht,  auch 
aus  diesen  Gleichungen  die  Gesetze  der 
Farbenzerstreuung  zu  ermitteln.  Der 
Grund  ist  der,  dass  die  Gleichungen  der 
Elasticität  unter  der  nur  annäherungs- 
weise richtigen  Voraussetzung  gebildet 
worden  sind,  dass  gewisse  Coefficicntcn 
constant  sind  (vergleiche  den  Artikel: 
Schwingungen  elastisoher  Körper).  Erst 
Cauchy,  der  diese  Voraussetzung  anfgab, 
fand  auf  diesem  Wege  die  Gesetze  der 
Farbenzerstreuung  ( throne  de  la  Disper- 
sion de  furniere).  Da  die  allgemeineren 
Caucby’schen  Gleichungen  auch  die  übri- 
gen von  Fresnel  gefundenen  Resultate 
geben,  so  werden  wir  an  einer  anderen 
Stelle,  in  dem  Artikel:  „Licht“  diesen 
Gegenstand  behandeln. 

Eine  sehr  elegante  Entwickelung  zur 
Hcrleitung  der  Gesetze  des  Lichtes,  so 
weit  sie  Fresnel  gefunden,  gibt  auch 
Lame. 

Da  seine  Gleichungen  öfter  gebraucht 
werden,  so  wollen  wir  sie  hier  entwickeln. 

Der  Umstand,  dass  zwei  auf  einander 
senkrecht  polarisirte  Lichtstrahlen  nicht 
zu  Interferenzcrschcinungen  führen,  kann 
nur  erklärt  werden,  wenn  man  annimmt, 
dass  die  Schwingungen  des  Aethers, 
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welche  Lichterscheinungen  geben,  trans-  (<1.  h.  die  Entfernung  zweier  nächsten 
Versal  sind,  also  die  Dichtigkeit  des  Punkte,  welche  gleiche  Schwingungs- 

d... ...  “ •>“  7 * r°"- 

raengedrückter  Körper,  *.  B.  Glas,  dop-  pfianzungsgeschwindigkeil,  q das  Loth 
pelte  Brechung  des  Lichtes  erkennen  vom  Anfangspunkt  auf  irgend  eine  ebene 
lässt,  zeigt,  dass  diese  Erscheinung  der  Welle,  m,n,p  die  Cosinus  seiner  Winkel, 
ungleichen  Elasticität  in  den  verschiede-  mjt  den  Axcn,  {,  ij,  { diejenigen  Winkel, 
nen  Richtungen  ihr  Entstehen  verdankt.  we]che  die  Schwingungsrichtung  mit  den 
Es  kann  also  im  Allgemeinen  keine  Axcn  macht.  Da  die  Schwingungen 
constante  Elasticität  des  Aethcrs  voraus-  transversal  sind,  findet  die  vorletzte  Glei- 
gesetzt  werden.  chnng  statt 

Die  allgemeinen  Gleichungen  der  Elas-  Gcr  Ausdruck  //.  welcher  die  Span- 
ticität  waren  (vcrgl.  den  Artikel:  Schwin-  „„„gen  gibt,  nimmt  mit  Hülfe  dieser 
gungen  elastischer  Körpar,  Abschnitt  1)),  Gleichungen  die  Gestalt  an : 
wenn  man  von  den  äusseren  Kräften 


absieht: 


1) 


dA  Aß 

d i dy 


dC 

ds 

dC. 


ii’u 
= e dT 


n 

II  = •?  ya, 


dB  dß  ^_ 
d^  + ~d^  + W-Vd,i 

oC  ac,  de,  _ (Dir 

dx  + dz  ~V  df 

Und  die  Spannungen  A,  B,  B,  , . 
hatten  die  gemeinschaftliche  Form: 

du  dp  die 

2>  H=Mdi  + 1V  * + '5 

. (dp  du  \ /die  du\ 

+ °(ä;+ä7)  + /‘(äl  + di) 

/du  dr\ 

+S(äj;+s;)- 


wo  zn  setzen  ist: 


a = uisin  2/t 


(t-t)' 


y = (m/»/+NS+pB){-f  (mS+niV+f/P)ii 

+ (siÄ  + nP  + C* 

Setzen  wir  die  den  Ausdrücken  A,  Bv 
C„  B,  C,  C,  entsprechenden  Werthe  von 
y bezüglich  gleich  a,  4,,  c,,  t,  c,  c,,  so 
kommt  wegen  der  Gleichungen  1),  welche 
von  diesen  Werthcn  verificirt  werden 
müssen : 

p/« 

ma  + ab  + pc  = — f, 


mh  + riA,  -j-pc, 


V* 


ft 


p/t 

mc  -f-  ne,  4-  pc,  = — C- 


Wie  auch  das  Licht  sich  verbreite,  so 
lässt  es  sich  auf  ebene  Wellen  zurück- 
führen,  aus  denselben  Gründen,  welche 
im  Artikel:  Sw.ngungcn  elastischer  Kör-  Djc(e  Gleichungcn  wcrden  mit  m< 
per,  Abschnitt  5),  angegeben  sind.  Diese  bcJ,agli(.h  multipljcirt  und  addirt;  man 
Bewegungen  werden  «Iso,  wie  alle  perio-  crh£jt; 
dischen  Fnnctionen  durch  trigonometri-  _ 

sehe  Reihen  ansgedrückt,  von  denen  wir  ' Tl"r9s  — v, 

nur  ein  Glied  betrachten,  da  die  Co-  wo  ß von  c f UDabhängige 
existenz  aller  Glieder  die  zusammenge-  GrÖ5lenP ,j'd.  Ausserdem  ist: 
setzte  Bewegung  gibt.  Wir  setzen  also 
ähnlich  wie  am  angeführten  Orte: 

v = {G,  p — / 0,  tr  = (G, 

G - tu  cos  2/x  > 

f = nur-f  ny-f-ps,  mf  + »<j  + p{  = 0, 

» = £+e  + xt  = 0- 

dx  dy  dt 

Die  letzte  Gleichnng,  drückt  aus,  dass 
die  Schwingungen  transversal  sind, 
ui  ist  die  Schwingnngsamplitudc,  r die 


"•{  + "/>  + Pt  = 0. 

Sind  die  beiden  letzten  Gleichungen 
nicht  identisch,  so  ist  offenbar  nur  eine 
einzige  Srhwingungsriclitnng  möglich. 

Dies  ist  in  der  That  bei  gewissen 
Tnrmalinartcn  der  Fall.  Von  diesem 
Falle  abgesehen,  muss  man  also  setzen: 

- = -L  = L-h. 

m it  p 

Die  direct  zu  berechnenden  Werthe  von 
e,  f,  y sind  rationale  Grössen  dritter 


Schwignngsdauer,  l die  Wellenlänge  Ordnung  in  m,  n,  p. 
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Es  ist  also: 

* = +7* +?> 

in 


36  Coefficienten  bleiben  nur  12  unbe- 
stimmt. Fugt  man  die . Gleichung  9x0 
hinzu,  so  bleiben  deren  mir  noch  6,  und 
zwar  erhält  man  : 


rational  und  eine  ganze  Function,  also 
von  zweiter  Ordnung.  Setzt  man  : 

h = m'a+n'ß+p’y+.npit+pm+mni, 

wo  er,  ß ...  7 Constante  sind,  setzt 
diese  Ausdrücke  in  «,  b,  4,  . . . ein, 
so  erhält  man  Relationen  zwischen  den 
Spannkräften  A,  B . .•  . und  von  den 


Führt  man  ein  anderes  Axensystem  ein,  so  kommt  man  zu  Qleichungcn 
von  derselben  Form.  Und  da  sich  die  neuen  Coefficienten  ans  den  alten  durch 
Transformation  der  Coordinatcn  ergeben,  so  erhalt  man  Relationen  zwischen  den 
Coefficienten,  die  zu  folgenden  Gleichungen  führen : 


d 11' _ dV  _ dj>M 
dy  dz  ^it1 

di!  d\Y  _ 

r'.s  dx  ^ dt* 

äv  «u  _ a*«e 

dx  dy  ^ dt*  ’ 

wo  gesetzt  worden  ist! 


(-9-9 1 = 0,  e = pn’,  A = Qb*,  Si=qc*. 

Diese  Gleichungen  erhält  man  am  leichtesten,  wenn  man  von  dem  Satze  aus- 
geht, dass  es  immer  ein  System  von  Axen  gibt,  wo  die  Componcnten  B,  C und 
C,  verschwinden.  Schliesslich  kommt  man  so  zu  den  Gleichuugen : 


„i 

d 

(du 

b* 0 1 

(die 

om\ 

dt*  = 

c 

dy 

Uy 

dx/ 

* 3 V 

Ui“ 

dl) 

d*v 

(dv 

1 et  * 

(du 

dv\ 

ör  ~ 

fl 

dt, 1 

Uz 

~Ty) 

c Tx 

di) 

d*w 

k* 

i-i 

( dir 

du\ 

(du 

f)tr\ 

dl*  ~ 

0 

dx 

1-7 

~Tz) 

3J1 

Uz 

*y) 

wo  a,  b,  c die  Constantcn  sind. 

Dies  also  sind  die  Gleichungen  der 
Bewegung  des  Acthers  in  einem  doppelt 
brechenden  Mittel. 

Ist  a z:  b = 0,  so  hat  man  die  Glei- 
chungen der  transversalen  Schwingungen 
io  einem  homogenen  Mittel,  die  somit 
auch  die  optischen  Gleichungen  für  ein 
einfach  brechendes  Mittel  sind. 

Schwingungsdauer. 

Die  Zeit,  in  welcher  ein  schwingen- 
der Funkt  in  seinen  anfänglichen  Zu- 
stand zutückkehrt. 

Schwingungsebene. 

Diejenige  Ebene  in  welcher  ein  Pendel 
schwingt. 

Schwingungsweite. 

Die  grösste  Entfernung,  welche  ein 
Punkt  während  einer  Schwingung  zurück- 
legt. 


Schwingungspunkt,  siche  den  Artikel: 
Rotation. 

Schwungkraft  (Centrifugalkraft,  Dy- 
namik). 

Ein  Punkt,  von  dein  wir  zunächst  an- 
nehmen wollen,  dass  keine  continuirlichen 
Kräfte,  sondern  nur  eine  Anfangsge- 
schwindigkeit auf  ihn  wirken,  sei  durch 
irgend  eine  Ursache  genölhigt,  auf  einer 
gegebenen  festen  Linie  oder  Fläche  zu 
bleiben.  In  irgend  einem  Zcittheilc  dt 
wird  er  dann  ein  Element  dt  der  Linie 
oder  Flächo  zurücklegen , und  folglich 

die  Geschwindigkeit  e = 7 haben. 

a < 

Im  nächsten  Zeitthcilchen  würde  ein 
gleicher  Raum  dt  in  derselben  Richtung 
zurückgelegt  werden,  wenn  nicht  in  der 
Normale  der  Fläche  oder  Linie  eine 
Spannung  einträte.  Es  ist  also  die  Ge- 
schwindigkeit r in  zwei  Componenten 
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zu  zerlege»,  deren  eine  dem  nächsten 
Elemente  dt',  die  andere  der  Normale 
parallel  ist.  Diese  Normale  ist  völlig 
bestimmt,  wenn  man  es  mit  einer  Fläche 
zn  thnn  hat.  Hat  man  eine  Linie,  so 
muss  dieselbe  mit  beiden  Elementen  ds 
und  ds ’ in  einer  Ebene,  welche  bekannt- 
lich Kriimmungsebenc  heisst,  liegen,  und 
die  entsprechende  Normale  ist  also  die 
Hauptnormale. 

Ist  nun  dl  der  Winkel  zwischen  bei- 
den Elementen,  zerfallt  also  die  Ge- 
schwindigkeit e in  die  beiden  Seiten- 
kräfte  r cos  dl  und  r sin  dl,  oder  da  dl 
verschwindend  klein  ist,  in  e in  der 
Tangentialrichtnng  und  vdl  in  der  Nor- 
malrichtung : diese  letztere  Scitenkraft 
heisst:  Ccntrifugalkraft.  Sie  wird 
durch  den  Gegendruck  der  Fläche  oder 
Linie,  die  man  auch  Centripetal- 
kraft  nennt,  aufgehoben,  und  wird  erst 
dann  zur  Wirkung  kommen,  wenn  dieser 
Gegendruck  kleiner  als  die  GrOssc  r dl 
ist.  Die  wirkliche  Bewegung  mit  Ge- 
schwindigkeit c ist  tangential  an  die 
Linie  oder  Fläche.  Bei  der  letzteren  ist 
die  Richtung  derselben  ebenfalls  völlig 
bestimmt,  denn  sic  liegt  mit  der  Nor- 
male und  dem  Elemente  ds  in  einer 
Ebene.  Diese  Ebene  ist  die  Krüm- 
mungsebene. Bekanntlich  hat  die  kür- 
zeste Linie  auf  einer  Fläche  die  Eigen- 
schaft, dass  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
Normale  an  die  Fläche  sich  in  ihrer 
Krüramungscbene  befindet,  und  hieraus 
folgt  der  Satz : 

„Wenn  ein  Punkt  von  keinen  con- 
tinuirlichen  Kräfte  angegriffen  sich  auf 
einer  Fläche  bewegt,  so  wird  er  auf 
derselben  sich  in  einer  kürzesten  (geo- 
dätischen) Linie  bewegen“. 

Bekanntlich  ist  dieser  Satz  ein  beson- 
derer Fall  des  6atzcs  von  den  kleinsten 
Actionen.  — Würde  der  Punkt  noch 
von  constantcn  Kräften  angegriffen,  so 
kommen  bei  diesen  Betrachtungen  noch 
diese  hinzu,  wodurch  die  Bewegung  mo- 
dificirt  wird;  jedenfalls  aber  kann  man 
auch  hier  von  Ccntrifugalkräftcn  sprechen, 
wenn  man  von  den  continuirlichen  Kräf- 
ten absieht,  oder  diese  besonders  be- 
trachtet. — Ist  r der  Krümmungsradius 
des  Elementes,  d.  h.  denkt  man  sich 
durch  die  drei  Endpunkte  der  Elemente 
ds  und  ds’  einen  Kreis  mit  Radius  r ge- 
legt, so  ist  offenbar  ds  — rdl.  Also, 
wenn  wir  die  Centrifugalkraft  mit  C 
bezeichnen : 

„ cd»  c *dl 

C = rdl  = — = . 

r r 

Die  Centrifugalkraft  ist  also  unendlich 


klein  gegen  die  Geschwindigkeit , und 
von  derselben  Ordnung,  wie  die  con- 
tinuirlichen Kräfte,  z.  B.  die  Schwere  y dl. 
Sieht  man  also  wie  dort  von  dem  Factor 
dl  ab,  so  kann  man  schreiben: 

C = £. 
r 

Am  einfachsten  ist  der  Fall,  wenn  sich 
der  Punkt  in  einem  Kreise  bewegt;  man 
hat  dann,  wenn  9 die  Winkelgeschwin- 
digkeit ist: 

c = r9,  also  C=r^^,. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  constant, 
und  T die  Zeit,  in  welcher  der  ganze 
Kreis  zurückgelegt  wird,  so  ergibt  sich  : 


also: 


9_ 

2n 


_ 1 

“ T ’ 

c = 


» = 


2 z 


4a’  r 

r» ' 


Dieselbe  GrOssc  muss  also  auch  der 
Widerstand  der  Fläche  oder  Linie  oder 
die  Centrifugalkraft  haben . wenn  der 
Punkt  daselbst  verbleiben  soll. 

Bei  der  Rotation  der  Erde  um  ihre 
Axe  hat  ein  Punkt  auf  der  Oberfläche 
in  der  Breite  n die  Entfernung 
r — q cos  a 

von  der  Erdaxe,  er  beschreibt  also  einen 
Kreis  mit  diesem  Radius.  Die  Zeit,  in 
welcher  derselbe  zurückgclegt  wird,  be- 
trägt 24  Stunden  oder  24  • GO  • 60  Sekun- 
den; cs  ist  also  die  Centrifugalkraft: 

4z  *p  cos  a 

L ~ 24*60’60'' 

Befindet  eich  der  Punkt  nicht  auf  der 
Oberfläche  der  Erde,  so  ist  für  p die 
Entfernung  vom  Mittelpunkt  derselben 
zu  nehmen.  Findet  aber  das  erstcrc 
5400 

statt,  so  ist  g in  Meilen  gleich  -j.— , also: 
, . , 5400  • 24000  . 

in  Bussen  gleich  „ und  somit: 

Zn 


c = 


5a  cos  er 

144  5 


5 z 
144 


auf  dem  Acquator  ist  dieze  Grosse 

oder  ungefähr  gleich  OMI  = 1",3. 

Befinde  sich  der  Punkt  in  der  Entfer- 
nung R vom  Mittelpunkte  der  Erde,  and 
sei  (i  der  Erdradius,  so  wird  der  Punkt 
durch  die  Schwere  allein  gehindert,  sich 
von  der  Erde  zu  entfernen.  Die  Inten- 
sität der  Schwere  in  dieser  Entfernung 

ist  gleich  ^-. 
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Sucht  man  also  die  Entfertinng,  bis 
*u  welcher  die  Centripetalkraft  grösser 
als  die  Ceutrifugalkraft  ist,  also  *.  B. 
die  Luftatome  noch  mit  der  um  die  Erd- 
axe  rotiren,  mit  andern  Worten  das  Maxi- 
mum der  Höhe  der  Atmosphäre,  so  ist 
die  Schwere  sunächst  in  die  Componente 
op 1 qy* 

Jp  co*  “ and  yjY  sin  n nach  der  Rich- 
tung des  Radius  des  betreffenden  Rota- 
tionskreises und  senkrecht  darauf  eu 
»erlegen.  Nur  die  erstere  Componente 
kommt  hier  in  Betracht,  und  man  hat : 

4u’Äcos«  jpt 
= 24'  60' 60‘  “ W co* 

also : 


ft  = {/Wgo'go>99* 
r 4*»  1 

oder  wenn  wir  g = 31,26  Fuss  annehmen, 
n = 136000000  Fuss  gleich  5667  Meilen 
gleich  6,6  Erdradien. 

Wenn  ein  fester  Körper  sich  nra  eine 
feite  Axe  bewegt,  bo  ist  jeder  Funkt 
gezwungen,  einen  Kreis,  welcher  auf  der- 
selben senkrecht  ist»  zurückzulegen.  Die 
für  alle  Funkte  des  Körpers  sich  erge- 
benden Centrifugalkräfte  setzen  sich  dann 
in  eine  Kraft  und  ein  Faar  zusammen, 
welche  durch  den  Gegendruck  der  Axe 
vernichtet  werden.  Sei  diese  Axe  zu- 


rrte, resultiren  würde.  Was  das  mittlere 
Paar  anbetrifft,  so  sei  dasselbe  gleich  V. 

Eine  Componente  von  Vy  deren  Axe 
der  der  t parallel  ist,  findet  offenbar 
nicht  statt,  da  deren  Grösse 

3* 2 (i mxy ) - ff ’2*  (i mxy ) = 0 

ist.  8ei  also  l der  Winkel  der  Axe 
der  ar,  so  ist: 

V cos  l z:  &'2myz 

V sin  l = — 9*  Jmxz. 

Dieses  Paar  verschwindet  also,  wenn 

2myz  = 2m  xz  — 0, 

d.  h.  wenn  die  Axe  eine  Hauptaxe  ist 
(vergl.  den  Artikel:  Rotation). 

Ist  also  keine  feste  Axe  in  dem  Kör- 
per vorhanden,  sondern  nur  ein  fester 
Punkt,  den  wir  als  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  nehmen,  und  es  erfolgt  im 
Anfänge  der  Bewegung  eine  Drehung 
um  eine  Hanptaxc,  die  durch  diesen 
Punkt  geht,  und  es  treten  keine  con- 
tinuirlichen  Kräfte  hinzu,  so  wie  nur  ein 
Druck  auf  den  festen  Funkt  erfolgen, 
mithin  die  Drehnng  immer  um  dieselbe 
Hauptaxe  stattfinden. 

Ist  der  Schwerpunkt  Anfangspunkt  der 
Coordinaten,  so  ist: 

f = rj  — 0,  also  Uz  0. 


gleich  Axe  der  z,  und  wie  oben  ff  die 
Winkelgeschwindigkeit,  so  wirkt  auf 
jeden  Punkt  von  Masse  m das  aus  sei- 
ner' Centrifugalkraft  sich  ergebende  Mo- 
ment mr.9  *,  wo  ff  die  senkrechte  Ent- 
fernung des  Punktes  von  der  Axe  ist, 
in  Richtung  dieser  Entfernung  *r  sie  zer- 
fällt nach  den  Axcn  der  x und  y in  die 
Componentcn  »nxff*,  muft*.  Denken 
wir  uns  die  Mittelkraft  U durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  gehend,  und 
mache  diesen  mit  der  Axe  der  x den 
Winkel  <y,  so  ist: 


In  diesem  Falle  also  findet  gar  kein 
Druck  statt,  und  der  Anfangspunkt 
braucht  selbst  nicht  fest  zu  sein.  D.  h.: 

„Wenn  ein  von  keinen  continuirlichen 
Kräften  angegriffener  ganz  freier  Körper 
sich  im  Anfänge  der  Bewegung  um  eine 
zum  Schwerpunkt  gehörige  Hauptaxe 
dreht,  so  wird  er  diese  Bewegung  un- 
gestört fortsetzen,  so  lange  keine  neuen 
Kräfte  hinzutreten. 

Schwnngkagelregnlator,  siehe  Centri- 
fugalpcndel. 


U cos  tf  = $*2mz  = ff/£ff  * 

U sin  if  z $*2my  z JtfjjCM, 

wo  tj  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes, ]H  die*  Masse  des  ganzen  Kör- 
pers sind.  Es  ist  nun: 

tj 

J = ‘«'/i 

d.  h.  die  Mittelkraft  ist  parallel  der  vom 
Schwerpunkte  auf  der  Rotationsaxe  ge- 
zogenen Senkrechten , und  die  Grösse 
derselben  ist  dieselbe  als  die  derjenigen 
Centrifugalkraft,  welche,  falls  der  Schwer- 
punkt, in  welchem  die  ganze  Masse  des 
Körpers  vereint  wäre,  um  die  Axe  ro- 


Schwungrad  (Maschinenlehre). 

Der  Zweck  der  Schwungräder  ist  der, 
eine  unglcichmässigc  Bewegung  in  eine 
möglichst  gleichmässigc  zu  verwandeln. 
Bei  allen  Maschinen  gibt  es  nämlich 
eine  Geschwindigkeit,  bei  welcher  sie 
am  Vorthcilhaftesten  wirken,  und  an 
diese  sich  möglichst  zu  nähern,  ist  ein 
wesentliches  Erforderniss.  Das  Haupt- 
mittel hierzu  ist  die  Vermehrung  der 
Massen,  namentlich  der  rotirenden. 

Wie  nämlich  auch  die  Bewegung  be- 
schaffen sei , so  wird  das  Prinzip  der 
lebendigen  Kräfte 

\2M{v*-v9*)zzA 
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statthaben,  wo  © die  Geschwindigkeit  *u 
irgend  einer  Zeit,  r#  die  im  Anfänge 
der  Bewegung , M die  Masse  eines 
Punktes  ist,  und  A die»  zu  irgend  einer 
Zeit  geleistete  Arbeit. 

Denkt  man  sich  nun  mit  der  Maschine 
eine  rotirende  Masse  verbunden,  so 
kommt  zum  ersten  Glicde  der  Ausdruck 
hinzu  i/i  (»*-»•*).  wo  fA  das  Träg- 
heitsmoment, fr  die  Winkelgeschwindig- 
keit, fr0  deren  Anfangswerth  in  Bezug 
auf  die  rotirende  Masse  ist.  Es  ist  also : 

1 1 2 A 

9’  + — Sffr’  = 9„*  + — — , 

H i“  (* 

und  cs  lässt  sich  u immer  so  gross  neh- 

2 

men,  dass  — eine  zn  vernachlässigende 
Grösse  ist.  In  diesem  Falle  ist: 

9*  4-  — zMvr=z  9 » + — vj*/r  « 


ein  gewisses  Maximam  der  Rotations- 
geschwindigkeit  des  Schwungrades. 

Sei  ) I die  Masse  der  Längeneinheit 
des  Schwungrads  an  der  Peripherie,  r 
der  Radius.  t>  die  Geschwindigkeit  des- 
selben, so  ist: 


r 


das  Moment  der  Centrifugalkraft,  oder 
wenn  y die  Dichtigkeit,  s der  Quer- 
schnitt, <j  die  Beschleunigung  der  Schwere 
ist,  wenn  man  wie  bei  technischen  Be- 
trachtungen gewöhnlich  die  Massenein- 
heit gleich  — der  Gewichtseinheit  nimmt: 


Ist  K der  Modnl  der  absoluten  Festig- 
keit, so  kann  also  C höchstens  gleich 
iK  sein,  und  man  hat  als  Maximum  der 
Geschwindigkeit: 


zn  setzen,  also  die  Geschwindigkeiten 
werden  sich  so  viel  als  möglich  ausglei- 
chen.  Uebrigcns  ist  es  klar,  dass  in 
dem  Ausdrucke: 

wo  m die  Masse  eines  Punktes,  r seine 
Entfernung  von  der  Rotationsaxc  ist, 
diejenigen  Glieder  am  meisten  einwirken, 
wo  r am  grössten  ist.  Man  muss  also 
dem  rotirenden  Körper  womöglich  die 
Form  eines  Rades  geben,  dessen  ganze 
Masse  sich  fast  an  der  Peripherie  befindet. 

Schwungräder  werden  gewöhnlich  aus 
Gusseisen  gemacht,  kleinere  giesst  man 
aus  einem  Stücke,  grössere  in  zwei  bis 
sechs  Stücken. 

Ist  das  Schwungrad  plötzlichen  Ge- 
schwindigkeitsänderungen ausgesetzt,  so 
macht  man  dasselbe  aus  Holz,  um  das 
Abbrechen  der  Arme  zu  vermeiden,  oder 
wendet  eine  Frictionskuppelung  an. 

Bei  einer  solchen  ist  auf  jeder  der  zu 
kuppelnden  Wellen  eine  Scheibe  aufge- 
setzt, von  denen  dio  eine  die  andere 
mittels  eines  Kranzes  umfasst,  der  gegen 
einen  der  Letzteren  aufgelegten  Holzkranz 
durch  Schraubcnbolzcn  scharf  angezogen 
wird.  Beim  gewöhnlichen  Gange  der 
Maschine  ist  dann  die  Reibung  ausrei- 
chend um  die  Bewegung  einer  Scheibe 
der  andern  mitzutheilen;  tritt  aber  eine 
plötzliche  Vergrösserung  der  Last  ein, 
so  reicht  diese  nicht  aus,  cs  dreht  sieh 
die  eine  Scheibe  nur  noch  kurze  Zeit 
in  der  anderen,  bis  die  Maschine  in 
Ruhe  kommt. 

Dio  Fcstigkeitsverhältnissc  bedingen 


H’t 


ein  Ausdruck,  der  von  den  Raddimen- 
sionen unabhängig  ist. 

Für  Gusseisen  ist  mit  sechsfacher 
Sicherheit:  K = 432000  und  das  Ge- 
wicht eines  Kubikfusscs  gleich  475,2 
Pfund,  so  dass  man  hat: 


: = 12  | 


'31,25  - 3000 
478,2 


= 168'. 


Dieser  Ausdruck  gilt,  wenn  das  Schwung- 
rad in  einem  Stücke  gegossen  ist.  Im 
andern  Falle  kann  ein  Zerrcisscn  der 
Verbindungsstücke  eintreten. 

Sei  s,  der  Querschnitt,  A't  der  Festig- 
keitsmodul eines  solchen',  so  ist  also 
auch  zu  nehmen : 


d.  h.: 


. K - n'r 

t,Kx-  — , 
r 'y 


Damit  s,  nicht  zu  gross  wird,  nimmt 
man  Schmiedeeisen  zu  den  Verbindungs- 
stücken und  dann  ist: 

K,  = 10000  Pfund,  st  = 0,0001056  st*. 

Nimmt  man  t = 100  als  grösste  Ge- 
schwindigkeit, so  ist: 

s,  = 0,1056». 

Den  Verbindungsstücken  ist  also  ein 
Querschnitt  von  ^ desjenigen  des  Rin- 
ges zu  geben. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  keine 
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Stüssc,  also  plötzliche  Geschwindigkeits- 
änderungen Vorgehen. 

Es  sei  dann  V die  rotireDde  Masse, 
die  wir  uns , wie  dies  ja  immer  ge- 
schehen kann,  auf  einen  Punkt  redueirt 
denken,  dessen  Geschwindigkeit  zwischen 
dem  Minimum  v,  und  dem  Maximum  r, 
schwankt,  ausserdem  möge  die  Maschine 
noch  aus  einer  Masse  M , bestehen,  die 
hin  und  her  schwingt.  Wir  denken  uns 
dieselbe  ebenfalls  auf  einen  Punkt  re- 


ducirt , der  zwischen  den  Geschwindig- 
keiten klnl  und  t,v3  schwankt. 

Es  wird  dann  von  der  Zeit,  wo  die 
Maschine  vom  langsamsten  bis  zum 
schnellsten  Gange  übergeht,  von  den 
trigen  Massen  eine  gewisse  Arbeit  A 
verrichtet,  welche  gleich  der  äst,  welche 
beim  Ucbergange  von  dem  schnellsten 
zum  langsamsten  Gang  geleistet  wird, 
und  das  Prinzip  der  lebendigen  Kräfte 
gibt  also: 


. (*,» _ *,**,')  = 2/1. 

Führen  wir  aber  die  mittlere  Geschwindigkeit  c = ein,  und  setzen : 

so  ist: 


r,  — r | — de, 


MJc'+  ^~-[V(2  + <f)*~  V(2— tf)’]  = 2/4. 

<S  ist  der  Ungleichförmigkeitsgrad,  und  ist  dieser  gegeben,  so  erhält  man: 

* - ~ yd  (*» : * (*  ■ + «o*  - *»’  - «0*1 

oder  wenn  man  dl  vernachlässigt,  da  <5  jedenfalls  klein  ist: 

„ A M,  I , _ A » — k »\ 

de*  2 V * + *»  + J /• 


Ist  JH-i  gegen  M sehr  klein,  so  kann 
man  auch  setzen: 

* = ä-  ■ - 

Die  Grösse  A wird  gewöhnlich  durch 
die  Leistung  der  ganzen  Maschine  aus- 
gedruckt;  ist  L dieselbe  für  die  Secnnde 
and  geschehen  in  der  Minute  n Umdre- 
hungen, so  ist  die  bei  jeder  Umdrehung 

geleistete  Arbeit  gleich  , und  man 
n 

setzt  daher: 

60  L 

A = f‘  — ’ 

wo  in  jedem  Falle  ft  zu  bestimmen  ist. 

Mögen  jetzt  aber,  wie  z.  B.  bei  Walz- 
und  Hammerwerken  auch  plötzliche  Ge- 
schwindigkeitsänderungen  cintreten. 

Wir  denken  uus  s&mmtliche  Kräfte 
und  Massen  wieder  auf  einen  Punkt  re- 
ducirt.  Hier  besteht  aber  jede  Bewe- 
gungsperiode aus  drei  Theilen.  Die 
East  (>  wird  stossweise  ergriffen,  und 
geht  plötzlich  von  der  grössten  Geschwin- 
digkeit r,  in  eine  kleinere  ® über,  die 
»ich  nach  der  Theorie  des  Stosses  ergibt : 
itf®, 

+ M,' 

wo  M die  rotirendc  Masse,  M,  die  in 
Bewegung  zu  setzende  ist. 


In  dem  folgenden  Theile  der  Bewe- 
gung wird  Arbeit  verrichtet  und  die  Ma- 
schine geht  allmälig  zur  kleinsten  Ge- 
schwindigkeit c,  über.  Der  letzte  Theil 
der  Bewegung  ist  der,  wo  die  Maschine 
nicht  arbeitet,  und  zur  grössten  Ge- 
schwindigkeit r,  übergeht. 

Im  ersten  Theil  der  Periode  ist  der 
zurückgelcgtc  Weg  sehr  klein,  im  zweiten 
werde  der  Weg  t von  Kraft  und  Last, 
im  letzten  endlich  von  der  Kraft  allein 
der  Weg  «,  zurückgelegt.  Sei  P die 
Umdrehungskraft,  so  ist  also  : 

p,~  <?,  = *(»+#.')(»> -V), 

p,x  = *«(«,*-*,•) 

oder  wenn  wir  die  mittlere  Geschw’indie- 
keit  1- 
führen : 


keit  + *’*■  =c  und  e,  — r,=  Je  cin- 


P -JMc\ 

»i  de1 

Diese  Formel  gibt,  ganz  wie  oben,  die 
rotirendc  Masse,  wenn  der  Unglcichför- 
migkeitsgrad  if  gegeben  ist.  Setzen  wir: 


so  ist  auch: 


32* 
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w _ JL 

''  - - .ir*  ’ 


( fc*  «f  HC* 

wo  n die  Anzahl  der  Drehungen  in  der  Minute, 

*.  = £/(.  + ., ) ’ 

die  Leistung  der  Maschine  in  der  Secnnde  ist.  , 

Mit  Berücksichtigung  des  Stosses  und  des  Thcdes  der  Arbeit  + 
welcher  zur  Ueberwindung  der  Last  verwendet  wird,  hat  man: 


MM.  , 

p(s  + ..)  = y»  + i jk.v  + \ («.  -•)*» 


also : 


* - • v ( 


wo  L,  =:  ~Qs  die  Arbeit  der  Last  in  der  Socundo  ist.  Nun  war: 


also 


und  : 


" = • "*=(1+  {)’■  *■“(*“ 


oder  da  cf  gegen  1 sehr  klein  ist: 

V-*£kz  + JL(M  + ) 

” T »r>  + 2cf  V l+ (»  + «,)*/■ 

Nimmt  man  stau  der  Massen  iWJI/l  die  Gewichte  (i  — </V,  GlzzijMi,  und  nimmt 
Lk  in  PfcrdekrUften,  so  kommt: 

c=»ä+ii(5i+pjy 

In  der  Regel  kann  G und  M auf  der  rechten  Seite  vernachlässigt  werden,  wenn 
M gross  ist,  also  : 

M -W?  h.  +H  M 
m-~7  ^r>+2<f  ■■ 


,956250 fil., 


G = 


<f  nc* 


+6*- 


Es  bleibt  noch  übrig,  die  auf  einem  Punkt  reducirte  Masse  des  Schwung- 
rades anszudrücken.  Sei  T das  Trägheitsmoment  desselben,  so  lässt  sieh  die* 
aus  dem  des  Kranzes  und  der  Arme  ausdrücken.  Ist  a das  Gewicht  der  Arme, 
k das  des  Kranzes,  r,,  r,  der  äussere  und  innere  Halbmesser  des  letzten,  so 
kann  man  den  Querschnitt  desselben  als  ein  Reehtcck  und  die  Arme  als  unendlich 
dünne  Prismen  sich  denken,  und  dann  ist: 

r = ieO-.*  + r,’)  + *«V. 

f*  *4*  ^ 

oder  wenn  man  den  mittleren  Halbmesser  r =— — - cinfuhrt,  nnd  4 = r,  — r, 
setzt : 

r.,(..  + 5)+, 

oder  wenn  man  6 vernachlässigt: 

T = (e+ 
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Alto  wonn  man  die  Masse  des  Schwungrades  auf  dem  mittleren  Hadhalbmesser 
reducirt ; 

„_£±i?  C = e+jn. 

Ist  nun  M bestimmt,  so  muss  diese  Masse  auf  Ring  und  Arme  vertheilt  werden. 

Sei  s der  Querschnitt  des  Ringes,  s,  = rs  der  der  Arme,  />  die  Anzahl  der* 
selben,  y die  Dichtigkeit  des  ganzen  Rades,  so  ist : 

(>  = 2 nrty,  a ~ ps  vry  zz  ppry 

G = 2 ntry  +Jpt,ry  - (‘Ji  >y,J  try, 

und  es  ist  also  der  Querschnitt  des  Ringes: 

G 0,04823  G 

1 + 0,053  rp 
G 


— — — in  Quadrntfussen, 


~(2n  + i>p)ry 

= 0,04823(1  - 0,053  rp)  ^ in  Quadratzollcn, 

3i7Mc • 


J=  r^7 

auch  kann  man  setzen  : 

Jtfc,  = , 


wo  v aber  in  Fussen  gegeben  ist.  — Es 
ist  p = 4 bis  8,  r = 4 bis  nnd  die 
Breite  des  ltades  ein  - bis  zweimal  gleich 
der  Dicke. 

Die  Hadarme  sind  während  des  Um- 
schwunges ebenfalls  einer  veränderlichen 
Spannung  ansgesetzt,  die  sie  bald  nnch 

der  einen,  bald  nach  der  andern  Rieh-  w0  L die  Leistung  der  Maschine,  » die 
tung  hin  zn  bringen  strebt,  und  ist  ihnen  Anzahl  der  Umdrehungen  in  der  Minute 
daher  eine  angemessene  Stärke  zu  geben.  hat  nun  : 

Sei  r wieder  der  mittlere.Halbmesser,  /, 

M die  auf  einem  Punkte  reducirte  Masse,  - = Tt  — ‘ . 

P die  Kraft,  mit  welcher  dor  Radarm  ' < mpK 

gebrochen  wird,  dann  ist  /’  gleich  der  Man  nimmt  gewöhnlich: 


Arbeit  dividirt  durch  den  Weg,  d.  h.: 

p _ jdf  (r,»  - e,»)  _ d.tfc» 
ar  ~ o r ’ 

wo  « der  Rotationswinkel  (in  Bogen  - 
th eilen)  ist,  welcher  zurückgelegt  wird, 
während  die  Geschwindigkeit  von  t, 
zu  r,  übergeht. 

Sei  p die  Anzahl  der  Radarme,  h die 
Dicke,  4 = mk  die  Breite  derselben,  er- 
stere  in  tangentialer,  letztere  in  axialer 
Richtung  genommen,  so  ist: 


K 


- 1700,  K,  = 1575, 


also: 


ä 

— = ymP  (*ehr  nahe). 


Für  rnnde  Wellen,  welche  die  Leistungen 
L unmittelbar  übertragen,  setzt  man: 


3 r 


30  L 


p _ pH*  K _ mph1  K 


also : 


* = 


I /'*£*£! 

( ampK  ' 


rf- 

Für  Wasser-  und  andere  Räder  ist: 
3/T" 

d = 6,12  |/  — Zoll, 

wenn  L in  Pferdekräften  gegeben  ist, 
nnd  aus  Vergleich  beider  Formeln  folgt  : 


Auch  dem  Wellenhals  ist  eine  gewisse 
Stärke  d zu  geben,  damit  Sicht  abge- 
dreht wird.  Sei  das  Moment  znm  Ab-  also : 
drehen : 


v 'S-»* 


Pt  = <f*A'„ 


— in  Zollen, 
ten 


so  kommt: 


<f=  11,291 
h und  b=mh  sind  nun  leiebt  su  finden. 
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Schwnngschaofel  Maschinenlehre),  >. 

Wasserschaufcl. 

Scrupel  (Messknnde). 

Eine  Unterabüieilung  des  Apotheker- 
gewichts. In  Preussen  ist  ein  Scrnpel 
gleich  1'1  Loth  (alten  Systems). 

Secante  (Geometrie). 

Eine  Linie,  welche  einen  Kreis  oder 
eine  andere  Curvc  zweimal  schneidet. 

Secante  (Trigonometrie). 

Wenn  man  den  gegebenen  Winkel  « 
als  Centriwinkel  eines  Ktciscs  dessen 
Radius  die  Einheit  ist,  betrachtet,  so 
wird  Secante  diejenige  Strecke  des  einen 
Schenkels  genannt,  welche  bis  zu  der 
durch  den  andern  Schenkel  an  den  Kreis 
gezogenen  Tangente  geht.  Die  Bezeich- 
nung für  die  Secante  des  Winkels  « ist 
sec  r<,  und  sic  ist  gegeben  durch  die 
Gleichung : 

1 

sec  n = . 

cos  n 

Sector  (Geometrie). 

Beim  Kreise  derjenige  Theil,  welcher 
von  zwei  Radien  und  einem  Bogen  be- 
grenzt wird.  Die  Formel  für  den  Kreis- 
scctor  ist: 

rb  nr*ft  r'A 
sect  - Y ~ hjö  = T’ 

wo  r der  Radius,  h der  Bogen,  n der 
zugehörige  Centriwinkel  in  Graden , A 
derselbe  in  Theilen  des  Radius  ist. 

Der  Begriff  des  Scctor  kann  auch 
nusgedehnt  werden,  auf  alle  Curven,  die 
einen  Mittelpunkt  bähen,  nlso  z.  B.  die 
Ellipsen  und  Hyperbeln. 

Bei  der  Kugel  ist  Scctor  das  Kugel- 
stück, welches  von  einer  Rotationskegcl- 
fiitchc,  deren  Spitze  der  Mittelpunkt  ist, 
und  einer  KugelcaJotte  begrenzt  ist. 

Die  Formel  für  den  Kugclscctor  ist: 

2s 

sect  = -5-  r’A. 

u 

wo  r der  Radius,  A die  Höhe  der  Ka- 
lotte ist. 

Secunde  (Messkunst). 

Eigentlich  bei  jeder  Massbestimmung 
zweite  Theilung  des  Uauptmaasses. 

Die  erste  wird  mit  minutum  primum 
(Minute),  die  zweite  mit  minulum  secun- 
dum  (Secunde)  bezeichnet.  Gewöhnlich 
aber  werden  die  Ausdrücke  Minute  und 
Secunde  auf  das  60  theilige  Maass  be- 
zogen, und  dieses  findot  seine  haupt- 


sächliche Anwendung  beim  Bogenmaass : 

1 Grad  gleich  60  Minuten  gleich  60*60 

Sccunden: 

1*  = 60'=  3600", 

und  beim  Zcitmaass:  1 Stunde  gleich 
60  Minuten  gleich  60-60  Sccunden: 

1 » = 60'  = 3600". 

Secundenpenpel  (Mechanik). 

Ein  solches  Pendel,  bei  welchem  die 
Schwingungsdaucr  eine  Secunde  beträgt. 
Für  Berlin  ist  die  Länge  des  einfachen 
(mathematischen)  Secundcnpondcls  nach 

Bes  sei : 

440,739  Pariser  Linien, 
für  Königsberg: 

440,8179  Pariser  Linien. 

Segel  Nautik  und  Dynamik). 

Biegsame  (gewöhnlich  aus  Leinewund 
gefertigte)  Flächen,  welche  an  die  Schiffs- 
masten gespannt  und  nach  verschiedenen 
Richtungen  gewendet  werden,  damit  unter 
bestimmter  Richtung  der  auf  sio  wehende 
Wind,  vermöge  der  ihm  ertheiltcn  Bre- 
chung und  Zurückwerfung  das  Schiff  nach 
einer  verlangten  Richtnng  bewege.  Auf 
Eisenbahnen  bedient  man  sich  zuweilen 
auch  zur  Fortbewegung  kleiner  Wagen 
der  Segel,  auch  kommen  dieselbe  bei 
holländischen  Windmühlen  in  Anwen- 
dung, wo  man  die  Windfelder  der  Ru- 
then mit  ihnen  bekleidet. 

Nimmt  man  an,  dass  ein  Segel  recht- 
winklig, und  dass  zwei  gegenüberlie- 
gende Seiten  desselben  fest,  und  auf  der 
Richtung  des  Windes  senkrecht  seien, 
legt  man  dann  Ebenen  senkrecht  auf 
die  festen  Seiten  durch  das  Segel,  so 
schneiden  diese  Curven  aus,  welche  sich 
gegen  die  Begrenzung  und  die  wirkenden 
Kräfte  ganz  gleichmässig  verhalten,  und 
somit  congrucnt  sein  müssen.  Auf  jede 
dieser  Curven  wirkt  in  ihrer  Ebene  und 
in  jedem  Funkte  gleich  gerichtet  mit 
constantcr  Macht  der  Wind;  die  Ver- 
hältnisse sind  also  dieselben,  als  wenn 
die  Schwere  auf  die  Curvc  wirkte,  und 
wird  also  im  Falle  des  Gleichgewichts 
eine  Kettcnlinie  entstehen.  Alle  diese 
congruentcn  Kettcnlinien  aber  liegen  auf 
einer  Cylinderfläche,  deren  Seite  senk- 
recht auf  die  erstcrc  ist,  und  diese  Cy- 
linderfläche  ist  mithin  die  Segelfläche. 

Segment  1 Geometrie  1. 

Beim  Kreise  das  von  Sehne  und  Bo- 
gen abgeschnittene  Stück.  Die  Formel 
für  das  Kreissegment  ist: 
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r*  /na  \ 

6fem=T  Isö  -“nn)' 

wo  « der  Ccntriwinkcl  (in  Gruden),  r 
der  Radius  des  Kreises  ist. 

Bei  der  Kugel,  das  von  einer  Kalotte 
und  einer  Ebene  begrenzte  Stack.  Die 
Formel  ist : 

segm  = j n**(3r  — k), 

wo  h die  Hohe  der  Kalotte,  r der  Ra- 
dius der  Kugel  ist.  Zuweilen  wird  der 
Thcil  eines  Kreises  zwischen  zwei  pa- 
rallelen Sehnen,  oder  einer  Kugel  zwi- 
schen zwei  parallelen  Ebenen  auch  als 
Segment  bezeichnet.  Auch  nennt  man 
Segment  einer  Linie  die  Strecke  der- 
selben, welche  von  zwei  andern  Linien 
abgeschnitten  wird. 

Segnersches  Wasserrad  (Hydraulik), 

siehe  Wasserrad. 

Sehaxe  (Optik). 

Die  grade  Linie,  welche  durch  irgend 
einen  Punkt,  nach  dem  man  sieht,  und 
durch  den  Mittelpunkt  der  Pupille  geht. 

Sehne  (Geometrie). 

Die  Grade,  welche  die  Endpunkte  des 
Bogens  eines  Kreises  oder  einer  andern 
Curvc  verbindet.  Für  Kreissebnen  gilt 
die  Formel: 

< = 2r  sin  -g- , 

wo  s die  Sehne,  « der  zugehörige  Centri- 
winkcl,  r der  Radius  des  Kreises  ist. 

Seirer  (Geometrie  und  Harkschetde- 
kunst). 

Gleichbedeutend  mit  Loth.  Daher 
Seigerebene  gleich  senkrechte  Ebene, 
Scigcrgang  u.  s.  w. 

Seigerpunkt  wird  der  vertikale  Punkt 
des  Endpunktes  einer  flachen  Linie  ge- 
nannt. 

Seigerriss,  gleichbedeutend  mit  Profil. 

Selgertenfe,  die  Höbe  eines  recht- 
winkligen Dreiecks,  oft  gleichbedeutend 
mit  Sinus. 

Seil  (Statik  und  Mechanik). 

Biegsamer  cylindrischer  aus  Hanf  ge- 
drehter Körper,  welcher  namentlich  zur 
Versetzung  der  Kräfte  von  einem  Punkte 
zum  andern  dient.  Dies  geschieht,  in- 
dem man  ihn  Ober  Flächen  besonders 
über  Räder  oder  Rollen  spannt. 

Ist  ein  Seil  Uber  irgend  eine  con- 


tinuirlichc  gekrümmte  oder  scharfkantige 

feste  Fläche  gespannt,  und  durch  eine 
Kraft  an  einem  Ende  tangential  gespannt, 
so  wird  diese  Spannung  nach  dem  an- 
dern Ende  ebenfalls  in  tangentialer  Rich- 
tung an  die  Fläche  übertragen,  und 
zwar  ungeschwächt,  wenn  man  von  Rei- 
bung und  Steifigkeit  des  Seiles  (vcrgl. 
die  entsprechenden  Artikel),  absieht. 

In  irgend  einem  Punkte  des  Seiles 
wirken  nämlich  die  von  den  beiden  näch- 
sten Punkten  ausgehenden  Spannungen, 
— T und  {/,  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung und  tangential  ausserdem  der 
Gegcndrnck  Q,  Sei  die  Fläche  nicht 
continuirlich  gekrümmt,  sondern  ihr 
Durchschnitt  eine  gebrochene  Linie  BAC 
(Fig.  391).  Sei  Winkel  BAC  = «.  Die 


Fig.  391. 


Richtung  des  Gegendruckes  A wird  dann 
nach  statistischen  Gesetzen  den  Winkel  « 
balbircn. 

Die  Spannung  T,  welche  nach  AB 
gorichtet  ist,  macht  mit  AD  den  Winkel 

mit  der  Verlängerung  von  AC  den 

Winkel  IR-o.  Zerlegt  inan  also  alle 
Kräfte  nach  AC  und  AD,  so  erhält  man 
in  crstcrcr  Richtung,  falls  Gleichgewicht 
stattfindet : 

. , _ „ T sin  n ,, 

U-T  — 0,  = 0. 

t X 

s,nT 

Die  letzte  Formel  gibt  den  Druck;  dio 
erste  zeigt,  dass  V = T ist,  dass  sich 
also  die  Spannung  von  Punkt  zu  Punkt 
in  gleicher  Grösse,  jedoch  mit  verän- 
derter Richtung  fortsetzt.  Es  wird  diese 
also  von  einem  Endpunkte  der  Fläche 
nach  dem  andern  übertragen,  Findet 
continuirliche  Krümmung  statt,  so  braucht 
man  sich  nur  den  Winkel  ABC  unend- 
lich wenig  verschieden  von  2 Rechten  zu 
denken.  Dann  ist  AD  die  Richtung  der 
Normale,  AB  und  BC  bestimmen  die 
KrQmmungsebenen. 

Da  nun  das  Gleichgewicht  erfordert, 
dass  diese  drei  Linien  in  einer  Ebene 
liegen,  so  wird  in  jedem  Punkto  der 
Curvc,  welche  das  Seil  bildet  die  Krüm- 
mungsebene  die  Normale  der  festen  Fläche 
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cnlhültcn.  und  dies  ist  bekanntlich  die 
Bedingung  dafür,  dass  diese  Curve  eine 
kürzeste  Linie  sei.  Also: 

„Ein  über  eine  feste  Flüche  gespanntes 
Seil,  welches  nur  in  den  Endpunkten 
gespannt  ist,  bildet,  wenn  man  Reibung 
und  Steifigkeit  nicht  berücksichtigt,  im 
Fallo  des  Gleichgewichts  eine  kürzeste 
Linie  auf  der  Flüche." 


2)  dT  + Xdx  + Ydy  + Zdz  = 0. 

Diese  Gleichung  ist  selbstverständlich 
eine  Folge  der  Obigen. 

Gibt  es  eine  Function  </,  von  welcher 
X , )’,  Z,  die  bezüglich  nach  *,  y,  » ge- 
nommene Differcnxialquoiicntcn  sind,  so 
hat  man : 

dT  + d.,  = 0. 


Seilbahn  (Mechanik). 

Eine  Eisenbahn , welche  über  eine 
schiefe  Ebene  führt.  Die  Wagen  wer- 
den durch  ein  Seil  gezogen,  welches  sich 
über  eine  Trommel  wickelt.  Dieses  Auf- 
wickeln wird  durch  eine  stehende  Dampf- 
maschine bewirkt. 

Seilcnrve  (Statik  i. 

Die  Curve.  welche  ein  biegsamer  Fa- 
den, der  von  beliebigen  Kräften  ange- 
griffen ist,  in  der  Gleichgewichtslage 
macht. 

Nehmen  wir  an,  in  irgend  einem  Punkte 
M wirkt  eine  auf  die  Längeneinheit  rc- 
ducirtc  Kraft,  deren  Componcnte  nach 
den  drei  Axen  durch  X,  I',  Z bezüglich 
bezeichnet  werden,  so  wird  ein  Element 
des  Fadens  ds  angegriffen  von  den  Kräf- 
ten Xdt,  Yds,  Zrfs,  ferner  von  der  Span- 
nung — Tin  der  Richtung  des  Elementes 
und  von  der  Spannung  T + dT  in  der 
Richtung  des  nächsten  Elementes.  Da 
das  Element  ds  Winkel  mit  den  Axen 

macht,  deren  Cosinus  bezüglich 

ds  ds  ds 

sind,  so  sind  die  Componcnten  dieser 
beiden  Spannungen  z.  B.  nach  der  Axc 
der  x: 


Setzt  man  also  die  Summe  der  nach  jeder 
der  drei  Axen  gerichteten  Kräfte  einzeln 
gleich  Noll,  so  erhält  man  die  Gleich- 
gewichtsgleichungen : 

» **+</(t£)  = o, 

Yd.  + d(T^)  = 0, 

Zd,  + d(Tp)  = 0. 


Wenn  man  aber  alle  Kräfte  nach  der 
tangentialen  und  normalen  Richtung ' zer- 
legt, so  erhält  man  als  Componentcn  in 
ersterer  Richtung: 


Z 


dT, 


3)  T-  Tt  = 7(x,y,s)-<?(x„y,,z,), 

wo  y„  s,  die  Coordinaten  des  An- 
fangspunktes, T 0 die  Spannung  in  dem- 
selben ist. 

Kettenlinie  heisst  diejenige  Seil- 
curve,  welche  ein  biegsamer  Kürper 
bildet,  der  ansscr  den  Spannungen  im 
Anfangs-  und  Endpunkte  nur  von  seiner 
Schwere  angegriffen  wird. 

Seien  A und  B die  Endpunkte,  lege 
man  durch  dieselbe  eine  Vertikalcbenc, 
sei  die  der  Schwere  entgegengesetzte 
Richtung  die  Axe  der  y und  die  Axe 
der  x in  der  Vertikalebene,  in  der  Rich- 
tung von  A nach  B , dann  ist: 

x-z  = o,  r = - », 


wo  < das  Gewicht  der  Längeneinheit  des 
Fadens  ist. 

Die  erste  und  dritte  Gleichung  1)  ge- 
ben nun: 


j\  Tdx  TJl 

4)  Td,=  C’  Tds  = C" 


cdt  = c,  x,  onc^-fc,, 

aber  da  in  den  Punkten  A und  B i = 0 

ist,  so  ist  e,  = e,  = 0: 

* = 0, 

also  die  Kcttenlinie  liegt  ganz  in  der 
durch  A und  B gelegten  Vcrtikalehenc. 

Das  erste  Integral  4)  zeigt,  dass  die 
horizontale  Spannungscomponente  con- 
stant  ist 

Die  Gleichung  2)  gibt : 

T—  T,  — iy  =0, 

wenn  Funkt  A zum  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  genommen,  also  daselbst 

* = y - 0 

gesetzt  wird.  Diese  Gleichung  in  Ver- 
bindung mit  der  ersten  Gleichung  4)  gibt: 

■ -.  cJ» 

V(T . + *y)*  - c* 


+ -J-W.+' V),-c’)+y, 


also: 


oder: 
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7 = ~ lg  7 VlT,  + '»)*  - **)+  S- 


wo  g eine  neue  Constante  ist 
Hieraus  ergibt  sieh: 


^^+^Y(Tt+>yy-^  = c 


-(*-$) 


-*  +-y  - - V(T.  + *y)*  - C*  = e °(  S) 

c c 


2iM2y)=  T(*-J)  -4(*-s) 

c 


+ * 


Seien  a und  b die  Cuordinatcnwcrthe  des  Endpunktes  B,  so  ist: 


5) 


i h\  ~4(*-s)  “■(«-?)  -7  (a_s) 

3«(y--6)_  ,c  +(,  e _ « c — c c 


und  wenn  man  x = y — 0 setzt: 


, -i-y  ±(„_s)  -±(«-y) 

— e -f  e +e 


5a)  * = £,(“ 

Noch  gibt  die  zweite  Gleichung  1): 

„=r*+, 

und  mittels  der  ersten  Gleichung  4)  erhalt  man: 

£=-*+-• 
dx  c c 

aber  wegen  5)  ist: 

6)  ^ = 1 [»*  (*_ J)  - 

7) 

Ist  .S  die  Lange  des  ganzen  Fadens,  so  hat  man : 

±(a-3)  -~{a-g) 


s_-Le  -e  J 4. 


S = T,('~ 

Ausserdem  aber,  da  für  z = 0 auch  s = 0,  ist : 

2e'  = c(eT73-eT0. 

Ans  diesen.. beiden  Gleichungen  folgt: 


)4 


7a) 


7<-»>  -7<-»>  7 -7 

— e + « — e 


) 


Die  Gleichung  5)  bestimmt  die  Ketteslinie.  Um  die  darin  vorkommenden 
Constanten  c,  g zu  bestimmen,  hat  man  die  Gleichung  5a)  und  7a).  Addirt  man 
dieselben,  so  kommt: 


Digitized  by  Google 


Seilcurve. 


506 


Seilcurve. 


_ . C /!“-*>  "Tx 

S + 6 — — “ i | 


und  durch  Multiplication: 


Tx 

> + e I 


S* 


--5( 


+ e -4~ « 


* u 
c 


-2). 


d.  h. : 


8) 


yirrjf=.i  2c); 


ans  dieser  transcendenten  Gleichung  ist  c zu  berechnen.  Eine  der  Gleichungen 
für  S+b  oder  S — b gibt  dann  y.  Dividirt  man  die  eine  dieser  Gleichungen 
durch  die  andere,  so  kommt: 

_2 tg  in 

S+6  e + c 

<> 


also  : 

9) 


S-  4 


2 io  in  , S + b 
— = - - '*?  5 I- 


Die  Aufgabe  ist  verschiedener  Abänderungen  fähig,  wenn  man  die  Endpunkte 
nicht  fest  nimmt,  sondern  andern  Bedingungen  unterwirft.  Indess  ändern  diesel- 
ben offenbar  nur  die  Constantcn,  und  nicht  die  Form  der  Gleichung  der  Kcttenlinie. 

Nimmt  man  den  tiefsten  Punkt  der  Kcttenlinie  zum  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinnten,  so  wird  die  Gleichung  etwas  einfacher.  Es  ist  um  diesen  Punkt  lu  be- 
stimmen, ^ =0  in  setzen,  und  Gleichung  6)  gibt  dann: 
dx 

x=g. 

Seien  f,  y die  nonen  Coordinatcn,  also : 

{ = *-?.  ? = y-y.i 

wo  Hi  die  zu  x — g gehörige  Ordinate  ist,, so  gibt  für  diesen  Werth  Gleichung  5): 

2»(y.-4)  ^ _ -£<*-»> 

C 

also  wenn  man  diese  Gleichung  von  5)  abzieht: 

im  2.tj  7 ~~ö  7<*"*> 

10)  — 1 = * + e — e — e 

c 

für  x = g gibt  Gleichung  7)  noch  die  entsprechende  Bogenlänge: 

il  -il 
c — e'  c (n  c cX 

*•“- T =2-«l2  + e "*  Y 

Also,  wenn  o =s  — s,  der  vom  tiefsten  Punkte  an  gcz&hlte  Bugen  ist: 

1« 

Die  Gleichung: 


■vV  '■>  >-  - : 


^ = .,{-e-,{-2. 


du  i'e*  dij  io 

Tx  = ~ , + ~’  0der  Si  = -’ 


df 


ft  Mk  v - 
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gibt  noch  eine  wichtige  Eigenschaft  der  Kettenlinie.  Es  ist  nämlich: 

drj  . 

— _ te  /, 

wenn  l der  Winkel  ist,  den  "die  Tangente  der  Curvo  mit  der  Axc  der  x macht, 
und  es  findet  also  zwischen  Bogenlänge  und  Tangcntenwinkel  die  Beziehung  statt: 


12) 


a = — tg  l . 


Verstehen  wir  unter  s,  die  Bogenlänge  der  Evolute  der  Keltcnlinie,  so  ist  die 
Bezeichnung  für  letztere  bekanntlich : 

da  c 

j|  — d.  h>  ii  — . . 

dl  1 i cos  /* 

Will  man  die  Gleichung  derselben  « und  t in  rechtwinkligen  Coordinaten  haben, 
so  ist  zu  setzen: 


also : 


x=J  cos  ldst,  u z=. J" t\n  Idt 

_ 2c  n sin  Id l _ 2c  p i 

~ > J COS  1*’  U ~ 

c / sin  / 1 — sin  l\ 

“ = Tl^7i  + *‘«-57r;; 


i COS  l' 

aus  diesen  Ausdrücken  lässt  sich  leicht  l eliminiren. 

Ist  r der  Krümmungsradius  der  Ketten linic,  so  hat  man: 


da  ~ rdl , also:  — = rcos/**,  r = 


i cos  /*’ 

Der  Krümmungsradius  ist  also  umgekehrt  proportionnl  dem  Quadrate  des 
Cosinus  des  Tangentenwinkela. 

I)ic  Kcttcnlinic  löst  auch  eine  wichtige  Aufgabe  der  Variationsrechnung. 
Suchen  wir  nämlich  diejenige  unter  allen  Curvcn  von  gleicher  Länge,  welche 
den  tiefhten  Schwerpunkt  hat.  Sind  £,  tj  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes, 
xy  y die  laufenden  Coordinaten,  so  ist: 


si  = f yd*. 


Es  muss  also: 


j' yds= J' y \dx 1 +dy» 

ein  Minimum  sein,  unter  der  Bedingung,  dass  / \dx'-\-dy't  constant  bleibt. 
Nach  den  Hegeln  der  Variationsrechnung  ist  für  diesen  Fall: 

<f  f (</ + *)  y'dx^+dp  = o, 

wo  1 eine  Constante  ist.  Man  erhält: 

df  ly  + Jt)  Vdx'  + dy'  = f [*  - d ((y  + A)  ^)]  Jy, 
und  cs  ist  also  zu  setzen : 

ds  = d(( F + i)g), 


also: 


* = (y  + 0^  + 1». 


wo  n eine  neue  Constante  ist,  und  neue  Integration  gibt: 

y =lV(*  — /•)*'—  >•*  - *• 
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Setzt  man  für  y seinen  Werth : 


und  differenziirt,  so  ergibt  sich: 


-/ 


sin  Ids 


sin  / = — V (s  — ft)*  — r'1  = 


1 (•  - ~ 


woraus  sieb  leicht  ergibt: 

Vtgl  = S—fJ, 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  Glei- 
chung 12)  überein,  wenn  mau  angemes- 


nur  an  einzelnen  Punkten  von  Kräften 
angegriffen  wird. 

Wirke  in  Punkt  At  des  Seiles  eine 
Kraft  Z*lf  welche  diejenigen  Winkel  deren 
Cosinus  fr,,  fft,  y,  sind,  mH  den  Axeo 


sen  die  Constanten  bestimmt,  und  cs  hat  lnacht.  Wir  nehmen  an,  dass  At  ein 
also  diese  Cnrvc  die  aufgeführte  Eigen-  ganz  bestimmter  Punkt  des  Seiles  ist, 
Schaft.  was  jr  u der  Fall  ist,  wenn  daselbst 

Suchen  wir  jetzt  diejenige  Seilcurve,  mR  yü|fe  eines  Knotens  ein  Gewicht 
welche  entsteht,  wenn  das  Seil  von  einer  angcbra(.ht  ist.  In  den  Punkten  A, 
seiner  horizontalen  Projection  proportio-  un,|  A des  Sejies  7U  beiden  Seiten  von 

nalen  Last  angegriffen  wird.  Dieser  A m0gcD  mici,  Kräfte  wirken.  Es 

Fall  tritt  bet  den  sogenannten  Ketten-  wird  d#nn  in  A von  Aq  aus  eine  Span- 
oder Hängebrücken  ein,  wo  die  nung  _ und  jn  At  von  A,  aus  die 
Last  in  der  horizontalen  Brücke  allein  entgegengesetzte  + »„  statttinden,  und 
besteht,  wenn  man  das  Gewicht  der  Iwar  in  dcr  Richtung  der  Linie  A,Al, 
Kette  vernachlässigt.  eben  so  wirkt  in  At  von  At  aus  Span- 

Nimmt  man  die  X,  1 eben  wieder  in  nnng  / und  Von  .4,  aus  in  At  Span- 

der  durch  die  Endpunkte  der  Kette  ge-  nnng  _ , Seien  jc„.t  dic  Cosinus  der 

henden  senkrechten  Ebene,  und  behalt  Wjnkel,  welche  A,A,  mit  den  Axen 
dio  Bezeichnungen  der  vorigen  Aufgabe  macl)t  „ z c dic  von  denen,  welch« 
boi,  so  zeigt  sich  wie  dort,  dass  AAi  roachli  so  hat  man 

X = Z = 0,  im  Falle  des  Gleichgewichts  für  Punkt 

also  die  Curve  eben  ist.  Wir  haben  Ai  clie  Gleichungen  : 
aber  jetzt: 


Yds  = - ,dx. 

Die  Gleichungen  1).  geben  nun: 


TT=e' 


du 

Tj. ="+c«, 


C2=,x+c" 

und  durch  Integration : 

cy=  + 


» i«.  =0 

Pifi,  -<**.  +*,4,.=  0 

- ‘.c.  + ‘.ci  =° 

Sind  nun  n solcher  Knoten 

A"  A>  ■ • ■ A»-i 

vorhanden,  und  wirkt  in  jedem  dersel- 
ben z.  B.  in  A eine  Kraft  /’  unter 
> s 

den  Winkeln,  deren  Cosinus  a , b , c 

’ * ' t ’ « 

sind,  mit  den  Axcn,  ist  ferner  dic 


Die  Curve  ist  somit  eine  Parabel.  von  A,  ausgehende  Spannung  in  A j 

Die  Constanten  werden  bestimmt,  - * , T . . . . ™.  . . _ .* 

... Ji.  J ’ und-  macht  Lime  AA_  , . Winkel  mit 


wenn  man  dic  bekannten  Werthc  der 


s s+t 


Coordinaten  der  beiden  Endpunkte  ein-  den  Axen,  deren  Cosinus  sind  a , b , c 
setzt,  und  die  Länge  des  Seils  als  be- 
kannt annimmt. 


Seilmascbinen  (Statik). 

Eine  Maschine,  an  welcher  dic  Geber- 
tragung der  Bewegung  mittels  der  Seile 
stattfindet.  Solche  Maschinen  sind  GG- 
pel,  Radwclle,  Flaschenzüge  u.  s.  w. 

Seilpolygon  (Statik). 


so  hat  man  für  jeden  Punkt  drei  Glei- 
chungen : 


1) 


Pa  — I rt 
s s s— 1 s— t 


= 0 


+ 's*.  =° 


P 3 -I 
ri  < 

P y - I ,c  , + I c = 0. 

S 'S  S—  I J—  I SS 


Dies  sind  im  Ganzen  drei  n Gleichungen. 

Ein  solches  wird  von  einem  Seile  ge-  *122  S KSndS 

bildet,  das  nicht  continuirlich,  sondern  n-rl 
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nOthig.  Seien  dieselben  s.  B.  fest,  so 
sind  die  Coordinatcn  dieser  Punkte  völlig 
bestimmt.  Es  fallen  dann  die  sechs 
Gleichungen  für  und  ^ weg. 

so  dass  das  System  1)  aus  drei  n — 6 
Gleichungen  besteht.  — Zu  diesen  Glei- 
chungen kommen  die  n — 1 bekannten: 

2)  «;  + */+ c/  = 1- 

Sei  ferner  k die  Länge  der  Graden 

Aa,  An_  , und  mache  sie,  Winkel  mit 

den  Axen,  deren  Cosinus  l,  u,  v sind, 
so  hat  man,  da 

'iflt  ^ |>  ^ o 

ein  geschlossenes  Vieleck  ist.  wenn  man 
noch  mit  f(  die  Länge  einer  der  Graden 

A , A . . bezeichnet: 

» s+l 

jrs-: 

3)  £ la=kl, 

s = 0 ’ ' 

ns-J 

£ I k = ku, 

A » * " 


r. weiten  und  dritten  Gleichung  1)  ver- 
fährt. Nämlich : 


4) 


s = n — l 
s = 0 * ’ 


z = 0. 

* = 0 * * 


« = u — 1 

£ Pr  =0 
s = 0 ,y‘ 


sind  offenbar  die  Bedingungsgleichungen 
dafür,  dass  alle  Kräfte  P in  ihrer  Rich- 
tung an  irgend  einem  Punkte  angebracht, 
sich  in  Gleichgewicht  halten. 

Bildet  das  Seil  ein  geschlossenes  Po- 
lygon, so  fällt  Punkt/?,  mit 

tammen.  Die  Spannungen,  »n_  und 
I.  kommen  dann  wirklich  vor.  Die 

leisten  drei  Gleichungen  1)  werden  aber 
mit  den  ersten  drei  identisch,  so  dass 
dies  System  nur  aus  3n  — 3 Gleichungen 
besteht.  Die  Gleichungen  3)  werden: 


= 0; 


1=11— i 

£ l c — kv. 

i = 0 1 * 

Die  Anzahl  der  Gleichungen  1,  2,  3 
ist  offenbar : 

3m-6  + h-1  + 3 = 4»i-4 
und  aus  diesen  sind  die  Unbekannten: 
n„  <zt  . . . i,  .-.  . *B_J, 


offenbar  ebenfalls  4n— 4,  zu  bestimmen. 

Sind  die  beiden  Endpunkte  ganz  frei, 
so  fallen  die  Gleichungen  3)  weg.  Die 
Anzahl  der  Gleichungen  1)  ist  aber  3n, 
in  den  ersten  drei  kommt  dann  eine 
Spannung  l_  und  in  den  letztem  drei 

eine  Spannung  i vor,  die  beido  gleich 

Nnll  zu  setzen  sind,  da  keine  entspre- 
chenden Punkte  vorhanden  sind  , von 
welchen  dieselben  ausgehen.  Die  An- 
zahl der  Gleichungen  1)  und  2)  ist  dann 
4a  — 1 , welche  zur  Bestimmung  der 
4n  — 4 Unbekannten  dienen,  und  ausser- 
dem noch  drei  Bedingungen  geben, 
welche  die  an  den  Endpunkten  ange- 
brachten Kräfte  erfüllen  müssen.  Diese 
Bedingungen  erhält  man,  wenn  man  in 
der  ersten  Gleichung  1)  für  s bezüglich 
0,  1 ...  n — 1 setzt,  und  alle  diese 
Gleichungen  addirt,  ebenso  aber  mit  der 


man  hat  also  mit  den  Gleichungen  2), 
deren  Anzahl  jetzt  n ist,  im  Ganzen 
4a  — 4 , welche  znr  Bestimmung  der 
Grossen 


ausreichen. 

Es  können  aber  auch  die  Kräfte  ver- 
schiebbar angebracht  sein,  wie  dies  z.  B. 
bei  Gewichten  der  Fall  ist,  welche  nicht 
an  Knoten  sondern  auf  Ringen  befestigt 
sind.  MOge  dies  an  den  auf  einander 
folgenden  r Punkten : 

y,9  + l’  '*?+*  ' ‘ ‘ ■'S+f 
stattfinden. 

Nach  statistischen  Gesetzen  muss  in 
diesem  Falle  die  Richtung  der  Kraft  P ^ 

den  Winkel  der  Linien  /4^,_(,  A ^ und 
Afr  i hu.biren.  und  da  P ^ die 

Diagonale  des  Parallelogramms  ist, 
welches  die  nach  diesen  Linien  gerichte- 
ten Spatnnngen  und  A ^ machen, 

so  müssen  dieselben  gleich  sein.  Man 
hat  also  in  diesem  Falle: 

t — t t z:  l . 

9 q + 1 9+2  9+f 

Dagegen  sind  in  den  Gleichungen  3)  di« 
Grössen  lf,  lf+1,  l#+,  • • • ',+r  «■- 
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bekannt,  und  nur  durch  die  Gleichung : 


',  + Vh  + - • • + ,,+r  = t' 

wo  L die  bekannte  Lange  des  Seiles 
ron  A bis  A , , . ist,  verbunden. 

? 9+r+l 


Sind  die  wirkenden  Kräfte  Gewichte, 
also  in  der  Richtung  der  Schwere,  die 
wir  als  Axe  der  z nehmen,  so  ist: 


a = ß = 0,  y = 1, 

und  die  Gleichungen  1)  haben  die  Gestalt: 


Aus  den  beiden  ersten  ergibt  sich: 


also : . 

a,  = Mia*< 

°s  = | = |a«> 

4a_( 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  3)  wer- 
den also: 

*A  = a,(l  + Z/uj),  *^  = 4,(1  + ^). 


Nimmt  man  noch  an,  dass  die  Ebene  FZ 
mit  der  durch  A„  und  ^ gelegten 

Vertikalebene  znsammcnfällt,  so  ist  A = 0, 
also  auch  o,  = 0,  und  somit: 


Das  Seilpolygon  liegt  ganz  in  der 
Ebene  FZ.  Ist  9 der  Winkel  der  Seite 

Af , ( mit  der  Richtung  der  Schwere, 

so  ist: 

cf  cos  9fl  b^  - sin  9 , 

also: 


sin  90  sin  (9.  — 90) 
sin  9,  sin  9, 


und  wenn  man  die  vorhergehende  Glei- 
chung durch  diese  dividirt : 


I,  *'n  (®,  sin  9,  sin  9, 

F,  = ~ sin  (9 , — ”9,)”  Sn  9f  sin  9j_l’ 


und  die  Gleichungen  3)  geben,  wenn  g 
der  Winkel  ist,  welchen  die  Linie  A„A( 
mit  den  Axen  macht: 


k sin  q = sin  9f, 

k cos  f = £lf  cos  9^ . 

Sind  nur  vier  Funkte  gegeben,  wovon 
also  der  erste  und  letzte  fest  sind,  so 
hat  man: 

P,  sin  (9,  — 9,)8in  9t  sin  9„ 

Ft  ~ sin  (9 , — 9„)  sin  9,  sin  9 , 

_ sin  90  sin  (9,  — 9,) 

— sin  9,  sin  (9,  — 9,)* 
welche  Gleichung  zu  verbinden  ist  mit: 
l0  sin  9„  4-  /,  sin  9,  + /,  sin  9,  = k sin  p 
I,  cos  9,  -f-  I,  cos  9 , -f-  /,  cos  9,  = k cos  g 

Sind  nur  drei  Punkte  gegeben,  so  rei- 
chen die  Gleichungen : 

/,  sin  9,  + /,  sin  9,  = lc  sin  y 
/„  cos  9,  + f ,|cos  9 , = k cos  p 
zur  Bestimmung  der  Winkel  aus. 

Seilreibung,  siche  Reibung. 

Seite  (Geometrie). 

Die  Strecke  der  Begrenzung  eines 
Polygons,  welche  zwischen  zwei  nächsten 
Ecken  liegt. 

Seitenkraft  (Componente,  Statik). 

Jede  von  den  zwei,  bezüglich  drei 
Kräften,  worin  sich  eine  gegebene  nach 
dem  Parallelogramm  oder  Parallelepipc- 
don  der  Kräfte  zerlegen  lässt. 


_ <„  sin  9, 

* sin  9 

und  die  dritte  Gleichung  5)  wird: 

— K »in  90  (cot  9j_  — cot  9J), 

oder : 

sin  9,  sin  (9  — 9 _ ) 

p — I * * 1 

* 0 sin  9j_1  sin  9f  ’ 

Setzt  man  s = 1,  so  kommt : 


Seitwirtseinsebneiden  (Geodäsie). 

Das  Verfahren,  welches  man  anwendet, 
um  die  Entfernung  eines  zugänglichen 
Punktes  A von  zwei  andern  ß und  C so 
finden,  die  nicht  zugänglich,  deren  Ent- 
fernung aber  bekannt , und  in  deren 
verlängerte  Richtung  man  gelangen  kann. 

Da  man  nach  Punkt  D in  der  Ver- 
längerung von  BC  (Fig.  392)  gelangen 
kann,  so  kann  man  Winkel  BDA  = J 
nnd  von  A ans  Winkel  BAC  — a,  Winkel 
CAD  = ß messen.  Ferner  ist  BC  - t 
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Semiparabola. 


Fig.  392. 


bekannt.  Gesucht  sind  AB  = x?  AC=u. 
Es  ist  Winkel  ABC  = 2R  — n — ß — if, 
Winkel  ACB  = ß -(■  J,  also  in  Dreieck 

ABC: 

_ esin  (ß+d) 

X — : t 

sin« 

_ e sin  (n  ß + </) 

~ sin  a 

Semlparabola  (Geometrie). 

So  wird  zuweilen  die  Curre  genannt, 
deren  Gleichung  ist : 


Sexagesimalrechnung  (Arithmetik). 

Die  Rechnung  mit  sechzigthciligen 
Brüchen.  Sie  ist  namentlich  dann  an- 
zuwenden, wenn  es  sich  um  Masse  han- 
delt, welche  wie  Zeit  - und  Winkclgrösscn 
in  Minuten  und  Secunden  gethcilt  wer- 
den. Man  hat  für  diese  Rechnung  be- 
sondere Multiplicationstafeln  angefertigt, 
so  wie  eigene  (die  sogenannten  logisti- 
schen) Logarithmentafeln. 

Sextant  (Messkunst). 

Ein  Winkelmcssinstrument,  welches 
60  Grad  umfasst  (vergl.  den  Artikel : 
Spiegelsextant). 

Sicherheitsventil  > Maschinenlehre), 

siehe  Dampfmaschine  und  Wasserdampf. 

Sieden  — Siedepunkt  (Wirmelehre), 

siehe  Wirme  und  Thermometer. 

• t'  . 

Siderischer  Monat  (Chronologie  und 
Astronomie). 

Die  Zeit  in  welcher  der  Mond  seine 
Bahn  am  Himmel  durchlauft,  also  zu 
demselben  Fixsterne  znrQckkebrt,  zum 
Unterschiede  von  dem  sinodiseben  Mo- 
nate, der  von  einem  Neumonde  bis  zum 
andern  danert.  Der  siderische  Monat 
ist  der  kürzere,  da  sich  die  Sonne  in 
dem  Sinne  wie  der  Mond  vorwärts  be- 
wegt. 


Der  siderische  Monat  hat: 

27  T.  7 >>  43'  11", 5 
der  sinodische  Monat 

29  T.  12 h 44'  2" ,9. 

Siderischer  Tag  (Sterntag,  Chrono- 
logie und  Astronomie). 

Die  Zeit,  in  welcher  die  Erde  eine 
vollständige  Drehung  um  ihre  Axe  macht, 
d.  h.  in  Bezug  zum  Sternenhimmel  die- 
selbe Stellung  hat. 

Der  Sonnentag  steht  dem  siderischen 
gegenüber,  er  gibt  die  Zeit  von  einer 
Mitternacht  zur  andern,  oder  von  einem 
Mittag  zum  andern  an,  wo  also  die  Erde 
in  Bezug  zur  Sonne  in  dieselbe  Lage 
kommt.  Da  die  Erde  sich  in  derselben 
Richtung  um  die  Sonne  bewegt,  in  wel- 
cher sie  sich  nm  ihre  Axe  dreht,  so 
muss  der  siderische  Tag  der  kürzere 
sein,  und  da  nach  Verlauf  eines  Jahres 
die  Erde  in  ihre  alte  Stellung  znr  Sonne 
tritt,  so  hat  ein  Jahr  genau  einen  Ster- 
nentag  mehr  als  es  Sonnentage  hat. 

Siderisches  Jahr  ( Chronologie  und 
Astronomie). 

Die  Zeit,  in  welcher  die  Erde  in  das- 
selbe Himmelszeichen  wieder  eintritt. 
Zum  Unterschiede  vom  tropischen  Jahre, 
welches  von  einem  Durchgang  dnreh 
den  aufsteigenden  Knoten  bis  zum  an- 
dern geht.  Wegen  des  Vorrückens  der 
Knoten  (Pracision),  unterscheidet  sich 
das  siderische  Jahr  vom  tropischen,  das 
ersterc  hat  365,25673  mittlere  Sonnen- 
tage , das  letztere  deren  365,2422008. 
Wahrend  das  siderische  Jahr  constant 
ist,  findet  dies  nicht  ganz  vollständig 
beim  tropischen  statt. 

Stmpsonsche  Regel  ( Analysis  und 
Geometrie). 

Eine  gewisse  Art  der  mechanischen 
Quadratur.  — Ist  AXQPB  (Fig.  393)  ein 
zu  bestimmender  Flächeninhalt.  Setzen 
wir  AB  - y„,  i\Q  — y ,,  und  ziehen  durch 
den  Hulbirungspunkt  M von  AX  eine 
dritte  Ordinate  PM  = yl.  Sei  ferner 
AX  = x.  Der  betrachtete  Flächeninhalt 
zerfällt  in  den  gradlinig  begrenzten 

ÄCL'A  = (y.+y,)|- 

und  das  Segment  BPQS.  Nehmen  wir 
an  die  Cnrve  BPQ  wäre  ein  Parabcl- 
stfick  so  ist  bekanntlich: 

x, 
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also  der  ganze  Flächeninhalt  näherungs- 
weisc:  - 

F = (y.  + 4y,+y,)  -g- 

Es  ist  offenbar  ein  Näherungsausdruck 
für  j ydx,  wenn  y„  y„  y,  der  An- 
fangs-, mittlere  und  Endwerth  für  y sind, 
und  man  kann  diesen  Ausdruck  auch 
für  cubische  Messungen  anwenden,  *.  B. 
wenn  y„  y,,  y,  Querschnitte,  x die 
Höhe  vorstellen. 

Von  einem  allgemeineren  Standpunkte 
haben  wir  diese  Formeln  in  dem  Artikel : 
Quadraturen  abgeleitet  (Abschnitt : me- 
chanische Quadratur). 

Hat  man  statt  drei  Ordinalen  deren 

»+1: 


Fig.  393. 


y..  y it  y,  • • . yn , 


so  ist  offenbar,  indem  man  das  Verfahren  wiederholt: 

2aT 

F=ön  <»• + 4 * * + y » + »>  +4*. + y.  + .v.  + • • ■)• 

woraus  sich  ergibt : 

F=  J ydx  = f-  [y„+yB  + 4(yl  + yJ  + -..+yi(_1)  + 2(y1  + yt  + ...  + yji_i)], 

wo  die  Anzahl  der  Ordinalen  ungrade  sein  mus6. 

Die  erste  einfache  Formel  kommt  auch  in  der  Stereometrie  vor,  wo  sic  zu- 
weilen genau  richtig  iat. 

Versteht  man  unter  y,.  y,,  y,  Querschnitte,  unter  x die  Höhe,  so  hat  man 
den  im  Artikel  : Raumlehre  (Abschnitt  15,  VI)  enthaltenen  Satz,  der  für  alle  von 
zwei  parallelen  Ebenen  und  graden  Linien  begrenzten  Körper  gilt.  — . Jedoch  gilt 
dieser  Satz  auch  für  gewisse  von  zwei  parallelen  Grundflächen  im  übrigen  von 
krummen  Linen  begrenzte  Körper. 

Legt  man  nämlich  irgend  einen  den  Grundflächen  parallelen  Querschnitt  durch 
den  Körper,  dessen  Inhalt  gleich  u.  z die  Entfernung  von  einer  Grundfläche,  findet 
dann  zwischen  u und  s die  Bezeichnung  statt : 

« = o„  + ays  + o.z*  + ajs* 

dann  ist  offenbar,  wenn  h die  Entfernung  der  Grundflächen  von  einander,  J der 
körperliche  Inhalt  des  betrachteten  Körpers  ist: 


’=  T (fl.-folz  + a,s,  + «i**)*=a.*  + "i  4-  + 0,  * 
0 * 


3 + “. 


** 

4' 


Seien  jetzt  y und  G die  Inhalte  der  beiden  Grundflächen,  y der  des  in  der 
Mitte  zwischen  beiden  liegenden  Querschni  tes,  so  ist  dn  y.  y,  G bezüglich  den 

Werlhen  0,  und  k von  i entsprechen: 


woraus  sich  leicht  ergibt: 


9 = «.• 

y = «.  + ,,.4  + ‘4  *’  + !8  **• 

G = a„  + n,A  + u,A'  + a,4*, 


J - -g-  (y  + 4y  + G). 
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Die  obige  Bedingung  für  « ist  erfüllt 
bei  Kugeln,  Ellipsoiden.  überhaupt  Flä- 
chen «weiter  Ordnung,  und  ist  hier  sogar 
«(  = 0.  Dieser  Sati  findet  sieh  in  rie- 
ten Elementar  - Lehrbüchern  und  wird 
hier  die  obige  Integration  durch  die  be- 
kannten Sutntnirungen  ersetzt. 

Sinns  (Trigonometrie). 

Die  Länge  des  ron  dem  einen  Schenkel 
eines  Winkels  <t,  den  man  gleich  der 
F.inheit  nimmt,  auf  den  andern  gefüllten 
Lothes.  Das  Zeichen  des  Sinus  ist  sin  a 
(vergleiche  den  Artikel:  Trigonometrie). 
Was  den  Namen  Sinus  nnbetriflt,  soweiss 
man  dessen  Ursprung  nicht  sicher. 

Qodin  nimmt  an,  dass  er  aus  der  Ab- 
kürzung s.  ins.  für  semüsis  insrriplarum 
(Hälfte  der  Sehne)  entstanden  sei. 

Nach  Andern  soll  das  arabische  Wort 
Ischaib  für  Sehne  den  Buseneinschnitt 
eines  Hemdes  bezeichnen,  und  dies  mit 
sinus  wieder  gegeben  sein. 

Mnnsoide  (Geometrie \ 

So  wird  ab  und  za  die  Curve  genannt, 
deren  Gleichung  y = sinx  ist. 


Siatu  venu,  fliuerslnus  (Trigono- 
metrie). 

Dieser  jest  selten  gebrauchte  Ausdruck 
ist  bestimmt  durch  die  Formel: 


sin  vers  a = 1 — cos  n = 2 sin  -jr. 


Sltuationsk&lkul  (calcnlns  situ). 

Wird  mit  Leibnitz  die  rein  algebraische 
Auffassung  der  r&umlichen  Grossen  ge- 
nannt. Die  verschiedene  Lage  der  Li- 
nien z.  B.  wird  durch  Anwendung  ver- 
schiedener Vorzeichen  symbolisirt.  In 
wiefern  auch  die  Richtungsuntcrschiede, 
also  die  Winkel,  welche  verschiedene 
Linien  mit  einer  gegebenen  machen,  etwa 
durch  Einführung  des  Imaginkrcn  nach 
Gauss's  Theorie  mit  Nutzen  für  die  Geo- 
metrie algebraisch  aufgefasst  werden 
können,  bleibt  noch  immer  fraglich. 

Ein  Buch  unter  dem  Titel:  „Situa- 
tionskalkul“ hat  Schcfflcr  diesem  Gegen- 
stände gewidmet.  Viel  wichtiger  er- 
scheint auf  dem  gegenwärtigen  Stand- 
punkte der  Wissenschaft  die  nmgekchrtc 
Aufgabe  der  Versinnlichung  der  Be- 
griffe des  Calculs  durch  geometrische 
Anschauung,  wie  also  z.  B.  das  Gaussi- 
sche  Imaginäre,  und  diejenigen  Betrach- 
tungen , welche  Riemann  als  calculut 
situ»  bezeichnet  hat. 


Skiägraphien,  siehe  Schattenzeichnung. 

SoctetAtsrechnung  < praktische  Arith- 
metik), siehe  Gescllschaftsrcchnung. 

Sohle  (Harkscheidekonst). 

Die  horizontale  Kathete  eines  recht- 
winkligen Dreiecks,  wird  auch  zuweilen 
für  cosinus  gebraucht. 

Solstitien,Sonnenwnedeo(Astronomle). 

Die  Punkte  der  scheinbaren  Sonnen- 
bahn, worin  sie  am  weitesten  vom  Aequator 
entfernt  ist.  Es  gibt  deren  zwei.  Die 
zwei  Parallelkrcise.  in  welchen  sie  lie- 
gen, werden  als  Wendekreise  bezeichnet. 
Diese  Punkte  sind:  1)  das  Sommersol- 
stitium  — ihm  entspricht  der  Wendekreis 
des  Krebses,  für  die  nördliche  Erdhülfte 
der  längste  Tag  und  der  Sommeranfang; 
2)  das  Wintersolstitium,  dem  der  Wende- 
kreis des  Steinbocks,  der  kürzeste  Tag 
und  Winteranfang  der  nördlichen  Erd- 
bülfte  entsprechen. 

Sommer  (mathematische  Geographie). 

Im  astronomischen  Sinne  die  Zeit 
vom  längsten  Tage  bis  zum  Hcrbst- 
aquinoctium. 

Sonnencyclus  (Chronologie). 

Eino  Periode  ron  28  Jahren,  nach 
deren  Verlauf  die  entsprechenden  Tage 
des  Jahres  wieder  auf  dieselben  Wochen- 
tage fallen,  wie  im  Anfänge.  Da  näm- 
lich ein  Gemeinjahr  365  Tage  hat,  so 
wird,  wenn  der  erste  Jannuar  eines  sol- 
chen z.  B.  ein  Montag  ist,  der  des  näch- 
sten ein  Dienstag  sein  u.  s.  w.,  beim 
Schaltjahre  aber  tritt  ein  Vorrücken  um 
2 Tage  ein,  also  in  je  vier  Jahren  ein 
Vorrücken  um  5,  und  in  je  28  eines 
um  35  Tage,  womit  der  alte  Wochentag 
des  ersten  Januars  wieder  cintritt.  Ob- 
gleich im  Gregorianischen  Kalender,  wo 
in  drei  auf  einander  folgenden  Jahrhun- 
derten ein  Schalttag  ausfällt,  dies  nur 
im  Laufe  des  Jahrhunderts  richtig  ist, 
so  nimmt  man  auch  hier  einen  Sonnen- 
cyclus  von  2S  Jahren  an.  Uehrigens  be- 
ginnt man  diesen  Cyklus  9 Jahre  vor 
Christus 

Um  also  die  Stelle  des  8onnencyclus 
zu  finden,  in  der  ein  gegebenes  Jahr 
liegt,  muss  man  zu  der  Jahreszahl  9 
addiren,  und  durch  28  dividiren,  der 
Rest  ist  der  Sonnencyclus , bleibt  kein 
Rest,  so  ist  derselbe  28.  Z.  B, : 

1864  + 9=  1878,  ^ = 66  |j. 

Es  ist  also  der  Sonnencyclus  des  Jahres 
1864  gleich  25. 

33 
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Fig.  39-t. 


Das  Verdecken  eines  Theilcs  der 
Sonne  oder  der  ganzen  durch  den  Mond. 
Eine  solche  kann  nur  zur  Zeit  des  Neu- 
mondes eintreten,  und  müssen  dann  Erde, 
Sonne  und  Mond  in  einer  graden  Linie, 
der  Mond  aber  wie  immer  in  der  Neu- 
mondszeit zwischen  Erde  und  Sonne 
liegen.  — Wird  die  Sonne  ganz  ver- 
deckt, so  ist  die  Finsternis»  total.  Bei 
einer  solchen  ist  cs  also  nöthig , dass 
der  (einigermaassen  veränderliche)  schein- 
bare Halbmesser  des  Mondes  grösser  als 
der  der  Sonne  wird.  Jedoch  ist  eine 
solche  nie  für  die  ganze  Erde  total, 
weil  die  Gesichtslinien  der  einzelnen 
Orte  der  Erde  nicht  dieselben  sind. 

Andere  Sonnenfinsternisse  heissen  par- 
tial, dieselben  können  auch  ringförmig 
sein;  dies  geschieht,  wenn  der  nicht  ver- 
deckte Theil  der  Sonne  einen  King  bildet, 
central  ist  eine  solche  für  diejenigen 
Gegenden,  wo  die  Mittelpunkte  von 
Sonne  und  Mond  in  eine  Linie  mit  der 
Erde  fallen. 

Was  die  Brechung  der  Sonnenfinster- 
nisse anbetrifft,  so  vergleiche  den  Artikel 
Astronomie. 

Sonnen-  nnd  FUnetenrad  Maschinen- 
lehre). 

Ein  Räderwerk , welches  aus  zwei 
Zahnrädern  AB  und  DE  (Fig.  394)  be- 
steht. Das  Süssere  wird  durch  einen 
Arm  CD  mit  dem  innern  verbunden, 
und  dieser  Arm  wird  durch  eine  Stange 
FD  umgedreht,  welche  mit  DE  fest  ver- 
bunden ist. 

FD  hangt  entweder  an  einen  Krumm- 
zapfen MF,  dessen  Welle  M mit  der 
Wellcnaxe  0 parallel  lauft,  derart,  dass 
MP  — OD  ist,  oder  sic  ist  an  das  Ende 
eines  Balancicrs  geschlossen,  mit  welchem 
sie  sich  auf  und  ab  bewegt. 

Im  ersten  Falle  bleibt  FE  sich  selbst 
stets  parallel  und  indem  einerseits  das 
Kad  DE  auf  der  Peripherie  von  AO 
andrerseits  um  seine  Axe  D lauft,  hat 
seine  Peripherie  die  wahre  Umfangsge- 
schwindigkeit Null.  Im  zweiten  Falle 
tritt  fast  dasselbe  ein,  wenn  die  Stange 
sehr  lang  ist. 

Sei  der  Halbmesser  von  CA  — r,  seine 
Umfangsgeschwindigkeit  gleich  c,  der 
Halbmesser  von  DF.  gleich  p,  seine  Um- 
fangsgeschwindigkeit if,  die  Winkelge- 
schwindigkeit des  Armes  CD  gleich  u, 
so  ist: 

* = <f  + va». 


Seien  nun  u,  u,  die  bezüglich  ry 
und  reu  entsprechenden  Umdrehungszah- 
len, so  ist: 

ur  = ■lp  + uar. 

Die  absolute  Umdrehung  des  Getriebes  ist : 

r . . r r-f-p 

“t-»»=—  («*-“i)-“z  = — 

e V 9 

welche  gleich  Null  zu  setzen  ist,  also 

-^  = 1 + -^. 

r 

Durch  Auswahl  der  Kadhalbmesser  kann 
|| 

also  diesen  Verhältnissen  — eine  belie- 

“i 

bige  Grösse  gegeben  und  so  der  Welle  M 
eine  Schnelligkeit  der  Umdrehung  ge- 
geben werden,  welche  zu  der  von  C in 
einem  beliebigen  Verhältnisse  steht;  M 
lauft  z.  B.  halb  so  schnell  wie  C,  wenn 
r = p ist. 

Sonnentag  (Chronologie)  (vgl.  eideri- 
scher Tag). 

Da  die  Sonnentage  im  Laufe  des  Jahres 
nicht  gleich  lang  sind,  so  unterscheidet 
man  den  wahren  Sonnentag  vom  mittleren ; 
der  mittlere  ist  derjenige,  welcher  ent- 
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steht,  wenn  men  das  Sonnenjahr  in 
grade  au  viel  gleiche  Tage  theilt.  als  es 
ungleiche  hat.  Was  hier  von  Sonnentagen 
gesagt  wird,  gilt  natürlich  von  der  Zeit 
im  Allgemeinen.  Die  Bexichnng  der 
mittleren  zur  wahren  Sonnenzeit  gibt 
die  Zeitgleichung  (vcrgl.  diesen  Artikel). 
Wahren  Sonnentagen  würde  dann  die 
scheinbare  Bewegung  der  Sonne  ent- 
sprechen, wenn  dieselbe  sich  glcichmässig 
und  im  Aequator  statt  ungleichtnässig  und 
in  der  Ekliptik, 'wie  dies  wirklich  geschieht, 
bewegte. 

Sonnenuhr  (Chronologie  and  6no- 
monik). 

Ein  Apparat,  welcher  durch  die  Be- 
wegung des  Schattens  eines  Zeigers  die 
wahre  Sonnenzeit,  d.  h.  die  Stundenwinkel 
der  Sonne  angibt. 

Der  Zeiger  muss  stets  der  Weltaxe 
oder  Erdaxe  parallel  sein.  Die  Ebene, 
auf  der  der  Schatten  verzeichnet  wird 
(Uhrebene),  kann  beliebig  geneigt  sein. 

Um  das  ersterc  zu  erreichen,  kann 
man  zunächst  einen  Vertikalstift  im 
Mittelpunkte  einer  Anzahl  auf  horizon- 
taler Ebenen  gezeichneter,  concentrischer 
Kreise  nnfstcllen.  Da  in  gleichen  Zeit- 
unterschieden vor  und  nach  Mittag  die 
Schattcnlängen  eines  solchen  gleich  sind, 
so  braucht  man  nur  diejenigen  Funkte 
zu  merken,  wo  die  Endpunkte  des  Schat- 
tens denselben  Kreis  treffen,  und  den  ein- 
gcachlössenen  Bogen  zu  halbiren.  Der 
durch  den  Halbirungspunkt  gehende  Radius 
ist  dann  die  Mittagslinie.  Da  die  Wclt- 
axe  in  der  durch  die  Mittagslinic  ge- 
benden Vertikalebene  liegt  und  für  jeden 
Ort  einen  bekannten  Winkel  (geogra- 
phische Breite)  mit  der  Mittagslinie 
macht,  so  ist  die  Lage  der  Weltaxe  zu 
bestimmen. 

Sei  dies  geschehen,  und  der  Zeiger 
parallel  mit  derselben  auf  der  Uhrebene 

Fig. 


aufgestellt.  Sei  EAB  (Fig.  395)  dieselbe, 
IIMR  die  Mcridiancbcno,  ETHUB  der 
Horizont.  Wir  denken  uns  durch  den 
Fusspnnkt  T des  Zeigers  eine  Kugel 
gelegt,  welche  diese  drei  Ebenen  also 
in  grössten  Kreisen  schneiden.  Der 
Durchschnitt  TM  der  Uhrebene  mit  dem 
Meridian  heisst  Meridianlinie;  wenn  der 
Schatten  des  Zeigers  durch  sic  geht,  ist 
wahre  Mittagszeit.  Ueber  dem  Durch- 
schnitte ETB  von  Uhrebene  und  Hori- 
zont wird  in  ersterer  ein  Loth  TA  in  der 
Uhrebene  errichtet ; dies  nennen  wir 
Basis  der  Uhr.  Der  Winkel  A T M zwischen 
Basis  und  Meridianlinie  sei  gleich  a.  Sei 
ferner  TZ  die  Zenithrichtung,  so  ist  das 
sphärische  Dreieck  ZAM  offenbar  bei  A 
rechtwinklig,  und  Winkel  A7.M-R—J, 
wenn  wir  mit  d — ETH  die  Dcclination 
der  Uhrebene  oder  den  Winkel,  den  der 
Durchschnitt  der  Ubrebene  und  der  des 
Meridians  mit  dem  Horizonte  machen, 
bezeichnen. 

Sei  A = ZA  die  Neigung  der  Uhr 
gegen  die  Zenithrichtung,  so  sind  d und 
J bekannt,  und  man  hat: 

tg  a = sin  J cot  d. 

Sei  ferner  ZM  = 4,  AM1.  = c,  so  ist  noch; 

cot  4 — cot  .1  sin  d , cos  c = cos  J cos  d. 

Sei  ferner  P der  Pol,  und  Ebene  PTS 
senkrecht  auf  der  Uhrebene,  so  nennt 
man  TS  die  Snbstylarlinie.  Sei  der 
Winkel  derselben  mit  der  Meridianlinie 
MTS  ‘gleich  f,  und  die  Neigung  PTS 
der  Weltaxe  gegen  die  Uhrebene  gleich  j, 
so  ist  im  rechtwinkligen  Dreieck  MPS, 
PM  = R — b — if,  wenn  unter  </■  die  geo- 
graphische Breite  verstanden  wird. 

Noch  setzen  wir  Winkel  MPS  = h, 
dann  ist; 

tg  [=  cot  (?  + 4)  cos  c, 
sin  j ==  cos  (f  + 4)  sin  c, 

395. 
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tgh: 


cot  c 


' sin  (y  -f  t)' 


Da  die  Lage  von  TM  bekannt  ist,  so 
kennt  man  wegen  des  Werthes  von  f 
auch  die  von  TS. 

Der  Zeiger  fillt  in  TP.  Sei  tu  der 
Winkel  der  Schattenlinie  und  Meridian- 
linie, PTn  ein  beliebiger  Stundonkreis, 
MPn  = s ist  der  Stundenwinkel  und 
MTn  = io.  In  Dreieck  MnP  ist  also- 

PM  = 90-7-4,  VMn  — c, 
also : 

cot  s sin  c -f  cos  c sin  (y  + k) 
cos  (y  + b) 

Wenn  man  Winkel  STn  = tu'  setzt: 
tg  tu'  = sin  g tg  (A  — s), 
für  l11,  2b,  3h  ist  tu  setsen: 
s = 15*.  30*.  45*  . . 

Ist  die  Uhrebene  vertikal  so 
hat  man  : 

J = a = & = 0 


cot  tu  r: 


cos  tf  cot  y,  sin  g — cos  y sin  cf, 

cot  s sin  tf  , ,, 

cot  tu  = + cos  tf  tg  y . 

cos  y 

Die  Basis  fällt  in  die  Mcridianlinic,  durch 
Winkel  y ist  die  Substvlarlinie  gegeben, 
durch  g die  Wcltaxc,  durch  tu  der 
Schatten. 

Mittagsuhren  sind  solche,  wo  die 
Uhrebene  auf  Horisont  und  Meridian 
senkrecht  steht ; für  solche  hat  man : 

J = 0,  tf  = K,  a=k  = f=0, 
c = R,  $ = R — y. 
lg  tu  = tgs  cos  y. 

Basis  , Mittagslinie  und  Substylarlinic 
fallen  hier  zusammen. 

Ist  die  Ubrebene  horizontal, 
so  ist : 


J = b = e = R,  g - tg  tu  = tg  s sin  y . 

Aequinoctionaluhren  sind  solche, 
wo  die  Uhrebenc  dem  Aequutor  parallel 
ist.  Ihre  Neigung  gegen  den  Horizont 
ist  90  — y.  Man  hat 

J—bzz — y,  c = R,  tu  = s. 

Hier  rückt  also  der  Schatten  für  gleiche 
Stundcnwinkel  gleich  weit  vor. 

Wir  geben  hier  noch  die  Winkel, 
welche  die  Schattenlinie  mit  der  Mittags- 
linic  der  Horizontaluhr  für  Berlin,  d.  h. 
unter  der  Breite 

y = 62«  30*  16" 

macht. 


Vormittag 

OJ 

Nachmittag 

11» 

12»  0* 

lh 

10h 

22«  tr 

2h 

9‘ 

35«  16' 

3» 

8b 

50«  46' 

4h 

7h 

69«  15' 

5h 

6h 

90«  0' 

6h 

5h 

110«  45' 

7h 

4h 

129«  14' 

8h 

3h 

144«  44' 

9h. 

Es  gibt  auch  Sonnenuhren  mit  ver- 
tikalem Zeiger.  Derselbe  ist  jedoch  für 
die  verschiedenen  Jahrestage  in  einer 
vorgeschriebenen  Weise  zu  verschieben. 

Sonntagsbachstabe  (Chronologie). 

Bezeichnet  man  den  ersten  Januar 
eines  Jahres  mit  A,  den  zweiten  mit  B 
u.  s.  w.,  den  siebenten  mit  G den  achten 
wieder  mit  A,  und  so  in  wiederkchren- 
der  Reihe  A,  B,  C,  D.  E,  F.  G alle 
Tage  des  Jahres,  so  wird  jeder  Buch- 
stabe auf  einen  bestimmten  Wochentag 
fallen.  Der  Buchstabe,  welcher  in  einem 
bestimmten  Jahre  dem  Sonntage  ent- 
spricht, heisst  Sonntagsbuchstabe.  Um 
bei  den  Gemeinen  - und  Schaltjahren 
nach  derselben  Regel  verfahren  zu  kön- 
nen, gibt  man  dem  23.  und  dem  24  Fe- 
bruar des  Schaltjahres  denselben  Buch- 
staben. Dadurch  erhält  das  Jahr  zwei 
Sonntagsbuchstaben,  von  denen  der  eine 
bis  zum  23.  Febrnar  und  der  andere  für 
den  Rest  des  Jahres  gilt.  Der  letztere 
tritt  um  eine  Stelle  gegen  den  ersten 
zurück,  so  dass  wenn  der  erste  B ist, 
der  andere  A ist  n.  s w.  Da  im  Ge- 
meinjahr der  31.  Deccmber  auf  denselben 
Wochentag  als  der  1.  Januar  trifft,  so  hat 
der  31.  Deccmber  denselben  Buchstaben, 
und  daher  tritt  in  jedem  Jahre  der  Sonn- 
tagsbuchstabe um  eine  Stelle  gegen  den 
des  vorigen  Jahres  zurück.  Diese  Regel 
gilt  auch  bei  der  obigen  Annahme  für 
das  Jahr  nach  dein  Schaltjahre. 

Der  Sonntagsbuehstabc  für  ein  gege- 
benes Jahr  lasst  sich  leicht  bestimmen 
Indcss  ist  es  sehr  einfach,  direct  für  den 
1.  Januar  den  entspreehenden  Wochen- 
tag zu  finden.  Thut  man  dies,  so  hat 
man  dun  Wochentag,  welcher  dem  A 
entspricht  und  somit  leicht  den  Sunn- 
tagsbnehstaben. 

Wir  suchen  die  betreffenden  Regel  zu- 
nächst für  den  Jnlianischen  Kalender. 
In  demselben  ist  immer  das  vierte  Jahr 
ein  Schaltjahr. 

Bezeichnen  wir  die  Wochentage  vom 


Sonutagsbuchstabe. 


517 


Sonntagsbucbstabe. 


Sonntage  an  mit  den  Zahlen  1.  2,  3,  4, 
5,  6,  7,  ao  dass  7 dem  Sonnabend  ent- 
spricht, und  bemerken,  dass  im  Jahre 
vor  der  Geburt  Christi,  wrlches  wir  hier 
mit  Null  bezeichnen,  der  erste  Januar 
auf  einen  Donnerstag  fällt,  also  mit  5 
zu  bezeichnen  ist.  Ist  N die  Jahreszahl 
und  JV  = 4»  + Jt,  wo  s das  grösste  in 
A’  — 1 enthaltene  Vielfache  von  4 ist,  so 
wird  alle  vier  Jahr  die  Zahl  des  ersten 
Januars  um  5 fortschreiten,  derart,  dass 
im  ersten  Jahre,  nach  dem  Schaltjahre 
Null  diese  Zahl  um  2,  in  den  drei  folgen- 
den nnr  um  1 zunimmt,  u.  s.  w.  Die 
Zunahme  in  N Jahren  ist  also: 

5s  + * + 2, 

welche  Zahl  zu  5 zu  zählen  ist.  Die 
Zahl  Z des  ersten  Januars  ist  also : 

Z = 5s  + * + 7. 

Da  aber  die  Zahlen  1 bis  7 in  cyklischeT 
Reihe  wiederkehren,  so  ist  nur  der  Di- 
visionsrest dieser  Zahl  nach  7 zu  neh- 
men. Bezeichnen  wir  mit  R , , den 

(t) 

Rest  von  a nach  Divisor  b,  so  ist: 

* = «(5 i±*)- 


Es  ist  auch  leicht  zu  sehen,  wie  man 
den  Wochentag  jedes  beliebigen  Tages 
im  Julianiseben  Jahre  findet. 

Bei  nämlich  d die  Anzahl  der  Tage 
des  Jahres  vom  ersten  Januar  bis  zu 
dem  verlangten  einschliesslich,  so  ist 
d — 1 zu  Z zu  zählen,  so  dass  die  ent- 
sprechende Zahl  ist: 


Y = R (5l±±+i±i)). 


Man  kann  diese  Formel  etwas  umge- 
stalten. Es  ist  nämlich: 


JV  — * — 1 

’ = — T~' 


oder  wenn  man,  wie  dies  doch  gestattet 

j 

ist,  ein  Vielfaches  von  7 also  7 T — 

zuzählt,  so  erhält  man : 

, ^8—  S2A-2A-2 

= 2JV  + 54  + 5 mod  7, 

also: 

5s  = 10.V+25*+25  = 3/V+44+4  mod  7, 
nnd  wird  dies  in  V eingesetzt,  so  kommt: 


wo  k 


Y ~~  R ~f~  5k  ~f~  J + 3^ 
7=R  (3JV+^*  + 4) , 


Diese  Formel  gilt  für  Jahre  vor  und 
nach  Christus,  die  crstcre  als  negativ 
betrachtet,  wenn  man,  wie  dies  in  wis- 
senschaftlichen Rechnungen  notwendig 
ist.  das  Jahr  vor  Christus  mit  0,  das 
vorhergehende  mit  —1  bezeichnet  u.  s,  w., 
eine  Rechnung,  die  dem  historisch  ge- 
bräuchlichen Jahreszahlen  derart  ent- 
spricht, dass  die  vor  Christus  nm  eins 
vermindert  und  mit  dem  Minuszeichen 
versehen  werden  müssen. 

Beispiel.  Cäsar  wurde  am  15.  März 
des  Jahres  44  v.  Chr.  ermordet. 

Es  ist  also  JV  = — 43,  k = 0 (die  ent- 
sprechenden Reste  sind  immer  positiv 
zu  nehmen). 

Das  Jahr  ist  ein  Gemeinjabr,  dem 
15  März  entspricht  die  Zahl: 

d = 31  + 28  + 16  = 4 mod  7 
3jV  = 4 mod  7,  5k  = 0, 

also: 

v _ 4 + 1 + 4 + 3 J 
y 5 = 4, 


Der  betreffende  Tag  ist  also  ein  Mittwoch. 

Es  ist  jetzt  die  Regel  für  den  Gre- 
gorianischen Kalender  zu  finden. 

Hier  tritt  zunächst  gegen  den  Juliani- 
schen die  von  den  zehn  im  Jahre  1582 
weggelassencn  Tagen  herrührende  Ver- 
änderung ein.  Der  Erfolg  ist  offenbar, 
dass  von  den  Zahlen  F oder  Z,  10  oder, 
was  dasselbe  ist,  3 abzuzieben  ist,  was 
einer  Hinzufügung  von  4 gleichkommt. 
Ferner  fällt  vom  Jahre  1700  an  in  im- 
mer je  drei  Jahren,  deren  Zahlen  volle 
Hunderte  bilden,  1700,  1800,  1900,  der 
Schalttag  aus,  im  vierten  aber  nicht, 

Mit  jedem  ausfallenden  Schalttage 
wird  aber  Y und  Z um  1 verringert. 
Ist  also  J die  in  N enthaltene  Anzahl 
der  vollen  Hunderte,  und  J ~ ia  + ß, 
wo  a das  in  J enthaltene  grösste  Viel- 
fache von  4 sein  soll,  so  ist  aus  diesem 


Grunde  Y und  Z um  ß -(-  3 


zu 


vermindern,  oder  was  dasselbe  ist  um 
12  — ß — 3«  zu  vermehren,  wofür  sich 
auch  setzen  lässt: 


5 + 60  + 4«. 

Zählt  man  hier  die  von  den  zehn  aus- 
gelassenen Tagen  herrührenden  vier  Ein- 
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beiten  zu,  so  erhalt  man  6^  + 4u  + 2, 

also : 


y - r (r>*  + '•  I-  d + + 4«  + 1^ 


Z = R (5s  + k + 6;»  + 4«  + 2). 

Auch  kann  man  setzen,  4 a = J — ß, 
wofür  J + 6;J  gesetzt  werden  kann,  Und 
somit  erhält  man,  wenn  man  wie  vorhin 
auch  für  s substitnirt : 

y — H ^4iV  + J + 5 (A  + fi)  + d + 5^ 


Z = R ^3.V  + J + 5(*  + fl 


+ e 


Rechnens:  Addircn,  Subtrahiren,  Multi- 
plidrcn  und  Dividircn  kommen  bei  der 
wissenschaftlichen  Behandlung  der  Arith- 
metik, noch  das  Potenxiren,  Wurzelnus- 
ziehen  und  Logarithmiren  hinzu,  so  dass 
man  sieben  Specics  hat. 

Specifisches  Gewicht  ( Statik  and 
Physik) 

Das  Vcrh&ltnios  des  Gewichts  der 
Kaumcinheit  eines  gegebenen  Körpers 
zu  dein  der  Kaumeinheit  eines  andern, 
den  man  als  Einheit  betrachtet.  Gewöhn- 
lich ist  der  letztere  Körper  das  Wasser. 


wo  zu  setzen  ist : 

> = «(4) 

JV  ist  die  Jahreszahl,  J das  grösste  darin 
enthaltene  Vielfache  von  100. 

Beispiel.  Friedrich  Wilhelm  der 
Dritte  starb  am  7.  Juni  1840.  Es  war 
dies  ein  Pfingstsonntag. 

In  der  Thal  ist  hier : 

N ~ 6 tnud  7,  V — 18  — 4 inod  7, 
4=3,  ß = 2, 

d = 34+29+31+30+31+7  = 5mod7, 
3IV  + •/  + 5 (4  + yl)  + 3 + 5 

= 18  + 4 + 25  + 5 + 5 = 1 mod  7. 
Der  betreffende  Tag  ist  also  wirklich 
ein  Sonntag. 

Spannkraft  (Mechanik),  s.  Elasticitit. 

Spannung  (Mechanik). 

Gleichbedeutend  mit  Diuck.  Die  Ein- 
wirkung, welche  zwei  Punkte  A und  B, 
die  irgend  wie  mechanisch  mit  einander 
verbunden  sind,  auf  einander  ausUbcn. 
Die  Spannung,  welche  A auf  B ausübt, 
ist  der,  welche  B auf  A ausfibt,  stets 
gleich  aber  entgegengesetzt  gerichtet. 

Sparren  (Statik). 

Bei  Bolz-  und  Eiscnconstructionen 
werden  diejenigen  Stacke  so  genannt, 
deren  Längedimension  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  ist. 

Sparrenschub  (Statik)- 

Der  Druck,  den  ein  Sparren  gegen 
seine  Stützen  ausübt.  Uebcr  die  Be- 
rechnung desselben  vcrgl.  den  Artikel ; 
Holz-  und  Eisenconstruction. 

Species  Arithmetik). 

Die  Grundoperationen  des  Rechnens. 
Zn  den  vier  Specics  des  bürgerlichen 
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Ahornholz 

Alabaster . . . . . . . 

Alaun 

Alkohol 

Antimon 

Apfelbaum  : 

Asphalt 

Basalt 

Bergtheer  ...(.. 

Bernstein 

Bimstein 

Birkenholz  vom  Stamm 

frisch  . . . . 

trocken  . . . 

Birnbaum,  Stamm,  trocken. 

Blei,  gegossen  ; 

Bleispath 

Blende 

Bolus 

Borax  ........ 

Brasilienholz  . . . . . 

Braunkohle 

Braunstein 

Buchen,  siehe  Roth-  und 

Weissbuchen. 

Buchsbaum,  franzüsisch.  . 

holländisch.  . 


0,75 

2.70 

1.71 
0,79 
6,70 
0,79 

ui 

2,79 

1,13 

1,07 

1,28 


0.70 

058 

0,66 

11,60 

1135 

6,46 

4,07 

1,97 

1.72 
1,03 
1,28 

3.72 


0,91 

1,03 


brasilianiscl 
Campecheholz  . . 
Caoutcbouc  . . . 

Ccdcmholz,  wild  . 

paltstin. 
indisches 
amerikan 

Citronenbolz  . . 
Cocosbaumholz , 

Copal  . . - . . 


1,03 

0,91 

0.93 

0.59 

0,61 

1,31 

0,56 

0,73 

0,73 
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Spcciti- 

Spocifi- 

Namen  der  Stoffe. 

sches 

Namen  der  Stoffe. 

sches 

Gewicht. 

Gewicht. 

Cypressenholz 

0,64 

Gold,  französ.  22  car.  ge- 

Pachschicfcr  . . • . . j 

2,67 

schlagenes  . . . 

1759 

3,50 

guineisches  .... 

18,89 

Ebenhol»  von  den  Alpen 

1,05 

von  engl.  Guineen  . 

17,63 

spanisches  . . . 

0,80 

Granat,  gemeiner  .... 

3,71 

indisches  . . . 

1,21 

edler  

4,03 

amerikun.  . . . 

1,33 

Granatbaum 

1,35 

Eibeubaumholz,  holländisch. 

spanisches  . 

0.79 

Granit,  gemeiner  .... 

2,75 

0,81 

ägyptischer  . . . 

2,65 

Eichenhol»,  s.  Sommer-  u. 

Graphit 

2.34 

Steineichen. 

Grobkohle 

152 

Eis 

0,92 

Guajakharz 

1,20 

Eisen,  gegossenes  ..... 

7.25 

Gummi,  arabisches  . . . 

1,45 

gesell  mied,  brandenb. 

7.60 

Gummilack 

1,14 

englisches 
Eisenhammerechlag  . . . 

7.79 

5,48 

Gyps,  dichter  . . . . . j 

1,87 

2,96 

Elfenbein 

1,87 

fasrlger 

2,30 

Erde,  Ichmicht,  fest 

körniger 

2,25 

frisch  . . . 

2,06 

iperemberger  . . . 

2,23 

trocken  . . . 

1,93 

gebrannter  do.  . . 

1,81 

Erde,  Garten-,  fest 

frisch  gegossener  do. 

1,29 

frisch  . . . 

2,05 

gegossener,  trockener 

0,97 

trocken , . . 

1.63 

Gypsspath 

2,32 

Erde,  magere,  trocken  . . 

1,34 

Haselnussholz 

0,60 

Erdkobalt 

2,24 

Holunderbaum 

0,69 

Erdpech 

Erlenholz,  Stamm  j '/risch0 

1,12 

0,62 

0,79 

Holzkohle j 

Hornblende 

0,28 

0,44 

3,17 

Splint,  trocken  . 

0,53 

Kadmium,  gegossen  . . . 

8,60 

Eschenholz,  Stamm,  trocken 

0,84 

gehämmert  . . 

8,69 

Zweige,  desgl. 

0,73 

Kalk,  kieselsaurer  . . . 

2,83 

Fcldspatb 

2,28 

phosphorsaurer  . . 

3,18 

Feldsein 

Feraambukholz . .... 

2,50 

1,01 

K*Ik"ört#1  ( .'rocken  .' 

1,79 

1,64 

Feuerstein  ...... 

2,65 

Kalkspath 

2,71 

Fichtenharz 

1,07 

Kalkstein,  dichter  .... 

2,57 

Fichtenholz  { | ; 

055 

0,43 

rüdersdorfer  . . 

körniger  . . . 

2,40 

2,78 

Fliederbolz,  spanisches  . . 

0,77 

gebr.  rüdersdorfer 

1,27 

Flnssspath  . . . . . . 

3,20 

Kannelkohle 

1,24 

Franzosenholz 

1,33 

Kiefernholz,  Kern  frisch, 

Galmei  - 

358 

herzig  . 

072 

Gelberde  . . . ...  . 

2,24 

Kern  n,  Splint, 

0,64 

Glas,  grilncs  Fensterglas 

2,64 

frisch 

Kristallglas  .... 

2,96 

Korn,  trocken  . 

0,62 

engl.  Spiegelglas  . . 

2,45 

Kern  n.  Splint, 

0,60 

Flintglas,  engl.  . . 

3,41 

trocken  . 

französ. 

Körners 

3,18 

3,34 

Splint,  trocken  j 

0.40 

0.57 

Francnh.  . 

3.78 

Kieselerde  

2.66 

Glimmer 

2,79 

Kteselkupfer 

2,10 

Gold,  reinstes,  gegossen 

19,26 

Kirschbaumholz  .... 

0,71 

gehämmert  . 

19,36 

Knochen  (von  Ochsen)  . . 

1,66 

Ducaten 

19,35 

Kobalt,  gegossen  .... 

8,71 

franzßs.  22  car.  gc- 

gestreckt  .... 

9.16 

gossenes  . . 

17,49 

Kobaltglanz 

6,29 
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sches 
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sches 

Gewicht. 

Gewicht. 

Kochsalz ' 

2,14 

Mennige 

9,14 

Korkholz 

Kreide,  schwarze  .... 

0,24 

2.21 

Mergel,  erdiger j 

Lfi_ 

9.4(1 

weisic  . . . . . 

2.23 

harter | 

2.30 

Kupfer,  gegossen  .... 

8.79 

2.70 

gch&mmcrt  . • . 

9.00 

Messing,  gegossen  . . . 

8.40 

schwedisches  . . 

8.78 

Draht  .... 

8.54 

japanisches  . . . 

8.43 

Mispclbnumholz 

0,94 

Kupferdraht 

8.88 

Mohnöl 

092 

Kupfererz,  rothes  .... 

5,85 

Molybdän 

8.05 

Kupfer -Glanz 

5.69 

Mahlenstein 

2,49 

Kies 

4,10 

Nickel,  gegossen  .... 

8,28 

Lambertsnussholz  .... 

0,60 

gestreckt  .... 

8.67 

2,76 

Olivenbaumholz  .... 

0.03 

Lehm,  fett,  frisch  .... 

1,66 

OlivenOl 

0.92 

hart 

1,52 

Onyx 

2.73 

mit  Stroh  vermischt 

Opal 

1.91 

(Staken)  frisch . . 

1.19 

Orangenbaumholz  .... 

0.70 

trocken  . 

1.07 

Puppel,  s.  Schwarz-  uWeiss- 

Limonicnbaumholz  . . . 

0,70 

pappel. 

Lindenholz 

0.60 

Pech . 

1.15 

Lorbeerbaumholz  .... 

0,82 

weisses 

1.07 

Luft,  atmosph.  bei  10°  R.  . 

0,0012323 

Pechblende  ,1 

6.55 

Magnesia 

2,30 

Pechkohle 

1.32 

Magneteisenstein  .... 

5.09 

Pechstein 

SL21 

Magnetkies 

4.40 

Pflaumenbaumholz  . . . 

0,78 

Mahagoniholz 

1,06 

Phosphor 

1,73 

Malachit 

3.83 

Eisen  .... 

6.70 

Mangan 

7,51 

Kupfer  .... 

7.12 

Marmor,  aegypt.,  grün  . . 

2.67 

Platin,  gegossen  .... 

20.85 

baircuther  . . . 

2.84 

gehämmert.  . . . 

21,25 

blankcnburger . . 

2.67 

gezogen  

21,45 

carrarischer . . . 

2.72 

Porphyr 

,2,75 

Marmor,  elbingcroder  . . 

2.85 

Porzellan,  berliner  . . . 

229 

italicn.,  schwarzer. 

2.71 

französisches  . . 

>2,13 

weiiser  . 

2,72 

sächsisches  . . 

2,49 

parischer .... 

2,84 

wiener  .... 

2.23. 

schlesisch.  Jaspism. 

2.74 

Probirstein 

2.41 

blauer  . 

2,71 

Quarz 

2.6.3 

grüner  . 

2,70 

2.65 

Quecksilber,  deutsches  . . 

14,00 

weisser  „ 

englisches  . . 

13.59 

schwedischer  . . 

2.72 

Quittenbaumholz  .... 

0.70 

Mastix 

1.06 

Kothbuchcn,  Stamm,  trocken 

0,76 

Mastixbaum 

0,85 

Splint,  trocken 

0.66 

Mauer  mit  Kalkmörtel  von 

Rothgiltigerz 

5,62 

rüdersdorfer  Bruch- 

Rothtannen,  eiche  Fichten. 

steinen  ( [ri,c.h  • • 

l trocken  . 

2.46 

2,40 

Riibsamenöl 

Salpeter 

0.91 

1.93 

v.  magdebnrgischen 

feuerbeständig  . . 

2,74 

2,12 

Sand,  gemeiner,  trocken  . 
aus  Bächen  .... 

1.64 

1 trocken 

2,05 

1.90 

von  Ziegelstein 

mit  Wasser  gesättigt 

1,94 

frisch  . 

1.63 

Sandarach  

1,07 

trocken 

1,53 

Sandelholz,  weisses  . . . 

1.04 

Mauerstein,  siehe  Ziegel. 
Maulbcerbanmhols  . . . 

rothes .... 

1.13 

0.90 

gelbes .... 

0,81 

• / 

% 
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Spccifi- 


achea 


Namen  der  Stoffe. 


Spocifi- 

schca 


Gewicht. 


Sandstein 

2.32 

magdeburger  . . 

2.05 

Saasafrassholz 

0,48 

Schiefer 

2,67 

Schieferthon 

2,64 

Schmergel 

3,92 

Schwarzgiltigcrz  .... 

6.08 

Schwarzpappel,  trocken  . . 

0,38 

Schwefel,  geschmolzen  . . 

gediegener , . . 

1,99 

2.08 

krystallisirt  . . 

2,03 

Blumen  .... 

2.09 

Kies 

4.75 

Säure  .... 

1,97 

Wismuth  . . . 

6,50 

Schwerspath 

4,54 

Selen 

4,31 

Sclcnblci 

7,70 

Serpentin 

2.55 

Silber  (16  löth.)  geschmolzen 

10,41 

. geschlagen  . 

10,62 

Silberglanz  ...... 

7,05 

Silberhornerz 

6,69 

Oxyd 

Sommmereichen : 

7,20 

Kern,  trocken  .... 

0,76 

Kern  und  Herz,  trocken 

0,66 

Splint,  trocken  .... 

0,61 

Stamm,  frisch  .... 

0,85 

Wurzel,  frisch  .... 

0,88 

Zweige,  frisch  .... 

0.74 

Speckstein 

2,60 

Speiskobalt 

2.46 

Stahl,  geschlagen  .... 

7,82 

angeschlagen  . . . 

7,83 

kölnischer  .... 

8,21 

von  engl.  Feilen  . . 
Steinsichen: 

8,19 

Stamm,  frisch  .... 

1,04 

Stamm , trocken  . . . 

0,74 

Wurzel,  frisch  .... 

1,10 

Zweige,  frisch  .... 

0,82 

Steinkohle 

1,38 

Steinkohlenthceröl . . . . 

0,77 

Steinöl 

0,79 

Steinsalz 

2,28 

Strahlkies 

4,76 

Stroh,  znsammengebnnden  . 

0,05 

zusammengepresst  . 

0,12 

Talkerde 

■2,35 

Tannenholz,  weisses  . . . 

0,55 

rothee  . . . 
Taxus,  siehe  Eichenbaum. 

0,50 

Terpentinöl 

0,84 

Thon,  Töpfererde  . . . . j 

1,80 

2,63 

Gewicht. 


Thonerde,  reine 

1,50 

Thran 

• • 

0,93 

Titan 

5,30 

Titaneisen  . . . 

4.75 

Topas 

3,52 

Traganth  .... 

1,32 

Tripel 

1.60 

Ulmcnh.,  Stamm,  trocken  . 

0,67 

Uran 

9,00 

Wachholder  . . . 

0,56 

Wach,  gelbes  . . 

0,96 

weisses  . . 

0,97 

Walkererde  . . . 

1,75 

Wallnussbaumholz 

0.67 

Wasser  . . . . 

1,00 

Weidenholz  . . 

0,58 

Weingeist,  höchst  rcct. 

0,83 

Weissbuchenholz , 

Stamm, 

trocken 

0.78 

Weissgiltigerz  . . 

5,32 

Weisspappel,  trocken 

0,53 

WiBmuth,  gegossen 

9,83 

Wolfram  . . . . 

7,60 

Ziegel,  gebrannt 

: :i 

1,41 

2.21 

Zink,  gehämmert  . 

7,86 

geschmolzen 

7,21 

Blüthe  . . 

3,35 

Oxyd  . . . 

5,51 

Spath  . . . 

4.44 

Vitriol  . . 

1,91 

Zinn,  gegossen  . . 

7,29 

gehämmert  . 

7,80 

Zinnober  . . . . 

• 

8,09 

Speciflsche  Wirme  (Wärmelehre). 

Diejenige  Wärmemenge,  welche  dazu 
erforderlich  ist,  die  Gewichtseinheit  eines 
Körpers  (1  Pfand)  nm  1 Grad  (gewöhn1 
lieh  Centesimalgrad)  zu  erwärmen. 

Als  Einheit  der  Wärmemenge  nimmt 
man  hierbei  in  der  Kegel  die  Wärme, 
welche  die  Gewichtseinheit  Wasser  um 
ein  Grad  erwärmt. 

Sperrklinke,  siehe  Sperrrad. 

Sperrrad  (Maschinenlehre). 

Wird  namentlich  angewandt,  um  eine 
schwingende  Bewegung  in  eine  lang- 
same Kreisbewegung  zu  verwandeln.  — 
Das  Sperrrad  hat  nämlich  Zähne,  die 
nur  nach  einer  Seite  bin  abgeschrägt 
sind. 

Zu  jedem  Sperrrade  gehören  zwei  Sperr- 
klinken, welche  an  der  schwingenden  Bc- 
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wegung  Theil  nehmen . »wischen  die 
Zähne  greifen,  und  die  Umdrehung  nach 
einer  Seite  bewirken,  die  nach  der  an- 
dern aber  unmöglich  machen.  Diese 
Sperrklinken  können  an  einem  Hebel 
EDF  (Fig.  396)  angebracht  sein,  welcher 
um  D drehbar  ist.  Wird  derselbe  bei 
E niedergedrückt,  so  schiebt  Klinke  IIA 
das  Rad  um  einen  Zahn  fort,  und  ebenso 
gleitet  Klinke  FG  zurück.  Beim  Heben 
des  Hebels  geschieht  das  Umgekehrte. 

Versieht  man  die  Klinken  mit  Wider- 
haken, so  geschieht  die  Bewegung  in 
umgekehrter  Richtung.  Das  Kronspcrrrad 
(Fig.  397)  hat  mit  dem  Hebel  auf  wel- 
chem sich  die  Klinken  befinden  dieselbe 
Axe.  Bei  dem  Hinschwingen  des  He- 
bels schiebt  Klinke  0,  beim  Zurück- 
schwingen E das  Rad  weiter. 

Sei  beim  gewöhnlichen  Sperrrad 
ACB  = DCE  = « 

der  Theilungswinkel  (Fig.  398),  so  rückt 
bei  jedem  Schwünge  des  Hebels  MK  das 
Rad  um  n Grad  vor.  Ist  also  n die 


360 

Anzahl  der  Z&hne,  so  hat  man  a = — . 

■ 

Halbire  man  den  Winkel  o durch  Linie 
CL  und  CN,  mache  LO  und  NB  gleich 
dem  Hebelarme,  der  die  Sperrklinken 
enthält,  und  ziehe  in  O und  R Lothe  auf 
CO  und  CR,  die  sich  in  M schneiden, 
so  ist  M der  Drehungspunkt  des  Hebels 
MO  = Ah\  MR  = EG  sind  die  entspre- 
chenden Kliukenlängen. 

Sei  der  Schwinguugswinkcl: 
h’Mh\  = FMF,  = (IMG,  = ß, 

und  der  Halbmesser  CA  = r.  Der  Hebel- 
arm LO  = NR  — r„  so  ist  annähernd: 
DE  ur 

r,-T  -7’ 

wo  fi  im  Bogcnmaass  genommen  ist. 

Sei  MO  = l MR  = II,  Winkel  ACD  = d, 
so  kommt  ferner: 

(r+r,)cos  J — (r  — r,) 
sin  d 

. cos  d 


t = ' 


_(r  + r,)-(r-r,i 
1 sin  d 


Fig.  397. 
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Fig.  393. 


if  ist  hier  der  Winkel,  um  wclehcn  die 
Angriffspunkte  A und  0 der  Klinken 
von  einender  nbstchen.  Wirkt  Kreft  l‘ 
an  Hebelarm  IHK  ~ a,  und  Lust  {f  nn 
Arm  CH  = A,  so  ist: 

: Q = r,A : ra  = «6  : fla 

Sphärik  (Geometrie). 

Die  Lehre  von  den  Constructionen  auf 
der  Kugeloberflkche. 

Sphärische  Abweichung  (Optik) 

Gleichbedeutend  mit  Abweichung  von 
der  Kugelgestalt,  vgl.  die  Artikel:  Optik 
und  Licht. 

Sphärisches  Dreieck  (Geometrie). 

Ein  Dreieck,  welches  von  drei  grössten 
Kreisen  auf  der  Kugel  gebildet  wird. 

Sphärische  Trigonometrie,  vergi.  den 
Artikel:  Trigonometrie. 

Sphäroid  (Geometrie). 

Gleichbedeutend  mit  Rotationsellipsoid. 

Spiegel  (Optik). 

Eine  Fläche,  welche  Licht  rcflcctirt. 
(siehe  die  Artikel:  Optik  und  Licht, 
auch  Wcllenlehre.) 

Spiegelfernrohr,  siehe  Fernrohr. 

Spiegelsextant  (Optik).  * 

Instrument,  welches  zur  Messung  der- 
jenigen Winkel  dient,  welche  die  vom 


Auge  nach  zwei  entfernten  Funkten  ge- 
henden Strahlen  mit  einander  maclien. 

Er  besteht  aus  einem  Bogen  BG  von 
60  Grad  (Fig.  399)  und  zwei  Schenkeln 
AH  und  Ali  gewöhnlich  von  Messing. 
Schenkel  AK  trägt  einen  auf  der  Ebene 
des  Bogens  senkrechten  kleinen  Spiegel. 
Auf  Schenkel  AG  in  E befindet  sich 
ein  zweiter  Spiegel  CD.  der  Hichtnng 
AH  parallel,  und  ebenfalls  senkrecht  auf 
der  Kreisebene.  Dieser  Spiegel  ist  jedoch 
nur  auf  der  untern  Hälfte  belegt.  In 
gleicher  Hohe  mit  E ist  auf  AB  das 
Fernrohr  MN  angebracht,  so  dass  man 
durch  den  obern  Thcil  von  CD  einen 
Gegenstand  //  in  der  Sehlinic.  in  dem 
untern  belegten  Thcil  aber  zugleich  das 
reflectirte  Bild  eines  andern  Gegenstan- 
des sehen  kann  Damit  dies  geschehe, 
muss  der  reflectirte  Strahl  die  Richtung 
i VE  haben,  und  da  NE=NA  ist,  (NE 
ist  die  Seite  eines  Sechsecks)  und  beide 
Linien  mit  AB  also  auch  mit  CD  gleiche 
Winkel  bilden,  so  hat  dieser  Strahl  vor 
der  Reflexion  die  Richtung  AE,  was  der 
Fall  ist,  wenn  ein  vom  Gegenstand  5 
ausgehender  Strahl  W von  Spiegel  A 
in  dieser  Richtung  rcflcctirt  wird 

Um  nun  die  scheinbare  Entfernung 
zweier  Gegenstände  S und  II  von  .V  aus 
gesehen,  d.  h.  den  Winkel  SM II  zu  fin- 
den, stelle  man  das  Instrument  so,  dass 
man  II  in  Richtung  Mil  sieht,  während 
Spiegel  A in  der  Richtung  AB  sich  be- 
findet, drcho  dann  diesen  Spiegel  bis  er 
ln  die  Richtung  AK  fällt,  nnd  so,  dass 
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Fig.  399. 


•las  Bild  von  S den  Gegenstand  deckt. 
Es  lässt  sich  dann  Winkel  SMIl  be- 
stimmen. 

Sei  SMH  = y,  BAK  = d.  Sei  AQ 
das  auf  Spiegel  A errichtete  Einfallsloth, 
so  ist  Winkel 

SAG  = 2GAQ  = 2R-2GAH, 

aber 

GAK  = 60 -d, 
so  dass  man  hat: 

SAG  = 6Q+2d. 

Ferner  ist: 

y = SAG  — AEN  = 60  + 2(f  — 60, 
so  dass  also 

y = 2 d 

ist.  Zählt  man  also  auf  der  Theilung 
BG  jeden  halben  Grad  für  einen  vollen, 
so  gibt  der  Drehungswinkel  die  schein- 
bare Entfernung  der  Punkte  S und  II  an. 

Spiegelteiescop. 

Gleichbedeutend  mit  Spiegelfernrohr. 


Spirale  (Geometrie). 

Eine  Curve,  die  sich  um  einen  Punkt 
herum  in  unendlich  viel  Windungen  legt. 
Sie  kann  also  in  der  Art  entstanden  ge- 
dacht werden,  dass  man  eine  grade  Linie 
um  einem  festen  Punkte  dreht,  dabei 
aber  mit  zunehmendem  Centriwinkel  den 
Endpunkt  des  Radius  weiter  herausrfleken 
lässt. 

Gewöhnlich  versteht  man  unter  Spiralen 
nur  ebene  Curven. 

Um  die  Gleichungen  von  Spiralen  auf- 
zustellen, bedient  man  sich  oft  der  Polar- 
coordinaten,  und  zwar  darum,  weil,  wenn 
9 der  Centriwinkel  r der  Radius  vector 
ist,  jede  Curve,  bei  welcher  r gleichzeitig 
mit  9 wächst,  oder  immer  abnimmt, 
wenn  9 wächst,  eine  Spirale  ist. 

Alle  Gleichungen,  die  auf  gradlinige 
Coordinaten  x uud  y bezogen,  Curven 
geben,  worin  x nnd  >/  diese  Eigenschaft 
haben,  geben  auf  Polarcoordinatcn  be- 
zogen Spiralen.  Dergleichen  sind  also 
z.  B. 

r = a9. 


Spindel  (Maschinenlehre). 

Stehende  Welle  von  geringem  Durch- 
messer. 


Die  Curve  heisst  archimedische  Spirale. 

r»  =p(9-a). 

Parabolische  Spirale. 


X • 
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r9  — A 

Hyperbolische  Spirale 

Es  ist  za  bemerken,  dass  letztere  für 
r = 0,  9 = oo  gibt,  also  diese  Curvc  sich, 
so  zu  sagen,  asymptotisch  um  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  herumwickelt. 
9 = a tg  r 

Logftrithmisehe  Spirale. 

Ueber  die  merkwürdigen  Eigenschaften 
derselben,  vergleiche  die  Artikel:  Evol- 
vente, Transformation  und  Trajectoric. 

Auch  kann  man  als  Coordinaten  den 
Winkel,  welchen  die  Tangente  der  Curve 
mit  einer  Axe  macht  I,  und  die  Bogen- 
länge s einführen.  Auch  hier  ergeben 
sich  Spiralen,  wenn  l mit  * zugleich 


wuchst,  oder  abnimmt,  wenn  l wächst. 
Z.  B.  die  Gleichung: 

* = 1 (0. 

wo  7 (/)  eine  ganze  rationale  Function 
von  l nten  Grades  ist,  stellte  die  Kreis- 
evolvente nten  Grades  vor,  wenn  man 
die  Evolvente  der  gewöhnlichen  Kreis- 
evolvente als  Kreiscvolvente  zweiten  Gra- 
das  u.  s.  w.  bezeichnet.  Diese  Curven 
bilden  eine  Spirale  oder  auch  deren  zwei, 
die  in  eine  Spitze  zusammenlaufen  (vgl. 
den  Artikel:  Trajcetorie). 

Die  logarithmische  Spirale  hat  die 
Eigenschaft,  in  den  eben  angeführten 
Coordinaten  eine  ganze  ähnliche  Glei- 
chung zu  geben,  wie  in  Polarcoordinaten. 
Offenbar  ist  nämlich: 


'e'=i= -*r— 

-r,6’rr  + 1 


« + tg  •» 

1 - o tg  3 ’ 


also,  wenn  man  n = tg  n setzt : 

tg  1 = tg  («  4-  *).  /=»+«. 

Es  ist  ferner: 


also 


Also  wenn  man 


| r'  + l = yi  + tga* 


1 

C09 


& \-(t 

tg  u a tg  r» 
r e ® e p 

cos  rr  cos  a cos  « * 


r 1 

cos  a ß 

1 = a\g(Js), 


setzt: 

wofür  man  bei  angemessener  Wahl  des 
Anfangspunktes  auch 

1=  «lg« 

schreiben  kann. 

Spiralkorb  (Maschinenlehre). 

Der  Korb  oder  die  Trommel,  um  den 
sich  beim  Hand  - oder  Fferdcgöpcl  das 
Seil  wickelt,  wenn  dieser  Korb  nicht 
cylindrisch,  sondern  konisch  geformt  ist. 

Spiralpumpe  (Maschinenlehre). 

Eine  schraubenförmig  um  eine  hori- 
zontaleWelle  gewundene  Röhre  (Schlange), 
welche  zum  Heben  des  Wassers  dient. 
Die  Welle  muss  sich  nahe  dem  Niveau 
des  Wassers  befinden,  und  die  Schlange 


coramunicirt  mit  dem  unteren  Ende  einer 
vertikalen  Röhre,  in  welcher  das  Wasser 
in  die  Hohe  Btoigt  Die  Kurbel  /'  (Fig. 
400),  dient  zum  Drehen  der  Welle  AB, 
die  Schlange  OGL,  die  mit  der  Welle 
fest  verbunden  ist,  hat  bei  C ein  weites 
Mundstück  (Horn)  und  steht  bei  L mit  dem 
hohlen  Wcllenendc  in  Verbindung.  Offen- 
bar werden  beim  Drehen,  je  nachdem  das 
Iforn  über  oder  unter  der  Welle  sich 
befindet,  die  Theile  D,  F,  H . . oder 
C,  E,  G . . . mit  Wasser  gefüllt  sein, 
die  andern  mit  Lnft.  Im  Home  CD 
(Fig  400)  hat  die  Luft  den  atmosphäri- 
schen Druck  k,  in  EP  kommt  hiezu 
noch  ein  Druck,  der  der  Hohe  A,  des 
Wasserbogens  DE,  in  GH  ein  der  Höhe 
k,  von  FG  entsprechender  Druck  u.  s.  w. 
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k soll  ebenfalls  durch  die  Hohe  einer 
Wassersäule  gemessen  sein  : also  in  der 
letzten  Windung  in  i#  ist  der  ganze 
Druck : 

* + *l+*l  +*!+*»  + • • • 

und  damit  Gleichgewicht  herrsche,  muss 
in  der  Steigröhre  BillS  sich  eine  Was- 
sersäule von  der  Höhe: 

A = A,  + A,  A,  -j- A,  -f-  . , . 

befinden,  da  der  atmosphärische  Druck  k 
noch  hinzu  kommt.  Da  / während  einer 
Umdrehung  die  Wasserbögen  und  Luft- 
bögen uach  II  hin  vorrOcken,  so  mfissen 
angemessen  der  Verdichtung  der  Luft, 
die  Windungen  der  Schnecke  abnehmen. 
Zugleich  muss  um  eine  hinreichende 
Wassermenge  zu  fassen,  das  Horn,  wel- 
ches ja  nur  j Windung  enthält,  doch 
dieselbe  Wassermenge  aufnehmen  kön- 
nen, als  die  halbe  Windung  I)E,m  dies 
geschieht,  wenn  der  Querschnitt  des 
Horns  doppelt  so  gross  als  der  der 
Schlange  ist.  Sei  o der  Querschnitts- 
Halbmesser  der  Schlange,  p,  der  des 
Horns,  so  ist  also : 

P.’  = V.  p,  = p!2. 

Sei  jetzt  r,  der  Halbmesser  der  ersten 
Windung,  so  ist  die  Wassermenge  in  l)K : 
V = np’/rr,  = u’p'r,, 
und  die  Höhe  A,  = DQ  derselben: 

*i  = 2(r,  -p). 


Ist  jetzt  die  Anzahl  der  Wasserbögen  *, 

V das  Luftrolum  in  der  letzten  Win- 
n 

düng,  so  ist  nach  dem  Mariotte’schen 
Gesetze: 

^s *_ 

V ~ k + k’ 

wo  k nnd  A die  obige  Bedeutung  haben. 

V entspricht  also  die  Länge: 

, _ » « _ k 

V ~ k + k’,r' 

hierzu  kommt  der  Wasserbogen  nr,.  so 
dass  man  für  die  Länge  JKH  der  letzten 
Windung  hat : 

,+'B  = (TTÄ  + 1)"r' 

und  der  Halbmesser  dieser  Windung 
ergibt  sich,  wegen  ^”rn  - 1+1,  offenbar: 

_2*  + A r, 
rH~  k + k 2' 

Wenn  also  die  Windungshalbmcsser  in 
arithmetischer  Reihe  abnehmen,  so  ist 
die  DifTcrcnz  dieser  Reihe: 

J_r'~rn  A r, 

n-1  ~ A + A 2 (»  — 1) 

und  die  Windungshalbmcsser  bezflglich: 
r„  r,(l -d),  rt(l— 2<f)  .. . r,(l  — « — ld). 
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Sei  ß*  der  Centriwinkel  der  letalen 
Windung  1,  io  iit: 

ß : 360=1:  /+«, 

also: 

k + k 180  r, 


ß=  360 


2 k + k 


erstere  also  dabei  allmälig  aus,  so  ist 
die  Steighöhe  dann  gleich: 

k + k 
k ' 


h + kln 


and  die  Höhe  dieser  Windung: 

*,  = r,,  = P ~ rn  ß = r„ ( 1 - eos  ß)  - p. 

Die  mittlere  Wasserhöhe  in  allen  Um- 
drehungen : 

*'  /.  2 k + k 1 — cos  ß t 

~2~  - l1  + T+k  — — r>  - 

Die  erforderliche  Anzahl  n der  Win- 
dungen ist: 

2k 

Macht  die  Welle  u Umdrehangcn  in 
der  Minute,  so  wird  in  der  Sccundc  ge- 
. hoben  da9  Wasserquantuni: 

<?  = 6Ö  r = 6Ö’,,<’,r'- 

Da  die  Maschine  aber  auch  eine  ent- 
sprechende Menge  Luft  comprimirt,  so 
ist  die  Arbeit  eine  doppelte,  und  ergibt 
sich  dieselbe,  wenn  y das  Gewicht  eines 
Kubikfusses  Wasser  ist: 

L - Qky  + Qkyln  (— ■ 

unter  lit  den  natürlichen  Logarithmus 
verstanden. 

Vermischt  sich  in  der  Steigrohre  die 
Luft  mit  dem  Wasser,  nnd  dehnt  sich 


Bleiben  aber  Wasser  und  Luft  getrennt, 
so  setzt  sieh  die  Steighöhe  aus  der 
Summe  der  Luft-  und  Wassersäulen  zu- 
sammen. Sei  (>,  der  Halbmesser  der 

Steigrohre,  so  ist  die  einem  Wasserbo- 

/p* 

gen  entspreehende  Wassersäule : — , die 

Pi* 

Anzahl  dieser  und  der  Luftsäulen: 
-*>■* 

- v • 

Die  oberste  Luftsäule,  die  durch  eine  Was- 
sersäule von  der  Länge  — gedrückt  ist, 


kk 


-,  die  nächst  tiefere, 


hat  dio  Länge  : . , 

6 mk  + k’ 

2k 

welcher  die  Länge  — der  drückenden 

Wassersäule  entspricht:  u.  s.  w., 

ms  -p  2* 

also  die  ganze  Förderhöhe  ist : 

h _**  _ **  AA* 

Wirke  die  Umdrehnngskraft  P der  Welle 
auf  den  Arm  a,  so  ist: 

= Ä (*  + , *+i). 

nua  2 na  \ n k / 

Die  Spiralzunge  wird  auch  bloss  tum 
Comprimiren  der  Luft  verwendet;  dann 
ist  der  Welle  eine  geneigte  Gestalt  tu 
geben,  damit  das  Wasser  nicht  gehoben 
werde,  sondern  ausflicsse.  In  dieser  Qe- 


Fig.  401. 
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atalt  kann  die  Spiralzungc  als  Gebläse 
(Schranbengebläsc)  dienen. 

Spiralrad  Maschinenlehre). 

So  werden  Zahn-  oder  Riemenräder 
genannt,  die  in  einer  logarithmisehen 
Spirale  geformt  sind.  Der  Zweck  der- 
selben ist,  eine  veränderliche  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit zu  erzielen. 

Sei  ACB  (Fig.  401)  ein  Stück  des 
einen,  AUE  des  andern  Rades,  die 
Kreisbogen,  welche  durch  die  verschie- 
denen Funkte  gelegt  sind,  geben  die 
Drehungen  der  entsprechenden  Punkte 
an.  Damit  Funkte  P und  F,,  Q und  O, 
zur  Berührung  kommen,  muss  zunächst 
die  Summe  ihrer  Entfernungen  bezüglich 
von  C und  D constant  sein,  also  wenn 
z und  s,  die  anfänglichen  Radien  CA 
und  DA,  r und  r,  beliebige  zusammen- 
gehörige  Radien  sind,  so  hat  man 
* + » = r + r„ 

ferner  müssen,  wenn  die  Entfernungen 
PQ  und  P,Q,  sehr  klein  sind,  die  Winkel 
RPQ  und  B,P,Q,  gleich  sein.  Der  eine 
Winkel  .ist  jedoch  negativ  zu 

nehmen.  Sind  also  an,  diese  Winkel, 
so  ist: 


tg  a , = — tg  n. 

nun  AI'P  = if  , AUP,  = i/„ 


Sei 

hat  man  : 

dri 

r,d7, 

Sei  nun  n constant,  so  kommt: 


OH  dr 

tea=pR  = Ti:,'  ,6"-=: 


, r a tg  er 

if  lg  a=  In  — , r = te’ 

und  ist  dio  Gleichung  einer  logarithmi- 
schen  Spirale.  Eben  so  ergibt  sich : 


Die  Spiralrädcr  werden  zuweilen  auch 
so  abgeändert,  dass  sie  eine  rieleckige 
Grundform  haben,  i B.  eine  quadratische 
(Fig.  402)  Seien  CA  = DE  = » die 
kleinsten  Halbmesser,  so  ergibt  sich  für 
die  grössten: 

CB  = DA  = s,  = zy'Ü, 
und  dem  entspricht  der  Winkel: 

= ACB  - ADE  = ^ 

in  die  Gleichung  der  Spirale  : 

r _ if  tg  n 
— -e 

ist  nun  zu  setzen,  wenn  man  r = t, 
nimmt : 


tg«  = — In  Yi  = — In2  = 0,44128, 
n n 

also: 

r _ 0,44128  ? 

2 -e 

Bei  der  Berührung  in  A ist  das  Um- 
setzungsvcrhältniss  (vcrgl.  den  Artikel : 
Rad): 

bei  der  zwischen  B und  K dagegen: 

= Yi  = 1,4142, 


also  das  Vcrhältniss  der  grössten  snr 
kleinsten  Winkelgeschwindigkeit: 


R 


^ = K|  = 2 

V ]/  2 


Es  gibt  auch  conische  Spiralräder, 
deren  Zähne  in  Spirallinien  neben  ein- 
ander stehen. 


Fig.  402. 
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Sind  7,  and  7 die  entsprechenden 
Umdrehungswinkel,  so  ist  dasUmsetzungs- 
verhältniss  t 


Nimmt  man  also  z.  B.  an,  dass 

\p  = « + ßf 

sei,  so  bat  man : 

1 1 = J = «'I  + |- »’• 

Sind  d der  Abstand  der  Radaxcn,  r 
und  r,  die  7 und  7 , entsprechenden 
Halbmesser,  so  erhält  man  wie  bei  den 
gewöhnlichen  conischcn  Rädern  (vcrgl. 
den  Artikel:  Rad): 

- ~ d 
1+V*'  1 l + v 

Wird  nnn  die  Forderung  gestellt,  dass 
sich  das  Getriebe  n,mal  umdreht,  wäh- 
rend das  Treibrad  n mal  geht,  so  geben 
diese  Formeln : 

2a  ,a  = 2an«  -f-  (2»n)’ , 

= 2o-)-B,^7I. 

Ausserdem  nehmen  wir  an,  dass  die 
Geschwindigkeit  des  Treibrades  nach  a 
Umdrehungen  anf  das  p fache  steigen 
soll,  dann  ist  für  7 = 2aa,  7 pmal 
ao  gross  als  für  7=0,  also  wegen 
>/>  = « + ßl  ■■ 

n + 2 miß  = pa. 

Aus  diesen  beiden  Gleichnngen  ergibt 
sich : 

(4  — a)  n = 2a,  — pan, 


d.  h.: 

2a. 

4+(^iys 

and 

B - 

(4  + (p  — 1)b)  nn 

Für  jeden  Werth  von  7 lassen  sich  daun 
7,  r und  r,  berechnen. 

Ist  z.  B.  a = 2,  a,  =3,  t>  = 2,  so 
kommt: 


Für  i=0,  also  im  Anfänge  der  Dre- 
hung ist: 

n d d 

r— TTi*  r,~r+i’ 

also  in  unserm  Beispiel  : 


und  beim  Schlosse  derselben  in  demsel- 
ben Beispiele,  wo  7 =4a: 


Hieraus  ergibt  sich  die  Theorie  der 
conischen  Spiralräder,  deren  Zähne  schrau- 
benförmig neben  einander  stehen  (Fig. 
408).  In  unserm  Beispiel,  während  die 
Zähne  des  Treibrades  CA  in  zwei,  die 
des  Getriebes  DB  in  drei  Windungen 
neben  einander  laufen.  Zuerst  ist  der 
Eingriff  in  A und  nach  zwei  bezüglich 
drei  Umdrehungen  in  B. 

Es  gibt  aber  auch  conische  Spiralräder, 
die  statt  der  Zähne  durch  Ketten  mit 


Fig.  403. 
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einander  verbanden  sind,  und  dann  9ind 
den  Bädern  schraubenförmige  Windun- 
gen zu  geben. 

Spirische  Oberfläche  (Geometrie). 

Sic  entsteht,  wenn  sich  ein  Kreis  um 
eine  Grade,  die  sich  in  seiner  Ebene 
befindet  dreht.  Die  Kugel  ist  also  ein 
specicller  Fall  derselben. 

Spitze  (Geometrie). 

Gleichbedeutend  mit  Scheitel,  auch  mit 
Rückkehrpunkt. 

Splint  (Maschinenlehre),  siehe  Keil. 
Sprengwerke  .architektonische  Statik). 

Eine  Construction,  welche  zur  Unter- 
stützung von  unten  dient  (siehe  llolz- 
und  Eisenconstructionen). 

Springbrunnen  (Mechanik),  siehe  Aus- 
fluss deB  Wassers. 

Spritze;  (Maschinenlehre),  siehe  Feuer- 
spritze. 

Sprossenrad  (Maschinenlehre),  siehe 
Tret-Kad. 

Spröde  (Mechanik). 

So  heisst  ein  Körper,  der  keine  Form- 
änderung ausserhalb  der  Elasticitätsgrenzc 
zulässt,  ohne  zu  zerspringen. 

Stabilität  (Mechanik). 

1)  Allgemeines 

Wenn  ein  System  in  Ruhe  ist,  oder 
eine  bestimmte  Bahn  unter  dem  Einflüsse 
gewisser  Kräfte  durchläuA,  (wie  z.  B.  die 
Plaueten,  Ellipsen  und  die  Sonne),  so 
kann,  falls  man  sich  durch  irgend  einen 
Stoss  oder  andere  Einwirkung  die  Punkto 
dieses  Systems  um  ein  Weniges  aus  der 
ihnen  zu  irgend  einer  Zeit  zukommen- 
den Lage  gerückt  denkt,  (also  aus  der 
Gleichgewichtslage  im  Falle  der  Rahe) 
zweierlei  eintreten:  Entweder  die  Abwei- 


chungen der  Punkte  von  ihrer  ursprüng- 
lichen Gleichgewichtslage  oder  Bewegung 
bleiben  fortwährend  nur  klein,  oder  das 
System  verändert  immer  mehr  und  mehr 
seinen  Zustand  gegen  den  ursprünglichen. 
Im  ersten  Falle  heisst  dieser  ursprüng- 
liche Zustand  stabil,  im  letztem  wird  er 
gewöhnlich  labil  genannt. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  das  Sy- 
stem wäre  ursprünglich  in  Ruhe  und 
die  darauf  wirkenden  Kräfte  seien  der 
Art,  dass  für  sic  der  Satz  von  den  le- 
bendigen Kräften  gilt,  so  hat  man  also, 
wenn  X,  F,  Z die  Componenten  der  auf 
einen  Punkt  von  Masse  in  wirkenden 
Kräfte,  7 die  Kräfte- Function . r die 
Geschwindigkeit  eines  Punktes  ist: 

£m  ( Xdx  -f  Frfy  -f-  Zrfs)  = dj  = £mrdr. 

Also  im  Falle  des  Gleichgewichts,  wo 
e = 0,  wird  dtf  — 0.  Es  wird  also  7 ein 
Maximum  oder  Minimum  sein , nenn 
nicht  die  bekannten  Beschränkungen 
eintreten.  unter  welchen  die  Gleichung 
d'i  = 0 keinem  von  beiden  entspricht. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass 
das  Gleichgewicht  des  Systems 
immer  dann  ein  stabiles  sei, 
wenn  7 ein  Maximum  ist. 

Geben  wir  den  Coordinaten  der  ein- 
zelnen Punkte  x,  y,  z, 
kleine  aber  sonst  willkürliche  Zunahmen, 
wie  sie  den  Verbindungen  der  einzelnen 
Punkte  entsprechen , so  ist  nach  dem 
Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten: 

£ (XJz  4-  F<fy  + Z<ft)  = rfy  = 0. 

Denkt  man  sich  diese  Zunahmen  durch 
eine  plötzliche  Verrückung  hervorge- 
bracht, durch  welche  das  System  in  Be- 
wegung geräth,  seien  r . . . die  Geschwin- 
digkeiten zu  irgend  einer  Zeit,  e,  ... 
im  Anfänge  der  Verrückung,  dx,  <fy, 
cfz  . . . und  cfx,,  efy,,  <fs0  ...  die  Ver- 
rückungen ebenfalls  bezüglich  zu  irgend 
einer  Zeit  und  im  Anfänge,  so  gibt  der 
Satz  von  den  lebendigen  Kräften: 


lXmr,-4Xme,>  = i/(x+Jx,  y + Jy,  Z+<f*  . . .)  - 7 (x  + cfx0,  y + cfy„  t+ift.  . . .) 

Wenn  7 (x,  y,  z)  ein  Maximum  ist,  so  fallen  aus  der  Entwickelung  nach  Potenzen 
von  ifx,  cfy,  cf»  . . . die  Glieder  erster  Dimension  ganz  weg,  die  Glieder  zweiter 
Dimension  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  aber  lassen  sich  als  eine  Summe  von 
Quadraten  linearer  Functionen  von  cfx,  <fy,  cf»  . . .,  die  keine  unabhängigen 
Glieder  enthalten,  darstcllen  (vcrgl.  die  Artikel:  Quadrat,  Maxima  und  Minima) 

Seien  diese  Function,  so  hat  man,  wenn  li  der  Rest  der  Reibe  ist: 


y (x  + cfx,  y -t-cfy,  t + tfz  . . .)  = 7 (x,  y,  »)-(»*+»,*  + »,«  + ...)-(-  Ä. 


Sind  ir,  at,  <r,  . . . und  p die  Anfangsworthe  von  s,  »,,  s,  . . . und  r,  ferner: 
c=  i-fm»,*  + o*  + ff,*  + ff,*  + . . . -p, 
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ao  ergibt  eich: 

4 jr«»‘=e -■(,»  + , 

wo  e der  Annahme  nach  eine  jedenfalls 
sehr  kleine  Grösse  ist. 

Zwischen  den  Grössen  i,  s,,  s,  . . . 
finden  Beziehungen  statt,  welche  sich 
aus  den  Verbindungen  der  Punkte  des 
Systems  ergeben,  aber  diese  Beziehungen 
geben  jedenfalls  Gleichungen  von  der 
Gestalt: 

Rix  Biy  -j-  Cit  -f-  Eixt  -f-  ...  — 0. 
Aus  diesem  folgt,  dass  wenn  die  Ver- 
schiebungen ix,  iy  . . . sehr  klein  sind, 
dies  auch  mit  s,  s,  ...  stattfindet  und 
umgekehrt.  Letzteres  aber  lasst  sieb 
leicht  beweisen,  imi1  ist  nämlich  stets 
positiv,  ebenso  C,  wenn  man  dos  ver- 
schwindende p vernachlässigt,  es  muss 
aber,  da  R gegen  i + >i*  + ii*..,  ver- 
schwindet, diese  Summe  kleiner  als  c, 
und  folglich  s,  *,  ...  sehr  klein  sein. 
Das  Gleiche  also  findet  zu  jeder  Zeit  mit 
den  Verrückungen  cfx,  <fy,  iz  statt. 
Wohl  zu  merken  aber  ist,  dass  keines- 
wegs, wenn  </  ein  Minimum  sein  sollte, 
deshalb  die  Bewegung  eine  labile  sein 
muss. 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  auf 
einen  Körper  die  Schwere  allein  wirkt. 
Nimmt  man  die  Axe  der  x in  der  Ilich- 
tung  dieser  Kraft,  so  erhalt  man: 

'/  = 

wenn  M die  Masse  des  Körpers,  x , die 
Abscisse  seines  Schwerpunktes  ist.  Im 
Falle  des  stabilen  Gleichgewichts,  muss 
also  x,  ein  Maximum  sein,  d.  h.  der 
Schwerpunkt  sich  so  tief  als  möglich  be- 
finden. Dies  ist  auch  selbstverständlich, 
da  die  Schwere  den  Schwerpunkt  des 
Körpers  zu  senken  strebt.  Wirklich 
kommt  der  Kettenlinie  die  Eigenschaft 
des  tiefsten  Schwerpunktes  zu  (vgl.  den 
Artikel:  Seilcurvc). 

In  diesem  Falle  ist  cs  auch  klar,  dass, 
wenn  der  Schwerpunkt  eines  Körpers 
sich  in  der  grössten  Höhe  befindet,  das 
Gleichgewicht  nur  ein  labiles  sein  kann. 

2)  Von  der  Stabilität  fester 
Körper  auf  horizontaler  und 
schiefer  Unterlage. 

Ein  Körper,  der  auf  einer  horizontalen 
Grundlage  steht,  und  auf  den  nur  die 
Schwere  wirkt,  ist  in  Ruhe,  wenn  die 
durch  seinen  Schwerpunkt  gezogene  Ver- 
tikale durch  die  Unterlage  geht,  da  dann 
der  Druck  derselben  der  Schwere  das 
Gleichgewicht  hält.  Dreht  man  den  Kör- 
per ein  wenig  um  eine  Kante,  so  wird 
er  zur  Ruhe  sogleich  wieder  gelangen, 


wenn  die  neue  Lage  des  Schwerpunkts 
sich  noch  immer  über  der  früheren  Un- 
terlage befindet,  denn  dann  tritt  nur  eine 
kleine  Drehung  um  die  Kante  ein,  die 
den  Körper  in  die  alte  Lago  bringt.  Es 
kommt  also  dem  Körper  eine  gewisse 
Stabilität  zu,  und  diese  wird  so  lange 
stattfinden , als  die  Drehung  nicht  so 
gross  wird,  dass  der  Schwerpunkt  nicht 
mehr  über  der  alten  Unterlage  sich  be- 
findet. Man  kann  also  von  einem  Maasse 
der  Stabilität  sprechen,  und  diese  wird 
für  drehende  Bewegungen  grösser  Bein, 
für  grössere  Unterlagen,  d.  h.  Grund- 
flächen des  Körpers  als  für  kleinere. 
Die  Stabilität  ist  Null,  wenn  der  Körper 
nur  auf  citfer  Kante  ruht,  da  dann  bei 
jeder  Drehung  um  dieselbe  der  Schwer- 
punkt nicht  mehr  über  der  Kante  sich 
befinden  kann. 

Finde  (Fig.  404)  eine  Drehung  um 
Kante  C statt,  erregt  durch  eine  Kraft  P 


Fig.  404. 


in  Richtung  EP,  sei  CE  = a senkrecht 
auf  P,  und  CN  = e die  Entfernung  der 
Kante,  von  der  durch  den  Schwerpunkt  ge- 
henden Vertikalen,  auf  welcher  das  Ge- 
wicht wirkt.  Im  Falle  des  Gleichgewichts 
muss  also  sein : Pa  — Ge.  Ist  Pa  grösser 
als  Ge  so  findet  eine  Drehung  statt,  die 
den  Körper  aus  seiner  anfänglichen  Lage 
entfernt,  ist  Pa  < Ge  so  wird  er  der 
alten  Lage  wieder  zugeführt.  Man  kann 
also  Ge  als  Maass  der  Stabilität  bei 
einer  Drehung  um  die  Kante  C betrach- 
ten, und  dieses  Maass  ist  folglich  das 
Product  des  Gewichtes  in  die  Entfernung 
zwischen  C und  der  durch  den  Schwer- 
punkt gehenden  Vertikalen. 

Zuweilen  aber  nimmt  man  als  Maass  der 
Stabilität  die  zum  Umstürzen  des  Kör- 
pers nöthige  Arbeitsgrösse,  d.  h.  das 
Gewicht  des  Körpers  multiplicirt  mit  der 
Vertikalprojection  S,y  des  Bogens  SS,, 
den  der  Schwcipunkt  S zu  machen  hat, 
um  sich  senkrecht  über  der  Kante  C zu 
befinden,  wo  der  Körper  anfhört  in  sta- 
bilem Zustande  zu  sein.  Sei  (Fig.  405) 
C$=CS,  = r,  CM=NS  = e,  CN  = MS=a, 
so  ist : 

S ,IY  = s = (r  — a)  = V'«r+7>  - «. 
34* 
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Fig.  405. 


Es  ist  also  das  Muass  der  Stabilität  in 
dem  jetzt  angenommene»  Sinne: 

CC^a'  + e*  - a). 

Dieser  Ausdruck  ist  offenbar  um  so 
grosser,  je  kleiner  a und  je  grösser  e 
ist,  daher  die  Stabilität  desto  grösser, 
je  tiefer  der  Schwerpunkt  und  je  grösser 
die  Basis. 

Ruht  der  Körper  aber  auf  schiefer 
Unterlage  AC  (Fig.  406).  die  mit  dem 
Horizonte  AB  den  Winkel  a macht,  so 
wirkt  in  S das  Gewicht  SG  = G,  welches 
wir  uns  nach  dem  Punkte  T übcrlrogcn 
denken  können,  in  welchem  SO  die  Basis 
schneidet.  Ist  also  der  Punkt  T nicht 
unterstützt , so  wird  nicht  allein  ein 
Fortschicben  des  Körpers  auf  der  schie- 
ferf  Unterlage,  sondern  auch  ein  Kippen 
nm  seine  Kante  II  entstehen.  Unter- 
suchen wir  in  Bezug  auf  letzteres  die 
Stabilität. 

Das  Gewicht  G lässt  sich  in  die  bei- 
den Componcnten  TV  = G cos  rr  senkrecht 
auf  und  TU-  G sin  n parallel  der  schiefen 
Ebene  zerlegen,  und  die  ersterc  wird 


durch  den  Gegendruck  der  Ebene  auf- 
gehoben. wenn  der  Körper  in  T unter- 
stützt ist;  es  wirkt  also  dann  nur  noch 
parallel  der  schiefen  Ebene  die  Kraft 
TU  — 0 sin  rr.  Diese  lässt  sich  ersetzen 
durch  eine  durch  den  Schwerpunkt  ge- 
hende gleiche  Kraft , und  ein  Paar, 
dessen  Moment  ist  S 11'  • TV , welches 
eine  Drehung  um  den  Schwerpunkt 
hervorbringen  würde,  und  wo  Slf  die 
Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der 
schiefen  Ebene  ist.  Befindet  sich  nun 
ein  Thcil  des  Körpers  auf  der  andern 
Seite  von  SIE  als  ST,  so  ist  eine  solche 
Drehung  offenbar  unmöglich,  da  die  ent- 
sprechenden Punkte  7.  bei  der  Drehung 
um  S durch  die  schiefe  Ebene  hindurch 
gehen  müssten. 

Setzen  wir  also  voraus,  dass  dies  statt- 
fände, so  wird  nur  ein  Hcrabglciten 
stattfinden. 

Das  Maass  der  Stabilität  in  Bezug 
auf  das  Kippen  um  Kante  H ist  nun 
gleich  G • IIL,  wenn  IIL  das  von  H auf 
die  Senkrechte  SG  gezogene  Loth  ist. 
Wäre  die  Ebene  horizontal,  so  wäre 
G ■ ll\V  das  MaasB  der  Stabilität. 

Sei  nun: 

HWz=t,  Sl»=«, 
so  erhält  man: 

IIL  — t cos  rt  — fl  sin  nr. 

Die  Stabilität  gegen  die  schiefe  Ebene 
verhält  sich  also  gegen  die  auf  der  ho- 
rizontalen wie: 


e 

die  ersterc  wird  Noll  wenn  tga  = -—  ist. 

a 

Jedenfalls  ist  sic  in  Bezug  auf  die  untere 
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Kante  kleiner  auf  der  schiefen  als  auf 
der  horizontalen  Ebene.  Für  eine  Dre- 
hung um  die  obere  Kante  z ist  aber, 
wenn  zw  = f ist,  das  Verhältnis« : 

— cos  « + sin  a : 1, 
et 

also  die  auf  der  schiefen  Ebene  grösser. 

Ueber  die  Stabilität  schwimmender 
Körper  vergl.  den  Artikel:  schwimmen- 
der Körper. 

SUMlitttscoeffleient  (Statik). 

So  heissen  im  Allgemeinen  die  Coeffi- 
cienten,  mit  denen  man  namentlich  in 
der  Statik  der  Bauwerke  gewisse  theo- 
retisch gefundene  Ausdrücke  über  Mauer- 
dicken u.  s.  w.  multiplicirt,  um  ihnen  in 
der  Anwendung  grössere  Sicherheit  zu 
geben. 

Staberad  (Hydraulik),  siehe  Wasserrad. 
Stadium  (Messkunst). 

Ein  Längenmaass  der  Alten  von  ver- 
schiedener Grösse. 

Das  Stadium  der  Ptolomäer 

= 221,67  Meter. 

Das  ägyptische  (olympische,  römische) 
Stadium  . . . . = 184,72  Meter 

Das  Stadium  des  Cleomedes  oder  Posi- 
donias  166,25  Meter. 

Mach  Andern  ist  das  des  Cleomedes  von 
dem  des  Posidonias  verschieden  und 
das  ersterc  beträgt.  = 68,46 Toisen. 
Das  Stadium  des  Eratosthcncs  und  Hip- 

parch — 158,33  Meter. 

Das  babylonische  (persische,  chaldäischc, 
jüdische)  Stadium  . = 147,78  Meter. 

Das  Stadium  des  Archimedcs 

= 133  Meter. 

Das  kleine  ägyptische,  das  des  Herodot, 
Aristoteles,  Stearchus,  Megosthenes, 
Dimachus  ....=:  99,75  Meter. 
Das  philitärisebe  oder  königl.  Stadinm 
= 210,14  Meter. 

Stampfer,  Stempel  (Maschinenlehre). 

Ein  Gewicht,  welches  in  einer  Senk- 
rechtführung frei  herunter  fällt. 

Stampfwerk,  Pochwerk  (Maschinen- 
lehre). 

Eine  Maschine,  welche  aus  mehreren 
aufrechten  Stampfern  besteht,  welche  ge- 
wöhnlich durch  eine  horizontale  Daumen- 
wellc  gehoben  werden  und  niederfallen. 
Der  Zweck  ist,  die  untergelegten  Körper 
za  zerkleinern  oder  zu  «erpressen. 


Standlinie  (fieod&sle). 

Die  Linie,  an  deren  Endpuunkten  der 
Geometer  sein  Instrument  aufstellt. 

Stange  (Maschinenlehre),  vgt.  Kolben- 
stange. 

Stange,  gezahnte,  Zahnstange  (Ma- 
schinenlehre). 

Dieselbe  wird  in  Gemeinschaft  mit 
einem  Zahnrade  angewandt,  wenn  cs 
darauf  ankommt,  eine  kreisförmige  Be- 
wegung in  eine  gradlinigp  anf-  und  ab- 
gebende  zn  verwandeln  und  umgekehrt. 
Die  gezahnte  Stange  ist  als  ein  Kreis 
mit  unendlich  grossem  Radius  zu  be- 
trachten, und  cs  kann  also  die  Theorie 
der  Zahnräder  ohne  weiteres  angewandt 
werden;  man  braucht  nur  den  Radius  des 
einen  Kreises  r = oo  zu  nehmen.  An 
die  Stelle  des  Theilungskrcises  tritt  bei 
der  Stange  eine  Grade  parallel  der 
Stange,  welche  den  Theilungskreis  des 
Rades  berührt.  Namentlich  gilt  dann 
der  Satz  (vergl.  den  Artikel:  Rad): 

„Wenn  eine  Curve  einmal  auf  oder 
in  dem  Theilungskreise  des  Rades,  das 
andere  Mal  auf  der  Theilungslinic  der 
Stange  rollt,  so  beschreibt  irgend  ein 
Punkt  derselben  auf  beiden  zusammen- 
gehörige Zahncurven.“ 

Hat  man  also  auf  dem  llado  Punkt- 
zähne, so  entspricht  diesen  als  rollende 
Curve  der  Theilungskreis  selbst,  und  als 
Stangenzahn  eine  Cycloide,  deren  Erzeu- 
gungskreis gleich  dem  Theilungskreise  ist. 

Eine  radiale  Grade  entsteht,  wenn  ein 
Kreis,  dessen  Radius  halb  so  gross  als 
der  Theilungskreis  ist,  iu  der  letztem 
rollt,  dieser  Kreis  gibt  auf  der  Stange 
ebenfalls  eine  Cycloide. 

Einem  Punkte  als  Stangenzahn  ent- 
spricht als  Erzettgungslinie  die  Thcilungs- 
linic  selbst,  and  diese  gibt  aaf  dem 
Theilungskreise  die  Kreisevolvente. 

Man  kann  daher  auch  Cycloiden  als 
Stangenzähnc  nehmen,  nnd  die  Radzähne 
ans  Graden  und  Evolventen  zusammen- 
setzen. Der  Cycloidenbogcn  bleibt  dann 
mit  der  Graden  in  Berührung,  und  ein 
Punkt  des  erstcrcn  schiebt  sich  dann 
auf  der  Evolvente  entlang. 

Ist  das  Rad  ein  Drilling,  also  die 
Zähne  Kreise,  so  entspricht  denselben  als 
Stangenzahl  die  Pnrallclcurve  (d.  h.  die 
Evolvente  der  Cycloide)  (vergl.  den  Ar- 
tikel: Rad). 

Auch  machen  wir  auf  die,  Abschnitt  13, 
gefundenen  Formeln  aufmerksam,  welche 
allgemein  das  Problem  lösen,  wenn  die 
eine  Zabncurve  gegeben  ist,  die  ent- 
sprechende zu  finden. 
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Fig.  407. 
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Es  lässt  >icb  aber  der  Theorie  der 
Zahnstangen  noch  eine  praktisch  ange- 
wandte Ausdehnung  geben.  Es  ist  näm- 
lich nicht  immer  der  Fall,  dass  die  Stange 
oder  deren  Theilung  den  Theilungskreis 
des  Rades  berührt , sondern  sie  kann 
denselben,  so  wie  verlängert,  das  Rad 
anch  schnoidcn. 

8ei  AB  (Fig.  407)  die  Stange,  welche 
verlängert  durch  das  Rad  C mit  Radios 
p geht.  Man  gibt  dem  Rade  noch  einen 
Ansall  BP,  Daumen  genannt,  welcher 
den  Radzahn  vertritt;  an  Stelle  des  Stan- 
genzahncs  betrachten  wir  den  Punkt  B 
selbst.  Zweck  der  Vorrichtung  ist  die 
Stange  in  einer  Kulisse  herauf  bezüglich 
wieder  herunter  zu  schieben,  und  suchen 
wir  die  geeignete  Daumenform  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Stange  sich 
gleichmässig  und  dem  Drchungswinkel 
proportional  heben  und  senken  soll. 

Sei  y der  Drchungswinkel,  CE  = r 
die  Entfernung  des  Punktes  B der  Stange 
vom  Mittelpunkte  C,  wenn  die  Drehung 
um  Winkel  y fortgeschnitten  ist,  A/1C=  a 
der  Winkel  zwischen  Stange  und  Bc- 
rflhruDgsradius  im  Anfänge.  Ist  die 
Drehung  um  Winkel  y fortgeschnitten, 
so  hat  sich  die  Stange  um  das  Stück 
BEt  = B ,E  gehoben.  Es  ist  also: 

BE  — Apy, 

wo  A eine  beliebige  Constante  sein  soll, 
CE  = r,  also  in  Dreieck  ElBC\ 

1)  r*  = p*  (A’y  ’ + 1 — 2Ay  cos  «). 

Führt  man  Polarcoordinaten  r und  den 
Winkel  9=  ECB  ein,  so  ist  offenbar 
9 = y + , , und 


2) 


sin  (3  — y) sin  n 

AV  V “ r 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  ist  dann 
y zu  eliminiren.  Ist  aber  die  Stange 
radial  gerichtet,  so  hat  man 
9 = y , cos  n = — 1 
r = p(Ay  + l), 

oder,  wenn  man  vermöge  einer  Acnde- 
rung  der  Anfangsrichtung  des  Radius 
vector  setzt: 

1 


'*  -v+H' 


so  ergibt  sich: 

r — Afi9, 

und  die  Daumencurve  ist  also  eine  ar- 
chimedische Spirale. 

Es  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden, 
dass  falls  die  Stange  den  Kreis  berührt, 
die  Daumencurve  in  die  Kreisevolvente 
als  Zahncurvc  übergeht. 

Soll  die  Stange  auch  gleichmässig 
sinken,  so  ist  an  die  Daumencurve  eine 
symmetrische  abwärts  gerichtete  anzu- 
zuschliessen.  der  Daumen  bildet  dann 
eine  sogenannte  Herzscheibe.  Oft  ver- 
sieht man,  um  gleitende  Reibung  zu  ver- 
meiden, die  Stange  unten  mit  einem 
Frictionsrädchen.  Aus  denselben  Grün- 
den, die  bei  der  Theorie  der  Zahnräder 
auseinander  gesetzt  sind,  muss  für  die 
Daumencurve,  der  nunmehr  statt  des 
Punktes  B ein  Kreis  entspricht,  die 
Parallelcurve  der  oben  gegebenen,  d.  h. 
diejenige  genommen  werden,  die  Evol- 
vente derselben  Evolute  ist  als  die  er- 
stere  und  von  ihr  um  den  Radius  des 
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Frictionsradcs  absteht.  In  Bezug  auf 
die  archimedische  Spirale  ist  dies  die 
Neoide  oder  Spinnlinie. 

Stangenzirkel  tMessknnst). 

Zirkel  znm  Ziehen  grosser  Kreise.  Er 
besteht  aus  einer  Stange  an  dessen  einem 
Ende  ein  mittels  einer  Ilülsc  und  Mi- 
krometersebraube  verschiebbarer  Zirkel- 
fuss  angebracht  ist. 

Statik. 

1)  Einleitung. 

Die  Statik  ist  derjenige  Theil  der 
Mechanik,  welcher  sich  mit  dem  Gleich- 
gewichte der  Körper  beschäftigt,  d.  h. 
diese  Wissenschaft  gibt  die  Umstande 
an,  unter  welchen  Kräfte,  welche  auf 
einen  gegebenen  Körper  oder  ein  ge- 
gebenes System  wirken,  Ruhe  erzeugen, 
also  sich  aufheben,  d.  h.  so  wirken,  als 
wenn  gar  keine  Kraft  vorhanden  wäre. 
Indcss  kann  man  die  Statik  noch  anders 
deffniren. 

Wirken  nämlich  auf  einen  Körper  in 
irgend  welchen  Punkten  die  Kräfte,  A, 
At,  A,  ...  einerseits  und  die  Kräfte 
B,  Ä,,  B , ...  andererseits,  und  halten 
dieselben  sich  zusammen  in  Gleichgewicht, 
man  bringt  aber  an  den  Punkten,  wo  B, 
Bt,  Bt  wirken,  bezfiglich  die  Kräfte  C, 
C„  C,  an,  die  den  erstcren  gleich  aber 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  so  ist  die 
Gesammtwirkung  offenbar  dieselbe,  als 
wenn  die  Kräfte  C,  C,,  C,  . . . allein 
wirkten.  Zugleich  aber  hebt  sich  auch 
die  Wirkung  der  Kräfte  B und  C,  Ä, 
und  C„  B,  und  C,  . . . auf,  und  die 
Gesammtwirkung  ist  also  auch  die  als 
wenn  die  Kräfte  A,  A ,,  A,  . . , allein 
wirkten,  und  folglich  bringen  A,  A , , 
A,  . . . einerseits  und  C,  C„  C,  . . . 
andererseits  dieselbe  Wirkung  hervor. 

Aus  diesem  Grunde  lässt  sich  die 
Statik  auch  definiren  als  diejenige  Wis- 
senschaft, welche  angibt,  unter  welchen 
Umständen  zwei  Systeme  von  Kräfteu 
an  einem  Körper  angebracht,  dieselbe 
mechanische  Wirkung  ausiiben. 

Auf  diese  Wirkung  selbst  geht  die 
Statik  nicht  ein.  Die  Dynamik  dagegen 
beschäftigt  sich  mit  derselben.  Es  er- 
scheint daher  völlig  gerechtfertigt,  dass 
der  Vortrag  der  Statik  der  der  Dynamik 
\orangebe,  um  so  mehr  als  letztere  Wis- 
senschaft vermöge  des  D'Alembert'schen 
Prinzips,  von  welchem  später  die  Rede 
sein  soll,  sich  auch  als  ein  statistisches 
Problem  auffassen  lässt.  Dieser  Gang 
ist  der  früher  allgemein  genommene;  in 
neuerer  Zeit  bat  man  auch  die  Dynamik 
zuerst  behandelt,  und  die  Statik  wie  ver- 


möge der  erstcren  hier  gegebenen  Er- 
klärung dieser  Wissenschaft  es  sich  recht- 
fertigt, als  besondem  Fall  dieser  Wissen- 
schaft. Indess  scheint  uns  das  crstcre 
Verfahren  den  Vorzug  zu  verdienen,. 

Da  Statik  und  Dynamik  auf  gemein- 
schaftlichen Grundlagen  basiren,  so  sind 
diese  hier  zu  geben,  sic  bestehen  in  ge- 
wissen Voraussetzungen,  die  zum  Theil 
aus  dem  Begriffe  der  Bewegung  selbst 
sich  ergeben,  zum  Theil  aber  auch  als 
Erfahrungssätze  Uber  die  Art  der  Bewe- 
gungen , welche  ausschliesslich  in  der 
Matur  Vorkommen , aufgefasst  werden 
müssen. 

2)  Ueber  die  Begriffe:  Körper. 
Bewcgnng,  Geschwindigkeit  und 
Kraft. 

Wahrend  in  der  Geometrie  der  Kör- 
per lediglich  als  ein  begrenzter  Theil  des 
Raumes  aufgefasst  werden  kann,  ist  in 
der  Mechanik  mit  diesem  Worte  etwas 
Begrenztes  im  Raume  zu  bezeichnen, 
weiches  seine  Stellung  im  Raume  ändern 
kann.  Diese  Raumändcrnng  heisst  Be- 
wegung, und  es  muss  als  Erfahrungssatz 
angenommen  werden,  dass  jede  in  der 
Matur  vorkommendc  Bewegung  continuir- 
lich  ist,  d.  h.  dass  ein  Körper  nur  von 
dem  Raume,  den  er  cinnimmt,  zu  einem 
unmittelbar  an  ihn  grenzenden,  von  die- 
sem zu  einem  nächsten  u.  s.  w.  über- 
gehen kann.  Im  Uebrigen  kann  diese 
Ortsändcrnng  der  allervcrschicdensten 
Art  sein.  Mamcntlich  kann  sie  auch 
mit  einer  Deformation  des  Körpers  ver- 
bunden sein,  d.  h.  derselbe  kann  wäh- 
rend der  Bewegung  aufhören,  seiner  an- 
fänglichen Gestalt  congruent  zu  sein. 
Aus  diesem  Grunde  ist  es  nöthig,  den 
Körper  sich  in  solche  Tbcilc  gelheilt  zu 
denken,  welche  nach  allen  Dimensionen 
hin  unendlich  klein  sind.  Solche  Theilc 
nennen  wir  mechanische  Punkte,  auch 
wohl  Atome.  Jeder  Körper  besteht  also 
aus  Funkten,  (wobei  das  Wort  Punkt 
jedoch  nur  in  dem  obigen  mechanischen 
Sinne  zu  nehmen  ist)  und  aus  der  Bewe- 
gung jedes  einzelnen  davon  ergibt  sich 
die  Bewegung  und  zugleich  die  Defor- 
mation des  ganzen  Körpers. 

Während  der  Bewcgnng  beschreibt 
jeder  Punkt  eine  Linie.  Um  die  Art 
seiner  Bewegung  zu  kennen,  mnss  diese 
Linie  bekannt  sein.  Dies  reicht  jedoch 
nicht  aus,  mnn  muss  auch  wissen,  in 
welcher  Zeit  jeder  Theil  dieser  Linie 
zuruckgelcgt  wird.  Die  Bewegung  kann 
also  nicht  allein  gradlinig  oder  krumm- 
linig, sie  kann  auch  gleicbmässig  oder 
ungleichmässig  sein,  mit  dem  erstcren 
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Ausdrücke  bezeichnen  wir  nämlich  eine 
Bewegung,  vermöge  welcher  der  Punkt 
in  gleichen  Zeiten  auch  gleiche  Strecken 
znrücklegt,  mit  dem  letztem  eine  jede 
andere. 

Bei  einer  gleichmütigen  Bewegung 
wird  die  Strecke,  welche  ein  Körper  in 
der  Zeiteinheit,  (welche  willkQrlich  zu 
bestimmen  ist,  also  z.  B in  einer  Secunde) 
zurUcklegt,  seine  Geschwindigkeit  genannt, 
und  eben  wegen  der  GleichmlUsigkeit  ßndet 
zwischen  der  in  einer  beliebigen  Zeit  t 
znriickgelegten  Strecke  s und  der  Ge- 
schwindigkeit ti  die  Beziehung  statt: 

„ s 

e : 1 = s : I,  r = — . 

Ke  kann  also  auch  die  Geschwindigkeit 
als  das  Verhältniss  der  zurückgelegten 
Strecke  zu  der  darauf  verwandten  Zeit 
deßnirt  werden.  Es  lässt  sich  dieser 
Begriff  der  Geschwindigkeit  auch  auf 
ungleichmässigc  Bewegungen  übertragen. 
Denn  diese  können  doch  während  einer 
unendlich  kleinen  Zeit  dt  als  .gleich- 
massig betrachtet  werden.  Wird  in  einer 
solchen  die  unendlich  kleine  Strecke  dt 
zur&ckgelcgt,  so  ist  also: 


dt 


die  Geschwindigkeit  des  ungleichmässig 
bewegten  Punktes.  Wohl  zu  merken 
aber  ist  r hier  eine  veränderliche  Grösse, 
da  die  Strecke,  welche  in  einem  folgen- 
den Zeitraum  dl  zurflckgelcgt  wird  eine 
andere  ist,  als  die  im  ersten  Zeiträume. 

Von  allen  Bewegungen  eines  Punktes 
die  einfachste  ist  die  gleichmässige  und 
gradlinige  Bewegung.  Ist  ein  Punkt  A 
einer  solchen  unterworfen,  so  kann  die- 
selbe geometrisch  dargestellt  werden 
durch  eine  grado  Linie  AB,  deren  Rich- 
tung die  der  Bewegung  ist,  und  deren 
Länge  die  Geschwindigkeit  angibt.  Zu- 
gleich versieht  man  die  Linie  AB  mit 
einer  Pfeilspitze  B um  anzudeuten,  dass 
die  Bewegung  im  Sinne  von  A nach  B 
nicht  von  B nach  A erfolgt.  — Bei 
jeder  andern  Bewegung  ist  eine  solche 
Darstellung  zunächst  unausführbar.  Damit 
ein  Punkt  von  der  Ruhe  zur  Bewegung 
abergehe,  muss  nothwendig  eine  Ursache 
vorhanden  sein,  wie  die  Bewegung  selbst 
eine  einfachere  und  complicirtere  sein 
kann,  so  ßndet  gleiches  auch  bei  den 
Ursachen  der  Bewegung  statt.  Es  las- 
sen sich  aber  diese  letzteren  auf  solche 
zurück  führen,  welche  dem  Punkte  eine 
gleichmässige  und  gradlinige  Bewegung 
geben,  und  diese  Ursache  heisst  Kraft. 
Jede  Kraft  bestimmt  also  die  Richtung 


und  Geschwindigkeit  des  Punktes,  auf 
den  sie  wirkt,  und  kann  mithin  ganz 
wie  diese  Bewegung  selbst  durch  eine 
grade  Linie  dargcstellt  werden.  Blatt 
der  Bew  egungen  betrachten  wir  jetzt  die 
Kräfte.  Der  Vortheil  hierbei  ist  der 
folgende : 

„Bewegungen  lassen  sich  nicht  zerle- 
gen oder  auf  andere  zurückführen,  da- 
gegen kann  jede  Bewegung  als  durch 
eine  Reihe  von  Kräften  (also  den  Ur- 
sachen der  einfachsten  Bewegung),  die 
entweder  gleichzeitig  oder  nach  einander 
zu  wirken  anfangen  hervorgebracht,  ge- 
dacht werden. 

3)  Vom  Parallelogramm  der 
Kräfte. 

Von  den  Kräften  wissen  wir  zunächst 
nur,  dass  sie  mechanische  Punkte  oder 
Atome  zur  Bewegung  veranlassen.  Es 
ist  also  zunächst  der  Punkt  A zu  be- 
trachten, auf  den  eine  gegebene  Kraft  P 
wirkt.  Findet  dieses  statt,  so  muss  diese 
Kraft  als  dem  Punkte  A angehörig  be- 
trachtet werden,  sie  bestimmt  zu  jeder 
Zeit  seine  Geschwindigkeit  und  Rich- 
tung, und  damit  diese  sich  ändern,  ist 
eine  neue  Ursache,  d.  h.  eine  neue  Kraft 
nüthig.  So  lange  eine  solche  nicht  ein- 
tritt,  wird  sieh  also  Punkt  A unter  Ein- 
fluss der  Kraft  V gleichmässig  und  grad- 
linig bewegen.  Diese  Eigenschaft  me- 
chanischer Punkte  wird  Trägheit  genannt, 
sie  ist  eine  unmittelbare  Anwendung  des 
metaphysischen  Satzes  vom  zureichenden 
Grunde,  demgemäss  keine  Wirkung  einer 
einmal  vorhandenen  Ursache  sich  ändern 
kann,  ohne  dass  eine  neue  Ursache  hin- 
zutritt. Aber  aus  diesen  Betrachtungen 
folgt  noch  etwas. 

Wenn  ich  mir  das  Atom  A zuerst  in 
Punkt  O des  Raumes  und  dann  in  einem 
andern  Punkte  O,  denke,  beide  Mal  aber 
von  derselben  Kraft  P angegriffen,  so 
wird  sich  das  Atom  von  beiden  Orten 
aus  in  gleicher  also  in  paralleler  Rich- 
tung und  mit  derselben  Geschwindigkeit 
bewegen. 

Hieraus  folgt  die  An,  wie  sieh  ein 
Punkt  A bewegt,  auf  welchen  gleichzeitig 
mehrere  Kräfte  wirken,  also  die  Art  wie 
Kräfte  zusammengesetzt  werden  können. 
Dieses  Zusammenwirken  wird  ausgedrückt 
durch  einen  Satz,  den  man  als  den  vom 
Parallelogramm  der  Kräfte  be- 
zeichnet 

Sei  Punkt  A von  der  Kraft  AB  (Fig. 
408)  angegriffen,  d.  h.  möge  er  in  der 
Zeiteinheit  (eine  Secunde)  die  Strecke 
AB  mit  gleichmäasiger  Geschwindigkeit 
zurücklegen,  wenn  keine  andere  Ursache 
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hinzutritt.  Kr  wird  also  in  — der  Zait- 

H 

einheit  die  Strecke  An  — — - zurücklegen. 

» 

Werde  nun,  nachdem  dies  geschehen, 
der  Punkt  auf  irgend  eine  Weise  von  n 
nach  « , versetzt,  derart,  dass  n,  n , einer 
gegebenen  Linie  AC  parallel  nnd  gleich 
AC 

ist.  Es  wird  dann  unter  Einfluss 


der  Kraft  AB  der  Punkt  in 


1 


der  Zeit- 


einheit die  Strecke  = — und  pa- 
rallel AB  zurücklegcn.  Er  wird  nun 
wieder  von  ß nach  ßx  versetzt,  wo  ßßt 

parallel  AC  und  gleich  - — - ist  und  so 

fort,  so  dass  endlich  der  Punkt  nach 
Verlauf  der  Zeiteinheit  in  tf  anlangt 
und  von  da  nach  D versetzt  wird.  Es 
ist  dann  klar,  dass  BD  gleich  und  pa- 
rallel AC  ist,  dass  sich  also  der  Punkt 
nach  Verlanf  der  Zeiteinheit  in  der  A 
gegenüberliegenden  Ecke  eines  Parallelo- 
gramms befindet , dessen  nnstossendc 
Seiten  AC  und  AB  sind.  Was  ferner 
die  Punkte  anbetrifft,  in  welche  er  nach 

Verlauf  von  je  — Secundc  versetzt  wird, 


ßn  y,  . . so  liegen  diese  in  der 
Diagonale  AD  desselben  Parallelogramms, 
and  die  Entfernungen  Aax,  alß, , ßlyl  • ■ ■ 
sind  unter  einander  gleich  und  gleich 

-i-  der  Diagonale  AD,  wie  sehr  einfache 

geometrische  Bctrach  tnngen  ergeben. 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  n unendlich 


gross  sei,  so  wird  — der  Zeiteinheit  eine 
n 

unendlich  kleine  Zeit.  Die  unendlich 
kleine  Strecke  An  und  der  unendlich 
kleine  Sprung  an,,  die  der  Punkt  zurück- 
legt, wollen  dann  ganz  dasselbe  folgern, 
als  hatte  der  Punkt  das  Stück  An,  der 
Diagonale  selbst  zurückgelegt  u s.  w. 
und  der  Erfolg  ist  also,  dass  der  Paukt 
die  gleichen  Strecken  An,,  n,ß,  u.  s.  w. 

in  gleichen  Zeiträumen  nämlich  — der 

Zeiteinheit,  d.  h.  die  Diagonale  AD  mit 
gleichmässigcr  Geschwindigkeit  in  der 
Zeiteinheit  zurücklegt.  Also  der  Punkt 
bewegt  sich  so,  als  wäre  er  von  einer 
Kraft  angegriffen,  welche  der  Richtung 
und  Grösse  nach  durch  die  Diagonnle  AD 
dargestellt  wird. 

Betrachten  wir  nun  die  Ursachen  dieser 
eben  gefundenen  Bewegung.  Derselben 
sind  zwei;  die  erste  war  die,  dass  der 
Punkt  von  der  Kraft  AB  angegriffen 
war,  die  zweite,  dass  er  nach  Verlauf 

von  jo  -jj-  der  Zeiteinheit  sprungweise 

von  n nach  von  ß nach  ß,  versetzt 
wurde.  Ist  aber  n unendlich  gross,  so 
geht  diese  sprungweise  Ortsveränderung 
offenbar  in  cino  continuirliche  und  zwar 
in  eine  solche  über,  dass  der  Punkt  in 

je  — Zeiteinheit  die  Strecken  un,,ßß,,., 

tt 

zurücklegt,  welche  parallel  AC  sind,  nnd 

— dieser  Strecke  betragen.  Mit  einem 

Worte:  diese  Bewegung  kann  als  solche 
von  einer  Kraft  hervorgebracht  gedacht 


Dil 


d by  Google 
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werden,  welche  der  Grösse  und  Sichtung 
nach  die  Linie  AC  darstellt. 

Man  erhält  also  den  folgenden  Sau, 
eben  den  vom  Purallelogramm  der  Kräfte, 
welcher  als  die  Grundlage  der  Mechanik 
zu  betrachten  ist: 

..Wenn  auf  einen  Punkt  A gleichzeitig 
zwei  Kräfte  AB  und  AC  wirken,  so  ist 
die  Gesammtwirkung  gleich  der  einen 
Kraft,  welche  der  Grösso  und  Richtung 
nach  durch  die  durch  A gehende  Dia- 
gonale AC  desjenigen  Parallelogramms 
dargcstcllt  wird , dessen  zusammenstos- 
sende  Seiten  AB  und  AC  sind.“ 

Das  gleichzeitige  Zusammenwirken 
zweier  und  somit  auch  mehrerer  Kräfte 
(von  denen  man  ja  erst  zwei,  dann  mit 
ihnen  die  dritte  u.  s.  w.  vereinen  kann) 
bringt  also  immer  eine  gradlinige  und 
gleichmässige  Bewegung  vor.  Die  Kräfte, 
welche  auf  einen  Punkt  nach  verschiede- 
nen Sichtungen  wirken,  bezeichnet  man 
als  Seitenkräftc  oder  Componenten,  die 
Kraft,  welche  sie  nach  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  ersetzt,  als  Mittelkraft 
oder  Resultante. 

Ungleichmässigc  und  krummlinige  Be- 
wegungen, können  also  nur  dann  cintrc- 
ten.  wenn  die  Kräfte,  welche  einen  Punkt 
angreifen,  nach  einander  zu  wirken  an- 
fangen. Sei  der  Punkt  A (Fig  409)  von 
einer  Kraft  AB  angegriffen,  nachdem  er 
AA,  zurttckgelegt  hat,  möge  nun  eine 
zweite  Kraft  .4,0  hinzutreten;  man  muss 
dann  von  den  Kräften  AtBt  = AB  und 
.4,0  die  Diagonale  .4,0,  bilden,  und  der 
Punkt  wird  also  auf  der  gebrochenen 
Linie  AA,C,  sich  bewegen,  tritt  später 
eine  neue  Kraft  ein,  so  wird  statt  der 
Linie  .4,0,  abermals  eine  gebrochene, 
AlAlD  und  so  fort  eintreten.  Man  sieht 
aber  sogleich,  dass  wenn  die  Kräfte  in 
unendlich  kurzer  Zeit  nach  einander  zu 
wirken  anfangen,  und  ihre  Richtung  un- 
endlich wenig  von  einander  abweirht, 


die  gebrochene  Bahn  in  eine  krummlinige 
übergeht. 

Beim  Parallelogramm  der  Kräfte  sind 
noch  die  zwei  einfachsten  Fälle  beson- 
ders zu  betrachten. 

Wenn  die  Seiten  AC  und  AB  einen 
sehr  kleinen  Winkl  machen,  so  nähert 
sieh  die  Diagonale  AD  der  Richtung 
beider  Seiten  und  ihrer  Grösse  nach  der 
Summe  derselben,  mit  welcher  sie  an- 
sammcnfällt,  wenn  .40  und  AB  eine 
Richtung  haben.  Also: 

,,Dic  Mittelkraft  zweier  gleich  gerich- 
teten Seitenkräftc  ist  ihrer  Summe  gleich 
und  hat  die  Richtung  derselben.“ 

Wenn  dagegen  AB  und  AC  einen 
Winkel  machen,  der  nahe  an  180  Grad 
grenzt,  so  nähert  sich  die  Diagonale 
zwar  ebenfalls  in  der  Richtung  der  der 
grösseren  Seitenkraft  AB,  ihre  Grösse 
aber  der  der  Differenz  der  Seitenkräftc. 
Also: 

,.Wenn  beide  Scitenkräfte  in  eine  Linie 
fällen,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind, 
so  ist  die  Mittelkraft  der  grossem  gleich 
gerichtet  und  gleich  der  Differenz  beider.“ 
Beide  Sätze  kann  man  vereinen,  wenn 
man  die  Kraft,  welche  mit  einer  andern 
der  Grösse  nach  gleichen  P in  dieselbe 
Linie  fällt,  ihr  nber  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist,  durch  — P bezeichnet.  — Es 
wird  dann  immer,  wie  sogleich  erkennt- 
lich, die  Mittelkraft  zweier  in  eine  Linie 
fallenden  Kräfte  durch  ihre  algebraische 
Summe  der  Grösse  und  Richtung  nach 
bezeichnet.  Also : 

„Die  Mittelkraft  der  in  eine  Linie  fal- 
lenden Kräfte  von  P und  — (>  ist  gleich 
P — (),  und  das  Vorzeichen  dieser  Grösse 
gibt  an,  ob  die  Mittelkraft  mit  P oder 
— (J  gleich  gerichtet  ist.“ 

Die  Kräfte  P und  — P haben  die 
Mittelkraft  Null.  D.  h : 

„Zwei  entgegengesetzte  sonst  gleiche 
und  in  dieselbe  Linie  fallende  Kräfte 
bringen  Gleichgewicht  hervor“ 


Fig. 
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Also  auch: 

„8oll  eine  Kraft  zwei  andern  P und  Q, 
die  einen  Punkt  A angreifen,  das  Gleich- 
gewicht halten,  so  muss  sie  der  Diago- 
nale des  aus  P und  Q gebildeten  Pa- 
rallelogramms gleich  aber  entgegengesetzt 
sein," 

Dieser  Satz  ist  natürlich  die  Grund- 
lage der  Lehre  vom  Gleichgewicht,  ganz 
wie  das  Parallelogramm  der  Kräfte  die 
der  Mechanik  überhaupt. 

Wir  müssen  jetzt  noch  etwas  auf  den 
allgemeinen  Fall  eingehen,  wo  eine  be- 
liebige Anzahl  von  Kräften  gleichzeitig 
denselben  Punkt  A angreifen. 

Seien  zunächst  wieder  nur  zwei  Kräfte 
gegeben  AB  und  AC  (Fig.  410)  und  sei 


Fig.  410 


Aß,  die  Mittelkraft,  so  ist  Cß,  gleich 
und  parallel  AB.  Wenn  mnn  also  die  Kraft 
AB  in  ihrer  Richtung  nach  dem  Endpunkte 
Oder  Kraft  AC  verlegt,  so  bilden  diese  mit 
ihrer  Mittelkraft  ein  Dreieck. 

Wenn  man  die  Seiten  einer  Figur  so 
durchschreitet,  dass  man  von  dem  End- 
punkt A einer  Seite  bis  zu  ihyem  andern 
C fortgeht,  von  C bis  zum  andern  End- 
punkte B,  der  folgenden  Soite  u.  s.  w.,  so 
soll  diese  Richtung  als  die  eine,  dagegen 
die  Richtung  von  ß,  nach  C,  von  C 
nach  A u.  s.  w.  als  die  entgegengesetzte 
betrachtet  werden.  Es  folgt  also  hieraus  : 

„Wenn  man  von  zwei  Kräften,  die 
einen  Punkt  angreifen,  die  eine  nach  dem 
Endpunkte  der  andern  verlegt,  so  bilden 
eie  mit  ihrer  Mittelkraft  ein  Dreieck, 
dabei  sind  die  Scitenkräfte  in  einer  Rich- 
tung, die  Mittelkraft  in  der  entgegenge- 
setzten zu  nehmen." 

Nimmt  man  Aß,  in  umgekehrter  Rich- 
tung, so  hat  man  die  Kraft  ß,A,  welche, 


an  A angebracht,  AC  und  Aß  das  Gleich- 
gewicht hält.  Also : 

„Wenn  drei  Kräfte  an  einen  Punkt 
angebracht,  einander  Gleichgewicht  hal- 
ten sollen,  so  bilden  sie,  jede  nach  dem 
Endpunkte  der  vorhergehenden  verlegt, 
ein  Dreieck,  dessen  drei  Seiten  in  der- 
selben Richtung  zu  nehmen  sind." 

Komme  jetzt  zu  AB  und  AC  eine 
dritte  Kraft  AD  hinzu. 

Wir  bemerken,  dass  AD  nicht  mit 
Aß  und  AC  in  einer  Ebene  zu  liegen 
braucht. 

Um  die  Mittelkraft  von  Aß,  AC,  AD 
zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  die  Mittel- 
kraft Aß,  der  beiden  erstern  mit  AD 
zu  vereinigen.  Ist  AE  diese  Mittelkraft, 
so  bilden  AC,  Cß,  (gleich  und  parallel 
Aß)  ß,E  (gleich  und  parallel  AD)  mit 
AE  ein  geschlossenes  Viereck,  von  dem 
alle  Seiten  bis  auf  AE  in  derselben  Rich- 
tung zu  nehmen  sind.  Indem  man  so 
fortflhrt,  kommt  man  zu  folgendem  Satz: 

„Die  Mittelkraft  von  n Kräften,  welche 
einen  Punkt  A angreifen  wird  gefunden, 
wenn  man  jede  an  den  Endpunkt  der 
vorhergehenden  verlegt,  ohne  ihre  Rich- 
tung zu  ändern.  Die  Ordnung,  in  der 
dies  geschieht  ist  gleichgültig.  Diejenige 
Grade,  welche  die  so  entstehende  ge- 
brochene Linie  zum  geschlossenen  n + 1 
Ecke  ergänzt,  stellt  die  Mittelkraft  vor. 
Jedoch  ist  sie  in  der  den  übrigen  Seiten 
entgegengesetzten  Richtung  zu  nehmen.“ 

Selbstverständlich  braucht  das  geschlos- 
sene Vieleck  kein  ebenes  zu  sein. 

Ansscrdem  ergibt  sich  noch  folgender 
SbIz  für  das  Gleichgewicht  ganz  wie 
oben: 

„Damit  n Kräfte,  welche  einen  Punkt 
A angreifen  sollen,  zieh  in  Gleichgewicht 
halten,  ist  cs  nothwendig  und  ausreichend, 
dass,  wenn  man  jede  an  den  Endpunkt 
der  vorhergehenden  in  beliebiger  Ord- 
nung anbringt,  dieselben  ein  geschlos- 
senes Vieleck  bilden,  dessen  Seiten  alle 
in  derselben  Richtung  zu  nehmen  sind." 

In  diesem  Satze  ist  die  Statik  eines 
Punktes  gewissermaassen  vollständig  ent- 
halten, und  es  bedarf  nur  der  analyti- 
schen Ausführung  desselben. 

4)  Uebcr  das  Verhalten  der 
Kräfte  zu  den  Punkten  und  Kör- 
pern, w c Ich c s ie  an grei fen.  Ueber 
die  Begriffe  derMnssc  undDich- 
ti  gk  ei  t 

Den  Kräften  kommen  in  Bezug  auf 
die  Punkte  oder  Körper,  welche  sic  an- 
greifen, gewisse  Eigenschaften  zu,  von 
denen  hier  zunächst  nur  zum  Theil  die 
Rede  sein  soll. 
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Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  wir 
mechanische  Punkte  als  nach  allen  Kich- 
tungen  unendlich  kleine  Körper  definirt 
haben,  cs  füllt  also  ihre  Bedeutung  nicht 
mit  der  eines  mathematischen  Punktes 
zusammen.  Man  kann  von  der  Form 
eines  mechanischen  Punktes  sprechen,  der- 
selbe kann  z.  B.  ein  unendlich  kleines 
Parallelepipedon  oder  eine  unendlich 
kleine  Kugel  sein.  Ferner  kann  man 
einen  Punkt  getheilt  denken,  da  doch 
unendlich  kleine  Körper  diese  Eigen- 
schaft haben  Kräfte,  die  einen  Punkt 
angreifen,  müssen  sich  also  auch  über 
die  unendlich  kleine  ihm  zu  gebende 
Ausdehnung  erstrecken.  Auch  ein  end- 
licher Körper  kann  von  Kräften  an- 
gegriffen werden,  und  dann  erstrecken 
diese  sich  Aber  den  ganzen  Itatim,  den 
der  Körper  einnimmt.  Es  ist  somit  ge- 
rechtfertigt, wenn  man  sagt,  dass  sich 
eine  Kraft  über  einen  gewissen  Raum 
erstrecke,  und  ist  darunter  zu  verstehen, 
dass  sie  die  in  jenem  Raume  etwa  be- 
findlichen mechanischen  Systeme  in  Be- 
wegung vcrse'zt. 

Denken  wir  uns  zwei  Punkte  von  glei- 
chen Dimensionen  (die  also  z.  B. 
zwei  congrucnte  Kugeln  mit  unendlich 
kleinem  Radius  bilden),  beide  derselben 
Kraft  unterworfen,  d.  h.  nach  einander 
in  den  Raum  versetzt,  über  den  sich 
eine  gewisse  Kraft  erstreckt  — so  können 
dieselben  entweder  gleiche  oder  ver- 
schiedene Bewegungen  annehmen.  Die 
Erfahrung  zeigt  nun,  dass  letzteres  unter 
den  angegebenen  Umstünden  nie  in  Be- 
zug auf  die  Richtung,  sondern  nur  auf 
die  Geschwindigkeit  geschieht.  Findet 
also  zwischen  beiden  Punkt  verschiedene 
Geschwindigkeit  statt,  so  sagt  man  die 
Punkto  hätten  ungleiche  Masse,  im  ent- 
gegengesetzten  Falle,  sie  hätten  gleiche 
Masse. 

Man  muss  nun  jedenfalls  als  Erfah- 
rungssatz das  folgende  annehmen.  Wenn 
eine  Kraft  K zweien  (räumlich  gleichen) 
Punkten  A und  At  bezüglich  die  Ge- 
schwindigkeiten e und  r,  gibt,  und  eine 
andere  K , eben  denselben  die  Geschwin- 
digkeiten ir  und  ir,,  so  findet  immer  die 
Beziehung : 

e : e,  =ir  : v, 

statu 

Wir  haben  oben  die  Krall  K dnreh 
die  Geschwindigkeit  gemessen,  welche 
sie  irgend  einem  Punkte  erlheilt.  Da 
dies  nun  je  nach  der  Masse  des  Punktes 
eine  verschiedene  sein  kann,  so  wollen 
wir  jetzt,  dass  Maass  der  Kräfte  dem 
Punkte  A entnehmen,  den  wir  sogleich 


näher  bestimmen  wollen.  Es  ist  also 
K-v,  K1=k,  also  für  den  Funkt  .4,: 

K ff, 

tc  IC  | 

und  dieser  Quotient  ist  also  für  einen 
gegebenen  Punkt  eine  constante  Grösse, 
die  wir  als  das  Maass  der  Masse  eines 
Punktes  betrachten.  D.  h.: 

„Die  Masse  m eines  Punktes  A ist 
gleich  einer  den  Punkt  angreifenden  Kraft 
dividirt  durch  die  Geschwindigkeit,  welche 
sie  ihm  erthcilt.“ 

Ferner  ist: 

K — «’>«. 

Pis  kann  also  die  Kraft  K gleich  der 
Masse  irgend  eines  Punktes  den  sie  an- 
greift multiplicirt  mit  der  Geschwindig- 
keit, die  sie  ihm  erthcilt,  gesetzt  werden 

Offenbar  sind  zwei  Kräfte  gleich,  wenn 
sie  Punkten  von  gleicher  Masse,  (die- 
selben immer  auch  von  gleichen  Dimen- 
sionen gedacht)  gleiche  und  gleichgerich- 
tete Geschwindigkeit  erthcilen.  Wenn 
diese  Kräfte  den  Punkten  nicht  gleich- 
gerichtete aber  dem  Zahlcnwerthe  nach 
gleiche  Geschwindigkeit  crtheilen,  so 
sagt  man  die  Kräfte  hätten  gleiche  In- 
tensität. 

Pis  kann  nun  Hber  eine  Kraft  sich 
auch  über  einen  Körper  von  endlichen 
Dimensionen  erstrecken,  d.  h.  jeder  Ponkt 
desselben  kann  eine  gewisse  Geschwin- 
digkeit erlangen.  Unter  einem  Körper 
verstehen  wir  hier  übrigens  weiter  nichts 
alt  eine  conlinuirliche  Aneinanderreihung 
mechanischer  Punkte,  ohne  dass  deren 
Formänderungen  gewissen  Bedingungen 
unterliegen  sollen. 

Kann  man  den  Körper  in  mechanische 
Punkte  von  gleichen  Dimensionen  and 
gleicher  Masse  theilen,  so  nennen  wir 
den  Körper  homogen.  Ist  jeder  Punkt 
desselben  von  einer  Kraft  angegriffen, 
die  allen  eine  gleiche  und  gleichgerich- 
tete Geschwindigkeit  crtheilt,  so  nennen 
wir  die  Uber  den  Körper  sich  erstreckende 
Kraft  gleichmässig.  Wird  ein  anderer 
homogener  Körper,  der  dem  ersteren  con- 
gruent  ist,  derselben  glcichmäsBigen  Kraft 
unterworfen,  so  werden  alle  Pnnkte  des- 
selben ebenfalls  unter  einander  gleiche 
Geschwindigkeit  erhalten,  diese  kann 
aber  von  der  des  ersten  Körpers  ver- 
schieden sein.  Im  letxtern  Falle  habeu 
dann  die  Punkte  des  Körpers  ungleiche 
Masse,  und  von  den  ganzen  Körpern 
sagt  man  sie  hätten  ungleiche  Dichtig- 
keit. Man  nimmt  als  Einheit  der  Dich- 
tigkeit die  eines  beliebigen  homogenen 
Körpers,  (z.  B.  die  des  destillirten  Was- 
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seri)  an.  Ertheilt  dann  eine  Kraft,  welche 
sich  über  einen  Körper  von  der  Dichtig- 
keitseinheit erstreckt,  demselben  die  Ge- 
schwindigkeit h,  so  ist  K das  Maass 
dieser  Kraft,  ertheilt  sic  einem  andern 
homogenen  Körper  von  denselben  Di- 
mensionen A die  Geschwindigkeit  t,  so 

ist  — eine  für  diesen  Körper  unverän- 
derliche Grösse,  and  wird  als  das  Maass 
der  Dichtigkeit  betrachtet.  Die  Dichtig- 
keiten zweier  homogener  Körper  verhal- 
ten sich  also  wio  die  Massen  ihrer  Funkte. 

Wenn  über  irgend  einem  Körper  sich 
eine  Kraft  gleichmässig  erstreckt,  die 
einzelnen  Punkte  aber  ungleiche  Ge- 
schwindigkeiten erhalten,  so  ist  der  Kör- 
per nicht  homogen.  Er  zerfällt  dann  in 
Punkte  von  ungleicher  Masse.  Jeden- 
falls aber  kann  man  dann  jeden  nach 
allen  Bichtungen  unendlich  kleinen  Theil 
des  Körpers  (also  einen  Punkt)  als  von 
gleicher  Dichtigkeit  betrachten,  und  diese 

Dichtigkeit  wird  durch  die  Grösse  — 

e 

gemessen.  Ein  nicht  homogener  Körper 
hat  also  in  verschiedenen  Punkten  ver- 
schiedene Dichtigkeit. 

Bei  homogenen  Körpern  heisst  das 
Product  der  Dichtigkeit  in  sein  Volum, 
(eine  beliebige  Einheit  des  letztem  z.  B. 
Knbikfuss  angenommen)  Masse  des  Kör- 
pers. Bei  nicht  homogenen  Körpern  ver- 
steht man  unter  dieser  Bezeichnung  die 
Summe  der  Producte  der  unendlich  klei- 
nen Volumina  der  einzelnen  Punkten  in 
ihre  Dichtigkeiten 

Um  auch  ein  Maass  für  Kräfte  zu 
haben,  welche  glcichm&ssig  endliche  Kör- 
per oder  Punkte  von  beliebigen  Dimen- 
sionen angreifen,  nimmt  man  als  Kraft- 
einheit diejenige  Kraft,  welche  der  Volum- 
einheit desjenigen  homogenen  Körpere 
der  die  Dichtigkeitscinheit  hat,  d.  h.  der 
Masscneinheit  die  Geschwindigkeit  1 er- 
theilt. (Also  z B.  diejenige  Kraft  ist 
gleich  1 zu  setzen,  welche  sich  gleich- 
massig  über  einen  Kubikfuss  Wasser  er- 
streckt, und  demselben  ein  Kuss  Ge- 
schwindigkeit in  der  Secunde  gibt.)  Hat 
ein  Körper  die  Masse  H und  die  gleich- 
mäasige  Geschwindigkeit  e,  so  ist  Mo 
gleich  der  ihn  angreifenden  Kraft,  wel- 
ches auch  seine  Dimensionen  seien.  Die 
Grösse  Mo  wird  auch  mechanisches  Mo- 
ment genannt. 

5)  Ueber  mechanische  Systeme, 
und  die  von  ihnen  ausgehenden 
und  auf  sie  wirkenden  Kräfte. 

Wir  haben  bis  jetzt  Körper  nur  als 
eine  contanuirlichc  Aneinanderreihung  von 


Punkten  betrachtet.  Indesa  sind  die  in 
der  Natur  vorkommenden  Körper  und 
Punkte  zugleich  Trigor  von  Kräften, 
d.  h.  von  ihnen  gehen  Kräfte  aus,  welche 
andere  Punkte  angreifen.  Ueber  die 
Natur  dieser  Kräfte  lässt  sich  zunächst 
folgendes  sagen.  Die  Kraft,  welche  von 
einem  Punkt  A mit  Masse  m ausgeht, 
und  einen  andern  B mit  Masse  /j  an- 
greift, ist  immer  nach  der  Verbindungs- 
linie AB  gerichtet,  sie  kann  anziehend 
sein,  d.  h.  den  Punkt  B zur  Bewegung 
nach  A hin  treiben  oder  abstossend,  d.  h. 
eine  Bewegung  nach  der  Verlängerung 
der  Linie  AB  veranlassen.  Im  Uebrigen 
ist  sie  dem  Product  der  Massen  um  pro- 
portional, und  sonst  nur  von  der  Ent- 
fernung AB  = r abhängig.  Die  Inten- 
sität dieser  Kraft  hat  also  den  Ausdruck 
u»i/(r),  wo  f irgend  eine  Function  von 
r ist.  Die  von  B nach  A wirkende 
Kraft  hat  die  umgekehrte  Richtung  BA, 
wenn  die  ebenbetrachtete  nach  AB  ge- 
richtet ist.  Es  ist  also  für  sie  f(r)  mit 
entgegengesetztem  Vorzeichen  zu  nehmen, 
und  der  Ausdruck  für  ihre  Intensität 
— Also: 

„Die  Kraft  oder  das  mecha- 
nische Moment,  welcho  einPunkt 
A a it  I einen  andern  B ausübt, 
ist  der,  welche  B auf  A ausübt 
immer  entgegengesetzt,  sonst 
gleich.“ 

Dieser  Satz  wird  der  von  der  Gleich- 
heit der  Wirkung  und  Gegenwirkung 
genannt. 

Solche  Einwirkungen  finden  nun  zwi- 
schen den  Pnnkten  eines  jeden  Körpers 
statt,  und  somit  kann  ein  solcher  nicht 
als  eine  blosse  räumliche  Aneinander- 
reihung von  Punkten  betrachtet  werden. 
Diese  Einwirkungen  nennen  wir  Cohä- 
sionskräfte.  und  unterscheiden  von  ihnen 
die  Adhäsionskräfte,  welche  zwischen 
den  einander  sehr  nahen  Punkten  ver- 
schiedener Körper  stattfinden.  Sprechen 
wir  zunächst  von  den  erstgenannten. 

Die  Kräfte,  welche  z.  B.  einen  Körper 
zum  festen  oder  flüssigen  machen,  die 
Elasticität,  weiche  ihm  lukommt  u.  s.  w. 
sind  Cuhiuionskräftc. 

Um  aber  hierauf  naher  einzugehen,  iat 
noch  etwas  über  die  Körper  im  Allge- 
meinen zu  sagen. 

Wir  haben  oben  einen  Körper  als  eine 
cominuirliche  Aneinanderreihung  von 
Punkten  betrachtet.  Diese  Annahme  un- 
terliegt einem  Bedenken. 

Betrachten  wir  nämlich  zwei  Atome 
des  Körpers  A nnd  B von  irgend  wel- 
cher Gestalt.  Dieselben  üben  eine  An- 
ziehung oder  Abstossnng  auf  einander 
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aas.  Man  kann  aber  ihre  Entfernung  r 
so  gering  annehmen,  wenn  der  Körper, 
dem  sie  angehören,  nämlich  continuirlich 
ist,  dass  die  Dimensionen  von  A and  ß 
im  endlichen  Verhältnisse  zu  r stehen. 
Denkt  man  sich  nun  A und  ß gethcilt, 
so  wirken  Kräfte  von  endlich  verschie- 
dener Richtung,  die  alle  von  B ausge- 
hen auf  A.  Man  kann  also  nicht  an- 
nehmen, dass  sich  dio  Kraft,  welche  von 
B ausgeht,  gleichmässig  auf  A erstreckt. 
Vielmehr  ändern  sich  diese  Richtungen 
und  Grössen  noch,  wenn  man  A und  B 
einander  näher  liegend  denkt  als  an- 
fänglich, und  die  Einwirkungen  der  Co- 
häsionskräfte  würden  somit  ganz  unbe- 
stimmt sein,  und  jede  Berechnung  un- 
möglich machen,  da  eine  solche  voraus- 
setzt, dass  wenigstens  unendlich  kleine 
Tbeile  eines  Körpers  nur  von  gleich- 
mässig sich  darüber  erstreckenden  Kräf- 
ten angegriffen  werden. 

Man  nimmt  nun  gewöhnlich  an,  dass 
die  Atome  der  Körper  in  der  Natur  nicht 
continuirlich,  sondern  so  gelagert  sind, 
dass  jeder  vom  andern  eine  Entfernung 
hat,  die  so  gross  gegen  die  Dimensionen 
des  Atoms  selbst  ist,  dass  das  Vcrhält- 
niss  dieser  Grössen  als  unendlich  ge- 
dacht werden  kanu.  Offenbar  sind  dann 
alle  Theile  von  A von  irgend  welchen 
Theilen  von  B als  gleich  entfernt,  und 
die  Kräfte,  welche  zwischen  diesen  Thei- 
len herrschen , als  parallel  und  gleich  zu 
betrachten,  so  dass  diese  Kräfte,  welche 
sich  über  A uud  B erstrecken  gleich- 
massig  sind. 

Eine  andere  Annahme , welche  man 
gewöhnlich  macht,  wonach  man  den  Ato- 
men in  der  Natur  eine  Un Veränderlich- 
keit der  Gestalt  zuschreibt,  ist  unnöthig, 
da  das  Atom  ja  bei  unserer  ersten  An- 
nahme nur  Kräften  unterliegt,  welche  es 
gleichmässig  angreifen,  also  eine  Form- 
änderung von  selbst  nicht  stattfindet. 
Diese  letztere  Annahme  ist  aber  auch 
unstatthaft , denn  unveränderlich  kann 
auch  ein  sehr  kleiner  Körper  nur  ver- 
möge gewisser  in  ihm  herrschender  Kräfte 
sein,  welche  den  Formänderungen  das 
Gleichgewicht  halten.  Es  würde  also  die 
bei  der  ersten  Annahme  gehobene  Schwie- 
rigkeit sich  hier  aufs  Neue  herausstellen. 
Indes»  kann  in  der  That  noch  die  Frage 
entstehen,  wie  sich  denn  die  Theile  eines 
Atoms  gegen  einander  in  Bezug  auf  die 
darin  wirkenden  Kräfte  verhalten.  Die 
Antwort  würde  sein,  dass  cs  auf  diesel- 
ben gar  nicht  ankommt,  da  man  nicht 
die  Gestalt  und  die  Aenderung  dersel- 
ben in  Bezug  auf  jedes  Atom,  sondern 
nur  in  Bezug  auf  den  Körper  selbst  der 


Betrachtung  zn  unterwerfen  hat.  Eine 
dritte  Annahme,  vermöge  deren  Einige 
statt  der  Atome  nur  mathematische 
Punkte,  von  denen  Kräfte  ausgeheu 
(Kraftcentra),  sich  denken,  ist  daher  eben- 
falls ohne  alle  Nothwendigkcit,  und  diese 
ist  jedenfalls  die  unstatth&ftcse  von  allen. 
Denn  die  Atome  sind  ja  nicht  allein  die 
Ausgangspunkte  von  Kräften,  sondern 
Kräfte  wirken  auch  auf  dieselben  uud 
setzen  sie  in  Bewegung.  Wie  aber  ein 
mathematischer  Punkt  oder  ein  Kraft- 
centrura  bewegt  werden  soll,  ist  gewiss 
nicht  klar.  Bewegung  ist  Raumänderung, 
der  bewegliche  Gegenstand  muss  also 
einen  bestimmten  Raum,  sei  er  endlich 
oder  unendlich  klein,  zunächst  einnehmen. 

Aber  auch  die  erste  Annahme,  dass 
die  Atome  von  einander  sehr  grosse  Ent- 
fernungen haben,  lässt  sieh  durch  eine 
andere  ersetzen,  wobei  den  Körpern  die 
Continuität  verbleiben  kann.  Man  braucht 
nämlich  nur  anzunchmen,  dass  zwei 
Atome  A und  B in  beliebiger  Nähe  von 
einander  sich  befinden  können,  ihre  An- 
ziehung und  Abstos&ung  auf  einander 
erst  dann  eine  merkliche  Grösse  an- 
nimmt, wenn  ihre  Entfernung  gegen 
ihre  Dimensionen  sehr  gross  ist. 

Von  dieser  Annahme,  welche  über  die 
Lagerung  der  Atome  gar  nichts  voraus- 
setzt,  wollen  wir  als  von  der  Allgemei- 
nem hier  ausgehen.  Sie  schliesst  die 
erst  gegebene  als  einen  beeondem  Fall 
ein.  Ob  diese  von  der  Natnr  bestätigt 
wird  oder  nicht,  bleibt  also  dahingestellt. 
Eine  Entscheidung  darüber  wird  sich  in 
der  That  wohl  kaum  treffen  lassen. 

Ucberhaupt  muss  über  die  Kräfte, 
welche  von  Punkt  zu  Punkt,  gleichviel 
ob  dieselbe  einem  Körper  angehören  oder 
nicht,  folgendes  bemerkt  werden. 

In  merklichen  Entfernungen  wirke« 
umA 

our  Kräfte  von  der  Form  — — , also  die 
r* 

Function  f(r)  ist  = — , wo  A eine  belie- 
bige Conslantc  ist.  Diese  Kräfte  sind 
also  völlig  bekannt. 

In  sehr  kleinen  Entfernungen  dagegen 
wirken  Kräfte  deren,  Intensität  sich  nicht 
vollständig  bestimmen  lässt  Woher  dies 
komme,  and  warum  dieselbe  von  denen  in 
grösserer  Entfernung  abweicht,  ob  die 
verschiedene  Matur  der  Atome,  nament- 
lich auch  der  Gegensatz  zwischen  Kör- 
per- Atome  und  denjenigen  Atomen, 
welche  dem  Aether  angeboren,  also  die 
Erscheinungen  von  Licht  und  Wärme 
hervorbringen,  hier  einen  Einflus»  aus- 
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übt,  kann  an  dieser  Stelle  nicht  der 
Gegenstand  der  Erörterung  sein. 

Diese  zuletzt  betrachteten  Kräfte  nen- 
nen wir  Molekularkräftc,  Cohäsiou  und 
Adhäsion  gehören  in  die  Reihe  derselben  ; 
von  ihnen  ist  folgendes  anzunehmen. 

Nach  dem  Obigen  fangen  sie  erst  an 
zu  wirken,  wenn  die  Entfernung  der 
Atome  eine  gewisse  Grösse  hat.  Sonach 
müssen  wir  den  Begriff  Atom  etwas 
modificiren.  Atom  nennen  wir  nämlich 
jetzt  nicht  mehr  einen  Körper  von  un- 
endlich kleinen,  sondern  von  so  kleinen 
Dimensionen,  dass  die  zwischen  seinen 
Theilen  wirkenden  Molekularkräfte  eine 
unmerkliche  Intensität,  also  eine  solche, 
die  gleich  Null  zu  setzen  ist,  haben. 

Die  Molekularkräfte  wirken  aber  auch 
nur  in  an  sich  sehr  kleinen,  wenn  auch 
gegen  die  Dimensionen  eines  Atoms  sehr 
grossen  Entfernungen. 

Körper,  deren  Dimensionen  der  Art 
sind,  dass  zwischen  ihren  Theilen  die 
Molekularkräfte  eine  endliche  Grösse 
haben,  heissen  Moleküle  ( molecule ).  Ein 
Molekül  kann  in  der  Rechnung  als  aus 
unendlich  viel  Atomen  bestehend , be- 
trachtet werden,  und  zwar  sind  die  Di- 
mensionen des  erstem  noch  so  gering, 
dass  ein  sehr  kleiner  Thcil  eines  Kör- 
pers, den  man  in  der  Rechnung  eben- 
falls als  unendlich  klein  denkt,  noch  so 
zu  betrachten  ist,  als  bestände  er  aus 
unendlich  viel  Molekülen.  — Diese  Be- 
trachtungen siud  zu  scharfer  Begründung 
der  statischen  und  mechanischen  Er- 
örterungen nicht  zu  entbehren. 

Alle  Punkte,  die  auf  einen  gegebenen 
A eine  den  Molckularkräften  ungehörige 
Einwirkung  ausüben,  bildcu  also  eine 
Hohlkugel  deren  Mittelpunkt,  uud  deren 
innorer  und  äusserer  Radius  bezüglich 
die  Entfernungen  siud , in  denen  die 
Molekularkräftc  merklich  und  wieder  un- 
merklich  werden.  Gewöhnlich  betrachtet 
man  statt  deren  die  ganze  Vollkugel,  da 
der  innere  Radius  gegeu  den  äusseren 
verschwindend  klein  ist,  und  nennt  diese 
Kugel  Molckularsphäre. 

Mechanische  Körper  sind  jetzt  für  uns 
Verbindungen  von  Atomen,  in  welchen 
Molekularkräfte  thätig  sind.  Diesen  ge- 
genüber setzen  wir  die  äusseren  Kräfte, 
die  auf  die  Punkte  des  Körpers  wirken. 

Wenn  letztere  nicht  vorhanden  sind,  so 
kann  man  annehmen,  dass  die  Theile 
vieler  in  der  Natur  vorkommenden  Kör- 
per durch  das  Wirken  der  Molekulaf- 
kräfte  sich  so  gruppiren,  dass  letztere  ein- 
ander das  Gleichgewicht  halten,  also  der 
Körper  in  Ruhe  ist.  Eine  solche  Lage 


des  Körpers  wollen  wir  Gleichgewichts- 
lage nennen. 

Also  z.  B.  feste  uud  flüssige  Körper, 
auf  die  keine  äusscreu  Kräfte  wirken, 
befinden  sich  in  Gleichgewichtslagen. 
Bei  luftförmigen  Körpern  ist  dies  aber 
nicht  der  Fall,  da  dieselben,  wenn  sie 
nicht  mit  andern  Körpern  in  Verbindung 
stehen,  solcher  Gleichgewichtslagen  un- 
fähig sind.  Den  Gleichgewichtslagen  der 
Körper  kommt  aber  noch  eine  Eigen- 
schaft, die  der  Stabilität  zu.  Hierunter 
verstehen  wir  nämlich,  dass,  wenn  andere 
Kräfte  auf  den  Körper  zu  wirken  anfan- 
gen, diese  die  Lage  der  Moleküle  so  än- 
dern, dass  die  modificirten  Kräfte  in 
äusserst  geringer  Zeit  den  neuen  das 
Gleichgewicht  halten,  so  dass  nur  eine 
sehr  geringe,  also  in  der  Rechnung  zu 
vernachlässigende  Aenderung  in  der  An- 
ordnung der  Theile  des  Körpers  hervor- 
gebracht wird  Indcss  ist  bei  den  in  der 
Natur  vorkoinmendcn  Körpern  in  der 
Regel  diese  Stabilität  nur  gegen  gewisse 
Form-  und  Rauroändcrungcn  vorhanden. 

Wir  benutzen  die  Art  derselben  als 
Einteilungsprinzip  der  Körper. 

Einen  Körper,  der  gegen  jede  Raum- 
änderung diese  Stabilität  besitzt,  heisst 
absolut  fest,  oder  um  ihn  von  den  Körpern, 
die  man  sonst  als  fest  bezeichnet,  zu 
unterscheiden,  unbeweglich.  Es  können 
auch  einzelne  Punkte  eines  im  Uebrigen 
beliebigen  Körpers  unbeweglich  sein. 

Ein  Körper  heisst  fest,  wenn  er  stabil 
ist  gegen  jede  Formänderung,  möge  die- 
selbe uun  seine  Dimensionen  vergrössern 
oder  verringern. 

Ein  Körper  heisst  biegsam,  wenn  er 
stabil  ist  gegen  jede  Aenderung  der 
Länge  gewisser  auf  ihm  befindlichen 
Linien. 

Wir  unterscheiden  1)  biegsame  Fäden, 
Körper,  bei  denen  zwei  .Dimensionen  ge- 
gen die  dritte,  die  Länge,  sehr  gering 
sind.  Stabilität  findet  hier  gegen  jede 
Veränderung  der  Länge  statt. 

2)  Biegsame  Flächen  bei  denen  eine 
Dimension  gegen  die  beiden  andern  sehr 
gering  ist,  und  die  sich  stabil  gegen 
die  Aenderung  der  Läugc  jeder  Linie 
verhalten,  die  sich  auf  derjenigen  Fläche 
befindet,  deren  Dimensionen  mit  den  bei- 
den zuletzt  genannten  zusammenfallen. 

Ein  Körper  heisst  flüssig,  wenn  er  »ich 
gegen  jede  Verringerung,  nicht  aber  ge- 
gen Vermehrung  seines  Volums  stabil 
verhält. 

Den  luftförmigen  Körpern  kommt  keine 
Stabilität  zu,  die  in  ihnen  wirkenden 
Kräfte  streben  dahin,  das  Volum  immer 
mehr  zu  vergrössern. 
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Bei  den  übrigen  hier  genannten  Kör- 
pern ist  die  Stabilität  derartig , dass 
Verändcrnngcn,  denen  sie  entgegenwirkt, 
nie  eine  merkliche  Grösse  erreichen, 
oder  um  es  prüciscr  auszudrücken,  die 
äussersten  Punkte  des  Körpers  nicht 
von  ihrer  anfänglichen  Lage  Uber  den 
Radius  der  MoIeknlnrBphärc  hinaus  ent- 
fernen. Diese  Acndcrungcn  sind  also 
stets  zu  vernachlässigen.  Natürlich  aber 
findet  die  Stabilität  nur  so  lange  statt, 
als  die  äussern  Kräfte  eine  gewisse 
Grösse  nicht  überschreiten.  Geschieht 
letzteres  so  ändert  der  Körper  seinen  Ag- 
gregatzustand. (zerrcisst,  zerbricht  u.  s.w.). 
Andere  Körper  aber  besitzen  die  Stabi- 
lität nur  in  geringerem  Masse,  d.  h.  die 
Formänderungen  nehmen  eine  merkliche 
Grösse  an.  Dies  ist  z.  B.  bei  den  ela- 
stischen Körpern  der  Fall.  (Vergl.  den 
Artikel:  „Schwingungen  elastischer  Kör- 
per“) Die  bezcichncton  Kräfte  gehören 
den  Cohäsionskräftcn  nn. 

Wir  müssen  jetzt  noch  etwas  auf  die- 
jenigen Kräfte  eingehen , die  zwischen 
den  Punkten  zweier  verschiedenen  Kör- 
per herrschen,  und  haben  hier  nament- 
lich diejenigen  Einwirkungen  zu  bespre- 
chen, welche  die  Erscheinungen  hervor- 
bringen, die  man  gewöhnlich  Undurch- 
dringlichkeit der  Körper  nennt. 

Wenn  ein  Punkt  A sich  einem  andern 
B bis  auf  eine  gewisse,  an  der  Grenze 
des  Gebiets  der  Molekularkräfte  liegende 
Entfernung  nähert,  so  kanu  derselbe 
nicht  näher  nn  A heranrucken,  d.  h.  es 
findet  eine  abstossende  Kraft  von  B aus 
statt,  die  mit  der  Annäherung  so  gross 
wird',  dass  sie  die  derselben  entspre- 
chende Geschwindigkeit  aufhebt. 

Setzen  wir  jetzt  statt  des  Punktes  B 
einen  Körper,  von  dem  wir  jedoch  zu- 
nächst voranssetz.cn , dass  seine  Ober- 
fläche in  der  Nähe  von  A ■■ontinuirlich 
gekrümmt  sei.  Da  der  Punkt  A sich 
nn  der  Grenze  der  Moiekularanziehung 
von  B befindet,  so  wird,  wenn  man  von 
A eine  Normale  nn  B zieht,  nur  in 
dieser  Richtung  eine  Einwirkung  zwi- 
schen B und  A stnlttindcn,  da  alle  an- 


deren Punkte  von  B ausserhalb  der 
Molekularsphärc  liegen.  Also: 

„Die  Kräfte,  die  von  einem  Körper 
auf  einen  ihm  unmittelbar  nahen  Punkt 
wirken,  haben  eine  Resultante  die  nor- 
mal auf  die  Oberfläche  des  Körpers  ist 
und  demjenigen  Theil  der  zukommenden 
Geschwindigkeit,  welcher  nach  dieser 
Normale  gerichtet  ist,  und  auf  Annähe- 
rung nn  den  Körper  wirkt,  das  Gleich- 
gewicht hält.“ 

Setzen  wir  an  der  Stelle  des  Körpers 
eine  conlinuirlich  gekrümmte  Fläche,  so 
bleibt  das  Gesagte  noch  richtig. 

Wenn  man  sich  anstatt  des  Körpers  B 
eine  blosse  Curve  denkt,  d.  h.  einen  Kör- 
per hei  dem  zwei  Dimensionen  gegen 
die  dritte  verschwindend  klein  sind,  so 
muss  die  Anziehung  zwischen  A und  B 
aus  den  eben  gegebenen  Gründen  auf 
dieser  Curve  normal  sein.  Nun  aber 
gibt  cs  für  jeden  Punkt  einer  Curre 
unendlich  viel  Normalen,  welche  alle 
sich  in  der  Normalebcne  befinden.  Es 
ist  also  in  diesem  Falle  nicht  völlig  die 
Richtung  der  Einwirkung  gegeben.  Son- 
den: nur  bekannt,  dass  dieselbe  in  der 
Normalebcne  liegt. 

Ganz  ähnlich  verhält  cs  sich,  wenn  A 
sich  auf  einem  Körper  oder  einer  Fläche 
oder  in  einem  Punkte  befindet,  der  kei- 
ner continuirlichen  Krümmung,  sondern 
einer  (graden  oder  gekrümmten)  scharfen 
Kante  angehört.  Aus  denselben  Grün- 
den wie  vorhin  wird  dann  die  Einwir- 
kung der  Kante  normal  sein.  liier  lässt 
sich  aber  die  Richtung  des  Druckes  völlig 
bestimmen.  Sei  nämlich  EF  (Fig.  411) 
die  Tangente  der  Kante  in  A,  legen  wir 
durch  dieselbe  eine  Ebene,  welche  den 
Ebcncnwinkcl  halbirt,  und  ziehen  anf 
der  Kante  senkrecht  zwei  Linien  AC 
und  AD,  welche  gleiche  Winkel  mit  der 
Ilalbirungscbcnc  machen,  deren  Länge 
aber  glaich  dem  Halbmesser  der  Mole- 
kularsphäre ist.  Nehmen  wir  aber  noch 
nn,  in  der  Umgegend  der  Kante  finde 
keine  discontinuirlichc  Acndcrung  der 
Dichtigkeit  statt,  so  dass  also  hier  die 
Fläche  oder  der  Körper  als  homogen  zu 
betrachten  ist  Jedem  Punkt  von  AC 


Fig.  411. 


Digitized  by  Google 


wird  dann  einer  von  AD  entsprechen, 
der  gleichweit  von  A entfernt  ist,  and  also 
eine  gleiche  Einwirkung  anf  A ausübt, 
die  Resultante  beider  Einwirkungen  wird 
also  den  Winkel  UAC  halbiren , und 
diese  Ilalbirnngslinie  gibt  somit  die  Rich- 
tung aller  von  AD  und  AC  ausgehen- 
den Einwirkungen  an.  Sie  liegt  aber 
offenbar  in  der  Halbimngsebcnc  des 
Ebenenwinkels.  Und  da  jeder  auf  Ct' 
senkrechten  Linie  eine  zweite  ent- 
spricht, welche  gleichen  Winkel  mit  der 
Halbirungsebenc  macht,  so  werden  alle 
Einwirkungen  auf  A sich  in  der  Hal- 
birungsebene  vereinen.  D.  h. : 

„Liegt  ein  Funkt  auf  einer  Kante 
eines  Körpers  oder  einer  Fliehe , so 
wird  die  Richtung  der  wechselseitigen 
Einwirkung  bestimmt  durch  die  Linie, 
welche  auf  der  Kante  normal  steht,  und 
in  der  Halbirungscbene  des  Ebcnenwin- 
kels  liegt.“ 

Aehnliche  Schlüsse  lassen  sich  machen, 
wenn  der  Funkt  A sich  auf  einer  Linie 
befindet,  jedoch  in  einer  Spitze  BAC. 
Wenn  man  den  Winkel  dieser  Spitze 
durch  Linie  AD  in  der  Winkelebenc 
halbirt,  so  wird  A von  beiden  Seiten 
dieser  Linie  gleiche  Einwirkungen  er- 
leiden. Die  Resultante  geht  also  durch 
die  Linie,  welche  in  der  Ebene  der  bei- 
den Tangenten  BA  und  AC  geht,  und 
den  Winkel  an  der  Spitze  halbirt. 

Findet  endlich  die  Einwirkung  auf  eine 
Spitze  einer*  Fläche  statt,  so  muss  man 
durch  dieselbe  sich  Kraftrichtungen  den- 
ken, welche  auf  den  Flächen,  die  die  Spitze 
bilden,  senkrecht  stehen,  denn  von  allen 
diesen  gehen  Wirkungen  aus,  und  sie 
sind  gleich,  wenn  Homogenität  an  der 
Spitze  stattfindet.  Die  Resultante  aller 
dieser  gleichen  Kräfte  bestimmt  die  Rich- 
tung der  Gesammtwirkung. 

Alle  diese  Einwirkungen  eines  Kör- 
pers auf  einen  andern  oder  auf  die  Thcile 
desselben  in  der  Nähe  der  Grenze  der 
Molckularsphärc  nennt  man  Druck  oder 
Spannung. 

Es  ist  an  dieser  Stelle  noch  zweck- 
mässig, die  gjnze  Art  der  Bewegung, 
welche  sich  ans  einer  Spannung  ergibt 
in  ihrem  aller  einfachsten  Falle  zu  ver- 
folgen und  zwar  aus  dem  Grunde,  weil 
diese  Betrachtungen  cs  gestatten,  an  die 
Stelle  einer  bloss  theoretischen  Defini- 
tion des  Begriffes  Masse,  wie  wir  sie 
frühergeben  konnten,  die  Art  und  Weise 
treten  zu  lassen,  wie  Massen  wirklich 
bestimmt  und  berechnet  werden  können. 

Seien  A und  B zwei  Punkte  (also 
Körper  von  als  unendlich  klein  zu  be- 
trachtenden Dimensionen),  deren  Massen 


in  und  fi  seien,  von  denen  der  eine  A 
sich  mit  einer  Geschwindigkeit  v,  in 
Richtung  AB  dem  zweiten  B,  welcher 
in  Ruhe  ist,  nähert.  Kömmt  A in  die 
Molckularsphärc  von  B,  so  übt  er  eine 
abstossende  Kraft  auf  B aus,  so  dass 
dieser  Punkt  sich  in  derselben  Richtung 
als  A bewegt,  und  zwnr  mit  zunehmen- 
der Geschwindigkeit,  da  mit  der  Annä- 
herung von  A diese  Kraft  wächst.  Ver- 
möge der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Ge- 
genwirkung. wird  aber  auf  A eine  seiner 
Geschwindigkeit  entgegengesetzte  Kraft 
von  B aus  wirken,  und  erstere  somit 
abnehmen.  Es  müssen  also  in  einer 
gewissen  und  zwar  in  einer  sehr  kleinen 
Zeit  A und  B , deren  Geschwindigkeiten 
somit  bezüglich  ab-  und  zunchmen,  end- 
lich gleiche  und  gleich  gerichtete  Ge- 
schwindigkeit erhalten.  Ist  dies  der  Fall 
so  kann  allerdings  die  Geschwindigkeit 
von  A noch  ferner  ab-  und  die  von  B 
zunchmeu,  und  dies  ist  z.  B.  der  Fall, 
wenn  den  unendlich  kleinen  Körpern 
Elasticität  zukommt.  In  der  Natur  tritt 
abei  auch  olt  der  Fall  ein,  dass  beide 
Funkte  sich  mit  dieser  gleichen  Geschwin- 
digkeit unverändert  weiter  bewegen.  Es 
lässt  sich  dann  zeigen,  dass  wenn  dies 
eintritt,  die  Entfernung  zwischen  A nnd 
B grade  der  Halbmesser  der  Molekular- 
sphäre ist.  Denn  wäre  erstere  kleiner,  so 
musste  eine  neue  Spannung  Bich  ergeben, 
also  die  Geschwindigkeiten  bezüglich 
sich  zu  ändern  fortfahren.  Sie  kann 
aber  auch  nicht  grösser  sein,  weil  sonst 
schon  früher  die  Einwirkung  zwischen  A 
und  B aufgehört,  also  eine  constante 
Geschwindigkeit  beider  sich  ergeben 
hätte. 

Diese  Einwirkung  von ' A auf  B und 
umgekehrt  nennen  wir  Stoss,  und  zwar 
unelastischen  Stoss,  wenn  die  obige  Be- 
dingung erfüllt  ist.  Sueben  wir  die  ge- 
meinschaftliche Geschwindigkeit  tf  bei- 
der Funkte.  Möge,  wenn  die  Bewegung 
gleichmäsaig  ist,  die  von  A auf  B geübte 
Abstossung  gleich  p sein,  so  ist,  da 
die  Geschwindigkeit  <f  einer  Kraft  von 
der  Grösse  /uf  entspricht: 

Auf  A wirkt  zunächst  die  der  Anfangs- 
geschwindigkeit t entsprechende  Kraft  ist, 
ausserdem  wegen  der  Gleichheit  der 
Wirkung  und  Gegenwirkung  die  Abstos- 
sung — p,  und  man  hat  also : 

mr  — p - m<j. 

Zählen  wir  zu  dieser  Gleichung  die  erste 
zu,  so  kommt: 
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mt>  = ( m + ft)f , 
1 


Also  wenn  ein  ruhender  Punkt  B durch 
• einen  andern  A,  der  die  Geschwindigkeit 
d hat.  vermöge  eines  Stosses  die  Ge- 
schwindigkeit ne  erhält,  so  ist: 


tn 


und  mithin  1:1  das  Verhältniss 

a 

der  Massen  beider  Punkte. 

5)  Statik  der  mechanischen 
Punkte. 

Da  jeder  Körper  als  aus  Punkten  zu- 
sammengesetzt gedacht  werden  kann,  so 
lässt  sich  die  gesummte  8tatik  auf  die 
des  Punktes  zurlickfiihren. 

Indess  macht  hier  der  Umstand  einige 
Schwierigkeit,  dass  man  die  Cghäsions- 
kräfte,  welche  die  Zustände  der  ver- 
schiedenen Körper  hervorbringen  nicht 
als  bekannt  voraussetzen  kann,  dafür 
aber  die  bekannten  Gleichungen  hat, 
welche  diese  Zustände  selbst  ausdrückcn. 
Jedenfalls  aber  ist  natürlich  mit  der  Statik 
des  Punktes  zu  beginnen.  Es  handelt 
sich  hierbei  indess  nur  darum,  dem  Satze, 
dass  die  Kräfte,  welche  an  einem  Punkte 
einander  in  Gleichgewicht  halten  ein  ge- 
schlossenes Vieleck  bilden  einen  analy- 
tischen Ausdruck  zu  geben. 

Denke  man  sich  in  irgend  einem  Punkte 
des  Kaumcs  0 drei  feste  Axen  X,  P,  Z 
und  in  A den-mechanischen  Punkt,  den 
wir  betrachten.  Auf  diesen  mögen  die 
Kräfte  P,,Pt ...  Pn  wirken,  und  möge'nun 

f bezüglich  mit  den  Axen  Winkel  ma- 
chen, deren  Cosinus  « , fi  , yf,  seien 
ferner  Xf , Yf , Zf  die  Projectionen  von 
P(  auf  die  Axen,  so  ist  bekanntlich  : 

1)  X = P « , P = P * , Z=Py 
's  s s s s's  s s's, 

Die  Ausdrücke  X , P , Z haben  auch 
s s*  i 

folgende  Bedeutung.  Wenn  man  die- 
jenigen drei,  bezöglich  nach  den  Axen 
X,  P,  Z gerichteten  Kräfte  sucht,  deren 
Mittelkraft  P ist,  so  werden  dieselben 

mit  Pf  ein  geschlossenes  Viereck  mit 

drei  rechten  Winkeln  bilden,  wenn  man 
jede  nach  dem  Endpunkt  der  vorherge- 


henden überträgt;  und  man  überzeugt 
sich  leicht,  dass  man  dafür  setzen 
kann  bezüglich  in  drei  Seiten  Xjt  Yf, 

und  die  durch  ihren  Eckpunkt  gehende 
Diagonale  P$  eines  rechtwinkligen  Pa- 

rallelepipedons,  so  dass  also  Xf,  1(,  Z , 

die  nach  der  Richtung  der  Axen  ge- 
nommenen Seitenkräfte  sind,  die  sich 
zur  Mittelkraft  P vereinen,  in  die  also 

l‘t  zerlegt  werden  kann. 

Die  Eigenschaft  eines  geschlossenen 
Vielecks  ist  nun,  dass  die  Summe  der 
Projectionen  aller  Seiten  auf  irgend  einer 
Linie  algebraisch  genommen  der  Null 
gleich  ist.  Wir  haben  also: 

2)  X,  + X,+  • . . +XM  = **  = 0 

P,  + P,  + . . . -fP^XPrzO 

Z,  + Z,+  . . . +Zn  = sZ=.0, 

als  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts. 
Offenbar  sind  diese  drei  Bedingungen 
nothwendig  und  ausreichend. 

Es  lassen  sich  diese  Betrachtungen 
auffassen  zugleich  als  eine  Zerlegung 
und  eine  Zusammensetzung  der  auf  A 
wirkenden  Kräfte. 

Was  die  Zerlegung  der  Kräfte  anbe- 
trifft, so  ist  diese  eine  höchst  wichtige 
Methode  in  der  Statik,  namentlich  die 
hier  angewandte  Methode  der  Zerlegung 
nach  drei  festen  Axen.  Unwesentlich  ist 
es  hierbei,  dass  die  Axen  auf  einander 
senkrecht  sind. 

Denkt  man  sich  drei  den  Punkt  A 
angreifende  Kräfte,  welche  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  so  setzt  man  zwei  davon 
nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte 
zusammen,  und  vereint  die  Diagonale 
mit  der  dritten  Kraft  zu  einer  vierten, 
welche  die  Mittelkraft  aller  drei  ist. 
Hierbei  ist  cs*  einleuchtend,  dass  diese 
vierte  Kraft  immer  betrachtet  werden 
kann  als  die  Diagonale  eines  Parallel- 
epipedons,  wovon  die  drei  Scitenkräfle 
anstossende  Seiten  sind. 

Dieser  Satz,  eine  unmittelbare  Folge 
des  Parallelogramms  der  Kräfte,  wird 
gewöhnlich  als  der  Satz  vom  Parallel- 
epipedon  der  Kräfte  bezeichnet.  Er  lehrt 
zugleich  auch,  eine  Kraft  nach  drei  ge- 
gebenen Richtungen  zu  zerlegen. 

Wras  die  drei  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichts anbetrifft,  so  lässt  sich  übri- 
gens deren  Form  vielfach  ändern. 

Jede  derselben  drückt  aus,  dass  die 
Projectionssummc  der  Kräfte  auf  irgend 
eine  Linie  der  Null  gleich  sei.  Es  ist 
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dabei  unwesentlich,  dass  diese  drei  Linien 
durch  einen  Punkt  gehen,  nnd  recht 
winklig  auf  einander  stehen.  Nur  dürfen, 
um  die  dritte  Gleichung  nicht  identisch 
zu  machen,  nicht  alle  drei  Linien  in 
einer  Ebene  liegen.  — Unwesentlich  ist 
es  ferner,  dass  die  rechtwinkligen  Pro- 
jectionen  genommen  sind,  da  wenn  man 
beliebige  Projectionen  nimmt,  d.  h.  durch 
dio  Endpunkte  jeder  Kraft,  oder  durch 
die  Eckpunkte  des  Vielecks  Ebenen  legt, 
die  alle  einer  gegebenen  parallel  sind, 
die  Summe  der  von  einer  Linie  durch 
diese  Ebenen  abgeschnittenen  Stücke  zu- 
sammen der  Null  gleich  sind.  — Es  ist 
jedoch  unnOthig,  hierfür  die  complicirteren 
analytischen  Ausdrücke  zu  gewinnen, 
wenn  gleich  diese  Betrachtungen  oft  für 
statische  Betrachtungen  wichtig  sind. 

Liegen  alle  Kräfte  in  einer  Ebene,  so 
kann  diese  als  Ebene  der  XY  betrachtet 
werden,  mache  dann  die  Kraft  P,  mit 

der  Axe  der  X den  Winkel  .V, , so  ist: 

<'s=C0,V  ff  = sin  , y,  = 0, 

die  Gleichungen  1)  haben  also  die  Ge- 
stalt: 

Ja)  X,  - P,  cos  »,,  f,  = P,  sin  d, 

und  von  den  Gleichungen  2)  fällt  die 
dritte  als  identisch  aus. 

Denkt  man  sich  von  einem  beliebigen 
Punkte  in  der  Ebene  O Lothe  p,,  pt  ... 
bezüglich  auf  die  Richtung  der  Kräfte 
P,,  gefällt,  und  nimmt  man  die 

Richtung  A als  Axe  der  X,  setzt  die 
8trecke  OA  = q,  so  ist  offenbar: 

P,  = »»in  V 

Es  ist  aber  hierbei  darauf  zu  achten,  ob 
man  die  Linie  q in  dem  einen  oder  an- 
dern 8innc  drehen  müsste,  um  sie  in  die 
Richtung  P zu  bringen,  denn  je  nach- 
dem dies  geschieht  ist  fl, , also  auch 
sin  und  pf  positiv  oder  negativ  za 
nehmen. 

Die  zweite  Gleichung  la)  wird  nun: 

Y,1=P,P. 

und  die  zweite  Gleichung  2)  also : 

*(fy)  = 0. 

Den  Ausdruck  P,y,  nennt  man  stati- 
sches Moment  der  Kraft  P t in  Bezug 
auf  Punkt  O.  ps  heisst  der  Arm  des 

Momentes.  Damit  also  Kräfte,  die  in 
einer  Ebene  liegen  und  einen  Funkt  an- 


greifen einander  in  Gleichgewicht  halten, 
ist  es  nothwendig  und  ausreichend,  dass 
die  statischen  Momente  in  Bezug  auf 
zwei  Punkte  in  der  Ebene  der  Null 
gleich  sein. 

Seien  jetzt  P,,  P,,  . . . P^  beliebige 

Kräfte,  die  einen  Punkt  A angreifen. 
Es  soll  deren  Mittelkraft  gefunden  wer- 
den. Sei  letztere  gleich  (I,  so  müssen 
dann  die  Kräfte : 

P, , P,  . . . P nnd  — Q 
a n 

das  Gleichgewicht  halten.  Die  Gleichun- 
gen 2)  bestimmen  die  Seitenkräfte  von 
P„  P,  . . . P . Seien  noch  i,  p,v  die 

Cosinus  der  Winkel,  welche  Q mit  den 
Axcn  macht,  und  sind  dann  V,  V,  IV 
die  Seitenkräfte  von  Q nach  den  Coor- 
dinatenaxen,  so  ist  also  auch: 

3)  U=Ql,  V = Qf. ,,  W=Q, 

und  die  Gleichungen  2)  nehmen  die  Ge- 
stalt an,  wenn  man  — V,  — V,  — W 
berücksichtigt : 

u = i rx,  v = xr,  w = xz, 

oder : 

4)  Ql  = XX,  Qpi-XY,  Qo  = XZ. 
Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit 

+/s>  + v>  = 1 

bestimmen  die  Grösse  und  Richtung  der 
Kräfte  Q. 

Erhebt  man  nämlich  die  Gleichungen  3) 
ins  Quadrat  und  addirt  sie,  so  kommt : 

5)  Q * = (*X)'  + (X  Y)'  + (JZ)\ 

die  Gleichungen  4)  geben  aber,  wenn  Q 
bekannt  ist,  l,  u und  v. 

Setzen  wir  in  Gleichung  5)  für  X,  V, 
Z noch  die  Werthe  ein,  so  ist: 

<?*  = UP,«,  )’  + UP,/J,)'  +UP,y,)*. 

wo  der  Grösse  s die  ganzen  Werthe  ron 
1 bis  n zu  geben  sind.  Man  hat  offen- 
bar also : 

<?'  = Z(P,,)  + 2XP,P|(«,«<  +ß,ß, 

. + y,rt). 

wo  in  der  zweiten  Summe  für  s und  / 
alle  Combinationcn  zu  zweien  der  Zahlen 
1 bis  n zu  nehmen  sind,  die  gleichen 
ausgeschlossen. 

Ist  aber  r,  ( der  Winkel,  welchen  die 
Kräfte  P,  und  P(  mit  einander  machen, 
so  hat  man  bekanntlich: 

35* 
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C0,T,,t  = atat+ß,P,+r.yt 

also  hier: 


G)  Q'=Z(Pi')+22(PtHl  cosrf  ,). 

In  diesen  Betrachtungen  ist  die  Statik 
des  Punktes  enthalten.  Jedoch  ist  noch 
auf  den  Fall  einzugehen,  wo  die  Bahn 
desselben  keine  freie  ist,  d.  h.  wo  er  mit 
unbeweglichen  Flachen  oder  Linien  in 
Verbindung  steht. 

Es  möge  sich  ein  Punkt  A zunächst 
auf  einer  unbeweglichen  und  undurch- 
dringlichen Flache  befinden.  Es  sei  die 
Gleichung  der  letzten 


/■(*.  y.  *)  = 0. 

Zunächst  ist  zu  bestimmen,  auf  wel- 
cher Seite  der  Fläche  sich  Punkt  A be- 
finde. Dies  geschieht  in  dem  man  durch 
A eine  Normale  an  die  Flache  zieht, 
welche  die  letztere  in  B schneidet;  die 
Richtung  AB  bestimmt  dann  die  Lage 
des  Punktes  A zur  Flache.  Macht  die- 
selbe mit  der  Richtung  der  Schwere 
einen  spitzen  Winkel,  so  ist  der  Punkt 
unterhalb  der  Flache,  macht  sie  einen 
stumpfen,  so  ist  er  Ober  derselben.  Wir- 
ken nun  gewisse  Kräfte  auf  den  Punkt  A, 
so  ist  leicht  einzuschen,  dass,  wenn  man 
die  Mittelkraft  von  denselben  bildet,  es 
nur  darauf  nnkommt,  ob  der  Winkel, 
welchen  letztere  mit  der  Richtung  AB 
macht,  ein  spitzer  oder  stumpfer  sei.  Im 
letztem  Falle  entfernt  sich  der  Punkt 
von  der  Fläche,  sie  Obt  keinen  Druck 
auf  ihn  aus,  und  die  Gleichungen  2) 
finden  unbedingt  statt.  Im  erstem  Falle 
aber  ist,  damit  Gleichgewicht  herrsche, 
der  von  der  Undurchdringlichkeit  der 
Fläche  herrührende  Druck  in  die  Zahl 
der  Kräfte  P mit  aufzunchmen.  Wir 
haben  also  diesen  Fall  allein  hier  zu 
betrachten. 

Sei  Q die  unbekannte  Intensität  des 
Druckes ; derselbe  ist  nach  der  Normale 
der  Fläche  gerichtet  (vergl.  den  vorigen 
Abschnitt)  und  diese  macht  mit  den 
Axcn  bekanntlich  Winkel,  deren  Cosinus 
bezüglich  sind : 


9J.  df  dj 

dz  dy  d z 

jf  ’ Tf  ’ ~R  ’ 


?r,»r 

dz1  dy* 


Setzt  man  also  = S,  so  sind  die  Com- 
ponenten  des  Druckes  nach  den  Axcn: 


st£  S*J 

<!*’  Sdy'  *ds 


und  so  haben  die  Gleichungen  2)  jetzt 
dio  Gestalt: 


7)  1X  + SA1  = 0. 

jry+sg^ö, 
vz  + s ^ = 0. 

dz 

Da  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
des  Gleichgewichts  hinreichen,  S aber 
unbekannt  ist,  so  braucht  man  noch  eine 
Gleichung.  Diese  aber  ist  offenbar  die 
Gleichung  der  Fläche 

f=  0. 

da  A sich  immer  auf  derselben  befindet. 

Die  Gleichungen  7)  in  Verbindung 
mit  dieser  bestimmen  nun  den  Druck 
P = US  der  GrOsse  und  Lage  nach. 

Befinde  sich  jetzt  Punkt  A auf  einer 
festen  Linie,  deren  Gleichungen  sein 
sollen: 

r- o,  v = o. 

Ucber  dio  Richtung  der  den  Punkt  an- 
greifenden  Kräfte  ist  dieselbe  Bemer- 
kung wie  oben  tu  machen.  Wir  be- 
trachten also  nur  den  Fall,  wo  die  durch 
A gezogene  Normale  an  die  Linie  mit 
der  Mittelkraft  einen  spitzen  Winkel 
macht. 

Der  Druck  der  Linie,  der  auf  der- 
selben Normale  ist,  lässt  sich  in  zwei 
Seitenkräfte  zerlegen,  deren  eine  auf 
der  Fläche  f=  0,  der  andere  auf  der 
Fläche  v=0  normal  ist,  denn  jede  auf 
einer  dieser  Flächen,  die  sich  in  der 
gegebenen  Linie  schneiden,  senkrechte 
Grade,  die  durch  die  Linie  geht,  steht 
auch  auf  letzterer  senkrecht ; also  wie 
auch  die  Richtung  des  Druckes  sei,  wird 
er  mit  den  Normalen  beider  Flächen  in 
einer  Ebene  liegen,  und  nach  dem  Pa- 
rallelogramm der  Kräfte  sich  nach  den 
Richtungen  dieser  Normalen  zerlegen 
lassen.  Seien  p,,  P,  die  Intensitäten 
dieser  Seitenkräfte.  Ferner: 

C.tsA.S,,  (?,=  Ä,S„ 


A, 


~ \ dz'^dy'^dz** 


R'-]d7'  + dp  + d?’ 


dann  ist  ganz  wie  im  vorigen  Fädle : 
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8)  + £-0 

*r+s1J/+SlJf=0 

"+*.{{+«. &=o- 

Wird  ans  diesen  Gleichungen  S,  und  S, 
eliminirt,  so  bleibt  nur  noch  eine  Glei- 
chung übrig,  welche  jedoch  mit: 
f—  0 und  7 =z  0 

zn  verbinden  ist,  so  dass  man  wieder 
drei  Gleichgewichtsbcdingungen  hat.  Man 
hat  somit  fünf  Gleichungen,  aus  denen 
man  S,,  S„  x,  y ■ s,  mithin  auch 

df  df  df  d,f.  dtp  djf 
dx1  dy1  dz*  dz'  dy*  dz 

bestimmen  kann.  Es  ist  also  auch  (>, 
and  Q , der  Lage  und  Grosse  nach  be- 
kannt. Durch  Vereinigung  dieser  bei- 
den Seitenkräfte  erhält  man  den  Druck, 
welchen  die  Linie  ausübt,  der  Richtung 
und  Grosse  nach. 

Den  Gleichungen  7)  und  8)  lässt  sich 
aber  auch  eine  Gestalt  geben,  aus  wel- 
cher der  Druck  ganz  eliminirt  ist. 

Wenn  man  n&mlich  die  Gleichungen  7) 
oder  8)  bezüglich  mit  dx,  dy,  di  multi- 
plicirt  und  addirt,  dabei  die  Gleichungen, 
welche  durch  Dififerenziiren  der  Bedin- 
gungsgleichungen entstehen,  berücksich- 
tigt, nämlich  : 

9)  dx  + -J-  dy  +x^dz  = 0 

dx  dy  d» 

dz  dy  ' dz 

wovon  die  letztere  nur  im  Falle  einer  un- 
beweglichen Linie  besteht,  so  erhält  man : 

10)  dxlX  + dyZY  + dzZZ  = 0, 

eine  Gleichung,  die  auch  für  einen  freien 
Funkt  aus  den  Gleichungen  2)  folgt. 
In  diesem  Falle  sind  dz,  dy,  dz  ganz 
beliebig,  also  die  Coefticienten  dieser 
Ausdrücke  einzeln  der  Null  gleich,  wie 
dies  die  Gleichnngen  2)  selbst  ange- 
ben. Im  Falle  der  Flächen  sind  dx,  dy, 
di  durch  die  erste  Gleichung  9)  verbun- 
den; eliminirt  man  nun  dz,  so  bleibt 
noch  eine  Gleichung  übrig,  in  der  dx 
und  dy  beliebig  sind,  also  ihre  Coeffi- 
cienten  einzeln  der  Null  gleich  gesetzt 
werden  können.  Auf  diesem  Wege  er- 
hält man  die  beiden  Gleichungen,  welche 
mit  f — 0 verbunden  das  Gleichgewicht 
bestimmen.  Im  Falle  einer  unbeweg- 
lichen Linio  bestimmen  die  beiden  Glei- 


chungen 9)  die  Verhältnisse  von  dx,  dy, 
dt  aber  völlig,  und  nach  Elimination  der- 
selben liefert  10)  nur  eine  Gleichung, 
die  mit  f = 0 und  7 = 0 zu  verbinden 
ist.  Mit  Hülfe  der  Bedingungen  bestimmt 
also  10)  immer  das  Gleichgewicht  des 
Punktes.  Die  Gleichung  10)  wollen  wir 
noch  etwas  verändern. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  A unend- 
lich wenig  aus  seiner  Lage  verschoben, 
und  zwar  in  ganz  willkürlicher  Richtung, 
wenn  dieser  Punkt  frei  ist,  auf  der  Fläche 
oder  Linie  selbst  dagegen,  wenn  er  sich 
auf  einer  solchen  befindet,  sei  dt  sein 
Weg,  so  sind  dx,  dy,  dt  die  Projectionen 
desselben  nach  den  Axen,  wo  im  Falle  der 
Fläche  die  erste,  im  Falle  der  Linie  beide 
Gleichungen  9)  diese  Differenziale  mit  ein- 
ander verbinden.  Sind  1,  1/,  v die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  eino  beliebige  Grade  V 
mit  den  Axen  macht,  so  ist  die  Projection 
von  ds  auf  diese  Grade,  die  wir  mit  dp 
bezeichnen  wollen,  gleich  der  Summe  der 
Projectionen  von  dx,  dy,  di  anf  (/,  (denn 
dt,  dx,  dy,  dz  bilden  ein  geschlossenes 
Viereck).  Wir  haben  somit: 

dp  = Irfx  + pdy  + vdz. 

Sei  nun  V die  Mittelkraft  aller  auf  den 
Punkt  A wirkenden  Kräfte,  also: 

W = JfX,  Upt  = 2Y,  Uv  = 2Z, 
so  nimmt  die  Gleichung  10)  die  Form  an : 
U ( idx  4-  pdy  -(-  vdz)  = 0, 

oder  mit  Hülfe  der  eben  gefundenen 
Gleichung: 

11)  Udp  = 0. 

Um  diese  Gleichnng  so  in  Worte  zu 
fassen,  führen  wir  noch  eine  Bezeich- 
nung ein. 

Jede  unendlich  kleine  Verschiebung  dt 
eines  Punktes  lässt  sich  als  einer  grad- 
linigen und  glcichmässigen  Bewegung  ent- 
sprechend also  als  eine  Geschwindigkeit 
auffassen. 

Wir  nennen  eine  solche  Geschwindig- 
keit virtuell,  wenn  sie,  wio  hier  dt,  nur 
eine  mögliche  rieht  eine  durch  die  auf 
den  Punkt  A wirkenden  Kräfte  bervor- 
gebraebte  ist,  jedoch  so,  dass  die  ent- 
sprechende Bewegung  den  Bedingungen 
des  Systems  genügt,  also  hier  den  Punkt 
nicht  von  der  Fläche  oder  Line  entfernt. 
Nennen  wir  ferner  Moment  der  virtuellen 
Geschwindigkeit  eines  Punktes  das  Pro- 
duct der  Mittelkraft  aller  ihn  angreifen- 
den Kräfte  in  die  Projection  der  virtuel- 
len Geschwindigkeit  auf  dieselbe,  so 
drückt  die  Gleichung  11)  aus:  „dass  das 
Moment  der  virtuellen  Geschwindigkeit 
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des  Punktes  A verschwindet*)“.  Diese 
allgemeine  Gleiehgcwichtsbedingung  wird 
Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeit 
genannt.  Welche  höchst  allgemeine  Aus- 
dehnung demselben  r.n  geben  ist,  wird 
spater  gexeigt  werden. 

Uebrigens  lasst  sieh  dem  Begriff  der 
virtuellen  Geschwindigkeit  noch  eine 
etwas  weitere  Ausdehnung  geben. 

Befinde  sich  der  Punkt  A z.  B anf 
der  Fläche  oder  Linie  AfiV,  so  steht  er 
mit  derselben  nur  so  lange  in  Verbin- 
dung als  die  Mittelkraft  (/,  der  auf  ihn 
wirkenden  Kräfte  nach  Ionen  hinein  ge- 
richtet ist,  und  dies  ist  also  hier  an- 
zunehmen.  Als  virtuelle  Geschwindig- 
keit, d.  h.  der  Verbindung  des  Punktes 
mit  MN  ist  aber  jede,  nicht  allein  die 
Bewegung  AB  auf  MN,  sondern  auch 
jede  andere  AU,  AB  über  MN  aufzu- 
lassen ; man  sieht  aber  leicht,  dass  die 
Projectioncn  von  AC  und  AD  auf  U, 
die  dieser  Kraft  entgegengesetzte  Rich- 
tung haben,  also  wird  Udp  negativ  sein. 
Man  kann  also,  wenn  man  den  Begriff 
der  virtuellen  Geschwindigkeit  so  erwei- 
tert auffasst,  als  Gleicbgcwichtsbcdin- 
gung  aufstellen:  „dass  das  Moment  der 
virtuellen  Geschwindigkeit  nicht  positiv, 
(d.  h.  entweder  negativ  oder  der  Null 
gleich)  sein  muss“. 

6)  Statik  fester  Körper. 

Bei  einem  jeden  Körper  ist  es  natür- 
lich Bedingung  des  Gleichgewichts,  dass 
jeder  Punkt  sich  in  solchem  befinde, 
d.  h.  dass  die  auf  ihn  wirkenden,  von 
den  andern  Punkten  ausgehenden  Span- 
nungen die  äusseren  Kräfte  aufheben.  — 
Es  müssen  aber  die  sich  hieraus  erge- 
benden Gleichungen  derart  sein , dass 
nach  Elimination  aller  Spannungen,  die 
ja  nicht  bekannt  sind,  noch  eine  hinrei- 
chende Anzahl  Gleichgewichtsbedingun- 
gen, also  für  jeden  Punkt  drei  Zurück- 
bleiben. 

Was  nun  die  festen  Körper  anbetrifft, 
so  ist  leicht  zu  finden,  wie  viel  Gloich- 
gewichtsbedingungen  überhaupt  für  sie 
erforderlich  sind. 

Bestehe  der  feste  Körper  aus  n Punk- 
ten, so  muss  die  Entfernung  eines  jeden 


*)  Uebrigens  leuchtet  dies  von  selbst 
ein,  die  Gleichung  Udp  = 0 sagt  nur, 
dass  entweder  U — 0 oder  dp  = 0,  d.  h. 
dass  die  Richtung  dt  auf  U senkrecht, 
oder  U normal  gegen  die  Fläche  oder 
Linie  gerichtet  ist,  was  der  Fall  noth- 
wendig  sein  muss,  wenn  U dem  Drucke 
der  Fläche  oder  Linie  das  Gleichgewicht 
halten  soll. 


derselben  von  jedem  andern  eine  unver- 
änderliche sein.  Dies  ist  aber  offenbar 
schon  der  Fall,  wenn  die  Entfernungen 
jedes  Punktes  von  drei  andern  gegebenen, 
die  wir  mit  A,  B,  C bezeichnen,  und 
die  nicht  in  einer  Graden  liegen  und 
ausserdem  die  Entfernung  dieser  drei 
unter  einander  constant  ist.  Denn  unter 
dieser  Bedingung  ist  die  Entfernung 
jedes  Punktes  von  der  Ebene  dieser  drei 
Punkte  und  von  irgend  einer  darin  be- 
findlichen Linie  eine  feste,  womit  auch 
die  Lage  jedes  Punktes  zu  irgend  einer 
andern  Ebene,  Linie  oder  einem  Punkte 
als  constant  gegeben  ist.  Da  nun  ausser 
den  drei  Punkten  noch  n — 3 andere  vor- 
handen sind,  so  hat  man  im  ganzen 
3n  — 9 Gleiohungen,  welche  die  Entfer- 
nungen jeden  Punktes  von  einem  det 
dreien,  und  drei,  welche  dieselbe  in  Be- 
zug auf  je  zwei  der  drei  Punkte  unter 
einander  ausdrückcn,  also  3»  — 6 Glei- 
chungen von  der  F orm  : 

r>  = (*-a)>  + (y-  6)’  + (z-c)*, 
wo  a,  b,  c die  Coordinaten  eines  der 
drei  Punkte,  x,  y,  s die  eines  beliebigen 
Punktes , und  r die  constante  Entfer- 
nung ist.  Es  sind  aber  für  das  Gleich- 
gewicht der  n Punkte  3»  Gleichungen 
nölhig.  Also , um  das  Gleichgewicht 
eines  festen  Körpers  zu  bestimmen, 
braucht  man  im  Ganzen  sechs  Gleichun- 
gen, welche  jedoch  die  Spannungen  nicht 
enthalten  dürfen.  Von  diesen  sechs  Glei- 
chungen, welche  wir  sogleich  entwickeln 
werden,  wird  die  ganze  Art  der  Ent- 
stehung zeigen,  dass  sie  nicht  für  feste 
Körper  allein,  sondern  für  alle  Systeme 
nothwendig  sind.  Bei  den  festen  aber 
sind  sic  auch  nach  dem  Obigen  ausrei- 
chend. Aus  ihrer  allgemeinen  Gültigkeit 
aber  folgt  der  gewöhnlich  als  Prinzip 
angenommene  Satz,  dass  jeder  im  Gleich- 
gewicht sich  befindende  Körper  in  demsel- 
ben verbleibt,  wenn  man  ihn  fett  ge- 
worden denkt. 

Seien  A und  B zwei  beliebige  Punkte 
des  Körpers , deren  Coordinaten  bezüg- 
lich t,  y,  x und  x',  y',  z'  und  deren 
Entfernung  r ist  Wie  auch  der  Zustand 
des  Systems  sei,  findet  von  A nach  4’ 
eine  Spannung  p,  und  von  B nach  A 
eine  solche  p'  = — p statt,  welche  beide 
nach  der  Verbindungslinie  r gerichtet 
sind,  also  nach  den  Axen  in  die  Com- 
ponenten  zerfallen: 
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wirken  nnn  auf  den  Punkt  A beliebige 
Kräfte , deren  Componenten  nach  den 
Axen  bezüglich  sind 

x„  y„  z„  x„  y„  z, . . ., 

eo  sind  für  diesen  Punkt: 

sw+s(fir)=o 

S(y)  + S(VLZJ',)  = 0 

S(z>+s(eLr2')=o, 

wo  das  Zeichen  S die  Summe  aller  Com- 
ponenten X,  Y,  Z,  welche  den  Punkt  A 
angreifen,  anzeigt,  die  zweite  Summe 
also  auf  alle  von  den  übrigen  Punkten 
nach  A hin  wirkenden  Spannungen  geht. 
Betrachtet  man  aber  die  entsprechenden 
Gleichungen  für  die  übrigen  Punkte,  so 
x-x'  xf-x 

muss  jedem  p — — , cm  p — - — Jur 

irgend  einen  andern  Punkt  entsprechen, 
addirt  man  also  diejenigen  entsprechen- 
den Gleichungen  für  alle  Punkte,  welche 
die  nach  derselben  Axe  gerichteten  Com- 
ponenten aufhaltcn,  so  fallen  die  zweiten 
Summen  ganz  weg,  und  man  hat: 

1)  SX  = 0,  .*>'  = 0,  .SZ  = 0, 

wo  das  Zeichen  X die  Summe  aller 
Kräfte,  die  auf  den  Körper  wirken,  an- 
zeigt. Oefter  schreibt  man  diese  Glei- 
chungen, welche  völlig  identisch  mit  den 
für  einen  Punkt  atattfindenden  sind, 
auch  unter  der  Form: 

la)  XmX  = 0,  XnY  = 0,  JmZ  = 0, 

wo  unter  m die  Masse  eines  der  Punkte 
verstanden  wird , welche  den  Körper 
bilden.  Es  sind  dann  die  Kräfte  durch 
mX,  mf,  mZ,  m,X,  . . . ansgedrückt, 
weil  wie  früher  gezeigt,  die  Einwirkun- 
gen, welche  mechanische  Punkte  auf  ein- 
ander ausüben  den  Massen  proportional 
sind. 

Diese  drei  Gleichungen  1)  sind  aber 
nicht  ausreichend  wie  beim  Punkte.  Wir 
wollen  jetzt  die  erste  der  ursprünglichen 
Gleichungen  mit  y.  die  zweite  mit  x 
multipliciren  und  subtrahiren,  wo  *,  y 
die  Coordinaten  des  in  Rede  stehenden 
Punktes  sind.  Es  ergibt  sich: 

S(Xy  — yx)+Sp  y - *=£  *)  = 0. 

Jedem  Ausdrucke  unter  der  zweiten 
Summe  entspricht  für  einen  anderen 
Punkt,  dessen  Coordinaten  x',  y',  z sind 
ein  Ansdruck: 


und  dieser  znm  erstgenanten  addirt  gibt: 


so  dass  auch  hier  die  zweiten  Summen 
wegfallen,  wenn  man  die  allen  Punkten 
entsprechenden  Gleichungen  addirt.  Man 
hat  also: 

JT(Xy-  y*)  = o. 

Wenn  man  mit  der  zweiten  nnd  dritten, 
und  mit  der  dritten  and  ersten  unserer 
ursprünglichen  Gleichung  ebenso  verfährt, 
so  erhält  man  also  : 

2)  Z(Xy-y*)  = 0, 

X(ys-Zy)  = 0, 
J(Z*-Xt)  = 0, 

oder  auch  bei  der  oben  eingeführten 
Bezeichnung : 

2a)  J»(Xy-  Yx)  = 0, 

2'm  (Yi  — Zy)  =0, 

Jm(Zx  - Xz)  - 0. 

Die  Gleichungen  1)  nnd  2)  sind  für  feste 
Körper  also  ansreichend  - nach  der  Ent- 
stehung aber  allgemein  gültig,  nnd  zwar 
selbst  dann,  wenn  p kein  Druck,  son- 
dern irgend  eine  Kraft  ist,  welche  von 
einem  Punkt  im  Innern  des  Körpers  aus- 
gehend auf  einen  andern  wirkt. 

Die  drei  Gleichungen  1)  zeigen,  dass 
wenn  man  alle  den  festen  Körper  an- 
greifenden Kräfte  sich  in  einem  Punkt 
angebracht  denkt,  die  Mittelkraft  der 
Rull  gleich  sein  muss. 

Was  die  Gleichungen  2)  anbotrifft,  so 
kommen  wir  sogleich  auf  deren  geo- 
metrische und  mechanische  Bedeutung. 
Uebrigens  zeigt  die  Entstehungsweise 
dieser  Gleichungen  unmittelbar,  dass  die- 
selben noch  gültig  bleiben,  wenn  die 
Axen  schiefwinklig,  X,  Y,  Z die  Com- 
ponenten der  Kräfte  nach  diesen  schiefen 
Axen,  x,  y,  s die  Coordinaten  der  An- 
griffspunkte sind.  Denn  immer  hat  man, 
wenn  p der  Druck,  $ seine  Componente 
nach  der  Axe  der  x ist: 


Es  sollen  jetzt  die  in  den  Gleichun- 
gen 2)  vorkommenden  Ansdrücke  näher 
untersacht  werden.  Wir  wollen  hierbei 
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zunächst  einen  geometrischen  Satz 
Gedächtnis«  zurückrufen. 

Seien 

±=y_  = ± 

a b c ’ a,  ft,  c, 

die  Gleichungen  zweier  Linien,  die  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ge- 
hen. a,  b,  c,  o,,  4,,  c,  bezüglich  die 


ins  Cosinus  der  Winke),  welche  sie  mit  den 
Axcn  machen.  Sei  ferner: 

Ix  + py  + yz  = 0 

die  Gleichung  der  durch  sie  gehenden 
Ebene,  4,  p,  y die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Normale  dieser  Ebene  mit  den 
Axen  macht,  so  hnt  man,  wenn  man  z, y,  x 
aus  den  obigen  Gleichungen  einsetzt : 


also : 
also: 


i«  + fib  + yc  = 0.  4a, + pb,  + ye,  = 0. 

1 : p : y = cb , — be,  : ac,  — ca,  : in,  — n4„ 


aei  ~ co, 


und  wenn  man  alle  drei  Gleichungen  ins  Quadrat  erhebt  und  addirt: 
f/>  = (c4,-  4c,)* -f  (ac,-ca,)*  + (4a,  - ab,)'  = c*  (a,>  + b,  *)-|-  4*  (c, » + «,*) 
+ «’(*,’  + c,>)  — 2bb,ce,  — 2 ce,aa,  - 2 an,bb,  = e*  (1  — e,»)+  4*  (1  — 4,*) 
+ (1  — «,*)  — 244,cc,  — 2 cc,aa,  — 2aa,bb , = 1 — (aa,  + 44,  -f-ce,)*. 

Offenbar  ist  nun  aa,-f  44,  + cc,  gleich  dem  Cosinus  desjenigen  Winkels  9,  welchen 
beide  Linien  mit  einander  machen,  und  somit: 


also: 


V = 1 — cos  9 *,  U — sin  9 

cb,  — 4c,  = l sin  ac,  — ca,  = sin  >>,  4a , — o4 , = y Bin  9. 


Betrachten  wir  jetzt  den  Ausdruck  : 
Xy  - Yx. 

Sei  P diejenige  Kraft,  deren  Compo- 
nenten  X,  7.  genannt  wurden,  «,  ß,  y 
die  Cosinus  der  Winkel,  welche  sic  mit 
den  Axen  macht,  q die  Verbindungslinie 
des  Angriffspunktes  der  Kraft  q mit 
dem  Anfangspunkte  dor  Coordinaten  und 
a,  4,  c die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
Linie  q mit  den  Axen  macht,  so  ist: 

* = ja,  y - qb,  s = qc, 

X = Pa,  Y = Pß,  Z = Py , 

Xy  — >’x  = Pq  (ab  — ßa). 

Möge  nun  die  Normalo  der  Ebene,  in 
der  sich  P und  q befinden  die  Winkel 
mit  den  Axon  machen,  deren  Cosinus 
bezüglich  4,  fi,  y sind,  sei  lerner  9 der 
Winkel,  welchen  P und  q mit  einander 
machen,  so  hat  man: 

Xy  — Yx  = Pqy  sin  9. 

Sei 

q sin  9=p 

so  stellt  p das  vom  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  auf  dia  Kraftricbtung  P ge- 
zogene Loth  vor,  und  man  hat: 

A)  Xy  — Yx  = Ppy, 

Yz-Zy  = PpX, 

Zx  — Xi—  Ppp. 


Die  Gleichungen  2)  nehmen  also  die 
Form  an: 

2b)  lPpi  = 0,  2PpM  = Q,  Z Ppy  = 0. 

Der  Ausdruck  Pp  ist  das,  was  wir  im 
vorigen  Abschnitte  statisches  Moment 
nannten.  Beim  statischen  Moment  ist  durch 
die  Kichtung  der  Kraft,  und  den  Funkt  O, 
auf  welche  sich  das  Moment  bezieht  eine 
Ebene  bestimmt,  die  Momenten  ebene. 
Die  Normale  derselben  macht  die  Winkel 
deren  Cosinus  4,  u,  v sind,  mit  den  Axen, 
Das  Moment  Pp  kann  man  sich  auf 
dieser  Normale  abgetragen  denken,  und 
man  hat  dann  eine  Linie,  welche  ihrer 
GrOsso  nach  das  Moment,  ihrer  Richtung 
nach  die  Momentcnebene  bestimmt,  und 
die  wir  als  Momentenaxe  bezeichnen. 

Die  Gleichungen  2)  oder  2b)  drücken 
nun  aus,  dass  die  Projectionen  dieser 
Axe  auf  die  drei  Coordinatenaxen  der 
Null  gleich  sind. 

Die  Gleichungen  2b)  gelten  natürlich 
auch  für  einen  Funkt,  sie  werden  aber 
in  diesem  Falle  mit  den  Gleichungen  1) 
identisch. 

Das  eben  Gesagte  gibt  den  Gleichun- 
gen 2)  eine  geometrische  Deutung. 
Foinsot  hat  denselben  aber  einen  mecha- 
nischen Ausdruck  gegeben  von  dem  jetzt 
die  Bede  sein  soll. 

Wenn  zwei  fest«  Funkte  A und  B 
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einet  fetten  Körpert  (Fig.  412)  bezüglich 
von  zwei  entgegengeictzten  sonst  glei- 
chen Kräften  P und  — P angegriffen 
lind,  to  nennt  man  dietc  Verbindung 
ein  Paar  (Kräftepaar,  couple ).  Man  un- 
tertcheidet : 

1)  den  Arm  det  Paaret  p,  d.  h.  den 
senkrechten  Abttand  beider  Kräfte, 

2)  das  Moment  desselben,  d.  h.  das 
Product  aus  Arm  und  Kraft,  oder  das 
statische  Moment  der  Kraft  P in  Bezug 
auf  Punkt  B. 

Das  Moment  kann  postiiv  oder  negativ 
sein.  Um  zu  prüfen,  wann  eines  oder 
das  andere  der  Fall  sei,  verführt  man  am 
einfachsten,  wenn  man  sich  einen  der 
Punkte,  B,  fest  denkt,  und  untersucht  in 
welchem  Sinne  mittels  der  Kraft  P eine 
Drehung  des  Punktes  A um  B erfolgen 
kann.  Ist  diese  Drehung  die  des  Zei- 
gers einer  Uhr  so  kann  das  Moment 
z.  B.  als  positiv,  im  andern  Falle  als 
negativ  betrachtet  werden.  Dieselben 
Betrachtungen  sind  übrigens  auch  bei 
statischen  Momenten  zu  machen. 

3)  Die  Axe  des  Paares  ist  eine  Grade, 
welche  auf  letzterem  senkrecht  steht, 
nach  dem  einen  oder  anderen  Sinne  ge- 
richtet ist,  je  nachdem  das  Moment  po- 
sitiv oder  negativ  ist,  und  durch  ihre 
Länge  die  Grösse  des  Momentes  angibt. 
Diese  Axe  repräsentirt  das  Paar  völlig, 
und  man  püegt  anch  statt  zu  sagen,  die 
Axe  sei  so  gerichtet  oder  habe  diese 
Grösse , dies  vom  Paare  selbst  auszu- 
sagen. 

Kehren  wir  nun  zu  dem  von  beliebigen 
Kräften  angegriffenen  Körper  zurück. 

Wenn  man  durch  irgend  einen  Punkt  O, 
den  wir  immer  als  Anfangspunkt  be- 
trachten können,  Kräfte  P legt,  die  ent- 
sprechend allen  anf  den  Körper  wirken- 
den gleich  und  gleichgerichtet  sind,  zu- 
gleich aber  die  entgegengesetzten  Kräfte 
— P.  so  wird,  da  diese  die  ersteren  in 
Gleichgewicht  halten,  der  Zustand  des 
Körpers  nicht  geändert.  Zugleich  kann 
man  einerseits  die  Kräfte  welche  an  O 
angebracht  sind,  besonders  betrachten, 
und  in  eine  Mittelkraft  vereinen.  Es 
bleibt  dann  noch  in  0 eine  Kraft  — P, 


die  in  Gemeinschaft  mit  der  an  irgend 
einem  Punkte  A wirkenden  Kraft  P ein 
Paar  bildet.  Die  auf  den  Körper  wir- 
kenden Kräfte  lassen  sich  also  ersetzen, 
durch  eine  in  einem  beliebigen  Punkte 
angebrachte  Mittelkraft  und  einer  Reihe 
von  Paaren.  Es  lässt  sich  aber  zeigen, 
dass  alle  diese  Paare,  sich  zu  einem  ein- 
zigen vereinen  lassen. 

Denn  denke  man  sich  eine  Kraft  Q, 
die  in  Punkt  O wirkt,  Winkel  mit  Co- 
sinus u,  6,  c mit  den  Axen  macht,  ferner 
ein  Paar,  dessen  Kräfte  gleich  R,  dessen 
Arm  gleich  r sein  soll,  dessen  Axe 
Winkel  mit  Cosinus  l,  m,  n mit  den 
Axen  macht,  so  müssen,  damit  diese 
beiden  alle  auf  das  System  wirkenden 
Kräfte  ersetzen,  die  Kraft  — Q und  die 
beiden  Kräfte  -f  R und  — R in  ihren 
Angriffspunkten  (von  denen  keiner  mit 
dem  Anfangspunkt  zusammen  zu  fallen 
braucht)  in  entgegengesetzter  Richtung 
angebracht,  d.  h.  das  Paar  entgegenge- 
setzt genommen,  den  übrigen  das  Gleich- 
gewicht halten.  DaB  so  entstehende  Paar 
wird  dann  das  Moment  — Rr  haben. 
Aus  den  Gleichungen  1)  fallen  + R und 
— R ganz  weg  und  man  hat : 

3)  ZPa  = Qa,  SPß  = 06,  ZPy  = Qc 

Gleichungen,  welche  nur  ausdrücken,  dass 
Q die  Mittelkraft  der  in  O vereinigten 
Kräfte  ist  (vergl.  den  vorigen  Abschnitt). 
Aus  den  Gleichungen  2)  oder  26)  fällt 
die  Kraft  Q ganz  aus,  da  der  Arm  die- 
ser Kraft  Null  ist,  also: 

4)  ZPpl  = Rrl, 

ZPpH  = Rrn, 

ZPpy  - Rrn. 

Diese  drei  Gleichungen  bestimmen  völlig 
das  Moment  Rr  und  die  Richtung  des 
Paares.  Sie  lassen  völlig  willkürlich, 
wie  die  Kraft  des  Paares  in  ihrer  Ebene 
liege,  vorausgesetzt,  dass  das  Product 
aus  Kraft  und  Arm  einen  gegebenen 
Werth  habe,  ferner  bleibt  auch,  da  nur 
l,  m,  n bestimmt  sind,  die  Ebene  des 
Paares  beliebig,  vorausgesetzt,  dass  sie 
einer  gegebenen  Ebene  parallel  ist.  D.  b.: 
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„Ein  Paar,  welches  auf  irgend  einen 
Körper  wirkt,  lässt  sich  ersetzen  durch 
jedes  andere,  dass  mit  ihm  gleiches  Mo- 
ment hat,  und  dessen  Axe  der  seinen 
parullcl  ist.1' 

Denke  man  sich  jetit  mehrere  Paare 
Rr,  fi,r,,  Rtr,  .... 
welche  die  Winkel  mit  Cosinus: 

/,m,n,  /1,ml,nk,  m},s,  . . . 

mit  den  Axcn  machen.  Bilden  die  Axen 
dieser  Paare  in  dem  oben  genommenen 
Sinne  ein  geschlossenes  Vieleck,  so  ist: 

Rrl  = Rlrlll  +Ä,r,f,  + . . . 

Rrm  — Rtrlm,  -f-  /far3wi3  + . . . 

firn  =fi,r1nl  -+■  R1rtnJ  + . . . 

d.  h.  in  den  Gleichungen  4)  können  statt 
des  Paares  fir  auch  sämmtlichc  Paare 
fi,rt,  . . . fi,r,  genommen  werden. 
Also : 

„Beliebige  Paare  lassen  sich  in  ein- 
ziges (mittleres  Paar)  vereinen  ; zu  dem 
Ende  - braucht  man  nur  die  Axe  jedes 
derselben  an  den  Endpunkt  der  Axe  des 
vorhergehenden  anzubringen  und  die  ent- 
stehende Figur  zum  vollständigen  Viel- 
eck zu  ergänzen , ganz  wie  dies  bei 
Kräften,  die  auf  einen  Punkt  wirkten, 
stattfinden.  D.  h.: 

„Paare  lassen  sich  in  ein  einziges  (mitt- 
leres Paar)  vereinen,  wenn  man  ihre 
Axcn  zunächst  wie  Kräfte  betrachtet, 
die  irgend  einen  Punkt  angreifen , aus 
ihnen  die  Mittelkraft  bildet,  und  diese 
als  Axe  des  mittleren  Paares  befrachtet, 
welche  also  der  Richtung  nach  das  letz- 
tere und  der  Länge  nach  sein  Moment 
bestimmt.“ 

Bei  zwei  Paaren  folgt  der  Satz: 

„Die  Resultante  zweier  Paare  ist  ein 
drittes,  dessen  Axe  der  Länge  und  Lage 
nach  , durch  die  Diagonale  des  aus  bei- 
den Axen  gebildeten  Parallelogramms 
repräsentirt  wird.“ 

Dies  ist  der  Satz  vom  Parallelogramm 
der  Paare. 

Die  Gleichungen  2)  und  2b)  drücken 
nun  ans,  (wenn  man  sich  statt 

fi ir(,  «,r,  . . . P,p„  Ptp,  . . . 
gesetzt  denkt),  dass  das  aus  sämmtlichen 
Paaren  gebildete  mittlere  Rr  der  Null 
gleich  ist,  wenn  Gleichgewicht  stattfinden 
soll.  Die  Gleichungen  1)  und  2)  haben 
also  jetzt  folgende  Bedeutung: 

„Wenn  man  das  System  der  Kräfte  P 
durch  einen  beliebigen  Punkt  O legt, 
und  die  dazu  gehörigen  Paare  nimmt, 
so  sind  im  Falle  des  Gleichgewichts  die 
Resultante  aller  Kräfte,  die  dnreh  O ge- 


hen, und  die  Resultante  der  Paare  ein- 
sein der  Null  gleich.“ 

Wenn  man  den  Vcrcinigungspunkt  der 
Kräfte  0 verlegt,  so  hat  dies  natürlich 
auf  die  Richtung  and  Grösse  der  Re- 
sultante keinen  Einfluss,  wohl  aber  auf 
das  mittlere  Paar,  da  die  Arme  der  ein- 
zelnen Paare  sich  ändern. 

Sei  jetzt  0,  der  Punkt  in  welchem 
alle  Kräfte  vereint  werden.  Betrachten 
wir  O,  als  Anfangspunkt  neuer  Coor- 
dinaten  y',  x',  welche  den  alten  pa- 
rallel sind,  nnd  seien  {,  17,  { die  Coor- 
dinaten  von  O,  selbst  auf  O bezogen, 
so  ist: 

*'  = *-{,  >j'  = y - 9,  *'  = * - C- 

Die  erste  Gleichung  4)  gebe  nun,  wenn 
man  0 , als  Anfangspunkt  nimmt,  ff 
als  Moment  des  neuen  mittleren  Paares 
betrachtet,  dessen  Axe  Winkel  mit  den 
Coordinatcnaxen  machen  soll,  deren  Co- 
sinus m,,  n,  sind: 

*[*(y  -?)-  F(*-{)]  = Pt.»,, 

Der  Ausdruck  links  aber  nimmt  die 

Form  an: 

Z(* y-Yx)-iIX  + lZY, 

d h.,  wenn  man  die  beiden  andern  Glei- 
chungen 4)  in  derselben  Weise  behan- 
delt : 

5)  firn  — (ijo  — {4)  (>=  Pp", 

Rrl  -(Ci-tlc)(l  = Pvl, 

Rrm  — ((e  — («)  (f  = Pom  t. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  das  neue 
mittlere  Paar  völlig  aus  dem  alten,  wenn 
der  Angriffspunkt  verlegt  wird,  und  die 
Coordinaten  f.  17,  ( des  neuen  bekannt 
sind.  Multiplicircn  wir  die  drei  Glei- 
chungen 5)  bezüglich  mit  c,  b,  a and 
nddiren,  so  kommt: 

6)  fir(/a  + m4-f-nc)=  /\.(/l«-f-i»16  + «|C). 

Offenbar  sind  die  Ausdrücke  in  den 
Klammern  die  Cosinus  derjenigen  Winkel, 
welche  die  mittlere  Kraft  mit  der  Axe 
des  Paares  macht,  die  Ausdrücke  recht» 
und  links  also  die  Projectioncn  der  be- 
züglichen Paaraxen  auf  die  Richtung  der 
Mittelkraft.  Zerlegt  man  alle  mittleren 
Paare,  die  sich  bei  irgend  einer  An- 
nahme des  Vercinigungspunktes  ergeben, 
also  nach  dem  Parallelogramm  der  Paart 
in  je  zwei,  deren  Axen  bezüglich  aal 
der  Mittelkraft  senkrecht  und  derselben 
parallel  sind,  so  sagt  die  Gleichung  6): 
„dass  die  ersteren  Componenten  verän- 
derlich, die  zweiten  bei  allen  gleich 
sind.“ 
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Man  kann  aber  unter  andern  den  Punkt 
O,  ao  bestimmen,  dass  = o,  mt  = 6, 
n,  r c,  die  Axe  des  mittleren  Paares 
der  Kraftrichtung  parallel  ist  In  diesem 
Falle  ist  die  veränderliche  Componentc 
der  Null  gleich,  mithin  das  mittlere  Paar 
das  kleinste  mögliche.  Also: 

„Wenn  der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft 
Ox  so  bestimmt  ist,  dass  die  Axe  des 
mittleren  Paares  der  Mittelkraft  parallel 
ist,  so  ist  erstercs  ein  Minimum.“ 

Um  den  Punkt  Ox  zu  bestimmen  der 
diese  higenschaft  hat,  muss  in  den  Glei- 
chungen 5)  lt  = a,  m,  = A,  n,  = c ge- 
setzt werden.  Von  diesen  Gleichungen 
wird  jedoch  eine  durch  6)  ersetzt,  welche 
die  Gestalt  hat: 

Rr  ( la  + mb  -f-  wc)  /'p, 

also  das  Moment  des  mittleren  Paares 
gibt  Die  übrigen  beiden  Gleichungen  5) 
bestimmen  die  Coordinaten  { , »7,  C von  0{ 
derart,  dass  dieser  Punkt  willkürlich  auf 
einer  Graden  liegt,  welche  mit  den  Axen 
dieselben  Winkel  macht,  (deren  Cosinus 
a,  6y  c sind),  als  die  Mittelkraft.  Also: 
„Damit  das  Paar  ein  Minimum  sei, 
können  die  Kräfte  durch  jeden  Punkt 
einer  gewissen  der  Mittelkraft  parallelen 
Graden  gelegt  werden.“ 

Diese  Grade  nennt  man  Centralaxe. 
Sie  ist  gegeben,  wenn  man  einen  Punkt 
in  ihr  kennt,  1.  B.  den,  wo  sie  die  Ebene 
jry  schneidet ; da  hier  { = 0 ist,  so  ge- 
ben die  beiden  letzten  Gleichungen: 

Pna  — Rrl  „ Pgb  — Rrm 

r‘  w~  ’ CQ  • 

Uebrigens  kann  man  O,  so  wählen, 
dass  dem  Momente  Pp  alle  Wcrthe  zu- 
kommen,  die  grosser  als  der  Minimum- 
werth  sind,  da  man  /|a  + m1A-|-n1c 
dann  angemessen  bestimmen  kann.  Ist 
dieser  Ausdruck  gleich  Null,  d.  h.  die 
Axe  des  Gegenpaares  auf  der  Mittel- 
kraft senkrecht,  so  wird  dos  Moment  Pp 
unendlich  gross. 

Auch  kann  die  Lage  der  Axe  des 
Paares  beliebig  gewählt,  d.  h.  /,,  m,, 
irgend  wie  bestimmt  werden,  dann  ist  Pp 
bekannt,  und  zwei  der  Gleichungen  5) 
zeigen  dann,  dass  alle  dieser  Lage  ent- 
sprechenden Angriffspunkte  0,  auf  einer 
der  Mittelkraft  parallelen  Graden  liegen. 
Also : 

„Für  alle  Punkte  einer  der  Mittelkraft 
parallelen  Graden  ist  das  mittlere  Paar 
const&nt.“ 

Setzt  man  ( = 0,  so  hat  man : 

Pp/,—  Rrl  . Ppm,  — flrm 

1—  cQ  ’ cQ  ’ 


für  den  Punkt,  wo  die  entsprechende 
Grade  die  Ebene  y*  schneidet. 

Für  alle  Paare  übrigens,  wo 
/,«  -f-  iHtb  -p  »,c 

constant  ist,  d.  li.  deren  Axen  denselben 
Winkel  mit  der  Centralaxe  machen,  ist 
das  Moment  Pg  des  mittleren  Paares 
dasselbe. 

Um  das  Wichtigste  des  eben  Gesagten 
nochmals  zusammenzufassen,  so  lassen 
sich  die  einen  festen  Körper  angreifen- 
den Kräfte  stets  in  eine  Kraft  und  ein 
Paar  zusammensetzen,  jedoch  auf  unend- 
lich viel  Arten.  Bei  allen  diesen  ist 
constant  die  Richtung  und  Grosse  der 
Kraft  so  wie  die  Componente  des  Paares, 
deren  Axe  der  Mittelkraft  parallel  ist, 
veränderlich  der  Angriffspunkt  der  Kraft, 
so  wie  diejenige  Componente  des  Paares, 
deren  Axe  auf  der  Mittelkraft  Benkrecht 
ist.  Letzteres  bleibt  jedoch  unverändert, 
wenn  nmn  den  Angriffspunkt  der  Kraft 
innerhalb  der  von  ihrer  Richtung  gebil- 
deten Graden  verlegt. 

Hieraus  folgt  auch  der  allerdings  selbst- 
verständliche Satz,  dass  sich  eine  Kraft, 
die  einen  festen  Körper  angreift,  beliebig 
in  ihrer  Richtung  verlegen  lässt.  — Wie 
die  Theorie  der  Paare  und  der  festen 
Körper  auf  einfachem  synthetischen  Wege 
sich  ergibt,  enthält  der  Artikel  Paar. 
Hier  ist  diesen  Betrachtungen  eine  ana- 
lytische Form  gegeben. 

In  besondern  Fällen  kann  das  Moment 
des  mittleren  Paares  verschwinden,  dann 
lassen  sich  alle  Kräfte  in  eine  Mittel- 
kraft vereinigen.  Suchen  wir  hierfür 
die  Bedingungen. 

Offenbar  reicht  dazu  aus,  dass  das 
kleinste  Paar  verschwindet.  Gleichung  6) 
zeigt , dass  in  diesem  Falle  entweder 
/fr  = 0 ist,  d.  h.  dass  sich  alle  Kräfte 
in  eine  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gehende  Mittelkraft  vereinen, 
oder  dass 

la  -f-  mb  + nc  = 0, 

d.  h.  die  Ebene  des  sich  ergebenden 
mittleren  Paares  der  Mittelkraft  parallel 
ist.  Es  muss  sich  die  Kraft  ^ und  das 
Paar  Rr  dann  immer  in  eine  Kraft  ver- 
einigen. Die  Linie,  in  welcher  dieselbe 
liegt,  geben  zwei  der  Gleichungen  5), 
wenn  man  die  rechte  Seite  der  Null 
gleich  setzt. 

Mögen  jetzt  alle  Kräfte  in  einer  Ebene 
liegen,  und  nehmen  wir  diese  als  Ebene 
der  XY,  dann  ist 

*,  = *,=  ...  = 0,  Z,  = 7,  = ...  =0, 

in  diesem  Falle  werden  von  den  Glei- 
chungen 1)  und  3)  die  letzten,  von  den 
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Gleichungen  2)  und  4)  die  beiden  letzten 
identisch,  so  dass  die  Gleiehgcwichtsbe- 
dingnngen  nnr  drei  Bind: 

JX  = 0,  2 K = 0,  X(.Xy  - i x)  = 0. 

Die  Mittelkraft  und  das  mittlere  Paar 
geben  die  Gleichungen : 

XX  = cos  r 
XY=:Q»\nt 
X(Xy-Yx)=Rr, 

wo  r der  Winkel  der  Mittelkraft  mit 
den  Axen  ist,  das  mittlere  Paar  liegt 
natürlich  in  der  Ebene  selbst,  also: 
l = m = 0,  n — 1. 

Die  Bedingungsgleichung 

la  + mb  4-  ne  = 0 

ist  hier  immer  erfüllt,  da  c =.  0 ist. 

Also  wird  eine  Mittelkraft  sich  mit 
Ausnahme  eines  gleich  zu  erwägenden 
Palles  immer  ergeben. 

Die  Linie,  in  welcher  dieselbe  liegt, 
bestimmen  die  Gleichungen  5),  welche 
sieb  anf  eine  rcduciren: 

Rr 

~q  — 1 cos  » — i »in  r 

Die  Gleichung 

in  + mi  + nc  = 0 

wird  aber  in  einem  Palle  das  kleinste 
mittlere  Paar  nicht  verschwinden  lassen ; 
dies  findet  statt,  wenn  gleichzeitig  p = ü 
ist,  d.  h.  wenn  die  Mittelkraft  verschwin- 
det. In  diesem  Falle  geben  die  Glei- 
chungen 5): 

/=/,,  m = m(,  » = «,,  Rr=Pg. 

Das  mittlere  Paar  ist  also  unabhängig 
von  der  Auswahl  des  Punktes  O,.  Glei- 
chung 6)  gibt  dann  keinen  Sinn  mehr. 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  alle  Kräfte 
in  einer  Ebene  liegen,  sic  immer  sich 
in  eine  Kraft  vereinigen  lassen,  mit 
Ausnahme  des  Falles,  wo  diese  Mittel- 
kraft verschwindet,  wo  dann  eine  Ver- 
einigung in  ein  Paar  stattfindet. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  alle 
Kräfte  parallel  seien.  Die  Gleichungen 
3)  und  4)  werden  dann,  da  <r,  ß,  y für 
alle  Kräfte  gleich  sind : 

7)  aXP  = Qa,  ßlP  = Qb,  ySP  = Qc. 

8)  aXPy-ßXPx  = Rrn, 
ß XPt  - yXPy  = Rrl, 
yXPx  — alPi  = Rrm. 

Erhebt  man  die  drei  Gleichungen  7)  ins 
Quadrat  und  addirt  sie,  so  ergibt  sieb: 


<?*  = (XP)'  . Q = XP, 

l a ■**'* 

a = n,  6-/9,  c-y, 
also  die  Mittelkraft  ist  den  Scitenkr&ftcn 
immer  parallel  und  gleich  ihrer  alge- 
braischen Summe. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  8) 
bezüglich  mit  y,  n,  ß und  addirt,  so 
kommt: 

la  -f  mß  + ny  - 0, 

d.  h.  die  Kräfte  lassen  sich  immer  in 
eine  Kraft  vereinen,  wenn  nicht  JSP  = 0 
ist.  Schließen  wir  diesen  Fall  ans,  so 
geben  für  unsern  Fall  die  Gleichungen  5): 

9)  ßXP%-yXPy  = XPUß-ry) 
yXPx  - rrXPi  = XP{(y  - Ca) 
ttXPy  - ßXPx  = XP  (i}a  — ffl), 

welche  die  Linie  bestimmen,  in  welcher 
die  Mittelkraft  liegt.  Diese  Gleichnngei 
werden  aber  identisch,  wenn  man  setzt: 

(XP  = XPi,  iXP=zXPx,  i jXP  = XPy. 

Diese  drei  Gleichungen  bestimmen  einen 
Punkt,  dessen  Lage  von  den  Grossen 
«.  ß , y ganz  unabhängig  ist.  D.  h. : 
„Wenn  ein  fester  Körper  von  nur 
parallelen  Kräften  angegriffen  wird,  deren 
algebraische  Summe  nicht  Null  ist,  so 
gibt  es  immer  eine  Mittelkraft,  welche 
durch  einen  Funkt  geht,  dessen  Lage 
unabhängig  von  der  Richtung  der  Kräfte 
ist,  also  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die 
Kräfte  in  ihren  Angriffspunkten  derart 
dreht,  dass  sie  parallel  bleiben.“ 

Im  Palle  die  Kräfte  den  Maasen  pro- 
portional sind  ist  dieser  Punkt  der  Schwer- 
punkt (vgl.  den  Artikel:  Schwerpunkt). 
Im  Allgemeinen  nennen  wir  ihn  den 
Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte. 

Nimmt  man  die  auf  den  parallelen 
Kräften  senkrechte  Ebene  als  die  der 
x,  y,  so  ist  « = ß = 0,  y = I,  und  die 
Gleichungen  9)  werden: 

XPy  — r,PX,  XPx  = iXP.  - 

Diese  Gleichungen  bestimmen  den  Punkt, 
in  welchem  die  Mittelkraft  die  Ebene  xy 
schneidet,  und  anch  die  Projektion  des 
Mittelpunktes  auf  diese  Ebene.  Offen- 
bar kann  man  die  Ebene  xy  auch  durch 
den  Mittelpunkt  selbst  legen.  — Nimmt 
man  diesen  als  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinate,  so  wird: 

{ = , = f = 0, 

also : 

XPx  = XPy  = XPz  = 

Liegen  alle  parallelen  Kräfte  in  einer 
Ebene,  und  nimmt  man  diese  als  die  der 
xy,  so  hat  man  : 
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o = cos  r,  ß = iin  r,  y - 0,  * = { = 0, 
wenn  r der  Winkel  der  Kraftrichtung 
mit  der  Axe  der  x ist.  Die  Gleichun- 
gen 9)  geben  dann: 
co«  iXPy  — «in  rXPx 

= (ij  co«  r — { sin  r)  2P 

Ist  die  Axe  der  x zugleich  die  Krnft- 
richtung,  so  hat  man  r = 0: 

XPy  = yXP, 

oder  wenn  man  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  in  der  Mittelkraft  nimmt: 
XPy  = 0. 

Sind  nnr  zwei  Kräfte  vorhanden,  eo 
hat  man: 

(*’.  + *%)'!  = 

oder  wenn  man  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  in  der  Mittelkraft  nimmt: 
+P,y,  = 0 

PlV  I = Pl}ll‘ 

Angriffspunkt  der  Mittelkraft  ist  also 
jeder  Funkt  in  der  Ebene  beider  Kräfte, 
für  den  die  Producte  seiner  Entfernung 
von  jeder  der  Kraftrichtung  (y , und 
— y,)  in  die  Intensitäten  der  Kräfte, 
d.  n.  die  statischen  Momente  in  Bezug 
auf  diesen  Funkt  gleich  sind.  Sind  die 
Kräfte  gleich  gerichtet,  so  liegt  Qbrigcn« 
der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  zwi- 
schen ihnen,  sonst  ausserhalb  derselben, 
da  im  ersten  Fall  y L und  yt  ungleiches 
Vorzeichen  haben.  Einen  solchen  Punkt 
erhält  man  z.  B.  wenn  man  die  Angriffs- 
punkte der  Kräfte  A nnd  B verbindet, 
und  die  Verbindnngslinic  AB  in  C so 
theilt,  dass  sich  AC  und  AB  umge- 
kehrt, wie  die  in  ihren  Endpnnktcn  an- 
gebrachten Kräfte  verhalten.  Hierauf 
beruht  bekanntlich  die  Theorie  des 
Hebels. 

Wir  haben  bis  jetzt  den  festen  Kör- 
per als  völlig  frei  betrachtet.  Wir  wol- 
len denselben  jetzt  gewissen  Bedingun- 
gen unterwerfen  Wie  diese  auch  be- 
schaffen seien,  so  werden  die  Gleichun- 
gen 1)  bis  6)  noch  immer  gelten,  wenn 
man  den  entsprechenden  Druck  berück- 
sichtigt. 

A)  Möge  ein  Punkt  O des  Körpers 
unbeweglich  sein.  — Von  demselben 
gebt  dann  ein  Druck  p aus,  der  mit 
den  Axen  die  Winkel  mit  Cosinus  A, 
B,  C machen  möge.  Nehmen  wir  O 
als  Anfangspunkt,  so  werden  also  die 
Gleichgewichtsbedingungen  1)  in  p : 

lb)  XX  + pA,=  0, 

xr  + pB  = o, 

XZ  + pC  = 0. 


Aus  den  Bedingungen  2)  fallt  p ganz 
aus,  da  die  Kraft  durch  O geht,  den 
Punkt,  in  welchen  alle  vereint  werden, 
also  das  entsprechende  Paar  den  Arm 
und  das  Moment  Null  hat.  Die  Glei- 
chungen 2)  bleiben  also  unverändert,  sie 
sind  die  einzigen  Gleichgewichtsbedin- 
gungen, während  die  Gleichungen  la) 
die  Richtung  und  Grösse  des  Druckes  be- 
stimmen. 

B)  Möge  eine  Linie  (Axe)  im  Körper 
unbeweglich  sein  Wir  nehmen  dieselbe 
als  Axe  der  Z.  Von  jedem  ihrer  Punkte 
gehen  Drucke  aus,  die  sich  nach  dem 
Obigen  alle  in  eine  Kraft  p und  in  ein 
Paar  $ zusammensetzen  lassen.  Dieses 
Paar  geht  offenbar  durch  die  Axe  der  s, 
seine  Axe  ist  also  der  Ebene  xy  parallel. 
Ist  also  a der  Winkel,  welchen  sie  mit 
der  Axe  der  x macht,  so  zerfällt  S nach 
den  Axen  der  X und  Y in  die  Com- 
ponenten  S cos  a und  S sin  t.  Die  Glei- 
chungen 2)  werden  somit: 

2c)  X(Xy-Yx)  = 0, 

X (l's  — Zy)  -f-  S cos  <r=  0, 

* 2 (Zx  — Xt)  + 8 sin  e ==  0, 

während  die  Gleichungen  lb)  gelten. 

Ausser  diesen  Gleichungen,  welche  die 
Mittelkraft  des  Druckes  bestimmen,  die- 
nen die  beiden  letzten  der  eben  ent- 
wickelten zur  Bestimmung  des  mittleren 
Paares  der  Druckkräfte , so  dass  nur  die 
erste,  welche  vom  Drucke  frei  ist,  als 
Gleichgewichtsbedingung  bleibt  und  auch 
ausreicht. 

C)  Der  Körper  möge  sich  längs  einer 
gegeben  Linie  schieben  nnd  um  dieselbe 
drehen  können. 

Da  in  diesem  Falle  nur  ein  Druck 
senkrecht  auf  der  Linie  stattfindet,  so 
ist  C=0;  sei  r der  Winkel  der  Druck- 
kraft mit  der  Axe  der  x,  so  kommt 
wegen  lb): 

p cos  r -+-  XX  = 0, 
p sin  r + X F = 0, 

. XZ  = 0, 

während  die  Gleichungen  2c)  unverän- 
dert bleiben.  Man  hat  also  zwei  Gleich- 
gewichtsbedingungen : 

JTZ  =0,  X(Xy  - Yx)  = 0. 

D)  Stütze  sich  der  Körper  auf  eine 
unbewegliche  Ebene. 

Man  nimmt  dieselbe  als  Ebene  der  xy. 
Alle  von  ihr  ausgehenden  Druckkräfte 
stehen  senkrecht  auf  der  Ebene.  Setzt 
man  dieselbe  also  in  eine  Kraft  p und 
in  ein  Paar  S zusammen,  so  hat  man: 

xx  = 0,  xr  = o,  xz+p  = o, 
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also  ans  den  Gleichungen  1)  entstehen 
zwei  Gleichgewichtabodingungen  und  eine 
zur  Bestimmung  der  Mittelkraft  des 
Drucks. 

Die  Axe  des  Paares  S liegt  in  der  xy 
Ebene,  macht  sie  also  Winkel  a mit  der 
Axe  der  X,  so  hat  man  wieder  die  Glei- 
chung 2c).  Im  Ganzen  finden  also  drei 
Gleichgewiebtsbedingungen  statt. 

Wir  bemerken  hierbei  noch,  dass,  wenn 
sich  der  Körper  nur  auf  eine  Ebene 
stützt,  dies  eben  nur  so  lange  richtig  ist, 
als  die  ihn  angreifenden  Kräfte  so  be- 
schaffen sind,  dass  sie  eine  Bewegung 
in  die  Ebene  hinein  hervorbringen  wür- 
den. Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist  der 
Körper  als  frei  zu  betrachten.  In  jedem 
Falle  ausreichend  aber  bleiben  die  drei 
Gleichgewiebtsbedingungen,  wenn  sich 
der  Körper  etwa  zwischen  iwei  parallelen 
Ebenen  befindet,  von  welchen  er  ,nach 
keiner  Seite  getrennt  werden  kann. 


gen  auch  hier  statt,  von  denen  wir  je- 
doch nur  die  drei  ersten  brauchen. 

Mögen  auf  jeden  Punkt  von  A,B(\ 
Kräfte  wirken,  die  aus  den  oben  ange- 
gebenen Gründen  für  diese  unendlich 
kleine  Strecke  als  gleichmassig  zu  be- 
trachten sind,  und  einzeln  wirkend  dem 
Punkt  eine  Geschwindigkeit  geben,  deren 
Componenten  nach  den  Axen  X,  I . Z 
sind,  ist  ferner  s der  Querschnitt,  J die 
Dichtigkeit  von  AlBCl.  so  haben  wir 
als  Componente  der  eich  über  AlBCl 
erstreckenden  Kraft  bezüglich : 

i/Xaft,  dY.dt,  dZidt. 

Die  auf  C,  wirkenden  Spannungen  sind, 
wie  früher  gezeigt,  senkrecht  auf  C,. 
also  auf  BC  gerichtet,  welche  Richtung 
die  der  Tangente  in  B ist  und  mit  den 
Axen  Winkol  macht,  deren  Cosinus 
dx  dy  dz 
dt'  dt'  dt 


7)  Statik  der  biegsamen  Körper. 

Die  Biegsamkeit  erfordert,  dass  ent- 
weder eine  oder  zwei  Dimensionen  dos 
Körpers  klein  sind,  dass  derselbe  sich 
also  in  der  Rechnung  als  eine  Flüche 
bezüglich  Linie  botrachten  lasse.  Be- 
ginnen wir  mit  der  letztem. 

Die  biegsame  Linie  ist  zu  denken  als 
ein  Körper  von  sehr  kleinem  Querschnitt. 
Welche  Form  sie  auch  bilde,  so  lässt 
sich  dieselbe  ersetzen  durch  eine  unend- 
lich oft  gebrochene  Linie,  deren  Seiten 
AB-BC  (Fig.  413)  die  Bogenclcmente 


sind.  Ist  also  — Pt  diese  Spannung,  so 
sind  deren  Componenten: 


die  auf  A , wirkende  Spannung  ist  ent- 
gegengesetzt gerichtet  und  die  Zunahme 
derselben  entspricht  offenbar  einer  Ver- 
mehrung der  Bogenlänge  um  dt,  so 
dass  die  Componente,  der  Axe  der  x 
parallel,  ist: 


und  ähnliche  Ausdrücke  ergeben  sieb 
für  die  andern  Componenten. 

Da  nun  die  Summe  der  entsprechen- 
den Componenten  aller  Krtfte  der  Null 
gleich  ist,  so  hat  man  die  drei  Glcicta- 
gewichtsgleichungen : 

1)  JX.  + ± (ft£)  = o, 

(*£)  = «■ 

d / dz\  _ 

darstellcn.  Nehmen  wir  in  den  auf  ein-  ^"dt  V ' ' dt/  ~ *" 

ander  folgenden  Elementen  AB  und  BC 

Punkte  A , und  C,  an,  und  untersuchen  (Die  Entwickclnngswciso  dieser  Gleichun- 
wir,  unter  welchen  Bedingungen  in  dem  gen  ist  etwa  wie  die  im  Artikel:  Seil- 
Stücke  AxBClzzds  Gleichgewicht  statt-  curven  angewandte.  Es  kam  darauf  an, 
finde  Wenn  wir  die  in  A , nrnl  C,  hier  der  Strenge  wegen,  die  Vereinigung 
wirkenden,  von  den  benachbarten  Punk-  der  Massen  in  gewisse  Punkte  zu  vor- 
ten  ausgehenden  Druckkräfte  mit  in  meiden.) 

Rechnung  bringen,  so  ist  AlBCl  als  Ist  der  Querschnitt  i constant,  so  fällt 
ein  selbständiges  System  zu  betrachten,  dieser  Ausdruck  ganz  weg. 
und  cs  finden  also  namentlich  die  sechs  Da  zum  Gleichgewicht  eines  Punktes, 
für  feste  Körper  entwickelten  Gleicbun-  also  auch  zu  der  eines  Körpers  von  un- 
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endlich  kleinen  Dimensionen  drei  Glei- 
chungen nöthig  sind,  nach  Elimination 
von  /'  aber  nur  zwei  verbleiben,  so  sind 
die  Gleichungen  1)  nur  unter  der  Be- 
dingung ausreichend,  wenn  für  jeden  un- 
endlich kleinen  Theil  der  Linie  noch  eine 
dritte  Beziehung  stattfimlct  Dies  ist  in 
der  That  der  Fall,  wenn  der  Körper  un- 
ansdehnsam  ist,  denn  seien  x,  y,  % die 
Coordinaten  von  A,  x,,  y,,  t,  die  von 
B,  so  ist: 

<is*  = (*-*,)*+  (j-y,)*+  (i-».)*  = 1« 

einer  Constante  gleich.  Wäre  der  Kör- 
per zugleich  ausdehnsam,  so  wäre  ans 
den  Gesetzen  der  Ansdehnsamkeit  die 
dritte  Gleichung  zu  entnehmen.  — Auf 
diese  Weise  kann  man  zu  den  Gleichun- 
gen der  elastischen  Linie  (vgl.  den  Ar- 
tikel: Schwingungen  elastischer  Körper) 
gelangen. 

Gehen  wir  jetzt  zu  den  biegsamen 
Fliehen,  d.  h.  zu  den  Körpern  über,  bei 


denen  eine  Dimension  sehr  klein  sei, 
die  also  von  zwei  parallelen  unendlich 
nahen  Oberflächen  begrenzt  ist.  Denken 
w ir  uns  in  irgend  einem  Punkte  der  einen 
Oberfläche  eine  Normale,  von  welcher 
die  andere  ein  Stück  A abschneidet,  so 
ist  k die  Dicke  der  Fläche.  Wir  legen 
jetzt  zwei  Sehaaron  von  Ebenen  durch  die 
Fläche,  deren  die  eine  der  Ebene  xs,  die 
andere  der  Ebene  y*  parallel  ist.  Je 
zwei  von  diesen  Ebenen  schneiden  ein 
unendlich  kleines  Parallclepipedon  aus, 
auf  dessen  vier  Grenzflächen , die  den 
Ebenen  der  xz  nnd  y;  parallel  sind, 
Spannungen  wirken,  welche  nach  der 
Fläche  seihst  gerichtet  sind.  Dies  findet 
offenbar  aus  ähnlichen  Gründen  wie  bei 
der  biegsamen  Linie  statt. 

Die  auf  die  eine  xs  parallele  Ebene 
wirkende  Spannung  zerlege  sich  nach 
den  Axen  in  — An,  — Bn,  — Cn,  wo  « 
der  Inhalt  der  Grenzfläche  ist,  so  wer- 
den die  auf  der  parallelen  Grundfläche 
wirkenden  Spannungen  sein: 


An+^dx. 

ex 


Bn  Ax, 

Hx 


Cn  + ^ n dz, 
dx 


und  sind  — zftfS|,  — ßt«t,  — C,»t,  die  nnf  die  neue  ys  parallele  Ebene 
kenden  Spannungscomponcnten , so  hat  man  für  die  parallele  Ebene : 


A'"> 


ß,»i,  + 


dB 


<>.V 


dy<  C|«,+ 


dC.n 

Az 


Az. 


wir- 


Seicn  noch  n,  ß,  y die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den 
Axen  macht,  so  hat  man,  da  die  senkrecht  auf  die  Fläche  gerichtete  Componente 
verschwindet: 


2)  Aa  + Bß -f-  Cy  = 0,  A tn  -j-  B tß  -f-  Cty  = 0. 


Eine  der  Axe  der  z parallele  Linie  zwischen  beiden  parallelen  Oberflächen 
hat  die  Länge  — , nnd  cs  ist: 

r 


mithin  ist: 


n = tkdx , n,  = tkdy. 

Sind  X,  Y,  Z,  die  sich  anf  die  Körpereinheit  erstreckenden  Kraftcomponcnten, 
so  ist  die  Summe  aller  sich  auf  das  nnendlich  kleine  Parallclepipedon  erstreckenden: 


X»(jA  dx  dy,  y*pk  dx  dy , Ztuh  dx  dy , 


wenn  p die  Dichtigkeit,  also  tkg  dx  dy 
die  Masse  des  Parallelepipedons  ist.  Man 
kann  hier  alle  sechs  Gleichungen  an- 
wenden, die  für  beliebige  Systeme  gelten 
und  die  bei  den  festen  Körpern  ent- 
wickelt sind.  Von  den  drei  Momenten- 
gleichungen gibt  jedoch  nur  diejenige  ein 
Resultat,  welche  die  der  Ebene  xy  pa- 
rallelen Momente  enthält.  Der  Bequem- 
lichkeit wegen  denken  wir  nns,  wie  dies 
ja  nach  dem  Obigen  immer  geschehen 
kann,  das  Paralielcpipedon,  das  als  ho- 


mogen zu  betrachten  ist,  auch  fest.  Di« 
Spannungen  vereinigen  sich  dann  bezüg- 
lich in  der  Mitte  der  Seitenflächen,  die 
Kräfte  A',  I',  7,  in  der  Mitte  des  Parallel- 
epipedons; verlegen  wir  in  dieselbe  auch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so 
ist  das  bezügliche  Moment,  da  X,  Y,  Z, 
A,  C,  B „ C,  die  Momente  Null  haben: 
Bndy  — A ,nldx  = 0, 

dy  dx 

■jr,  sind  nämlich  die  Entfernungen 

& & "4 
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der  Kräfte  B und  A , vom  Mittelpunkt,  geben  «ich  nus  den  Betrachtungen,  dass 
« u "Bn  j dA,«,  j , jedes  auf  der  Fläche  angenommene  un- 

der  Zuwachs  dx,  dy  hat  aber  cm]|jch  kleine  Dreieck  unveränderlich  ist. 

ein  verschwindend  kleines  Moment  und  ®'nd  di,  da  zwei  Seiten  eines  solchen, 
fällt  also  weg.  Wegen  der  Wcrthe  von  9 der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel, 
« und  n.  ergibt  sich  hieraus:  *°  8>nd  “l8°  *.  da  und  * konstant 

Sind  x,  y,  : als  Functionen  zweier  Va- 
und  r gegeben,  so  hat  man 


A - A i ' riablen  u 

es  werden  somit  die  drei  noch  Qbrigen  sonach: 
Gleichungen  die  Gestalt  haben: 


4) 


£<£d>+i<£*>+f.*x 

OX  dy 


0, 


ä(,hB)  , Hihli,) 


+ 


dy 


+ (>th  Y = 0 , 


dJ^C.)  0. 

dx  Oy 


ox9 

cto* 

dar1 

dx  dx 


5)  ÄTi  + iCi  + ÄZi 


+ — 4- 

.5—  1 ' ~ 


dy* 

du« 

dy* 

du1 


d t! 

s? 

dg 
de 
dg  dg 


= f (•*.*>). 
= V1  (“.  *) 


du  dt  + du  de  du  dx  = V 


Die  Gleichungen  2),  3),  4)  sind  zur  «°  £(«.»).  y(«,r),  y,(u,e)  gegebene 
LOsung  des  Problems  ausreichend  Funcüonen  von  u und  e sind. 


Da  n,  ß,  y durch  3)  gegeben  sind,  so 
hat  man  fünf  Gleichnngen,  welche  die 


Man  hat  also  nach  Elimination  von 
A,  B,  C,  B „ C,  noch  drei  Gleichungen 


Unbekannten  A,  B,C,  B ,,  t\  enthalten,  übrig,  welche  zur  Bestimmung  des  Gleich- 
Zu  diesen  kommen  aber  noch  diejenigen  gewichts  ausreichen, 
hinzu,  welche  die  Unausdehnbarkeit  der  Wir  wollen  noch  die  Gleichungen  4) 
Fläche  dars teilen,  d.  h.  dass  die  Fläche  bezüglich  mit  «,  ß,  y multipliciren  und 
nur  nuf  einander  abwickelbare  Formen  addiren,  mit  Berücksichtigung  von  2)  er- 
annchmcn  kann. 


Diese  Gleichungen  er-  gibt  sich  dann : 


^s+4;+Ä2+B‘?+cS+c‘S-p<ax+^+y^°’ 

oder  wenn  man  mittels  der  Gleichungen  3)  C und  Ct  elimimrt: 

(-) 

li^--9^X  + ßY+yZ)  = 0, 


*(7)  *(7).  '(7) 


YAiT  + VB 


+ yB 


dy  dx  dy 

oder  wenn  man  die  Gleichungen  3)  berücksichtigt: 

Sei  z.  B.  die  Fläche  homogen  und  von  gleicher  Dicke  und  nur  von  der 
Schwere  angegriffen,  die  Axc  der  Z der  Schwere  parallel  Es  ist  dann  s und  f 
constant,  X = Y = 0,  Z = y.  Die  beiden  ersten  Gleichungen  4)  geben  dann : 


+ yBt 


d(M)  d(Aß) 
dx  dy  -U’ 


d(kB)  , d(kBJ_n 
dx  + dy  -U‘ 


Sind  U,  V beliebige  Functionen  von  x,  y, 

Gleichung : 


und  aus  der  zweiten  : 


kB  = - 


kB,  = - 


s,  so  ergibt  sich  aus  der  ersten 

dU 


dx  * 

dK 

d^’ 


also  wegen  der  beiden  Werthe  von  kB,  wenn  II  eine  ebenfalls  beliebige  Function 
von  x und  y ist: 
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d*H' 

“=  V-. 


Aß  = - 


5xly  ’ 

uml  die  Gleichung  6)  nimmt  die  Gestalt  an: 


Aß,  = 


d»H 

Ar’ 


!>•  » <D  » _ t>«z  <D  W d’ U d ' t 
dy*  dz*  dz  oy  dz  dy  dz1  dy*  ^ ^ 


Indes*  ist  diese  vollständige  Integration 
seihst  dieser  rerhälluissinässig  einfachen 
Aufgabe  nicht  zu  bewerkstelligen. 

6)  Statik  der  flüssigen  Körper. 

Flüssigkeiten  müssen  als  eine  Keilie 
lose  an  einander  liegender  Funkte  oder 
unendlich  kleiner  Körper  betrachtet  wer- 
den, deren  Einwirkung  auf  einander  nur  in 
ihrer  Undurchdringlichkeit  besteht.  Aus 
dieser  Anschauung  folgen  sogleich  die 
Glcichgewichtsglcichungcn. 

Möge  in  irgend  einem  Punkte  die 
Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  g und 
von  Kräften  angegriffen  sein,  die  auf 
die  Kaumeinheit  reducirtdie  Componenten 
X,  Y,  Z haben. 

Betrachten  wir  ein  rechtwinkliges  Pa- 
rallclepipedon , dessen  Seiten  unendlich 
klein  und  den  Axen  parallel  sind,  somit 
bezüglich  die  Länge  dz,  dy,  dz  haben, 
so  ist  die  Summe  der  der  Axe  der  X 
parallelen  Componenten: 
p.Y  dz  dy  dz. 

Ausserdem  wirken  die  Spannungen  von 
Funkt  an  Punkt,  aus  den  betreffenden 
Summen  fallen  aber  die  innerhalb  der 
Punkte  des  Parallclepipedons  selbst  wir- 
kenden ganz  weg,  wegen  der  Gleichheit 
der  Wirkungen  und  Gegenwirkungen. 
Es  bleiben  also  nur  die  für  die  Grenz- 
flächen, welche,  nach  dem  oben  Gesag- 
ten senkrecht  auf  diesen  Flächen  sind, 
lat  also  die  anf  die  Fläehencinheit  sich 
erstreckende  Spannung  für  die  eine  Grenz- 
fläche, welche  auf  der  Axe  der  X senk- 
recht ist,  gleich  — p,  somit  die  auf  der 
parallelen  Grenzfläche,  welche  offenbar 
entgegengesetzt  gerichtet  ist: 

d p , 

+ P + Tzd*' 

so  sind  die  Ansdrücke  mit  dem  Inhalt 
der  Grenzfläche  dt/dz  zu  multipliciren, 
um  die  Somme  aller  Spannungen  zu  ha- 
ben. Sind  noch  q und  r die  Spannun- 
gen für  die  eine  Grenzfläche,  welche 
den  Axen  der  Y und  Z senkrecht  ist, 
so  hat  man  im  Falle  des  Gleichgewichts, 
wenn  man  die  Summen  der  gleichgerich- 
teten Componenten  gleich  Null  setzt. 

_ -är 

ÄT’ 


Es  lässt  sich  indess  nicht  der  ganze 
von  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  immer  in 
Purallclcpipeda  wohl  aber  stets  in  drei- 
seitige Pyramiden  zerlegen,  von  denen 
drei  Seiten  den  Axen  parallel  sind. 

Seien  wieder  dz.  dy,  dz  die  Längen 
dieser  Seiten,  so  sind  die  Inhalte  der 
entsprechenden  drei  Grenzflächen  bezüg- 

, ...  du  di  dz  dy  dz  dy 

lieh  gleich  , - .y  , - --  , also  die 

Spannungssummen,  welche  auf  dieselben 
wirken  bezüglich: 


dy  di 


dz  dz 

T-jT1 


dz  dy 


VY=^,  pZ=-^. 


Die  vierte  Grenzfl&eho  habe  den  Flä- 
cheninhalt F und  möge  ihre  Normale, 
Winkel  mit  den  Axeu  machen , deren 
Cosinus  bezüglich  l,  /j,  y sind,  so  ist: 
dy  dz  di  dz  dz  dy 

n-~T’  V=-2-.  *>=- jj-- 

Sei  noch  — t die  auf  die  Einheit  be- 
zogene, senkrecht  auf  diese  Fläche  wir- 
kende Spannung,  so  sind  die  Componenten 
derselben  bezüglich  gleich : 

— sA,  — t/j,  - tu, 
also  die  Summe  aller  Spannungscompo- 
nenten  für  die  ganze  Fläche  bezüglich: 

it, 

v dz  dy 

-F,u=  — 

Auf  die  Pyramide  wirken  nun  dio 
Kräfte  X,  y,  Z noch,  und  deren  Sum- 
men Tür  die  ganze  Pyramide  werden: 
dz  dy  di  ydx  dy  dz  „ dz  dy  dz 

3 ' 3 * Z 3 *■ 

also  unendlich  klein  dritter  Ordnung, 
während  die  Spunnungssummen  nur  un- 
endlich klein  zweiter  Ordnung  sind. 

Aus  den  betreffenden  Gleichgewichts- 
gleichungen fallen  also  die  Kräfte  X, 
F,  Z ganz  weg,  und  man  hat: 

p — s = 0,  q — t — 0,  r — t = 0, 
woraus  sich  die  wichtige  Beziehung 

*=P=¥=r 

ergibt. 

36 
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„Die  Spannung,  welche  auf  eine  Flüs- 
sigkeit ausgefibt  wird,  ist  in  allen  Rich- 
tungen oder  auf  jeder  durch  einen  Punkt 
der  Flüssigkeit  gelegten  Ebene  dieselbe.“ 
Statt  der  zuerst  entwickelten  Glcich- 
gewichtsglcichungcn  haben  wir  jetzt: 


Diese  Gleichungen  lassen  sich  unter  der 
Form  einer  einzigen  schreiben,  wenn  man 
bezüglich  mit  dx%  </y,  dz  multiplicirt  und 
addirt: 

2)  = Frfy  4*  ffZdz* 

Die  Bedingung,  dass  eine  Flüssigkeit 
im  Gleichgewicht  sich  befinde,  ist  also 
die,  dass  der  Ausdruk  : 

(tXdx  4-  (iFf/y  + ( >7'dz 

ein  vollständiges  Differenzial  sein  muss. 
Die  Spannung  in  irgend  einem  Punkte 
gibt  dann  die  Gleichung: 

— p — J (*>Xdx  4-  p Ydy  4*  pZ</z) 

Die  ganze  Art  der  Entwickelung  zeigt, 
dass  die  Gleichungen  1)  und  2)  für  jede 
lose  Zusammenstellung  von  Molekülen 
gilt,  also  auch  für  Körper  wie  Sand  u.  s.  w., 
wenn  man  die  einzelnen  Körner  nämlich 
als  uuendlich  klein  betrachtet.  Indcss 
wird  das  Gesetz  der  glcichm&ssigcn  Fort- 
pflanzung des  Druckes,  auf  welchen  diese 
Gleichungen  beruhen  selbst  bei  vielen  in 
der  Natur  vorkommenden  Flüssigkeiten 
nur  annäherungsweise,  bei  losen  Körpern 
aber  nur  sehr  unvollkommen  bestätigt. 
Der  Grund  kann  der  sein,  dass  eben 
diese  losen  Körperchen  nicht  unendlich 
klein  sind. 

Zugleich  findet  aber  hier  noch  etwas 
Anderes  statt.  Die  Materie,  d.  h.  die 
Körperatome  finden  sieh  in  der  Natur 
immer  verbunden  mit  Actheratomcn,  ^ei- 
che letztere  unter  Andern  die  Wärme- 
erscheinungen hervorbringen.  Aus  dem 
Zusammenwirken  beider  Arten  Atome 
ergeben  sich  gewisse  Kräfte  und  damit 
bei  diesen  die  Gleichheit  der  Wirkung 
und  Gegenwirkung  stattfindet,  wären  die 
Aetheratomc  und  ihre  Bewegung  selbst 
in  Betracht  zu  ziehen,  was  von  grosser 
Schwierigkeit  sein  würde.  Bei  der  Reibung 
z.  B.  und  selbst  beim  Drucke  finden  be- 
kanntlich Wärme  • Erscheinungen  . also 
Actbcrbewegungen  statt,  wenn  sich  die 
Flüssigkeitstheile  also  gegen  einander 
reiben , man  aber  die  Bewegung  des 
Aether  vernachlässigt,  so  sind  die  Glei- 
chungen 1)  und  2)  nicht  mehr  genau 
richtig. 


Im  Allgemeinen  ist  jedoch  bei  den 
eigentlichen  Flüssigkeiten  diese  Abwei- 
chung gering,  und  kommt  namentlich 
bei  statischen  Aufgaben  nicht  in  Betracht. 

Es  fragt  sich  jetzt,  ob  die  Gleichungen 
auch  ausreichend  sind.  Wie  die  Flüssig- 
keit auch  beschaffen  sei,  so  können  wir 
voraussetzen,  dass  sich  kein  Thcil  der- 
selben von  dem  andern  trenne,  also  zwei 
in  irgend  einer  Gestalt  derselben  einan- 
der unendlich  nahe  Atome  in  keiner  an- 
dern Gestalt  eine  endliche  Entfernung 
haben.  Wenn  dies  in  der  Natur  auch 
nicht  immer  der  Fall  ist,  wo  Flüssigkei- 
ten z.  B.  in  von  einander  getrennte  Theile 
zerlegt  werden,  wie  z.B.  beim  Umgiessen 
aus  einem  Gefäss  ins  Andere,  so  iat  auf 
solche  Vorgänge  um  so  weniger  Rück- 
sicht zu  nehmen,  als  dabei  die  Continuität 
der  Flüssigkeit,  also  auch  die  Bedingun- 
gen, unter  welchen  die  Gleichungen  statt- 
finden, nicht  mehr  geltend  sind.  Dies 
vorausgesetzt,  seien  die  Coordinaten  von 
vier  einander  benachbarten  Atomen  bei 
irgend  einer  Gestalt  der  Flüssigkeit  be- 
züglich : 

*»y»*. 

durch  diese  Punkte  wird  eine  unendlich 
kleine  Pyramide  bestimmt,  deren  Flächen- 
inhalt die  Grösse  hat: 


dx„  d y,,  di, 
d dy,,  dz, 
dj dy,,  dz. 


A ■ 

8 ’ 


wo  A eine  Determinante  roratelll,  die 
aus  den  Elementen: 

x,-x  = dx„  y,-y  = dy„  *,  — » = *, 
x,-x= dx„  y,-y~dy„  t,-i  = di, 
x ,-x  = dx„  y,-y  = dy„  z,-*  = A, 

besteht.  Sind  aber  bei  irgend  einer  an- 
dern Gestalt  £,  y,  C»  • • • d*® 

Coordinaten  von  denselben  Atomen,  so 
wird  der  Flächeninhalt  der  entsprechen- 
den Pyramiden  sein  : 

«fyn  <*V| 

dy,,  d(, 
d$„  dy„  d(. 

Hat  nun  in  der  entsprechenden  Stelle  die 
Flüssigkeit  in  der  ersten  Geault  di« 
Dichtigkeit  p in  der  letztem  p,,  so  wird 
also,  da  die  Masse  der  Pyramide  sich 
doch  nicht  ändern  kann,  sein: 

3)  pA=e,A,. 

Ist  p bekannt,  so  hat  man  twischen  den 
Coordinaten  und  dem  Drucke  p die  drei 
Gleichungen  1)  und  die  Gleichung  8), 


_ A. 
“ 3 ’ 
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also  nach  Elimination  von  p noch  drei 
Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung 
des  Gleichgewichts  ausreichen.  Bei  tropf- 
baren Flüssigkeiten  findet  keine  Zusam- 
mendrückung statt,  es  ist  also  p in  jeder 
Gestalt  der  Flüssigkeit  dasselbe.  Die 
Gleichung  wird  also: 

A — At. 

Bei  ausdehnsamen  Flüssigkeiten  ist  die 
Dichtigkeit  eine  gegebene  Function  des 
Druckes,  bei  constanten  Gasen  und  Dam- 
pfen, welche  von  der  Temperatur,  bei 
welcher  sic  flüssig  werden,  entfernt  sind, 
hat  man: 

p = kg  (1  + «»), 

wo  9 die  Temperatur  in  Graden,  k und 
ir  eonstante  Coefficienten  sind.  Hier  ist 
nach  Regnault  io  setzen  n = , lr.  Wenn 
* Centesimalgrade  vorstellt  k ist  für 
die  verschiedenen  Gase  verschieden.  Für 
den  Gefrierpunkt  ist 

p = ke. 

Bei  der  atmosphärischen  Luft  ent- 
spricht dem  Barometrischen  Drucke  von 

760  Millimeter  die  Dichtigkeit  -=75^77. 

die  des  Wassers  als  Einheit  genommen. 
Man  hat  also: 

760-769,44=*, 

wenn  der  Druck  durch  die  Barometer- 
hühe  in  Millimetern,  die  Dichtigkeit  durch 
das  speciflsche  Gewicht  ausgedrückt  ist. 
Es  ergibt  sich: 

* = 590158. 

Io  jeder  Flüssigkeit  kann  man  die- 
jenigen Flüchen  betrachten,  deren  Punkto 
constanten  Druck  erleiden ; diese  Flächen 
heissen  Niveauflächen,  und  man  hat  für 
dieselben 

dp  = 0, 

also: 

Xdx  + Ydy  + Zrfz  = 0. 

Da  t*,  7^,  ~ die  Cosinus  der  Winkel 
di  dt  dt 

sind,  welche  irgend  eine  Tangente  der 
Niveauflächc  mit  den  Axen  macht,  X. 
¥,  Z aber  den  Cosinus  derjenigen  Winkel 
proportional  sind,  welche  die  Kraftrich- 
tung in  Punkt  x,  y,  - mit  den  Axen 
macht,  so  drückt  diesh  Gleichung  auch 
aus,  dass  in  jeder  Niveaufläche  die  in 
jedem  Punkt  wirkende  Kraft  normal  der 
Fläche  gerichtet  ist. 

Da  p ein  vollständiges  Differenzial 
ist,  so  erhält  man  auch  p = c für  die 


Niveauflächen,  und  jedem  Werthe  von  C 
entspricht  eine  andere  solche  Fläche. 
Wirkt  nur  die  Schwere  und  ist  die  Axe 
der  : derselben  parallel,  so  hat  man 

X = Y = 0,  Z=j, 

also  für  die  Niveauflächen  p gz  — c.  Die- 
selben sind  also  horizontale  Ebenen. 

Im  Allgemeinen  bat  mau,  falls  die 
Schwere  allein  wirkt  und  die  Dichtigkeit 
constant  ist,  als  Bedingung  des  Gleich- 
gewichts das  Integral  der  Gleichung  2): 

P-P'=Q9(*  O-*). 
wo  p0  der  Werth  von  p , *#  der  von  * 
für  irgend  einen  Punkt  ist.  Ist  der  Druck 
also  auf  der  Oberfläche  constant,  wie 
dies  z.  B.  der  Fall  ist,  wenn  nur  der 
Druck  der  Luft  auf  die  in  einem  Ge- 
fässe  befindliche  Flüssigkeit  wirkt,  so 
hat  man  für  diese  Oberfläche  pzzp9, 
z = z0,  also  die  Oberfläche  ist  eine  ho- 
rizontale Ebene. 

Dasselbe  tritt  auch  noch  ein,  wenn  (i 
veränderlich  ist,  es  ist  dann  nämlich: 

P-P.  = -3  f Qdz- 

p muss  also  im  Falle  des  Gleichgewichts 
eine  Function  von  z allein  sein.  Auch 
in  diesem  Falle  sind,  wie  leicht  zu  sehen, 
die  Ni' euuflächeti  horizontale  Ebenen. 

Flüssigkeiten  üben  natürlich  auch  einen 
Druck  auf  die  Wände  des  Gefässes  aas, 
in  welchem  sie  enthalten  sind.  Setzen 
wir  wieder  voraus , dass  die  Schwere 
allein  wirkt,  und  ist  dm  das  Element 
einer  solchen  Wand,  also  eine  anendlich 
kleine  Grösse  zweiter  Ordnung,  so  ist 
der  darauf  ausgeübte  Druck  gleich 

! >.+ SP  (*.-*)]*». 
oder  wenn  man  den  von  der  Flüssigkeit 
ausgehenden  Druck  allein  betrachtet, 
d.  b.  den  an  der  Oberfläche  p„  = 0 setzt: 
Sß(t0  — z)dm. 

Sei  noch  h 1 = z,  — s die  Entfernung  des 
Punktes  der  Wand  von  der  freien  Ober- 
fläche, so  ist  gyhdm  der  Drnck.  Ist  die 
Wand  eben,  so  sind  die  auf  die  einzel- 
nen Elemente  ansgeübten  Druckkräfte 
gleichgerichtet,  und  ihre  Resultante  gleich 


wo  sich  das  Integral  über  die  ganze 
Wand  erstreckt,  ein  Ansdruck,  welcher 
bei  constantem  p gleich  ist: 

wenn  M der  Flächeninhalt  der  Wand, 
A,  die  Entfernung  ihres  Schwerpunkts 
von  der  Oberfläche  ist.  Dieser  Schwer- 
36* 
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punkt  ist  aber  nur  in  dem  Falle  auch  gph^dm,  und  wenn  man  diese  als  Ebene 
der  Angriffspunkt  des  Gesammtdruckes,  der  xy  betrachtet,  so  sind  die  Momente 
wenn  die  Flüche  horizontal,  also  k con-  des  Gesammtdruckes  in  Bezug  auf  alle 
staut  ist.  drei  Coordinatenebenen : 

Im  Allgemeinen  lasst  sich  der  An-  PTC 

griffspunkt  (Mittelpunkt  des  Druckes)  / ypz'dm,  / ggyidm,  / gyiidm, 

auf  folgende  Weise  bestimmen.  •*  ^ 

Das  Moment  des  Druckes  g^lidm  in  also  wenn  f , r„  { die  Coordinaten  des 
Bezug  anf  die  Oberfläche  ist  gleich  Druckmittelpunktes  sind: 

j " t'dxm  = (: i j yzdm  = «jS,M,  J xsrfm  = 
wo  t,  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  der  freien  Oberfl&chc  ist: 

J xzdil  j ytdlU  z'dlU 

1 - ’ " = —ihr'  i = *«r  ’ 

wo  nach  dem  Obigen  zu  setzen  ist: 

J >dm 


also  £ = 


Von  den  beiden  Ausdrücken: 

Z« 

ist  nun  offenbar  der  erstere  gleich: 
und  der  letztere  gleich 


Zn  Z(«  t »)  und  [Z(«  z )]‘ 
P ' 9 9 ' 9 J 


(yy)+*V,V+V). 


2 Zn  n » s + Zn  *t  *. 

P 1 P 1 11 

Sind  nun  alle  n positiv,  so  wird  immer  die  erstere  Summe  grfisser  als  die 
letztere  sein,  denn  es  ist: 


V+V"V» =<*#-*/• 


also  positiv  und  daher: 


s * -fz  • > 2z  z . 

P I PI 


Setzt  man  nun  n unendlich  klein  und  gleich  dm,  so  ist  mich: 

j dm  j z’dm  > zrfm^  , 


d.  h 


> z,1®’  oder  { > z,, 


d.  h.: 

„Wenn  die  Wand  nicht  horizontal  ist, 
so  liegt  der  Mittelpunkt  des  Druckes 
tiefer  als  der  Schwerpunkt.“ 

Ist  die  Wand  gekrümmt,  so  sind  die 
Druckkräfte  nicht  parallel,  sie  lassen 
sich  also  nicht  immer  in  eine  Mittelkraft, 
immer  aber  in  eine  solche  und  ein  Paar 
oder  auch  in  zwei  Kräfte  vereinen. 

' Sei  ein  fester  Körper  iu  eine  schwere 
Flüssigkeit  getaucht,  so  können  wir  die 
Obertlitche  zunächst  durch  eine  Schaar 
Horizontalebcnen  in  Scheiben  zerlegen. 
Jedo  dieser  Scheiben  zerlegen  wir  wie- 
der in  Elemente  durch  eine  Schaar  Ebe- 
nen, welche  der  Ebene  xs  parallel  sind, 


(unter  s immer  die  Richtung  der  Schwere 
verstanden).  Es  entstehen  dann  unend- 
lich viel  Uechtccko,  deren  Projectionen 
auf  die  Ebene  yz  alle  gleich  dydi  sind. 

Sei  nun  der  Druck  auf  eine  solche 
Scheibe  gleich  p Tür  die  Flächeneinheit, 
«,  ß,  y die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
die  Normalo  der  Oberfläche  mit  den  Axen 
macht,  nt  der  Flächeninhalt  des  eben  er- 
wähnten kleinen  unendlich  ebenen  Recht- 
eckes, so  sind  die  Druckcomponenten 
eines  solchen  bezüglich  gleich: 
pottr,  /tat  ß,  pay, 
d.  h.  gleich: 

pdydi,  pdzdx,  pdxdy. 
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Jedem  dieser  Rechtecke  entspricht 
offenbar  ein  zweites,  das  von  denselben 
Ebenen  abgeschnitten  wird,  und  dessen 
der  Axe  der  x parallelen  Druckcompo- 
nente  gleich  — pdydz  ist,  so  dass  diese 
Druekcomponcnten  verschwinden.  Wah- 
len wir  statt  der  xs  parallelen  Ebene 
eine  Schaar  solcher,  die  y*  parallel  sind, 
so  ergibt  sich  eben  so,  dass  die  der 
Axe  y parallelen  Componenten  verschwin- 
den. Es  bleibt  also  nur  die  Vertikal- 
coroponente  des  Druckes  übrig.  Zerlegen 
wir.  um  diese  zu  bestimmen,  die  Ober- 
fläche in  unendlich  kleine  Rechtecke 
durch  zwei  Ebcncnschaarcn  bezüglich 
den  Ebenen  xs  und  yi  parallel,  so  wer- 
den je  zwei  Rechtecke  dieselbe  Projection 
dxdy  haben.  Die  entsprechenden  Drucke 
auf  das  obere  und  untere  dieser  Recht- 
ecke sind: 

gdxdy  f prft, 

— gdxdy  f ' qdz, 

wo  z,,s,  die  Ordinatcn  der  entsprechen- 
den Punkte  der  Oberfläche  des  cinge- 
tanchten  Körpers,  *,  die  der  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  ist,  während  p von  s 
allein  abhängig  ist;  beide  Drucke  suro- 
miren  sich  in : 


herrührenden  Satz  drückt  man  in  einer 
allerdings  nur  für  homogene  Flüssig- 
keiten und  eingetanchte  Körper  völlig 
richtigen  Weise  gewöhnlich  so  aus: 

„Ein  in  eine  nicht  bewegte  Flüssig- 
keit getauchter  Körper  verliert  soviel  an 
Gewicht,  als  das  der  verdrängten  Flüs- 
sigkeit beträgt.“ 

Als  in  dies  Gebiet  gehörig  knüpfen 
wir  hieran  noch  die  Theorie  der  baro- 
metrischen Höhenmessung,  d.  h.  des 
Druckes  der  Luft  in  einer  bestimmten 
Höhe.  Die  Schwerkraft  ist  hier,  da  be- 
trächtliche Höhen  in  Betracht  gekom- 
men nach  dem  Newton  sehen  Gesetze 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrate 
der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der 
Erde  zu  nehmen. 

Ist  also  g die  Schwero  an  der  Erd- 
oberfläche y in  der  Höhe  s über  der- 
selben, r der  Radius  der  Erde,  so  bat 

man : 

_ 9r » 
y~  (r  + s) *• 

Ist  ferner  wie  oben  9 die  Temperatur 
in  Centesimalgradcn.  p der  Druck,  p die 
Dichtigkeit  der  Luft,  so  kommt: 

p = *p  (1  + «»), 

WO 

«==^  = 0,004. 


— 91  * p*  dxdy, 

' *. 

und  die  auf  den  ganzen  Körper  ansge- 
übten in : 

-•fff  p dl  dx  dy, 

wo  sich  das  dreifache  Integral  auf  die 
Oberfläche  des  eingetauchten  Körpers 
bezieht.  Dies  Integral  mit  umgekehrtem 
Vorzeichen  aber  stellt  dar  das  Gewicht 
einer  Flüssigkeitsmasse  die  dem  cingc- 
tauchten  Körper  congruent  ist,  und  gleiche 
Dichtigkeit  mit  der  hat,  in  welche  er- 
aterer  eingetaucht  ist,  d.  h.  die  Flüssig- 
keit, die  er  verdrängt.  Ist  letztere  näm- 
lich nicht  homogen,  so  hängt  ihre  Dich- 
tigkeit nur  von  der  Höhe  ab,  nnd  dieser 
Höhe  gemäss  ist  die  Dichtigkeit  der  hier 
betrachteten  Masse  auch  zu  nehmen. 
Auf  den  cingetauchten  Körper  wirken 
somit  zwei  Kräfte,  1)  seine  eigene  Schwere 
in  seinem  Schwerpunkte,  2)  eine  Kraft 
gleich  der  Schwere  der  verdrängten  Flüs- 
sigkeit im  Schwerpunkt  der  letzteren 
aber  in  dem  der  Schwere  entgegenge- 
setzten Sinne.  Diesen  von  Archimcdes 


Nimmt  man  die  Axe  z im  Sinne  der 
Schwere,  so  ist  zu  setzen : 


also: 


x=y  = o,  Z = y, 


dp  — - 


por'i/i 

(r+^T’ 


oder  wenn  man  für  p einsetzt: 

dp jr’rfz 

7-_  *(!+«»)  ('■  + *)’ 

Die  Integration  würde  sehr  bedeutenden 
Schwierigkeiten  unterliegen,  wenn  man 
die  9 als  Function  der  Höhe,  wio  sie 
cs  in  der  That  ist,  betrachten  wollte. 
Indess  reicht  es  hier  aus,  9 als  constant 
zu  betrachten,  und  zwar  nimmt  man 
dafür  das  Mittel  aus  den  Temperaturen 
des  höchsten  und  tiefsten  Punktes  der 
Messung,  dann  ergibt  sich: 

, gr'  , 

lg  n ~ — -4-  const. 

* (1  + n») (r  + s)  T 

Oder  wenn  p„,  *#  sich  auf  den  tiefsten 
Funkt  beziehen: 

Pq  - 9r‘  *"** . 

Bp  A(l  + «r»)  (r  + *,)(r  + s) 
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Die  Ausdrücke  p„  'und  p gibt  das 
Barometer.  — Sind  nämlich  ha,  h die 
Barometerhohen  auf  beiden  Stationen,  R|6Q . 
jedoch  mittels  des  Ausdehnungscoefflcicn- 
ten  des  Quecksilbers  auf  Nullgrad  Tem- 
peratur rcducirt,  d die  Dichtigkeit  des 


y,_  («•+»)« 

y ~ (r+*.)* 


Quecksilbers  bei  Nullgrad  und  y«,,  y die 
Schwere  bei  beiden  Stationen,  so  ist: 


/ «•+» y 

> h \r+s0/ 


f»,  = dy„A4,  p~  dy/l, 


oder: 

2) 


Setzen  wir  uoch: 

'■  + * = {>  r + *.  = {.. 

so  ergibt  diese  Gleichung  in  Verbindung 


mit  1): 


In  erster  Näherung  kann  rechts  gesetzt  werden  l + y-  = l,  man  erhält  somit 

*• 

einen  Näherungswerth  für  s,  setzt  man  diesen  dann  recht«  ein,  so  gibt  dieselbe 
Formel  den  genaueren  Werth  für  f. 

/ Um  zu  bestimmen,  seien  M0,  H die  benachbarten  Barometerstände,  r,,  t 

die  entsprechenden  Temperaturen.  Da  der  Ausdehnungscoeffident  des  Queck. 
Silbers  ist,  hat ' man  : 

1 + 555Ö 

rTUÄi' 

1 + 5550 

oder  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  r — r#  vernachlässigt : 

i 
k 


H 


1 + It r. 

+ 5550 


Wa6  die  Grosse  $ anbetrifft,  so  hat  man  für  Paris  in  Uetcrn : 
g=  9,80896, 

und  Tür  einen  beliebigen  Ort  unter  der  Breite  wenn  die  von  Paris  ist 
(siehe  den  Artikel:  Schwere): 

D anooc  1 ~ 0,002588  cos  2 g. 

3 ~ 9,80896  1=0008588 er- 
setzt man  für  k den  oben  gegebenen  Werth  und  «/»,  = 48“  50'  13",  so  kommt: 


fr  t+8,‘(> +£)]('+£)• 


18336m(l+a0) 

' 1 -0.002688  cos  2<p 

9)  Die  allgemeinen  Gleichge- 
wichtsgleichungcn. 

Als  allgemeinste  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichts haben  wir  die  sechs  Gleichun- 
gen des  Abschnitte  3),  welche  für  die 
festen  Körper  ausreichend  sind,  bereite 
kennen  gelernt.  In  diesen  ecchs  Glei- 
chungen sind  alle  zwischen  je  zwei  Punk- 
ten des  Systems  stattfindenden  Kräfte 
climinirt,  und  zwar  setzen  die  ersten  drei 
derselben  nur  voraus,  dass  diese  Kräfte 
zu  zweien  gleich  und  parallel  aber  ent- 
gegengesetzt gerichtet,  die  letzten  drei, 
dass  sie  immer  in  eine  Linie  fallen.  Es 


ist  also  nicht  die  Bedingung  nOthig,  dass 
die  zwischen  je  zwei  Punkten  wirkenden 
Kräfte  auch  der  Masse  beider  und  einer 
Function  ihrer  Entfernung  proportional 
seien.  Aus  dem  Grunde,  dass  hier  alle 
inneren  Kräfte  Wegfällen,  konnten  diese 
Gleichungen  unmöglich  fDr  alle  Systeme 
ausreichend  sein,  und  wenn  wir  sie  allein 
für  feste  biegsame  und  flüssige  Körper 
anwandten  und  zu  ansreichenden  Glei- 
chungen gelangten,  ebenso  wie  dies  auch 
z.  B.  für  die  elastischen  Systeme  (siehe 
den  Artikel:  Schwingungen)  mOglich  ist. 
so  ist  der  Grund  der,  dass  wir  sehr 
kleine  Theile  der  Systeme  betrachteten. 
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wo  denn  die  Einwirkungen  an  der  Grenze 
je  zweier  solcher  Theile  eine  Kollo  spiel- 
ten und  gewisse  bekannte  Gesetze  für 
die  an  den  Grenzen  stattfinden  Spannun- 
gen stattfanden.  Es  ist  aber  mftglicb, 
mit  Hinzunabme  der  znlctzt  angeführten 
Bedingungen  zu  Gleichungen  zu  gelan- 
gen, welche  für  alle  in  der  Natur  vor- 
kommenden Systeme  nothwendig  und 
ausreichend,  wobei  ferner  alle  die  Span- 
nungen, welche  keine  Bewegungen  be- 
wirken, sondern  eben  nur  die  Zustände 
des  betrachteten  Systems  (seine  Festig- 
keit, Flüssigkeit,  u.  s.  w.)  eliminirt,  und 
durch  die  Gleichungen , welche  eben  diese 
Zustande  ausdrücken,  ersetzt  sind. 

Diese  wichtigen  Gleichungen  sollen 
hier  entwickelt  werden.  Zunächst  wollen 
wir  der  obigen  Bedingung  aber  noch 
eine  allgemeinere  und  sehr  wichtige  Form 
geben. 

Seien  m,  m,  die  Massen  zweier  Punkte, 
r ihre  Entfernung,  so  ist  die  von  m auf 
mt  wirkende  Kraft  gleich  m • mvf  (r), 
und  die  von  m t auf  m wirkende  gleich 
— m Sind  xt  y,  a die  Coordi- 

naten  von  m,  und  *t,  y.,  tx  die  von  wij, 
so  zerfällt  die  erstere  Kraft  in  die  Coro- 
ponenten: 


t , \ Z * i 

mmj(r)  — ^ . 


kung  stattfindet,  (wobei  die  von  gewissen 
Punkten  ausgehenden  auch  der  Null 
gleich  sein  kann)  diese  Einwirkungen 
sich  nach  den  Axen  in  drei  Componcn- 
ten  zerlegen  von  der  Gestalt: 


du 

dU 

dU 

dx  ’ 

dy  ’ 

dz  ' 

f fWr  + 

mmt  1 f{r)dr , 

r,  . 

, die  Entfernung 

der  einzelnen  Punkte  von  m,  ferner: 

"i.  «*»••• 

ihre  beiiiglichen  Massen  sind. 

Man  kann  aber  auch  setzen: 

V = *mpMqfr(rP,9)drP'l’ 

wo  unter  die  Massen  je  zweier 

beliebigen  Punkte  des  Systems,  r ^ ^ 

ihre  Entfernung  ist.  Denn  in  allen  Glie- 
dern der  Summe,  wo  nicht  = m ist, 

werden,  da 

r ~(x  — x )*  4- (y  — y )*+(»  — * )* 

rP,q  K p r p i yr  r 

die  Differenzialquotientcn  nach  x,  y,  s 
der  Null  gleich  sein,  so  das«  die  ent- 
sprechenden Theile  in  den  Componenten 


Mit  Hülfe  der  Gleichungen: 

(x  — — yt  )’+(*  — z,)*=  r* 
und  ihrer  Differenziale: 

dr  _ X— x,  dr  _ y— y , dr  _ s— «t 

dx  r * d y r ’ d s r 

kann  man  hierfür  schreiben,  wenn  man 

y.(r)  = mlm  f f(r)dr 

setzt : 

dy  (r)  d7  (r)  dy  (r) 
dx  * dy  ’ ’ da 

und,  wie  sogleich  zu  sehen,  sind  die 
Componenten  der  von  m , nach  m wir- 
kenden Kraft: 

dy  (r|  dy  (r)  dy  (r) 
dx,  ’ dy,  ’ dz, 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  von  allen 
Punkten  des  Systems,  das  aus  n Punk- 
ten bestehen  «oll,  auf  »i  eine  Einwir- 


dU  dU  dJJ 

’ dy  ’ d* 

nicht  Vorkommen.  Dies  gilt  für  alle 
Punkte  des  Systems,  man  hat  also  als 
Componenten  der  auf  Punkt  x^,  y^,  z# 

wirkenden  Spannungen,  die  Grossen: 
dir  dU  d£ 
dx^  ’ d<J,  ’ 

D.  b.:  Es  gibt  eine  Function  von  U, 
welche  allein  von  den  Coordinaten  der 
Punkte  des  Systems  abhängt,  derart,  dass 
die  Componenten  aller  auf  einen  Punkt 
des  Systems  wirkenden  inneren  Kräfte 
die  partiellen  Differenzialqootienten  dieser 
Function  nach  den  Coordinaten  dieses 
Punktes  sind.  Diese  wichtige  Function 
U wird  Kräftefunction  genannt,  und 
eine  solche  ist  unter  der  obigen  Vor- 
anssetzung  bei  den  in  der  Natur  vor- 
kommenden Systemen  immer  vorhanden. 
Es  wirken  nun  ausserdem  auf  die  Punkte 
des  Systems  noch  äussere  Kräfte,  die 
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wir  für  jeden  Punkt  m in  eine  Kraft 
P 

zuftammentfetzen,  und  diese  in  drei  Com* 
ponenten  nach  den  Axen,  X . Y , Z . 

^ PPP 

zerlegen.  Da  diese  und  die  inneren 
Krfiftc  einander  Gleichgewicht  halten, 
so  hat  man  för  jeden  der  Punkte  die 
drei  Gleichungen : 


+ - 
^ trx 

P 

% 

P 


= 0. 
= 0, 
= o, 


«lßo  für  n Punkte  drei  n Gleichungen, 
die  man  jedoch  unter  der  Gestalt  einer 
einzigen  schreiben  kann. 

Denkt  man  sich  nämlich  den  Punkt 
mp  uncn<tltch  wenig  verschoben,  so  er- 
fahren seine  Coordinaten  ganz  will- 
kürliche Zunahmen,  die  wir  mit  cfx  , 

P 

dyp,  dzp  bezeichnen.  Multipliciren  wir 

hiermit  bezüglich  die  drei  Gleichungen 
des  Gleichgewichts,  verfahren  eben  so  mit 
den  auf  die  andern  Punkte  bezüglichen, 
und  addiren  alle  diese  Gleichungen. 
Mit  Berücksichtigung  der  Gleichung: 


hat  man  dann: 


1)  dU+X  (X  ,tx  + Y du 

p p p r yp 

+ Z «fs  ) = o, 

pp 

welche  mit  den  obigen  völlig  gleichbe- 
deutend ist,  wenn  man  <fx,,  cfy,,  <fs,, 
cfx,  . . . als  willkürlich  betrachtet. 

Ks  ist  nun  aui  die  Eigenschaften  der 
in  der  Natur  vorkommenden  Systeme 
einzugehen. 

Als  Grundeigenschaft  der  festen,  der 
biegsamen,  (tropfbar)  flüssigen,  losen 
Körper  lässt  sieh  diejenige  betrachten, 
dass  sic  unendlich  viel  Lagen  annchmen 
künnen,  in  welchen  sic  in  Gleichgewicht 
sind,  wenn  keine  äusseren  Kräfte  wir- 
ken, nämlich  alle  Lagen,  in  welchen  sie 
fest,  flüssig  u.  s.  w.  bleiben.  Diese  La- 
gen  folgen  continuirlich  anf  einander, 
man  muss  bei  der  Rechnung  annehmen, 
dass  der  Körper  sich  nur  in  solchen  be- 
finde, oder  doch  in  solchen,  die  sich  nur 
sehr  wenig  von  derselben  entfernen.  Das 
letztere  ist  nämlich  so  lange  genau  richtig, 
als  der  Körper  seinen  Zustand  nieht  ver- 


ändert, nlso  z.  B.  ein  tropfbar  flüssiger 
Körper  nicht  elastisch  flüssig  wird.  Sulche 
Uebergängc  aber  kommen  in  den  me- 
chanischen Betrachtungen  nicht  vor,  auf 
welche  sich  unsere  Gleichungen  beziehen. 
— Dergleichen  Lagen  nennen  wir  Gleich- 
gewichtslagen. Die  in  ihnen  wirkenden 
innern  Kräfte,  und  die  Kräftefunction  V 
sind  also  so  beschaffen,  dass  sie  keine 
Bewegung  hervorbringen,  sondern  nur 
gewisse,  dem  Zustande  des  Systems  ent- 
gegenwirkende Kräfte  compensiren.  Aber 
nicht  alle  Körper  befinden  sich  nach 
dieser  Auffassung  immer  in  Gleich- 
gewichtslagen, z.  B.  die  elastischen,  wel- 
che Deformationen  annehmen , in  denen 
die  entstehenden  inneren , sogenannten 
Elasticitätskräftc  Bewegung  hervorbrin- 
gen.  Man  kann  dann  aber  jedenfalls 
diese  Kräfte  als  äussere  betrachten,  und 
sie  in  die  durch  X , Y , Z bezeiebne- 
„ PPP 

teil  Componentcn,  die  wir  ja  keinerlei 
Bedingungen  unterwerfen,  mit  aufneh- 
men.  Die  übrigen  nicht  Bewegung  her- 
vorbringenden inneren  Kräfte,  wenn  der- 
gleichen vorhanden  sind,  werden  dann 
immer  die  obigen  Bedingungen  erfüllen, 
und  eine  Kräftefunction  U auch  für  sich 
haben.  In  diesem  Sinne  kann  man  also 
auch  die  letztgenannten  Körper  als  solche 
betrachten,  die  nur  durch  Gleichgewichts- 
lagen gehen,  nlso  z.  B.  die  elastischen 
als  lose  Systeme,  die  von  äusseren  die 
I lnsticilät  bewirkenden  Kräften  ange- 
griffen sind.  Jedoch  bezieht  sich  dann 
auf  die  letzteren  die  Kräftefunction  V 
nicht  und  sie  werden,  wie  wir  gleich 
bemerken  wollen,  nicht  aus  den  allge- 
meinen Gieichgcwiehtsgleichungen  eli- 
minirt,  sie  müssen  also  bekannt  sein. 
Dies  unterscheidet  sie  wesentlich  von 
den  zuerst  genannten.  So  z.  B.  iät  es 
bei  tropfbar  flüssigen  Körpern  nicht  nö- 
tliig,  von  vorn  herein  das  Gesetz  der 
inneren  Kräfte  zu  kennen,  wohl  aber 
bei  nusdehnsam  flüssigen,  für  welche 
das  Marione-,  Gay-Lussac'sche  Gesetz  gilt. 

Wir  nehmen  also  jetzt  an,  dass  die 
Körper  sich  in  Gleichgewichtslagen  be- 
finden. Die  Bedingung  für  eine  solche 
ergibt  sich  aus  1),  wenn  man 

X—  >•  = Z = o 

setzt,  also: 

2)  <rt’=o 

und  bezieht  sich  das  Diflerenzialzeichen 
d auf  den  Uebergang  aus  einer  Gleich- 
gewichtslage zu  einer  unendlich  nahen 
im  Uebrigcn  beliebigen,  so  ist  also  auch: 

3)  ddU=ddU  = 0. 

Wenn  auf  einen  Körper  nun  äussere 
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Kräfte  einwirken,  so  kann  genau  genom- 
men daa  Gleichgewicht  nur  denn  unun- 
terbrochen erhalten  bleiben,  wenn  die 
auf  jeden  Punkt  wirkenden  inneren  und 
luaaeren  Kräfte,  die  Keaultante  Null  haben. 
Denn  bringt  man  die  inneren  Kräfte  mit  in 
Bechnung,  ao  iat  ja  jeder  Punkt  ala  frei  an 
betrachten,  nnd  da  aieh  dieaelbcn  in 
Gleichgewicht  halten,  ao  mQaacn  die  äua- 
aeren  nothwendig  Bewegung  eraeugen. 
Indessen  tritt  hier  folgender  Fall  ein, 
der  in  der  Rechnung  ala  Fall  des  Gleich- 
gewichts betrachtet  werden  mnss.  Ea 
tritt  Bewegung  ein.  dadurch  werden  die 
Punkte  aua  der  Gleichgewichtalngc  ge- 
drängt : nach  einer  ala  unendlich  klein 
zu  betrachtenden  Zeit  und  in  einer  Lage, 
die  sich  von  der  anfänglichen  nnr  un- 
endlich wenig  unterscheidet,  sind  aber  die 
innern  Kräfte  eben  durch  veränderte  Lage 
ao  modificirt,  dass  wieder  Gleichgewicht 
herrscht.  Es  ist  also  keine  sichtliche 
und  der  Rechnnng  zu  unterwerfende  Acn- 
derung  eingelrcten,  und  somit  daa  Gleich- 
gewicht als  erhalten  zu  betrachten.  Dies 
soll  jetzt  durch  Rechnung  ausgedrUckt 
werden.  Beziehe  sich  das  Differenzial- 
Zeichen  d auf  den  Uchergang  von  der 
Gleichgewichtslage  zu  der  unendlich  na- 
hen Lage,  welche  durch  die  kurze  Be- 
wegung, die  nach  dem  Obigen  stattfindet, 
erzeugt  wird.  Nachdem  Ruhe  wieder 
cingctreten  iat,  hat  sich  dann  die  Kräfte- 
function V verwandelt  in  t/-f-df/,  und 
folglich  wird  di«  Gleichung  1)  die  Ge- 
stalt haben  : 

ttU  -f-djf/  YJy  -f-  Zds)  = 0. 

Wegen  der  anfänglichen  Gleichgewichts- 
lage iat  aber  JU—0  nach  Gleichung  2). 

Die  beliebige  durch  cf  ausgedrücktc 
Verschiebung  kann  nun  derurt  beschränkt 
werden,  dass  sie  einen  Uebcrgang  von 
einer  Gleichgewichtslage  zur  andern  an- 
gibt, also  d für  cf  geschrieben  werden 
muss.  Dann  ist  auch  erff/  = 0,  wie  sich 
ergibt,  wenn  man  in  die  Gleichung  3)  fOr 
cf,  d setzt,  also  : 

4)  Z (Xdx  + Ydy  + Zeis)  3 0. 

Diese  Gleichung  ist,  wie  wir  gleich 
sehen  werden,  fürs  Gleichgewicht  nicht 
nur  nötbig,  sondern  auch  ausreichend, 
daher  die  allgemeine  F'orm  der  Gleich- 
gewichtsgieichungen.  Sie  wird  das  Prinzip 
der  virtuellen  Geschwindigkeit  genannt. 
Um  diesen  Namen  zu  rechtfertigen  ist 
die  Gleichung  4)  einer  leichten  Trans- 
formation zn  unterwerfen. 

Wie  die  Verschiebung  auch  gedacht 
sei,  so  wird  jeder  Punkt  m einen  un- 
endlich kleinen  Bogen  dt  zurücklegen, 


er  wird  diese  Bewegung  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit verrichten,  die  nach  dem 

in  Abschnitt  1)  Gesagten  gleich  e = ^ 

(i  i 

ist,  wenn  unter  t die  Zeit  verstanden 
ist.  Es  gibt  aber  hier  r keine,  wirklich 
dem  Punkte  erthcilte  Geschwindigkeit, 
sondern  nur  eine  den  Bedingungen  des 
Systems  nach  mögliche,  die  wir  als  vir- 
tuelle Geschwindigkeit  bezeichnen. 

Seien  jetzt  er,  fl,  y die  Cosinus  der 
Winkel , welche  die  Temperatur  des 
Bogcnelcmentea  ilt  mit  den  Axcn  macht, 
also: 

dx  ~ nds , rfy  — fldt,  dz  = yd». 

Sei  P die  Resultante  der  Kräfte,  welche 
auf  den  Punkt  m wirken,  I,  y , y die 
Cosinus  ihrer  Winkel  mit  den  Axcn, 

also : 

X=Pl.  Y=Pf»,  Z = iV, 
folglich  : 

Xdx  + Ydy  Z dz  - (rrl  flp  -f-  yy)  Pdt. 

Sei  noch  ff  der  Winke),  welchen  die 
Kraft  P mit  der  Bahn  dt  macht,  also: 
cos  S ml  + flu  + yy 

und 

Xdx  YJy  -)-  7.dz  — Pr  cos  9 dt. 

Die  Gleichung  4)  wird  dann  : 

5)  (/*r  cos  ff)  = 0. 

Pr  cos  ff  ist  das  Produkt  der  in  t»  wir- 
kenden Kraft  in  die  Projection  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeit  auf  dieselbe. 
Dieses  Product  wird  Moment  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeit  genannt,  und  die 
Gleichung  4)  oder  5)  drückt  somit  aus, 
dass  die  Summe  der  Momente  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  verschwindet. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung  4) 
zum  Gleichgewichte  auch  ausreichend  ist, 
denken  wir  uns  das  System  ans  »Punkten 
bestehend. 

Fs  sind  dann,  wie  früher  gezeigt  wurde, 
3»  Gleichungen  erforderlich.  Wie  das 
System  auch  beschaffen  sei,  so  lässt  sieb 
der  Zustand  desselben  durch  gewisse, 
die  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte 
enthaltende  Gleichungen  definiren,  deren 
Anzahl  p sein  soll,  p ist  dann  kleiner 
als  3»,  weil,  wenn  p = 3»  ist,  jede 
Coordinate  sich  eonstnnt  ergeben  würde, 
also  die  Punkte  unbeweglich  wären. 
Diesen  p Gleichungen  sind  die  Verschie- 
bungen, welche  dorch  d ausgedrückt  sind, 
unterworfen  und  keinen  andern  Bedin- 
gungen, während  also  die  p Gleichungen 
p der  Grössen  x,  y,  t,  x,  . . . als  Fun- 
ctionen der  Coordinaten  geben,  werden 
ihre  Differenzialgleichungen  die  Differen- 
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zialc  Ar,  dy,  dz,  dx,  ...  derselben  uus-  Dies  Bind  3n  — p ; also  in  Verbindung 
drucken,  und  eliminirt  man  diese  Grossen  mit  den  p Gleichungen,  welche  den  Zu- 
aus  Gleichung  4),  so  bleiben  3«  — p Coor-  stand  des  Systems  ansdrücken,  hat  man 
dinaten  und  deren  Differenziale  übrig.  3n,  also  eine  ausreichende  Anzahl  Glei- 
Die  Letzteren  aber  sind  jetzt  keinen  chungen. 

weiteren  Bedingungen  unterworfen,  also  Die  Elimination  gibt  La  Orange  in 
vollkommen  von  einander  unabhängig,  folgender  einfachen  Gestalt, 
so  dass  jeder  Cocfficicnt  der  noch  übri-  Seien  die  p Bedingungigleichungen: 
gen  Differenziale  6)  f|=?0|  f#=o  ...  f = 0, 

dx  , dy  , d%  , dx  ....  . ^ 

1 V 1 V~r'  so  sind  ihre  Differenziale  von  der  Ge- 

einzeln  der  Null  gleich  ist. 

*r.  *r. 


stalt : 


»ft  dft 

°~»ft  '**  + + 57,  *»  +dTtJx'  + 


Multiplicirt  man  diese  nach  einander  mit  A,,  A,  . . 
chung  4)  so  kommt: 


A und  addirt  sie  zu  Glei- 
P 


+ (‘»+V.  £>,}-* 


7) 


Bestimmt  man  die  Ausdrücke  A,,  A,  . ■ . i nun  so,  dass  p der  Coefficient  von 
Ar^,  dy  , dz  ...  verschwinden,  so  sind  nach  dem  Obigen  die  übrigen  identisch 

gleich  l3ul)  , da  nur  p Bedingungen  slattflnden ; man  hat  also  3n  Gleichungen  von 
der  Form: 

Xf+V.sr  = °- 

9 

»t, 

Ya  + - , A ^ — = 0, 

1 ‘ * 

»f, 

Z + 2 A T— - = 0. 

’ * «d»? 


Die  Gleichungen  6)  und  7),  an  An- 
zahl 3n  + />,  geben  nun  die  3n  Gleich- 
gewichtsbcdingungcn  und  ausserdem  die 
/i  Grössen  A,,  A,  . . . A^. 

Die  Gleichungen  5)  oder  7)  sind  mit 
einander  gleichbedeutend.  Die  Glei- 
chung 5)  wird  Prinzip  der  virtuellen 
Geschwindigkeit  genannt.  Demselben 
gibt  aber  Gauss  noch  eine  erweiterte 
Bedeutung. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  selbst- 
verständlich in  den  Gleichungen  auch 
der  Fall  cingeschlossen  ist,  wo  gewisse 
Punkte  sich  anf  unbeweglichen  Flüchen 
oder  Linien  bewegen.  Für  die  Punkte 
dieser  unbeweglichen  Linien  oder  Flü- 
chen sind  die  virtuellen  Verschiebungen 
dx,  dy,  dz  aber  der  Null  gleich,  so  dass 
in  den  Gleichgewichtsgleichungen  weder 


die  Coordinaten  der  Punkte  dieser  Flü- 
chen und  Linien  noch  die  etwa  auf  sie 
wirkenden  Kräfte  Vorkommen,  ln  diesem 
Falle,  so  wie  auch  in  dem,  wo  Punkte 
durch  biegsame  Linien  verbunden  sind, 
aber  die  Bewegung  der  Punkte  des  Sy- 
stems nur  nach  einer  Seite  einer  Fläche 
oder  Linie  gehemmt,  nach  der  andern 
Seite  indess  völlig  frei  ist  (x.  B.  wenn  ein 
Punkt  auf  einer  festen  Linie  liegt),  findet 
völlige  Freiheit  statt  für  alle  Bewegun- 
gen, die  mit  der  in  Bezug  aul  die  feste 
Fläche  nach  Innen  gerichteten  Normale 
einen  stumpfen  Winkel  machen. 

Da  in  diesem  letzteren  Falle  von  den 
ölcichungcn  6)  diejenigen , welche  die 
entsprechenden  Hemmungen  der  Bewe- 
gung ausdrücken,  nicht  statlfindcn,  hören 
die  Gleichungen  5)  oder  7)  auf,  richtig 
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zu  sein,  wenn  man  dergleichen  virtuelle 
Verschiebungen  berücksichtigt.  Leicht 
einiusehen  ist  aber,  dass,  damit  Gleich- 
gewicht stalttinde,  entweder  die  ntif  die 
entsprechenden  Punkte  wirkenden  Kräfte 
der  Null  gleich  (wo  dio  virtuellen  Mo- 
mente verschwinden  ) , oder  gegen  die 
Fläche  nach  Innen  gerichtet  sein  müssen  ; 
für  die  virtuellen  Verschiebungen  der 
letzteren  Art  sind  die  Momente  dann 
offenbar  negativ,  da  Verschiebung  und 
Kraft  einander  entgegengesetzt  gerichtet 
sind,  und  da  die  Summe  der  übrigen 
Momente  nach  Gleichung  5)  verschwindet, 
so  ist  die  Gesammtsumme  ebenfalls  ne- 
gativ, Dieser  Fall  ist  also  berücksichtigt, 
wenn  man  das  Prinzip  so  ausdrückt: 

Im  Falle  des  Gleichgewichts 
ist  die  M omen  tens  u m m c der  vir- 
tuellen G cschwi  nd  igk  ei  te  n nicht 
p os  itiv. 

Indess  ist  nur  selten  auf  diesen  Fall 
einzugehen,  um  so  mehr  da  die  Bildung 
der  entsprechenden  Gleichungen  oder 
Ungleichheiten  zu  grossen  Schwierigkei- 
ten führen  würde. 

Noch  eine  Eigenschaft  der  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Systeme  leiten  wir 
von  den  Gleichungen  6)  und  7)  ab. 

Sei  ein  solches  in  Gleichgewicht  und 
denken  wir  uns  zu  den  p Gleichungen  6) 
noch  andere,  Vh  0|  Vf*  0 ■ ' • 
hinzugefügt,  so  vermehrt  sich  jede  der 
Gleichungen  7)  um  die  Glieder: 


df. 


/>+' 


P+ 1 dx 


-M, 


Of, 


p+i 


P + - dz 


+ - - - 


Waren  nun  diese  Gleichungen  vorher 
identisch  erfüllt,  so  bleiben  sie  es  auch 
jetzt  noch,  wenn  man  setzt ; 


und  da  dieses  immer  geschehen  kann,  so 
findet  das  Gleichgewicht  unverändert 
statt.  Also: 

Ein  System  in  Gleichgewicht 
bleibt  noch  in  solchem,  wenn 
man  zu  den  Verbi  ndungen  , worin 
die  Punkte  desselben  mit  einan- 
der stehen,  noch  andere  hinzu- 
fOgt. 

Hiervon  ist  der  schon  früher  betrach- 
tete Fall,  dass  ein  Theil  eines  Systems 
fest  wird  ein  besonderer  Natürlich  darf 
aber  der  gegebene  Satz  nicht  umgekehrt, 
also  gewisse  der  Bedingungsglcichungen 
nicht  etwa  weggelasten  werden. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  um 
einem  gewöhnlichen  Missverständnis*  vor- 


zubeugen , dass  bei  der  Bildung  der 
Gleichgcwichtsgleichungen  die  Kraft  der 
Reibung  als  äussere  Kraft  behandelt  wer- 
den muss,  also  nicht  weggelasten  wer- 
den darf,  und  zwar  aut  dem  Grunde, 
da  diese  zwar  jedenfalls  aus  Abstossun- 
gen  und  Anziehungen  sich  ergibt,  aber 
zum  Theil  aus  Punkten  nusgeht,  dio 
dem  betrachteten  System  nicht  angchO- 
ren  (Aethcrmoleculc  und  auch  materielle 
Punkte,  die  man  im  Uebrigen  nicht  be- 
rücksichtigt) 

Der  hier  gegebene  Beweis  des  Prin- 
zipes  schlierst  sich  der  Theorie  der 
Kräfte,  also  dem  übrigen  Vortrag  der 
Mechanik  an.  Einen  allgemeinen  Be- 
weis hat  sonst  nur  noch  Poinsot  gege- 
ben. Derselbe  macht  aber  Voraussetzun- 
gen , die  man  glaubte  vermeiden  za 
müssen. 

. ' , ■% ' -4 

Statisches  Moment  (Mechanik). 

Das  Produkt  der  auf  einen  Punkt 
wirkenden  Kraft  in  eine  Entfernung  von 
einem  festen  Punkte. 

Stannng  (Hydrodynamik). 

Eine  durch  Hemmnisse  (Ueberfille, 
Wehren)  hervorgebrachte  Erhöhung  des 
Wasserspiegels. 

Steifigkeit  (Statik). 

Die  in  der  Praxis  vorkommenden  bieg- 
samen Körper  sind  meistentheils  nicht 
als  vollkommen  biegsam  zu  betrachten, 
sondern  bieten  dem'  Umbiegen  oft,  wie 
z.  B.  dicke  Seile,  einen  sehr  beträchlichen 
Widerstand,  den  man  Steifigkeit  nennt. 
Im  uneigentlichen  Sinne  spricht  man 
auch  bei  Ketten  von  8teifigkeit,  und  ver- 
steht darunter  die  durch  das  Umbiegen 
hervorgebrachte  Reibung  der  Kettenglie- 
der oder  Bolzen  in  einander. 

Wird  ein  Seil  auf  eine  Rolle  oder  von 
derselben  abgewickelt,  so  wirkt  die  Steifig- 
keit der  Bewegung  entgegengesetzt.  Für 
die  Grösse  derselben  gibt  Prony  nach 
Coulombs  Versuchen  die  Formel: 

1)  S = -(K  + rQ), 

n 

wo  e die  Scilstlrke,  a der  Rollenhalb- 
messcr  bis  zur  Axe  des  Seiles,  Q di* 
Spannung  des  Seile«  beim  Auf  - oder 
Abwickeln,  u,  K , r Erfahrungszahlen 
sind. 

Nach  Prony  ist  für  neue  Seile : 
n = 1,7,  K = 13,31,  r = 0,295 
und  für  alte: 

n = 1,4,  K = 6,39,  r = 0,141, 
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wenn  preussische  Zolle  und  Zollpfnndc 
vornusgesetzt  werden. 

Dagegen  setzt  Eitelwein: 


wo  n in  preussischen  Fussen,  e in  preus- 
sisehen  Linien,  (1  und  S in  irgend  einem 
Gewichtsmnnssc  gegeben  sind. 

Getheerte  Seile  bähen  eine  um  ^ grös- 
sere Steifigkeit  als  ungetheerte,  nasse 
eine  -,'j  grössere  als  trockene.  Cebri- 
gens  geben  beide  Formeln  Resultate, 
welche  einander  sehr  wenig  entsprechen. 

Nach  Morin  ist: 

3)  («  + /»«’  +yW, 

(t 

wo  e und  <i  in  Zollen,  S und  0 in  Zoll- 
pfunden gegeben  sind,  und  zwar  ist  für 
ungetheerte  Seile : 

« = 0,580,  fi=  24,47,  y = 0,3548, 
für  getheerte : 

« = 2,049.  /?  = 17.89.  y = 0,2939, 
ausserdem  setzt  Morin,  wenn  das  Seil 
aus  » Fäden  besteht , für  ungetheerte 
Seile: 

* = 1^0, 1398«  Ccntimcter, 
und  für  getheerte: 


e = V0,186n  Ccutimcter, 
hieraus  ergibt  sich  in  Zollen 

« = 0,1398V/  « Tür  ungetheerte 
e = 0,1649V  " f“r  getheerte  Seile. 
Endlich  setzt  Weissbach : 

4)  S = K + — 

a 

und  findet  wenn  a in  Zollen,  5 in  Pfun- 
den gegeben  ist,  für  getheertes  Hanfseil 
von  1,6  Zoll  Stärke: 

K = 3,0 . r = 0,216, 
für  neues  ungetheertes  Hanfseil  von 
l Zoll  Stärke: 

K = 0,17 , r = 0,0625, 
für  Drahtseil  von  8 Linien  Dicke : 

K = 0,98 , r = 0,0910 

für  frischgelheerles  Drahtseil  mit  Hanf- 
seelen in  den  Litzen  und  im  8eilc  von 
7 Linion  Dicke: 

K - 1,14.  * r = 0,00264 

Das  Gesagte  soll  jetzt  auf  die  Theorie 
der  Lei  trolle  angewandt  werden.  Sei 
AOB  (Fig.  414)  eine  solche,  a ihr  Halb- 


Fig. 414. 


messer,  r der  des  Zapfens,  G das  Gewicht, 
d die  Scilatärke,  Q die  nngchängtc  Last, 
F die  Zapfenreibung  (reducirt  auf  den 
Dmfung  der  Rolle),  S die  Steifigkeit,  P 
die  Kraft ; es  muss  dann  sein,  wenn  Gleich- 
gewicht bei  Ceherwindung  der  Hinder- 
nisse stattfinden  soll: 

P=Q  + F + S. 

Es  findet  nun  bei  Hanfseilen  and  bei 
Drahtseilen  der  Unterschied  statt,  dass 
jene  sich  beim  Abwickeln  später,  diese 
früher  ablöscn,  als  dies  bei  mangelnder 
Steifigkeit  geschälte,  es  wird  dadurch  der 
Hebelarm  VD  der  Kraft  im  erstem  Falle 
grösser,  im  letztem  kleiner  sein  als  der 
Rollenhalbmcsscr  n.  Der  Arm  der  Last 
( ft.  ist  in  beiden  Fällen  grösser  als  «. 
Vernachlässigen  wir  die  Zapfenreibung, 
so  ist  also: 


{Q  + S)CD  = (f.  OE, 


für  S ist  nach  einer  der  obigen  Formeln 
der  Werth  einzusetr.cn.  Berücksichtigt 
man  F,  so  ist  in  die  Formel: 

P^Q  + S+F, 

für  S sein  Werth  und  (vergl.  den  Artikel: 
Reibung)  für  F zu  setzen : 

(<?’+«?+/■), 

wo  fi  der  Rcibungscoefficient  ist , auch 
kann  man  annähernd  setzen: 

F=^(20+6). 

a 

Was  die  sogenannte  Steifigkeit  der 
Kette  anbetrifft,  so  seien  AB  und  BG 
zwei  auf  einander  folgende  Glieder  einer 
Kette  (Fig.  415);  von  der  Axe  C der 
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Rolle,  um  welche  sieh  dieselbe  wickelt, 

werden  die  Lothe  CM  und  CA’  gegen 
die  LSngcnaxen  der  Kettenglieder  gezo- 
gen, so  ist  n z=  MCN  der  Winkel,  tun 
welchen  sich  beim  Auflegen  eines  neuen 
Gliedes  die  Rolle  drehen  muss.  Ist 
r,  = BD  = BC  der  Halbmesser  des  Bol- 
zens, so  durchlauft  Punkt  U beim  Auf- 
legen des  Gliedes  Bogen  DE  = r,a,  da 
Winkel  KBG  — n ist.  Sei  p die  Rei- 
bung, welche  einer  an  der  Kette  ange- 
brachten Last  (i  entspricht,  so  ist  die 
Arbeit  der  Reibung  in  D also  gleich 
ftlQrln.  Denkt  man  sich  die  zur Ucbcr- 
windung  derselben  dienende  Kraft  P,  in 
der  Richtung  der  Liingcnnxe  BG  wir- 
kend, so  ist  der  Weg  i — CA' -er,  also 
die  Arbeit  gleich  P,  • « . C.V,  also: 
Pl.CN  = MlQr„ 

oder  wenn  man  den  um  die  halbe  Ketten- 
stärke vergrösserte  Halbmesser  CiV  der 
Rolle  mit  n bezeichnet: 


welche  zu  der  auf  Ueberwindung  der 
Last  gerichteten  Kraft  Q zu  addiren  ist. 
Die  ganze  Kraft  also  ist : 

p^(i+^)q. 

Beim  Abwiekcln  findet  ein  gleicher  Wi- 
derstand statt. 

Bei  Leitrollcn  also,  wo  auf  der  einen 
Seite  Abwickeln  auf  der  andern  Auf- 


wickelu  der  Kette  statttindrt,  hat  man 
also: 

oder  ange nähert: 

P = (l-f  2^!)  <?. 

Berücksichtigt  man  auch  den  Zapfen- 
druck /?,  und  sei  der  Zapfenhalbmesser 
gleich  r,  so  kommt: 

P=(l+2/t,!±)Q+MI-n. 

Sterbekasse  (praktische  Arithmetik). 

Kassen,  welche  gegen  einmal  oder  in 
gewissen  Terminen  während  des  ganzen 
Lebens  einer  Person  zu  zahlenden  Bei- 
trag (Prämie)  eine  gewisse  Summe  beim 
Todesfall  der  in  Rede  stehenden  Person 
zahlen.  Ueber  die  Berechnung  der  Prä- 
mien siehe  den  Artikel : Rente. 

Sterblichkeits  - Tafeln  ( praktische 
Arithmetik). 

Tafeln,  welche  enthalten,  wieviel  von 
einer  in  demselben  Jahre  geborenen  An- 
zahl Menschen  nach  Verlauf  von  I,  2 
3,  u.  s.  w.  Jahren  noch  am  Leben  sind. 
Für  Lcbensvcrsichcrungs  - and  ähnliche 
Anstalten  sind  sio  unentbehrlich.  Man 
muss  bei  ihrer  Anfertigung  natürlich 
nicht  auf  ein  bestimmtes  Jahr,  sondern 
auf  die  mittleren  Durchschnittszahlen 
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langer  Zeiträume  sich  stützen,  und  dient 
ihrer  Anfertigung  wiederum  die  Erfahrung 
der  Sterbe  - Wittwcnkasscn  u.  s.  w.  znm 
sichersten  Anhalt.  Bei  Sterblichkeits- 
lafcln  gelten  verschiedene  Resultate  für 
verschiedene  Länder  und  selbst  Orte, 
auch  für  beide  Geschlechter,  und  zwar 
ist  die  Sterblichkeit  des  männlichen  die 
grössere.  Dagegen  ändert  sieh  an  be- 
stimmten Orlen  dos  durchschnittliche 
Stcrbcverhältniss  nicht  merklich.  Der- 
gleichen Tafeln  enthält  z.  B. : „Vegas 
Sammlung  mathematischer  Tafeln  hcr- 
ausgegeben  von  Hülsse.“ 

Stereographische  Projection , siehe 

Projection. 

Stereometrie,  siehe  Raumlehre. 

Sternbedecknng  (Astronomie) 

Der  Eintritt  des  Mondes  in  die  grade 
Linie,  welche  vom  Stern  und  der  Erde 
gebildet  wird. 

Sternfigur  'Geometrie) 

Ein  Vieleck  mit  abwechselnd  hohlen 
und  erhabenenen  Polygonwinkcln  (siche 
den  Artikel : Vieleck). 

Sternjahr  (Astronomie),  siehe  sideri- 
sches  Jahr. 

Sternkunde,  siehe  Astronomie. 

Sternrad  (Hydraulik). 

Ein  Wasserrad,  dessen  Arme  durch 
eine  durcblochte  Welle  gesteckt  sind. 

Sterntag,  siehe  siderischer  Tag. 

Sternzeit  (Chronologie). 

Die  Zeit  in  Einheiten  ausgcdrOckt,  die 
gleich  einem  Sterntage  sind. 

Stetigkeit  (Continuitit,  Analysis). 

Die  Eigenschaft  der  Functionen  nm 
Unendlich  wenig  zu-  oder  abzunehmen, 
wenn  dies  mit  denjenigen  Variablen, 
von  denen  sie  abhängen,  geschieht  (vgl. 
den  Artikel:  Quantität). 

Steuer  (Hydraulik). 

Apparat  zum  Lenken  der  Schiffe.  Es 
besteht  im  Wesentlichen  aus  Schaft  und 
Blatt.  Letzteres  ist  eine  breite  Fläche, 
welche  sich  um  den  Schaft  dreht.  Dieser 
ist  durch  ein  Loch,  den  Gucker,  in  den 
Schiffsraum  geführt,  durch  sein  Kopfende 
geht  durch  die  Pinne,  eine  Hebelvorrich- 
tung, mittels  welcher  er  gedreht  wird. 
Dies  Drehen  geschieht  mit  der  freien 


Hand  bei  kleinen,  durch  ein  Steuerrad 
bei  grossen  Fahrzeugen. 

Damit  das  Fahrzeug  seine  Richtung 
andre,  gibt  man  dem  Blatte  eine  gegen 
die  Längenaxc  des  Schiffes  schiefe  Rich- 
tung, so  dass  der  Druck  des  Wassers 
auf  dass  8teuer  in  Gemeinschaft  mit  der 
fortbewegenden  Kraft  sich  zur  Resultante, 
die  durch  den  Schwerpunkt  geht,  und 
einem  Paare  vereint,  das  letztere  bringt 
eine  Drehung  hervor,  welche  das  Schiff 
in  die  verlangte  Richtung  bringt,  wo 
dann  das  Stcucrblatt  in  die  Axe  des 
Schiffes  fällt. 

Steuerung  (Maschinenlehre ) , siehe 

Dampfmaschine 

Stirnrad  (Maschinenlehre),  siche  Rad. 

Stfirungen  (Astronomie  i , siche  Per- 
turbation. 

Storchschnabel  (Pantograph). 

Instrument  um  eine  Zeichnung  in  ver- 
ändertem Maassstabc  wiederzugeben.  Er 
besteht  aus  zwei  verschiebbaren  Parallelo- 
grammen. Die  Spitze  des  einen,  der  des 
andern  gegenüberstehend,  wird  auf  dem 
Original  geschoben,  während  die  letztere 
die  Zeichnung  ausffihrt  Die  Verschie- 
bung regulirt  das  Verhältniss  der  Maasse. 

Storchschnabel  (Maschinenlehre). 

So  werden  zuweilen  das  Wattscbe 
Parallelogramm  und  ähnliche  Vorrich- 
tungen genannt. 

Storniren  ( kaufmännische  Rechen- 
kunst). 

Die  Compensation  eines  fehlerhaft 
übertragenen  Postens  bei  der  Buchfüh- 
rung durch  einen  entsprechenden  Gegen- 
posten. 

Stoss  (Dynamik). 

1)  A llgemei  n es. 

Unter  Stoss  zweier  Körper,  versteht 
man  die  Einwirkung,  welche  sie  auf  ein- 
ander vermögo  ihrer  Undurchdringlich- 
keit ausüben,  wenn  sie  in  unmittelbarer 
Nähe  von  einander  gelangen.  Da  die 
Undurchdringlichkeit  ein  Resultat  einer 
abstossenden  Kraft  ist,  so  kann  der 
Stoss  als  Wirkung  einer  solchen  ange- 
sehen werden. 

Bei  dem  Stosse  findet  vermöge  der 
Einwirkung  der  Körper  auf  einander 
jedesmal  eine  Deformation  derselben 
statt,  welche  sie  also  z.  B„  wenn  sie  im 
Uebrigen  als  fest  zu  betrachten  sind, 
diese  Eigenschaft  nicht  völlig  beibehal- 


Stoss. 


575 


Stoss. 


ten  lässt  Es  ist  aber  zweierlei  möglich. 
Entweder  diese  Deformation  ist  eine 
bleibende,  oder  sie  bringt  Kräfte  hervor, 
welche  den  Körper  wieder  in  seine  alte 
Gestalt  zurfickzu  führen  streben,  mit  an- 
dern Worten  die  Körper  sind  elastisch. 
Man  theilt  also  den  Stoss  in  den  nn- 
elastischen  und  den  elastischen  ein.  Der 
letztere  besteht  aus  zwei  Einwirkungen, 
deren  erstere  von  der  Deformation  be- 
gleitet, und  völlig  mit  der  beim  unela- 
stischen Stoss  zusammenfällt,  die  letztere, 
aber  aus  der  durch  die  Deformation  er- 
zeugten Elasticität  entsteht.  Je  nach- 
dem nun  die  Elasticität  eine  vollständige 
oder  unvollständige  ist,  d.  h.  die  Körper 
vollständig  oder  unvollständig  ihre  frü- 
here Gestalt  annehmen,  wird  auch  der 
Stoss  ein  vollkommen  oder  unvollkom- 
men elastischer  sein.  Ob  dies  der  Fall 
sei,  hängt  nicht  allein  von  der  Beschaf- 
fenheit der  Körper,  sondern  auch  von 
der  Grösse  des  Stosscs,  d.  h.  die  Ge- 
schwindigkeiten , womit  sie  Zusammen- 
treffen, ab.  Die  Zeit,  welche  ein  Stoss 
dauert,  ist  selbstverständlich  nicht  un- 
endlich klein,  jedoch  sehr  gering,  und 
kann  und  muss  in  der  Rechnung  wenig- 
stens diese  Zeitdauer,  so  wie  die  Zustände, 
welche  die  Körper  während  derselben  an- 
nehmen, vernachlässigt  werden.  Ebenso 
ist  die  Deformation  so  klein,  dass  an- 
zunehmen ist,  der  Körper  verhalte  eich 
gegen  die  übrigen  wirkenden  Kräfte  vor 
dem  Stossc  wie  nach  demselben. 

Wenn  die  Richtung  der  sich  treffenden 
Körper  dieselbe  ist  und  durch  die  Schwer- 
punkte beider  geht,  so  ist  der  Stoss  ein 
centraler. 

Ist  die  Richtung  beider  dieselbe,  geht 
aber  nicht  durch  ihre  Schwerpunkte,  so 
ist  der  Stoss  ein  excentrischer  und  grader, 
sind  beide  Bewegungsricbtungen  verschie- 
den, so  ist  der  Stoss  schief. 

2)  Vom  Stosse  fester  Körper. 

Wir  erörtern  in  Bezug  auf  die  festen 
Körper  zunächst  den  Theil  des  Stosses, 
während  dessen  die  Deformation,  die 
hier  offenbar  ein  Abplatten  sein  muss, 
stattfindet.  Dieser  Theil  macht  den 
ganzen  Stoss  aus,  wenn  der  Körper  un- 
elastisch ist. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  die 
Körper,  zwei  an  der  Zahl,  ganz  frei  sind, 


und  sich  beim  Stosse  nur  in  einem  Pankt 
berühren.  Vor  und  nach  dem  Stosse  ist 
die  Bewegung  beider  Körper  bestimmt 
dnreh  die  Schwerpunktsgeschwindigkeit, 
und  die  Rotation  um  eine  zu  bestim- 
mende durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Axe.  Beide  Bewegungen  werden  für  je- 
den Körper  nach  den  drei  Axen  zerlegt 
Unverändert  durch  den  Stoss  bleibt  die 
Lage  des  Schwerpunkts,  so  wie  die  der 
zu  ihm  gehörigen  Hauptaxcn  im  Raume 
(vergl  den  Artikel:  Rotation),  da  zu 
deren  Aenderung  eine  endliche  Zeit  ge- 
hört, und  wie  die  Zeit  des  Stosses  als 
verschwindend  klein  betrachten.  Es  ist 
daher  gestattet,  da  nicht  beide  Körper 
auf  dieselben  Axen  bezogen  zu  werden 
brauchen,  für  jeden  derselben  die  zum 
Schwerpunkt  gehörigen  Hauptaxen  als 
solche  fcstzusetzen. 

Es  seien  jetzt  für  den  ersten  Körper 
m das  Mass«  uelemcnt,  w,  r,  «r  die  Ge- 
schwindigkeitscomponcnten  des  Schwer- 
punkts vor,  U,  V,  Wt  dieselben  nach 
dem  Stosse,  p,  9,  r die  Rotationscom- 
ponenten  vor,  P,  Q,  R nach  dem  Stosse, 
a,  b , c die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punkts. <r,  ß , y die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Normale  in  demselben  mit 
den  Axen  macht 

Die  entsprechenden  Grössen  für  die 
andern  Körper  unterscheiden  wir  durch 
Indiccs  m »i,,  rt,  irt  ... 

Die  Einwirkung  der  Körper  auf  ein- 
ander findet  an  der  Berührungsstclle 
statt  und  ist  mit  der  Normale  gleich- 
gerichtet. 

Sei  die  Grösse  dieser  Einwirkung  oder 
abstossenden  Kraft  gleich  Af,  sie  ist  ver- 
möge des  Satzes  von  der  Gleichheit  der 
Wirkung  und  Gegenwirkung  für  beide 
Körper  gleich  aber  entgegengesetzt  ge- 
richtet. - .. 

Die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  m 
vor  dem  Stosse  hat  bekanntlich  zu  Com- 
ponenten  bezüglich  die  Grössen: 

» + ry-qz,  v+pi  — rx,  w + qx-py. 

Diese  Grössen  nach  dem  Stosse  ergeben 
sich,  wenn  man  statt  der  kleinen  Buch- 
staben, mit  Ausnahme  von  x,y,  z grosse 
schreibt. 

Bildet  man  nnn  die  sechs  Gleichungen 
für  die  verlorenen  Kräfte,  so  kommt: 


No-f  Im[u-  V+{r-R)y  — (q-  (»)»]  = 0 
A/9  -f  Im  [e  — V + (p  - P)t  — (r  — R)x]  = 0 
A’y  + im[w-U'+  (,  - <J)x  - (p  - F) y]  = 0 
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N(,cfl  — by)  + Zmt[c  - V + (p-P)t-(r- Ä)x]  - 2my[w  - W-f  (?-P)x 

-ö»-P)y]  = 0. 

H(ay  — ca)  + Zmx  [tc  — IV  + (q  — <j)x  — (p  — P)y]  — Zmi  [«  — lf+(r  — ß)y 

-(»-<?)*]  =0 

N (ba  - afl)  + 2my[u  - V + (r  - tt)y  — (y  - P)s]  - I«u[t-  V+(p—  P)i 

-(r -«).]=  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  werden  die  für  den  andern  Körper  gebildet,  wenn 
man  sammtliche  Buchstaben  mit  Ausnahme  von  N mit  Indices  versieht.  .V  bleibt 
unverändert,  wenn  man  sich  die  Axen,  auf  die  der  zweite  Körper  bezogen  ist, 
denen  des  ersten  entgegengesetzt  gerichtet  denkt.  Im  andern  Falle  ist  .V  mit 
— N zu  vertauschen. 

Wir  denken  nns  jetzt  in  der  That  die  Hauptaxen  des  Schwerpunkts  als 
Coordinatenaxen,  und  um  deren  Richtung  festzustellen,  nehmen  wir  als  positive 
Seite  die  Frojectiunen  der  nach  Aussen  gerichteten  Normale  als  solche  an.  Die 
Axen  beider  Körper  sind  also  entgegengesetzt  gerichtet. 

Seien  .W,  die  Massen  der  ganzen  Körper,  es  ist  dann: 

2mx  = Zmy  — Zmz  - — 0 
Zmyz  = Xmzx  — - 2m xy  — 0 

Setzen  wir  ferner: 

^m(y*  + s«)  = A,  JTm(t' +*«)  = «,  Z'ii(x>  +y*)  = C, 
so  kommt : 

1)  Na  + M(u-U)  = 0, 

Hfl  + .H(«  - V)  = 0, 

Ny  + d/  (io  — IV ) = 0, 

2)  N(cfi-by)  + A(p-P)  = 0, 

N ( ay  — ca)  + B (?  — P)  = 0, 

N(ba-afl)  + C(r-R)  = 0. 

Die  entsprechenden  sechs  Gleichungen  fflr  den  zweiteu  Körper  bezeichnen  wir 
mit  la)  und  2a),  sic  entstehen  durch  llinzufdgung  der  Indices  an  alle  Buchstaben 
mit  Ausnahme  von  JV.  Es  sind  nun  za  bestimmen  die  Grössen: 

V,  l/„  V,  Kt,  W,  Wt,  P,  P„  p,  p,.  Ä,  N, 

also  im  Ganzen  13.  Es  ist  also  noch  eine  Gleichung  nöthig. 

Diese  ergibt  sich  aus  der  Betrachtung,  dass,  wenn  der  eine  Körper  sich  dem 
andern  nkhert,  und  zwar  so.  dass  der  Berührungspunkt  desselben  in  Richtung  der 
Normale  grössere  Geschwindigkeit  hat,  als  der  des  andern,  nothwendig  eine  Durch- 
dringung beider  eintreten  muss,  wenn  sich  diese  Geschwindigkeit  mittels  der  ab- 
stossenden  Kraft  N nicht  vermindert;  um  eine  Durchdringung  zu  verhindern,  müssen 
aber  beide  sich  berührende  Funkte  in  Richtung  der  Normale  entweder  gleiche 
Geschwindigkeit  oder  der  gestossene  muss  die  grössere  Geschwindigkeit  haben. 
Da  aber  wenn  erstercs  eintritt,  bereits  keine  Durchdringung  stattfindet,  also  die 
Abstossnng  beseitigt  ist,  wenn  keine  Elasticitlt  stattfindet,  so  wird  bei  Beendigung 
des  ersten  Theils  des  Stosses  in  der  That  die  nach  der  Normale  zerlegte  Ge- 
schwindigkeit beider  Berührungspunkte  gleich  sein.  Dies  drückt  folgende  Glei- 
chung ans: 

3)  (U+Rb-Qc)n  + (tV+Pc-Ra)fl  + <.\V  + <Ja-Pb)y  + (kUl  + Rlbt-Qlc,)*, 

+ + R ici  — R,ai)fli  + (w\  + Pi«i  — p iMfi  = o. 

Die  betreffende  Componente  ist  für  den  zweiten  Körper  negativ  genommen, 
weil  dies  die  Wahl  der  Coordinatcnsystcmc  offenbar  so  bedingt. 

Somit  wkre  der  unelastische  Stoss  völlig  bestimmt.  Legen  wir  demselben 
jetzt  einen  beliebigen  Grad  von  Elasticität  bei.  Es  wirkt  dann  eine  Stosskraft  M, 
welche  nur  dann  gleich  H ist,  wenn  der  Stoss  ein  vollständig  elastischer  ist, 
wo  dann  der  Körper  alle  Einwirkung  und  Deformationen  wie  im  ersten  Theile  in 
umgekehrter  Ordnung  wieder  erleidet,  beim  unvollständig  elastischen  Stoss  aber 
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ist  M'  kleiner  als  A".  Die  Glcichnngen 

1) ,  2),  la)  und  2a)  bleiben  also  für  den 
ganzen  Stoss  gültig,  wenn  man  unter 
V,  V,  ty,  P,  Q,  R die  entsprechenden 
Grossen  versteht,  wie  sie  nach  dessen 
Vollendung  sich  ergeben;  für  N aber 
die  Gesammtcinwirkung  A’ 4-  fl'  schreibt. 
Nimmt  man  an,  dass  das  Verhältnis 
M 

, welches  im  Fall  völlständiger  Elaati- 

cität  gleich  Eins,  im  Falle  des  unelasti- 
schen Stosses  gleich  Null  ist,  in  allen 
andern  Fällen  gegeben  und  gleich  t sei,  so 
ist  A + M = A (X  -f  *),  und  der  Gang  der 
Rechnung  im  Falle  des  elastischen  Stosses 
der  folgende.  Aus  den  Gleichungen  1), 

2) ,  la),  2a),  3),  wie  sie  hier  stehen,  wird 
nur  JV  berechnet,  woraus  sich  A*  (1  -f-  *) 
ergibt.  Dieser  Ausdruck  wird  dann  in 
1),  2),  la),  2a)  für  A geschrieben,  und 
aus  diesen  zwölf  Gleichungen  Ut  K,  IF, 
jP,  Q,  R und  die  entsprechenden  Grössen 
für  den  andern  Körper  berechnet,  wie 
sie  sich  nach  Schluss  des  ganzen  Stosses 
ergeben. 

Von  der  Grösse  t nehmen  wir  an, 
dass  sie,  wie  die  Erfahrung  zu  zeigen 
scheint,  von  den  Elasticitäts  - und  Di- 
xnensionsverhältnisscn  der  beiden  Körper 
abbängc. 

Es  bleibt  noch  übrig,  diese  Entwick- 
lungen von  den  obengemachteu  Beschrän- 
kungen zu  befreien. 

a)  Seien  noch  immer  zwei  Körper  vor- 
handen, mögen  diese  aber  sich  gleich- 
zeitig in  n Punkten  stossen.  Es  kom- 
men dann  statt  des  mit  A multiplicirten 
Gliedes  in  1)  und  2)  so  viel  Glieder  als 
Berührungspunkte  vorhanden  sind,  also 
ßtatt  der  Glieder  A«,  . , . A (cß  — ’ by) 
treten  Summen  von  der  Form: 

iV«  + AV  + A . . . A (c/9  - by) 

+ Af  '(cy-*y).+  ... 
ein.  Statt  der  Gleichung  3)  hat  man 
eben  so  viel  entsprechende  Gleichungen 
als  Berührungspunkte,  wo  die  Grössen 
a.  b,  c,  u,  ß , j-,  at,  4„  c,,  /»,,  y„ 

die  jedem  Punkte  entsprechenden  sind. 
Dadurch  entstehen  gewisse  Beziehungen 
zwischen  den  Lagen  der  Berührungs- 
punkte, wie  dies  auch  sein  mnss.  Da- 
gegen reichen  die  Gleichungen  1)  und  2) 
nicht  völlig  mehr  zu,  die  Spannungen  zu 
bestimmen,  wenn  nicht  anderweitig  über 
dieselben  etwas  festgesetzt  ist. 

Was  von  den  IS  gilt,  tritt  ebenfalls 
auch  bei  Af(l  + «)  ein;  die  Grösse  t 
braucht  übrigens  nicht  für  alle  Punkte 
dieselbe  in  sein. 

b)  Mögen  sich  die  Funkte  in  einer 
ganzen  Fläche  berühren.  Ist  df  das 


Element  derselben,  so  ist  in  den  Glei- 
chungen K mit  Ndf  zu  vertauschen,  und 
die  Summen  für  alle  Punkte  der  Fläche 
zu  nehmen,  so  dass  statt 

A'o  . . . y (cß  — by)  . . . 

Glieder  von  der  Form: 

f y«df,  J N (cß  — by)  df 

erscheinen.  Die  Gleichung  3)  gilt  dann 
für  alle  Punkte  der  Berührungsfläche. 
Die  Bestimmung  von  V ist  in  diesem 
Kalle  noch  weniger  vollständig  als  im 
Falle  a). 

Ist  die  Berührnngsstcllc  eine  Ebene, 
so  iat  a,  ß,  y für  diese  constant,  also 
das  entsprechende  Glied  in  den  Glei- 
chungen 1)  gleich  «ff,  ßH,  yH  wo 

H-  J' Ndf 

ist.  Oft  kann  man  annchmen,  dass  die 
Grösse  AT  für  alle  Punkte  der  Berüh- 
rnngsstellc  dieselbe  sei,  es  ist  dann, 
wenn  f der  Flächeninhalt  derselben  Ist': 

/ ydf=  yp. 

Sind  a0>  bot  c0  die  Coordinaten  des 
Schwerpunkts  der  Berührungsstelle,  so 
ist  in  den  Gleichungen  2)  za  setzen: 

f'  y’cdf  = yc,F  . 

die  Gleiehnng  3)  mnltiplicirt  man  mit  pt 
and  integTirt.  Hieraus  folgt,  dass  in  die- 
sem Falle  die  Gleichungen  1),  2),  3), 
wie  beim  Punkte  sind,  wenn  man  bezüg- 
lich vertauscht: 

JV,  u,  4,  c mit  y’F,  a„  4„  c,. 

Die  Anfgabe  iat  also  wie  beim  Punkte 
zu  behandeln.  Diese  Annahme  recht- 
fertigt sich  aber  nur  dann,  wenn  alle 
Punkte  der  Berührungsstelle  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit haben.  D,  h.  wenn  keine 
Rotation  stattfindet. 

e)  Seien  die  Körper  oder  einer  davon 
an  der  Berührungsstelle  nicht  eontinnir- 
lich  gekrümmt.  Die  Normalrichtung  ist 
dann  nach  allgemein  statischen  Principien 
zu  ersetzen: 

A)  im  Falle  der  Stoss  in  einer  Kante 
stattfindet,  durch  die  Linie,  welche  !die 
beiden  auf  der  Kante  senkrechten  Tan- 
genten im  Berührungspunkte  halbirt; 

B)  im  Falle  derselbe  in  einer  Ecke 
stattfindet,  dnreh  die  Richtung,  welche 
so  viel  gleichen  Kräften,  als  Flächen  in 
der  Ecke  zutammenstossen  und  diesen 
normal  gerichtet  sind,  als  Resultante 
entspricht. 
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Damit  ein  Stoss  überhaupt  stattfinde, 
muss  die  Normal»'  des  einen  Körpers, 
wenn  dieser  an  der  Berüftrungsstclle  con- 
tinuirlich  gekrümmt  ist,  mit  der  so  be- 
stimmten Richtung  zusammenfnllen,  oder 
es  müssen  die  Richtungen  bei  beiden 
Körpern,  wenn  beide  Berührungsstellcn 
nicht  continuirlich  gekrümmt  sind,  in  eine 
Grade  fallen. 

d)  Mögen  mehr  als  zwei  Körper  gleich- 
zeitig zusammenstossen. 

Es  treten  dann  für  jeden  Körper  Glei- 
chungen, die  1)  und  2)  analog  sind,  und 
für  jeden  Berührungspunkt  eine  dritte 
entsprechende  Gleichung  ein.  Wird  ein 
Körper  von  mehreren  andern  gestossen, 
so  sind  die  mit  N multiplicirten  Glieder 
in  den  Gleichungen  1)  und  2)  für  den- 
selben durch  die  entsprechenden  Glieder- 
summen  zu  ersetzen. 

e)  Seien  die  sich  stossenden  Körper 
zum  Theil  oder  s&mmtlich  nicht  völlig 
frei. 

Im  Allgemeinen  ist  dann  der  von  dem 
Hindernisse  hervorgebrachte  Gegendruck 
in  die  Gleichungen  1)  und  2)  mit  auf- 
zunehmen. Besonders  aber  zu  bemer- 
ken sind  folgende  Fülle: 

A)  Habe  ein  Körper  einen  unbeweg- 
lichen Punkt. 

Man  nimmt  dann  diesen  zum  An- 
fangspunkt der  Coordinatcn  dieses  Kör- 
pers. Die  Gleichungen  1)  fallen  dann 
weg,  und  die  Gleichungen  2)  bleiben 
dann  noch  richtig,  wie  sich  dies  aus  den 
Principien  der  Rotation  (vergl.  den  be- 
treffenden Artikel),  oder  auch  nus  der 
Betrachtung  ergibt,  dass  man  für  den 
festen  Punkt  eine  unendlich  grosse  Masse 
annehmen,  und  ihn  somit  als  Schwer- 
punkt betrachten  kann.  In  der  Glei- 
chung 3)  ist  dann  U = V =s  Wsz  0. 

B)  Habe  ein  Körper  eine  unbewegliche 
Axe. 

Indem  man  einen  Punkt  derselben  als 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  annimmt, 
und  diese  Axe  selbst  als  die  der  x,  y 
betrachtet,  fallen  die  Gleichungen  1)  ganz 
weg  und  von  den  Gleichungen  2)  bleibt 
nur  die  dritte,  ln  der  Gleichung  3)  ist 
dann  P = Q = 0 zu  setzen,  und  ebenso 
U = V = w = o. 

C)  Sei  ein  Körper  ganz  unbeweglich. 
Dieser  Fall  entspricht  dem  8tosse  ge- 
gen eine  unbewegliche  Flüche.  Für  die- 
selbe kann  jeder  Punkt  zum  Anfangs- 
punkt der  Coordinatcn  genommen  wer- 
den. Indem  die  Gleichungen  1)  nnd  2) 
für  den  unbeweglichen  Körper  Wegfällen, 
kommen  die  ihm  noch  entnommenen 
Grössen  uur  noch  in  Gleichung  3)  vor. 


Man  sicht  Jeicht,  wie  diese  Betrach- 
tungen für  beide  Thcile  des  Stosses 
gelten,  und  mit  Ausnahme  der  Fälle  a) 
und  b)  immer  ausreichende  Gleichungen 
geben. 

Setzen  wir  jetzt  aber  zwei  Körper  vor- 
aus, die  sich  in  einem  Punkte  berühren. 
Muitiplicirt  man  die  Gleichungen  1)  be- 
züglich mit  a,  ßs  y und  addirt  diesel- 
ben, so  kommt: 

4)  j/+(“-t/)«+(e- 

+ («’—  H’)y  = 0, 

Seien  l,  p,  v die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  irgend  eine  auf  der  Normale  senk- 
rechte Sichtung  mit  den  Axen  macht, 
also: 

ai.  + flp  + yy—O. 

Wenn  man  die  Gleichungen  1)  bezüg- 
lich  mit  1,  fi,  v muitiplicirt  und  addirt, 
so  kommt: 

5)  (a-l/)l  + (i’-V)iu  + (»-W)r  = 0. 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  wenn  man 
die  Schwcrpunktsgcschwindigkeit  vor  den 
Stosse,  die  wir  mit  k und  die  nach  dem 
ersten  Theilo  desselben,  die  wir  mit  K 
bezeichnen,  parallel  der  Normale  und 
nach  zwei  darauf  senkrechten  Richtungen 
zerlegt,  die  beiden  letzten  Componenten 
für  beide  Geschwindigkeiten  gleich  sind, 
und  sich  daher  auch  in  dieselbe  Kraft 
bei  beiden  zusntnmensetzen.  D.  h.  man 
kann  die  Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse 
in  eine  normale  und  eine  tangentiale 
Componente  zerlegen.  Die  letztere  bleibt 
ungeändert,  und  dio  Schwerpunktsge- 
schwindigkeit nach  demselben  ist  gege- 
ben, wenn  man  sie  mit  der  veränderten 
normalen  Gcscbw-indigkeit  zusammen- 
setzt. Ist  p der  Winkel  der  Schwer- 
punktsgeschwindigkeit der  Normale  vor 
dem  Stosse,  o nach  demselben,  so  hat 
man  also: 

4a)  ^ + k cos  p = K cos  o, 

Jfl 

5a)  k sin  p = K sin  <r. 

Nach  dem  Obigen  gelten  diese  Glei- 
chungen noch,  wenn  die  Bcrührungsslelle 
eine  Ebene  ist. 

Die  Gleichungen  2)  mit  n,  ß,  y mui- 
tiplicirt und  addirt,  geben: 

6)  Aa(j,-P)  + Bß(i-  Q) 

+ 6V(r-Ä)  = 0, 

d.  h.  dies  nach  der  Normale  zerlegte 
statische  Moment  der  Geschwindigkeiten 
ändert  sich  nicht  durch  den  Stoss. 
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Ferner  hat  man,  wenn  man  die  Glei- 
chungen 2)  bezüglich  mit  n,  A,  c multi- 
plicirt  und  ebenso  verfährt: 

7)  Aa(P-P)  + Bb(q-Q) 

+ Cc(r-R)  = 0. 

Sei  t die  Länge  der  Verbindungslinie 
des  Schwerpunktes  und  des  Berührungs- 
punktes, die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
diese  Linie  mit  den  Axen  macht,  sind 


dann  bezüglich  gleich  — , — , — , also: 
e e e 

Das  statische  Moment  der  nach  dieser 
Linie  zerlegten  Geschwindigkeiten  bleibt 
ebenfalls  durch  den  Stoss  unverändert. 
Durch  einfache  Betrachtungen  folgt  auch, 
dass,  wenn  /,  m,  n die  Entfernungen  des 
Schwerpunkts  von  den  Projeetioncn  der 
Normale  bezüglich  auf  die  Ebene  der 
yz,  xx,  xy  sind,  man  hat: 


I = cß  — by , m = ay  — ca,  n = bu  — aß, 


so  dass  die  Gleichungen  2)  auch  die  Gestalt  haben : 

8)  Nl  + A(p-P)  = 0,  Nm  + B(<i-Q)  = 0,  An  + C(r  - Ä)  = 0. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  auch  mit  f,  m,  n und  addirt,  so  kommt: 


[»*  + 4*  + c>  - (aa+bß  + cy)»]  A + At(p  — F)  + Bm(q  — 0)  + Cn(r  — Ä)  =0, 
oder  wenn  r der  Winkel  der  Normale  mit  der  Linie  n = ]/ a*  + 4«  + c 1 ist: 


9)  Ae*  sin  r»  + Al(p  - P)  + Bm  (y  - Q)  + Cn  (r  - Ä), 
wo 

ocr  + bß  4-  ev 

cos  t =. 1 — — — — 

• 

ist.  — Die  Gleichung  3)  nimmt  jetzt  auch  die  Gestalt  an: 

10)  K cos  o + K , cosej  + PI  + Qm  -f-  Rn  4-  PJ,  + 0,m,  + R,",  =0, 
wo  sich  immer  die  gestrichenen  Grössen  auf  den  zweiten  Körper  beziehen. 

Es  ist  nun  leicht  die  Rechnung  auszufahren.  Zunächst  ist  A zu  berechnen. 
Dann  in  allen  Gleichungen  mit  Ausnahme  von  3)  oder  10)  A mit  A(l-f  s)  zu 
vertauschen,  und  die  übrigen  Grössen  zu  finden.  Setzt  man  aus  4a)  und  8)  in 
10)  ein,  so  kommt: 


N(H  + M.)  , . . . , .,//*  , m*  n>  , l » , m»  , n*\ 

mir  +k™«+k'™e'+N\T+ir+c+T+-t+t' 

+ pl+q<»  + rn+p,ll+qlm,  -t-r,«,  =0, 

also,  wenn  man  setzt: 

1 = I + L + II  + 51 + •*  + v + - u + !s_* 

u M M,  A ß ^ C+  A,  B,  + C, 

11)  A = — u (*  cos  p + A , cos  p , + pl+ym  + rn+pjl  + 9,01,  -fr,»!,). 

Die  Gleichungen  4a),  5a)  und  8)  geben  dann  K,  c,  P,  (1,  R nach  Schluss 
des  Stosses,  wenn  man  für  A setzt  A(l-ft),  und  A ans  Gleichung  10)  entnimmt: 


3)  Stoss  bei  unveränderter  Rotation. 

Geht  die  gemeinschaftliche  Normale  durch  den  Schwerpunkt  des  einen  Körpers, 
so  ist: 

a b c 

“ ß Y 

für  denselben,  also : 

f = nt  = n = 0, 

also  wegen  8) : 

P = p,  Q = q,  R = r. 

„Die  Rotation  des  betrachteten  Körpers,  wird  durch  den  Stoss  nicht  geändert.“ 
Geht  sie  durch  die  Schwerpunkte  boider  Körper,  wie  dies  z.  B.  immer  bei 
homogenen  Kugeln  der  Fall  ist,  so  ist  auch: 

f,  = m,  =n,  =0,  Pt=Pt,  Q , = J,.  «i=rf 
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1) 


Die  Gleichung  10)  wird  dann : 
MM, 


N= 


(Ai  cos  p + k,  cos  p,). 


M + M, 

Offenbar  sind  die  Bewegungen  beider  Körper  entgegengesetzt  gerichtet,  wenn  * 
und  k positiv  sind.  Ist  k positiv  und  kt  negativ,  so  erfolgt  nur  ein  Stoss  wenn 
k cos  p\>  Jt,  cos  p,  ist,  damit  sich  die  Körper  nahem,  k und  k , können  auch 
nicht  gleichzeitig'  negativ  sein,  da  sie  sich  dann  von  einander  entfernen. 

Die  Gleichung  4a)  gibt  nun,  wenn  man  JV  (1  + 1)  für  N setzt : 


2) 


— *1^'  (Ai  cos  p + k,  cos  p,)  = K cos  a — k cos  p 

a+.)»  „ i , ,,  , 

— - M + h -(*C08  Q + k,  cosp  ,)  = ff,  cos  ff , — *,  cosp,. 


woraus  sich  ergibt: 


3) 


ff  COS  ff  = 


( M — tM |)  k cos  p — (1  + *)  M,k,  cosp, 
M+M, 

(J V,  — fM)k,  cosp,  ~(l  + t)Mk  cosp 
— M + M, 


ff,  COS  ff, 
wozu  noch  kommt 

ff  sin  ff  = Jb  sin  p , ff , sin  ff , = k,  sin  p,. 

Ist  also  der  zweite  Körper  vor  dem  Stossc  in  Ruhe,  so  kommt: 

At,=0,  also  auch  o,=0, 

— (1  +«)  Mit  cos  n ,,  (M  — tM .)  Ar  cos  p 

5 A COS  ff  = a S 


4) 


A',= 


M+M,  ’ M+M, 

DerKörpor  M,  erhült  also  nur  eine  normale  Bewegung.  Eino  Rotation  aber  findet 
bei  ihm  nicht  statt.  Sind  die  Körper  völlig  elastisch,  also  s = 1 , und  ausserdem 
an  Masse  gleich,  also  M = M „ io  kommt: 

K,  = — k cos  p,  K = 0- 

Der  erste  Körper  übertrügt  also  seine  Geschwindigkeit  an  den  zweiten  und 
kommt  zur  Ruhe. 


4)  Andere  einzelne  Fülle. 

Wenn  einer  der  Körper  M,  einen  unbeweglichen  Funkt  hat,  so  ist,  wenn 
man  diesen  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nimmt: 

k,  = K,=0. 

Es  fallen  also  die  entsprechenden  Gleichungen  4a)  und  5a)  weg.  Die  Gleichung  11) 
wird  dann,  wenn  man  ganz  wie  oben  verführt,  nur  in  so  weit  veründert,  dass  k,—0 

und  in  dem  Werthe  von  u auch  57-  = 0 wird. 

Hat  der  Körper  eine  unbewegliche  Axc,  so  ist,  wenn  man  diese  als  Axe  der 
i nimmt : 

*,=0,  P,-<U-  0,  ^ =0. 

Es  fallen  ausserdem  von  den  Gleichungen  8)  für  den  entsprechenden  Körper 
dio  beiden  ersten  weg,  und  deshalb  ist  in  dem  Werthe  von  ft  noch 


zu  setzen.  Ist  ein  Körper  absolut  fest,  so  ist: 


also: 
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1 Ij.Ü.0.—  — 

p ~ M + A,  B'  + C‘~ 

Diese  Schlüsse  sind  za  wiederholen,  wenn  Aehnliches  für  den  zweiten  Körper 
gilt.  Stosse  z.  B.  ein  freier  Körper  M an  einen  andern  M der  um  eine  feste 
Axe  beweglich  ist,  derart,  dass  die  gemeinschaftliche  Normale  durch  den  Schwer- 
punkt des  erstem»  geht.  Dann  ist : 

p = P,  q=Q,  r=R,  l-m  = n = 0,  pl=</l  = 0,  -J-  = ^-  = 0,  ~ = 0. 
Die  Gleichung  11)  de»  Abschnitt»  2)  »Iso  wird: 


JV 


MC, 

C,+  Äit» 


(t  cosp  + r,n,). 


und  somit,  wenn  m»n  in  4»)  JV  mit  JV (1  + »)  vertauscht: 


oder: 


K cos  a = — U + »)  (t  cos  e + ri"i)  + * cos  p, 

..  (Hin.  — C.t)  k cos  p — (1  + *)  C.r.n, 

h COS  O = — — 5 5 - — 


ebenso  folgt  aus  8): 


C,+  Mn ,» 

ß _ - _ 'W(l  + 0 (*  c0»  e + r,n ,) 

1 T,~  C,+  Mn,‘ 


MOgen  sich  beide  Körper  um  eine  anbewegliche  Axe  drehen.  Es  ist  dann 
offenbar 

p zzq  -0,  r.=  *»  = 0.  a=-b  = t = T = 0'  M = Wr0'  * = 

und  somit  wird  die  Gleichung  11): 

CCJra  + r,»,) 

»»C.  + h/C  ’ 

und  ans  der  letzten  Gleichung  8)  folgt,  wenn  man  iV(l  + »)  für  ,Y  setzt: 

n Ct(rH  + r,  »,) 

a'P,  -f  n,  JC" 


Ist  in  dem  einen  Körper  ein  fester  Punkt,  oder  «ine  feste  Axe  vorhanden,  oder  ist 
derselbe  ganz  fest,  und  geht  im  ersten  Falle  die  Normale  durch  diesen  Punkt, 
im  zweiten  durch  die  Axe,  in  allen  dreien  aber  durch  den  Schwerpunkt  des  an- 
dern freien  Körpers,  so  ist  in  den  Gleichungen  2)  des  Abschnitts  3)  zu  setzen: 


also  jedenfalls: 


K cos  o = — tk  cos  p,  K,  = 0; 


in  Verbindung  mit  der  Gleichung: 


folgt  hieraus: 


K sin  a = k sin  p, 
tg  <s  = — ( tg  p. 


Für  unelastische  Körper  ist  also  a = 0,  d.  h.  die  normale  Componentc  verschwindet 
beim  Stosse  ganz,  für  vollkommen  elastische  Körper  a = — p. 

Der  Schwerpunkt  des  Körpers  wird  unter  einem  Winkel  mit  der  Normale 
zuröckgeworfen,  der  dem  Einfallswinkel  gleich  ist.  Dies  ist  das  bekannte  Rc- 
flexionsgesetx. 

Es  soll  aber  noch  in  einem  einfachen  Falle  der  gleichzeitige  Stoss  dreier 
Körper  erörtert  werden. 

Seien  ,die)  Massen  ,V,  M ,,  M,.  Dio  letztere  sei  vor  dem  Stosse  in  Ruhe 
und  werde  von  den  beiden  andern  getroffen.  Die  Normalen  in  den  Bcrührungs- 
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punkten  von  W.W,  und  JW.M,  gehen  durch  die  Schwerpunkte  beider  Körper. 
Für  jeden  Berührungspunkt  findet  die  Beziehung:  nß  — kn  — 0 . . . statt,  so 
dass,  wie  in  Abschnitt  3)  gezeigt  wurde,  die  Uutulionen  unverändert  bleiben. 
Die  Gleichungen  1)  des  Abschnitts  1)  werden  dann 

Na  + M(u-U)  =0,  \,<r,  + «,(«,- v,)  = 0,  iVif.+  JV,«',- M,ut  = 0 

Jede  dieser  Gleichungen  stellt  drei  andere  vor,  welche  entstehen,  wenn  man 


rr,  u,  U,  n,  ...  mit  ß,  r,  V,  ßt 
in  Abschnitt  2)  bildet  man: 

Jl+k-K' 


r> 


»v, 


. Y i 


vertauscht.  Und  wie 


r +*■  = *.• 


k,  k,  sind  die  nach  der  Normale  zerlegten  fortschreitenden  Geschwindigkeiten 
der  beiden  ersten  Körper  vor,  K,  K,  nach  dem  Stosse.  Die  tangentialen  Com- 
ponenten  werden  auch  hier  durch  «len  Stuss  nicht  verändert. 

Die  aus  der  dritten  Gleichung  entstehenden,  multipliciren  wir  bezüglich  mit 
flt<  Yi  und  “'ji  fl 's«  / und  »ddircU-  Sei  der  Winkel,  welchen  beide  Nor- 
malen mit  einander  machen,  gleich  </,  A,  die  durch  den  Stoss  erlangte  fortschrei- 
tende Geschwindigkeit  des  dritten  Körpers,  o,  <r , ihre  Winkel  mit  den  beiden 
Normalen,  so  kommt : 

N + N . cos  <T  .. 

ji = h,co,a,  . 

IV , + A cos  cf  „ 

— 1— jj - A,  cos  o,. 

Die  Gleichung  3)  gibt  jetzt  »wei  andere : 

A + A,  cos»  = 0,  A,  + K,  cos<r,  = 0, 
also,  wenn  man  die  gefundenen  Wcrthc  von  ft,  ff,,  ff,  einsctxt: 

N . A+A,  cos  cf  , L_n 

Ü + Mt 

JV,  . IV,  + N COS  cf 

¥;+ — r, — 

- W,  f;)M(.W,  + Af,)  - .W.H,k,  cos  «f] 

(,W  + JW,)  (W,  -f  «,)  - WH,  cos  </* 

- ,W  .[»I , k , (,W  + If ,)  - M W , k cos  J] 


woraus  dann  folgt: 


«V  = 


,V‘  - (,W  + .W,)  (jW,  + Mt)  — UMl  cos  <P 

In  den  erst  entwickelten  Gleichungen  muss  nun  A,  A,  mit  A(l  + »),  flf,(l  + s,) 
vertauscht  werden,  wo  # und  #,  nicht  identisch  zu  sein  brauchen,  und  cs  kommt: 


K 


-jg  (!+»)  + *, 


*1  = ^(1+',)  + *,. 


V,lf,  = A(l  + »)«,  + N,  (l  + i,)«', 

V,F,  =W(l+.)^,  + iVl(l  + *l)^, 

:W,  IV,  = JV(1  + .)/,  + JV,  (1  + »,)/,. 

Durch  die  letzten  drei  Gleichungen  sind  die  Gcschwindigkeits  - Componenten  des 
Schwerpunktes  des  dritten  Körpers  gegeben.  Addirt  man  ihre  Quadrate  so  kommt: 

W,*Ä,*  = JV*(1  + 0*  + V (1  + *,)*  + 2.VA,  (1  + r)  (1  +e.)  cos  «f. 

Diese  Gleichung  gibt  die  Geschwindigkeit  ft,,  die  Richtung  derselben  geben  die 
Winkel  o und  o,,  welche  man  den  Gleichungen  entnimmt: 

A,cosff  = ^1+t)  + i;>(1  + <‘)C08j 

• • jif  j ^ • 
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Möge  der  eine  Körper  auf  einer  festen  Af  (**  — K1)  + M,  (*,* 


Ebene  gleiten,  die  wir  als  Ebene  der 
zy  nehmen.  Führt  tnan  die  Gegendrücke 
ein,  so  bleiben  von  den  Gleichungen  1),  ®“cr: 
welche  die  fortschreitende  Bewegung  ge- 
ben, nur  die  erste  und  zweite,  von  denen  un(j 
iiir  die  Rotation  nur  die  dritte.  Dage- 


z=M(k-K)(K+  K , + *+*,). 
K -f-  ff  t — t(k  -f-  Ät), 


gen  ist:  M(k  — n)  = — Jjfjp 

* — W — 0,  p— P — q — Q — 0.  woraus  sich  dann  für 
Gleitet  der  Körper  auf  einer  Linie,  nnd  bendig«  Kraft  ergibt: 


» (k  - K)  = -■  (*  + *,). 

woraus  sich  dann  für  die  verlorene  le- 


ist diese  Axc  der  t,  so  bleibt  von  allen 
sechs  nur  die  dritte  Gleichung  für  die 
fortschreitende  Bewegung  und  es  ist: 

«=(f=e=F  = 0 


Offenbar  ist  dies  gleich  Null  im  Fall 


der  vollkommenen  Elasticität.  Es  geht 
p~P  — qzzQ  — rzz  ft  = 0.  also  bei  derselben  keine  lebendige  Kraft 

verloren,  wie  an  sich  ersichtlich,  da  die 
5)  Bestimmung  der  Grösse  «.  Deformation  in  derselben  Weise  ab-  wie 

zunimmt.  Im  andern  Falle  zerfällt  der 
Von  der  Grösse  t ist  bis  jetzt  nur  Stoss  in  zwei  Momente,  in  deren  er- 
bekannt,  dass  sie  gleich  Eins  ist,  wenn  sterem  diejenige  lebendige  Kraft  verloren 
beide  Körper  vollständig  elastisch,  gleich  geht,  welche  dem  unelastischen  Stosse, 
Null,  wenn  sie  beide  unelastisch  sind.  also  dem  Falle,  wo  # - 0 ist,  entspricht. 

In  allen  übrigen  Fällen,  also  auch  in  Diese  lebendige  Kraft  ist  gleich: 
dem,  wenn  einer  vollkommen  elastisch,  yy 

der  andere  unelastisch  ist,  wird  zur  Be- 

Stimmung  von  * noch  ein  anderes  Mo-  4 * 1 i 

ment,  die  Härte  beider  Körper,  d.  h.  ihr  im  zweiten  Momente  muss  also  die  le- 

Widerstand  gegen  die  Deformation  maass-  bendige  Kraft: 

gebend  sein. 

Wir  wollen  jetzt  t unter  gewiesen  Vor-  (*  + *,)* 

aussetzungen  bestimmen.  Jedoch  wer- 

den  diese  Betrachtungen,  wenngleich  viel-  wieder  gewonnen  werden,  nnd  das  Ver- 
leicht  für  die  Praxis  ausreichend,  nicht  hältniss  der  letztem  zur  erstem  ist  somit 
derjenigen  Sicherheit  theilhaftig  sein,  die  gleich  s’.  — Dieser  lebendigen  Kraft 
bei  dem  Vorigen  stattfindet.  entspricht  ein  doppeltes  Arbeitsquantum, 

Nehmen  wir  also,  wie  die  Erfahrung  welches  durch  die  Deformation  im  ersten 
zu  bestätigen  scheint,  an,  dass  die  Grösse  Momente  entsteht,  nnd  im  letztem  ver- 
e nur  von  den  FigurationB -Verhältnissen  schwindet  nnd  diese  ArbeiBquanta  zer- 
der  beiden  Körper,  nicht  aber  von  der  fallen  in  zwei  Theile,  die  den  Dcforma- 
Art  des  Stosses  abhange.  Dann  kann  tionen  beider  Körper  entsprechen, 
man  zur  Bestimmung  sich  des  einfach-  Seien  also  T,  T , diese  Arbeitsquanta 
sten  Falles,  des  conccntrischen  Stosses,  jedes  der  beiden  Körper  in  der  ersten 
bedienen.  In  diesem  Falle  geben  die  Hälfte  des  Stosses;  cs  gehen  dann  die 
Gleichungen  8)  und  4;,  da  g = 0 ist:  Quanta  y T und  yvT  x wahrend  der  zwei- 


(*  + *.)* 


M + Mt 

(Jf  -(1  + QM* 

M + Ml 


K -k  = 


-q  + 0». 

M+lHt 


(*  + *.) 


ten  wieder  verloren,  wo  y nnd  y , Er- 
fnhrungBCoefficienten  sind , die  von  der 
Elacticitat  jedes  der  beiden  Körper  allein 
herrühren,  nnd  man  bat  somit: 

..  - 

T+T , • 

Die  Grössen  y und  y , sind  in  fol- 
gender Weise  zu  bestimmen.  Nehmen 
wir  an,  der  eine  Körper  yx  sei  absolut 
hart,  d.  h.  er  erleide  gar  keine  Defor- 
mation, so  ist: 

r,  = o, 


/.  , , tr  gCUUCI  TT  CISC  DCOUUIUI6U. 

K.  — k.=  ~ (*4-*i)i  wir  an»  der  cinc  Körper  sei  absolut 

M + A f j hart,  h,  er  erleide  gar  keine  Defor- 

woraus  dann  sogleich  folgt:  mation,  so  ist: 

= M,(K,  r,=0,  *'  = (*■ 

Die  durch  den  Stoss  verlorene  lebendige  Lässt  man  also  i.  B.  einen  Körper  ju 
Kraft  ist  nun  gleich:  auf  einen  unbeweglichen  absolut  harten 
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fallen,  nnd  ist  die  Fallhöhe  gleich  st  so 
ist  die  lebendige  Kraft,  welche  beim  ersten 
Theilc  des  Stosses  verloren  geht,  da  er 
die  Geschwindigkeit  Null  erhält,  gleich 
der  Arbeit  gMt.  Ist  der  Stoss  elastisch 
und  steigt  der  Körper  wieder  zur  Höhe 
60  ist  die  gewonnene  Arbeit  gM$f,  also: 


wo  l'  der  Querschnitt,  / die  Länge,  e der 
KlasticitfUsmodul  ist,  welcher  das  Ge- 
wicht angibt,  dus  zur  Ausdehnung  eines 
Prismas,  dessen  Querschnitt  gleich  der 
Einheit  ist,  um  seine  eigne  Grösse  er- 
forderlich sein  würde,  falls  die  Ausdeh- 
nungskraft constanl  bleibt. 


6)  Allgemeinere  Betrachtun 
gen  über  den  Stoss. 


Auf  dieselbe  Weise  wird  berechnet. 
Für  vollkommen  elastische  Körper  ist 
r 1,  für  unelastische  u - 0.  Slösst 
also  ein  vollkommen  elastischer  Körper 
M unf  einen  unelastischen  M so  er- 
gibt sich: 


* 


T 

7+7,* 


Was  die  Grösse  T und  Tt  nnbetrifft, 
so  kommt  es  hier  nur  auf  ihr  Verhält- 
niss  au.  Da  die  Deformation  desto 
grösser,  je  geringer  die  Härte  eines  Kör- 
pers ist,  so  rechtfertigt  sich  die  von 
Whewell  gemachte  Annahme,  dass  die 
Grössen  T und  Tx  den  Härten  der  Kör- 
per, die  wir  mit  h und  At  bezeichnen 
umgekehrt  proportional  seien.  Wir  neh- 
men n&mlich  — als  das  Maa6s  der  Härte 
an.  Es  ist  also : 


~ *+*,  • 


Die  Einheit  der  Härte  ist  ganz  beliebig. 
Um  das  Verhältniss  der  Härten  zweier 
KOrper  za  finden,  führe  man  sie  im 
Concentrischen  Stosse  zusammen.  Sind 
A,  A,  ihre  ursprünglichen  Geschwindig- 
keiten. so  ist  der  Verlust  an  lebendiger 
Kraft : 


(!-,')  MM, 


(*  + *,)* 


;V, »/,(*  + *,)* 


IU  + M, 

_<1- /OA.+q-«,)* 

<»+*,),(* -Mt) 

und  da  diese  Grosso  sich  durch  die  Ge- 
schwindigkeit nach  dem  Stosse  direct 
finden  lässt,  so  lässt  sich  das  Vcrhält- 

niss  oder  die  Grösse  h,  wenn  man 

einem  der  KOrper  Af,  die  Einheit  der 
Härte  gibt,  messen. 

Whewell  gibt  aber  aneh  ein  absolutes 
Maass  für  die  Härte  wenigstens  der  gra- 
den  prismatischen  Körper.  Es  ist  näm- 
lich nach  ihm: 


h = 


Fe 


Wenn  die  stossenden  KOrper,  wieviel 
auch  ihrer,  und  welches  ihr  Aggregat»- 
stand  sei,  alle  vollkommen  elastisch  sind, 
so  werden  beim  zweiten  Theil  de*  Stosses 
alle  Zustande  in  umgekehrter  Ordnung 
zurückgelegt,  wie  im  ersten,  also  alle 
Arbeit  wieder  rückgängig  gemacht,  und 
es  muss  daher  nach  dem  Stosse  die  le- 
bendige Kraft  von  gleicher  Grösse  wie 
vor  demselben  sein.  Beim  unvollkom- 
men elastischen  Stosse  wird  nur  ein  Theil 
der  Arbeit  wieder  aufgehoben,  und  es 
geht  also  jedenfalls  lebendige  Kraft  ver- 
loren. Beim  unelastischen  Stoss  ist  die- 
selbe ein  Maximum. 

Seien  in  diesem  Falle  fj,  u , , u,  die 
sich  stossenden  Massen,  v,,  ■,...,  e, 
r,  ...  ihre  Gcschwindig- 

keits-Componcnten  vor,  U,  Ul  . . .,  H', 
IV,  ...  nach  dem  Stosse,  bezogen  anf 
dasselbe  Coordinatensjstem,  ;V.  .V , . . . 
die  Stosskrafte.  n,  ß.  y,  ß,,  y , die 
Cosinus  ihrer  Winkel  mit  den  Axen,  so 
gibt  dos  D’Alcmbert'schc  Prinzip  die 
Gleichung: 

-T/i(u—  V)dy  +/i{ic  — W)di 

+ JV  {adx  + ßdy  + jds)  = 0. 

Die  Grossen  rt,  ß,  y sind  immer  zu 
zweien  gleich,  JV  in  zweien  entgegenge- 
setzt und  nnmerisch  gleich.  Für  dx , dy, 
di  . . . kann  jede  mögliche  Verschiebung, 
also  auch  die  wirklichen  Geschwindigkei- 
ten nach  dem  Stosse  U,  V,  1F  gesellt 
werden. 

Es  sind  dann  nU ßV  + y\V  die  nor- 
malen Geschwindigkeit.  - Componcnten 
der  sich  berührenden  Punkte  nach  dem 
Stosse,  nnd  da  diese  Componcnten  zu 
zweien  gleich  und  die  entsprechenden  .V 
entgegengesetzt,  sonst  gleich  sind,  so  ver- 
schwinden in  diesem  Fnlle  die  mit  .V 
multiplicirten  Glieder  ganz,  nnd  man  hat: 

r*) 

-k/s(»IF-H')  = 0, 

also: 

.!>«(«* -2 uU+U,)+  . . . 

= Zfi  (u*  - uU)  -)-  . . . 

= Sf, («*-<- V)+.  . . 
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woraus  daun  folgt: 

(«*-(/*)+.  . . = 2>  (u  - £/)•. 

D.  b.  die  verlorene  lebendige  Kraft  ist 
gleich  der,  welche  der  Diffcicnz  der  Ge- 
schwindigkeit vor  und  nach  dem  Stosse 
entspricht. 

Dieser  Sau  rührt  von  Carnot  her. 


7)  Widerstand  der  Flüssig- 
keiten. 


Die  Gesetze  des  Widerstands  der  Flüs- 
sigkeiten leitet  Newton  ans  der  Stoss- 
tbeorie  ab.  Derselbe  nimmt  an,  dass 
der  Widerstand  von  einem  Stosse  gegen 
das  Mittel  herrühre. 

Denken  wir  uns  zunächst  den  fortbe- 
wegten Körper  »»*  an  der  Fläche,  mit 
der  er  gegen  das  Mittel  bewegt  wird 
and  die  wir  gleich  (u  setzen,  eben,  ist  r 
seine  Geschwindigkeit,  und  mache  diese 
mit  der  Normale  an  der  Grenzfläche  den 
Winkel  I,  so  gebt  beim  Stosse  eine 
normale  Geschwindigkeit: 


r cos  X — v = 


m'r  cos  X 
m + m' 


(1+0 


verloren,  wo  m 9 die  Masse  des  Mittels 
ist,  welche  beim  Stosse  einwirkt,  v die 
normale  Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse 
Ist  p nun  die  Dichtigkeit  des  Mittels, 
so  wird  io  dar  Zeit  dt,  wo  der  Körper 
um  v dt  vorrückt  die  Müsse  prw  cos  Xdt 
verdrängt,  und  diese  ist  gleich  m'  zu 
setzen,  aber  im  Nenner  zu  vernachlässi- 
gen, da  tn  gegen  m'  sehr  gross  ist,  so 
dass  die  verlorene  Geschwindigkeit,  also 
die  Stosskraft  der  Normale  an  die  Grenz- 
fläche parallel  und  gleich: 

(cos  X)%to  (I  + *)  dt , 

also  dem  Quadrat  der  normalen  Ge- 
schwindigkeit proportional  ist. 

Ist  die  Grenzfläche  gekrümmt,  tc  = df 
ihr  Element,  so  ist  die  Widerstandscom- 
ponentc  für  jedes  Element  verschieden 
und  auch  verschieden  gerichtet.  Man 
kann  diese  Tbeilwiderstände  dann  nach 
drei  Axen  zerlegen  und  addiren.  Kommt 
dem  Körper  nur  eine  fortschreitende  Be- 
wegung zu,  so  kann  man  die  eine  Com- 
ponentc  derselben  parallel  nehmen,  und 
man  erhält  dann  den  entsprechenden 
Gesammtwidcrstand : 

+ / cos  If. 

tn  ./ 

Das  Integral  ist  auf  die  der  Flüssig- 
keit entgegenbewegte  Fläche  zu  er- 
strecken. Bei  einer  Umdrehungsfläcbe 


die  der  Umdrehung&axe  parallel  bewegt 
ist,  sind  offenbar  die  andern  Coroponen- 
ten  zu  zweien  entgegengesetzt  gleich, 
und  die  obige  Formel  enthält  also  den 
gesammten  Widerstand,  der  somit  der 
Bewegung  parallel  ist. 

Sei  die  Umdrehungsaxe  Axe  der  z, 
und  y — <y(»)  die  Gleichung  der  Linie, 
deren  Rotation  die  Fläche  entspricht, 
so  ist: 

j 

cos  A = ,/V,  df=  ydsds, 
a s 

wo  & der  Drthungswinkcl, 


ds1  = dy * + dz* 


ist.  Das  Integral  ist  zu  erstrecken  über 
.*>  von  Null  bis  2 n.  und  über  y von  0 
bis  zum  grössten  Wertbe  a dieses  Aus- 
drucks. Man  erhält  somit  den  Gesammt- 
widerstand : 


tn 


( 1 +•)*./*„ 


Für  die  Kugel  mit  Radius  r ist  a zz  r,  « 
y = r sin  X,  und  das  Integral  gleich : 


/: 


cos  A*  sin  Ai/A  = — , 
4 


also: 

...  _ +«)r» 

2m 


also,  wenn  D die  Dichtigkeit  der  Kugel  ist : 

(VH  1 + «) 

’ -»  BT~’ 


Ein  von  Borda  angestcllter  Versuch 
gibt  für  die  Luft: 


»*'  = A 


Qt 1 
~ür  - 


Es  bleibe  dahin  gestellt,  in  wiefern  dies 
von  dem  Werthe  Ton  > herrfihrt.  Uebor- 
haupt  sind  die  theoretischen  Mangel  dieses 
Verfahrens  einleuchtend,  indem  man  den 
stossenden  Theil  der  Flüssigkeit  sieh 
isolirt  denkt  und  jedes  Atom  davon  selbst- 
stündig  auf  den  bewegten  Körper  wirkend. 
In  der  That  stimmt  dies  Gcseti  auch 
nur  für  grössere  Geschwindigkeiten  (s.  B. 
bei  Kanonenkugeln)  mit  der  Erfuhrnng, 
bei  geringen,  z.  B.  in  der  Theorie  der 
Pendelschwingungen,  Set«  man  richtiger 
den  Luftwiderstand  der  normalen  Ge- 
schwindigkeit selbst  proportional. 
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8)  Stoss  fester  Körper,  wenn 
beide  Massen  nach  demselben 
fest  verbunden  bleiben. 

Wenn  ein  Körper  auf  einen  unelasti- 
schen Körper  von  sehr  geringer  Härte 
slösst,  so  kann  er  dabei  derart  in  ihn 
eindringen , dass  beide  einen  einzigen 
festen  Körper  bilden.  In  diesem  Falle 
sind  die  Bewegungsglcichungen  so  zu 
bilden,  dass  man  die  Grössen  der  Be- 
wegung: 

(»  + ry  - 92)1», 

(e  + p*  — rx)  m, 

(w  + qx  - Jiy)  mi 

jedes  der  Körper  vor  dem  Stossc  nach 
denselben  drei  Axen,  am  besten  den 
durch  den  Schwerpunkt  gellenden  Haupt- 
axeu  des  durch  die  Vereinigung  beider 
gebildeten  Körpers,  zerlegt,  und  die  sechs 
GleiChgcwicbtsgleiehungen  zwischen  die- 
sen Componenten  und  den  Grössen  der 
Bewegung  des  neuen  Körpers  bildet, 
wodurch  diese  letztere  völlig  bestimmt 
sind.  Man  erhält  also: 

MV=H  + k 
W V=K+k 
Mir  = L + l 
AP=E  + e 
BQ  = F + f 
CR  = G + s, 
wo 

H—  2u(ry  — qt)  m, 

für  den  ersten,  A für  den  zweiten  Kör- 
per ist,  E,  e,  F,  f u.  s.  w.  die  entspre- 
chenden statischen  Momente  dieser  Grös- 
sen, A,  B,  C die  Hauptträgheitsmomente, 
M die  Masse  des  neuen  Körpers. 

Diese  sehr  einfachen  Betrachtungen 
finden  nur  in  der  Praxis  Schwierigkeiten 
wegen  der  Deformation,  welche  durch 
das  Eindringen  der  Körper  in  einander 
erzeugt  wird,  da  die  Coordinaten  auf  den 
deformirten  Körper  zu  beziehen  sind. 
Nur  wenn  der  eine  Körper  sehr  klein 
gegen  den  andern  ist,  kann  diese  Defor- 
mation vernachlässigt  werden. 

Dies  ist  s.  B.  der  Fall  bei  Bobine* 
ballistischem  Pendel,  dessen  Theorie  wir 
hier  anknüpfen  wollen  und  welches  zur 
Ermittelung  der  Geschwindigkeit  der 
Geschosse  dient.  Die  Masse  des  letztem 
ist  sehr  gering  gegen  die  eines  physika- 
lischen Pendels,  in  welches  sie  eindringt, 
und  es  dadurch  in  Schwingungen  ver- 
setzt, und  aus  der  Grösse  des  anfäng- 
lichen Schwingungsbogens  ist  die  Ge- 
schwindigkeit des  Geschosses  zu  ermit- 
teln. — Sei  dieselbe  gleich  c,  die  an- 


fängliche Winkelgeschwindigkeit  des  Pen- 
dels gleich  ss , und  m die  Masse  der 
Kugel,  M die  des  Pendels,  C das  Träg- 
heitsmoment von  H in  Bezug  auf  die 
Drehungsaxe,  indem  wir  die  Masse  M 
mit  der  vereinigten  M + m identificiren. 

Sei  ferner  k die  von  der  Drehungsaxe 
aus  gezogene  Senkrechte  auf  dio  Pro- 
jection  der  Geschwindigkeitsrichtung  r, 
welche  in  die  auf  die  Drehungsaxe  senk- 
rechte Ebene  fällt,  so  sind  die  aaf  letz- 
tere senkrechten  Momente  von  e und  «■ 
bezüglich  gleich : 

mtk  und  Cm. 

Für  C setzen  wir  Af(o*  + **),  wo  .WA* 
das  Trägheitsmoment  ist,  welche  auf  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axa 
bezogen  ist,  die  der  Drehaxe  parallel  ist, 
und  a die  Entfernung  des  Schwerpunkts 
von  der  Drehaxe;  es  ist  somit: 
mtk 

Nach  der  Theorie  des  Pendels  ist  (siehe 
den  Artikel:  Rotation),  wenn  man  unter 
9 den  Drehungswinkel  versteht : 

d'9  _ 

(«•  + **)  + J»  «in  » = 0-, 

durch  Integration  folgt  bekanntlich: 

(o*  + *’)  — 2 ja  cos  9 = B, 

wo  B eine  Constante  ist,  und  in  Berück- 
sichtigung, dass  im  Anfänge  der  Bewe- 
gung: 

d9 


9=0,  -5=, 


ist: 


(D’+srft' 11 —*>=-■ 

Die  grösste  Ausweichung  tritt  ein,  wenn 

=0  ist,  und  der  entsprechende  Winkel 
dt 

1 gehört  zu  dem  halben  Schwingungs- 
bogen, also: 

„ , m't'k* 

2ga(l-oosr)  = .wi(i,+  t-. 

Der  Winkel  r wird  mittels  einer  Scala 
gefunden,  und  ergibt  sich  dann  r,  wenn 
m.  k,  M,  n,  A vorher  durch  Messung  nnd 
Versuche  genau  bestimmt  sind. 

Mittels  des  ballistischen  Pendels  kann 
man  sowohl  die  Anfangsgeschwindigkeit 
der  Geschosse,  wenn  sich  nämlich  die 
Mündung  des  Rohrs  dicht  am  Pendel 
befindet,  messen,  als  auch  die  Geschwin- 
digkeit'nach  der  Zurücklegung  beliebiger 
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Wurfgtreckcn,  und  iomit  durch  Vergleich 
mit  den  Geschwindigkeiten,  welche  sich 
theoretisch  für  Geschosse  im  leeren  Raum 
ergeben,  > Versuche  zur  Bestimmung  oder 
Bestätigung  des  Luftwiderstandgesetzes 
machen.  Auch  kann  dies  Instrument 
dienen,  um  eine  Relation  zwischen  dem 
Gewicht  und  der  Beschaffenheit  der  La- 
dung und  der  Anfangsgeschwindigkeit 
des  Geschosses  durch  Versuche  zu  finden. 
Man  hat  so  ermittelt,  dass  sich  unter 
übrigens  gleichen  Umständen  die  Qua- 
drate der  Anfangsgeschwindigkeiten  wie 
die  Gewichte  der  Ladungen  verhalten; 
und  das  dies  Gesetz  desto  genauer  ist, 
je  kleiner  das  Verhältuiss  der  Länge  der 
Ladung  zur  Länge  des  Rohrs  ist. 

9)  Reibung  beim  Stoss e. 

Da  der  Stoss  eben  nur  als  eih  Druck 
zu  betrachten  ist,  der  eine  geringe  in 

a> 


der  Rechnung  als  unendlich  klein  zu  be- 
trachtende Zeit  dauert,  so  wird  auch  bei 
dem  Siosse  eine  Reibung  staulinden,  die 
der  in  jedem  Augenblicke  stattlindenden 
Kraft,  mit  der  die  Körper  sieh  abstossen, 
proportional,  und  der  tangentialen  Rich- 
tung, in  welcher  die  Berührungspunkte 
der  Körper  über  einander  gleiten,  ent- 
gegengesetzt gerichtet  ist.  Beim  concen- 
triseben  Stosse,  und  dann  wenn  das 
Gleiten  sieh  in  ein  blosses  Rollen  ver- 
wandelt, Bült  also  die  Reibung  weg. 

Setzen  wir  wieder  feste  Körper  vor- 
aus. In  jedem  Augenblicke  des  Stosses 
gelten  dann  die  Gleichungen  1)  und  2) 
des  Abschnittes  2),  wenn  man  die  ent- 
sprechende Reibungscomponente  hinzu- 
fügt. Diese  Gleichungen  sind : 

1)  Nu  + i/Nl  xz  M(U  -u)  - 
Nß  + gNfic=M(V  - v) 

Ny  + 'l  Ny  - M(»—t c) 


K (cß  - by)  + 7 (eft  — 4*0  iV  = A (P-  p) 
y(ay  - ca)  + 7 („,  - eil)  ,V  = B(Q  - q) 
N (ba  — aß)  -f-  7 (4A  — a/t)  JV  = C’(H  — r) ; 


hier  ist  7, der  Reibungscoeffieient,  A,  ft,  v die  Cosinus  der  Winkel  der  tangentialen 
Componente  des  Berührungspunktes  zu  irgend  einer  Zeit  während  des  Stosses. 
Im  Momente,  wo  der  erste  Theil  des  Siosbcs  beendigt  ist,  setzt  inan  für  iV  wie 
in  Abschnitt  2)  den  aus  diesen,  dcu  entsprechenden  Gleichungen  für  den  KOrpcr 
M,  und  der  Gleichung: 

3)  La  + («4  + Qc)  u + Va  + (Pc  - Ra) ß+  IV«  + (Qa  - Pb)  y 

+ Vlal  + (R,bl  — (?te,)«i+  l'i/>i+(P  i®*  — 

„ t +'r,yi+XQi«t-rli>,)y,  = o 

gezogenen  Werth. 

Nach  Schluss  des  ganzen  Stosses  ist  N = iV,  (1+s)  in  Gleichungen  1)  und  2) 
zu  setzen,  wo  iV,  der  eben  gefundene  Werth  von  iV  ist. 

Es  fehlen  aber  noch  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  A,  ft,  r.  Diese  er- 
geben sieb  auf  folgende  Weise. 

Seien  I,  m,  n die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes, 

also: 

4)  l=U  + Rb-Qc,  m=V  + Pc-Ra,  n=\Y+Qa-Pb, 


bo  hat  man  offenbar,  wenn  A',  ft',  y ' die  Cosinus  derjenigen  Winkel  sind,  welche 
die  in  der  Berührungsebene  befindliche,  auf  der  Geschwindigkeit  des  Berührungs- 
punktes senkrechte  Linie  mit  den  Axen  macht: 

«A'  + ßft'  + yy'  = 0 
W -j-  mu'  + ny’  - 0 
AA'  -f-  ftft'  + yy1  — 0, 

woraus  sich  leieht  ergibt,  wenn  e und  g zu  bestimmende  Grössen  sind : 


A = ea  + sf,  ft  = eß  + gm,  yz=»y  + gn, 

also,  wenn  man  mit  «,  ß,  y entsprechend  mulliplicirt,  in  Berücksichtigung  der 
Gleichung : 


erhält  man: 


nA  +ßft  + yy  = 0, 


also: 


«=  -9(«i  + ßm-\-yn), 
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5) 


V 

— = / — « («f  + ftm  -f  yn) 
y-  = m — fl  (nt  -f  ßm  yn) 


j = »~  y(al+ßm+yn),  v,  . , j. 

welche  Gleichungen  mit  4)  und 

1’  +/i’  + v*  = 1 

verbunden  die  Cosinus  l,  v bestimmen.  Die  Rechnung  ist  im  Allgemeinen 
wie  früher,  nur  selbstverständlich  complicirter.  Uebrigens  geben  die  Gleichungen  11 
gsnz  wie  früher:  b ' 

N 


»I 


= K-k, 


6) 


WO  K die  normale  Componcnte  der  fortschreitenden  Bewegung  vor  dem  Stosce 
und  zu  ngond  einer  Zeit  während  desselben  sind. 

Möge  jetzt  die  gemeinschaftliche  Normale  durch  den  Schwerpunkt  eines  Kör- 
pers gehen ; cs  ist  dann : v 

"ß  — bn  = by  — cß  = cu  — ay  =s  0 

und  mail  hat: 

lu  + mß  + ny  = K — Ua  + Vß+  Wy, 

woraus  sich  dann  ergibt: 

?-  = m-ßK,  —-n-yK, 

» 3 g • a 

1 

Y I*  + *•*  + n’  — ff* 

lCr  K.ölTe'  tin  homogener  Rotationskörper,  und  die  Normale  senkrecht 
füllt  dd«nnXWdrt-8eKeD’  c,ne  . B«'|'ngung,  welche  eine  homogene  Kugel  immer  er- 
weJdVn  Dann  is*^01"3*  0 e'De  H*Up,aXe  nnd  klu,n  *,8°  »le  Axc  • betrachtet 

a = ß = 0,  y — 1,  a = 4 = 0,  r = 0; 

setxen  wir  noch 

X = cos u = sin  .1 
so  geben  die  Gleichungen  1)  und  2): 

7)  -gNl=  M(u-V),  -y,V^  = y»/(n-K),  N = M(W-»), 

8)  -gcßifi  = A(p  — P),  qcNX  = B{q-Q),  R = r. 

Fflr  den  Fall  einer  Kugel  ist  noch  B = A.  Ansscrdem : 


9) 


cot  9 - — , 


= K 


Glefchun^l?8  f°r  dCD  Körper  aUCh  fÜr  ieD  8«*«i  •»  gibt 

9a)  H'+W'.zzO, 

SSÄÄÄtaSSC?  G"M"‘  ” d-  «- 


10) 


"*  = -M+\  (*  + •*)• 


Die  Gleichungen  4)  aber  geben: 

11 ) • 1=  V-  Qc,  m=  V+  Pc,  n - »V. 

Die  Gleichungen-  7),  8)  und  11)  geben  nun,  wenn  eine  Kugel  vorau.gesetkt  wird. 
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cot  9 = 


U-u 


also: 

(K  — v)  cot  9 = U — «i , 
mul  durch  Sabtmction: 


Q — f U — Qc 

~p- P~  V + Pc’ 

( V + Pc)  cot  9 = U~Qc 


also,  wenn  man : 
einsetzt: 


( Pc  + e)  cot  9 -f-  Qc  = u, 
Q = 9 + (p  — P)cot9 


12) 


cot  5 = — 


u — qc 

pc  + e ' 


Es  ist  also  in  diesem  Falle,  wie  freilich  roraustnsehen  war,  während  des  ganzen 
Stosses  der  Winkel  9 constant.  Die  Gleichungen  7),  8)  nnd  10)  lösen  nun  das 
Problem  völlig.  Sei  z.  B.  die  Rotation  nm  die  Axe  der  y der  Null  gleich,  und 
ebenso  die  fortschreitende  Bewegung  parallel  der  Axe  der  x,  so  ist : 


also  wegen  7)  und  8) : 

f/  = 0,  M(V-x)  = qPi,  M ()F - »)  = Pi,  A(,P  - p)<tPic,  Q = o,  H = r.  ■ 
Nach  Verlauf  des  Stosses  bleiben  also  die  Bewegungsgrössen  V,  ß und  R 
wie  vor  demselben.  Die  übrigen  ergeben  sich  wenn  man : 

N = JV,  (1  + 0 

setzt,  wo  yi  durch  Gleichung  10)  gegeben  ist,  also: 

...  F_r  , trtV,(l  + 0 . -^1(1  + »)  p , V A\c(l -f- *) 

A)  K_e  + ¥ , \V-w  + , P-p+ . 

Bekanntlich  hat  man : 

A = 

Was  die  wahre  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  anbetrifft,  so  ist: 
f=0,  m = u + pc  — *^—^7(1  + «)(«>+ »i) 

$/ 

h = k-W+!m1(1+,) 

Hierbei  ist  eine  wichtige  Bemerkung  zu  machen,  welche  sich  auf  die  a)!ge* 
meine  Theorie  der  Reibung  erstreckt.  Ihrer  Natur  nach  kann  dieselbe  nämlich 
die  tangentiale  Geschwindigkeit  nur  vermindern,  aber  keine  solche  Geschwindig- 
keit hervorbringen.  — Wird  also  während  des  Stosses  dieselbe  Null,  so  kann 
sie  nicht  weiter  vom  positiven  zum  negativen  oder  umgekehrt  übergehen,  sondern 
cs  ist  für  den  übrigen  Theil  des  Stosses  eben  die  tangentiale  Geschwindigkeit 
und  somit  die  Reibung  aufgehoben.  Die  Gleichungen  1)  und  2)  gelten  also  so 
lange,  bis  die  tangentiale  Geschwindigkeit  der  Null  gleich  wird,  d.  h.  bis  man  hat: 

U + ”*p  + hvszO, 

oder  nach  Gleichungen  5): 

13)  /»  + m*  + »»  = (nl  + ßm  + yn)». 

Seien  für  diesen  Moment  u',  v’,  «>',  p’,  7',  r'  die  Bewegungsgrössen,  PP  die 
Stosskraft,  so  ist  also: 

1 a)  N’a  + 7 Pi'l  = M («'  - «) 

A^+7*>  = ,W(r'-e) 

Pi'y  + ylYV  = M(w’~  ic), 

2a)  Pi’(cß  — by)  + <f(cfi-  by)  Pi'  = A(p’  —p)~ 

N'  (ay  — co)  + 1/  (ay  — ex)  Pi’  ~ B (7'  — 7) 

Pi'  ( bu  — aß)  7 (41  — ap)  Pi'  = C (r'  — r). 
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Für  jede  spatere  Zeit  des  Stosses  aber,  da  die  Differenz  der  Stosskräfte 
- N’  den  Geschwindigkeitszunahmen  das  Gleichgewicht  hallen  muss : 


lb) 

(JV-A')«  = M(ü  -«') 

(N-N’)ß  = M(V  -«') 

(iV  — JV*) y - M(\V  — ie') 

2 b) 

(N-W)(cß-by)  = A(P-p’) 

(JV  - JV')  (ay-ca)  = B(Q-t>) 

. s * • >7 

(JV - JV')  (6<r  -aß)  = Ct,R-  r'), 

oder  auch  durch  Addition  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichungen  : 


lc) 

JVo  + yJV'l  = M(U  -«) 

Nß  + 7 JV>  = M(V  - v) 

Ny  + 'fN’y  = M(W  — «), 

t 

, * 

2 c) 

N(cß -by)  + (,N'  (cp  — 4v)  = A (P  — p) 
JV(o)'  — co)-j-7Ä'(«p  — el)  = ß(0  — 7) 
JV  (An  — a/5)  +7  JV* (Al  — uo)  — C(fl  — r). 

• i-  ' -• 

Die  Grösse  JV'  ist  den  Gleichungen  la)  und  2a)  zu  entnehmen;  um  dieselbe  zu 
bestimmen,  hat  man  die  Relation  13).  Die  Ausdrücke  1,  p,  y entsprechen  dem 
Momente,  wo  die  Gleichung  13)  stattfindet,  und  dieselbe  ist  also  mit  4)  und  5) 
zu  verbinden. 

In  unserm  Beispiel  ist  unverändert  0 = Und  da  die  Gleichungen  12)  in 
Gültigkeit  bleiben : 

{/=«'=  0,  iV  (r'  — t)  = 7 JV',  ,W(k'  — *■)=■  JV',  A(p'  —p)  = 7 A'V, 

0 = 7'  = 0,  R = r>  =r. 

Die  Gleichung  13)  aber  wird : in  = 0,  d.  h. : 

v’  + p'c  — a = 0, 

oder: 

» + pc+JV'(^+^-)=0, 

oder  wenn  man  für  A und  JV'  die  Werlho  sotzt: 

v +pc  + i'/(w'- w)  = 0, 

woraus  sich  ergibt: 

«'  = -^-(«’  + pcJ  + tr 

< f • • - : • l - . 

2Wr  v 

1 -A  = 

Nun  geben  die  Gleichungen  lc): 

U = 0,  M(V-t)  = -,  IV',  JV  = JK(IF-ip),  A(P-p)-,,N’c,  0 = 0,  fl-r  = 0, 
also  wenn  man  JV  mit  :V'  (1  + »)  vorwuscht,  bleibt  noch,  wie  in  den  Gleichungen  A): 


während  man  hat: 

B) 


»»’—«>=  — jj (1  + ♦)(»  + »i). 


K-e=  -f  (t  + pc). 


Diese  Wcrthc  ersetzen  die  in  A)  gegebenen  für  den  Fall,  dass  die  zuerst  ge- 
fundene Wngentiale  Geschwindigkeit,  nämlich: 

M 

m = v + pc  — % 7 (1  + ') 
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mit  e + pc  entgegengesetztes  Zeichen  hat.  Damit  ein  Stoss  erfolge,  müsaen  w 
und  ir,  entweder  positives  Zeichen  haben,  oder  es  kann  höchstens  die  kleinere 
von  beiden  Grossen  negativ  sein,  so  dass  der  mit  7 multiplirirte  Ausdruck  we- 
sentlich positiv  ist.  7 selbst  hat  mit  c-f -pc  gleiches  Zeichen.  Es  wird  also 
dieser  Fall  nur  dann  eintreten,  wenn  r + pc  kleiner  als 


ist.  Sind  der  Einfalls-  und  der  Reflexionswinkel  beatiglich  gleich  r nnd  r ,,  so 
hat  man : 

tgr=^-,  tgrl  = 1F, 

also  im  Falle,  wo  die  Gleichungen  A)  gelten: 

tgr,= ! 


,(F_L?_(1  + f)(K  + Wi) 


nnd  wenn  die  Gleichungen  B ) gelten : 

5r  — 2 pc 

tg  r , _ — je  -jjj  = . 

7r-flTS7a+')(,e+w')J 

Man  kann  statt  des  einen  Körpers  .1/ , eine  Ebene  denken,  nnd  ist  in  diesem 
Falle  c,  = 05  tu  nehmen. 

Ist  diese  Ebene  absolut  fest,  so  ködert  sich  in  unsern  Formeln  nichts,  als 
das  >e1=0  gesellt  wird. 

Ein  anderer  einfacher  Fall  ist  der  eines  Billardballes,  der  gegen  die  Bande 
stOsst.  Der  Ball  selbst  ist  als  vollkommen  elastisch  xu  betrachten,  nicht  aber  die 
Bande.  Coriolis  setzt: 


1 = 0,55,  7 = 0,2. 

Die  Axe  der  z ist  hier  die  auf  der  Bande  senkrechte,  also  horizontale  Linie, 
die  der  y sei  der  Bande  parallel,  also  die  der  x vertikal.  Es  gelten  hier  die 
Gleichungen  7)  bis  12).  Ausserdem  ist : 


u = 0 also  cot  9 = — — . 

pc  4-  u 

Setzen  wir  voraas,  dass  der  Ball  sich  nicht  gleitend,  sondern  nur  tollend  be- 
wegt. Es  hat  dann  der  Funkt,  wo  der  Ball  das  Billard  berührt,  die  Geschwindig- 
keit Kuli.  Die  Coordinaten  dieses  Punktes  sind  x = c,  y = * = 0,  also  seine 
Geschwindigkeiten: 

r = u,  m’  = » — rc,  n'  = tc  + qc 

und  somit : 

e — rc  — 0,  k qc  = 0, 

— qc  _ 1 e 

e-f-pc  »+pc  p-f-r" 

Die  Gleichung  10)  gibt  ftir  unsern  Fall : 

Nt  = - Mtr, 

woraus  dann  folgt: 

IE  = — <ie,  U = u — 7 (1  -f »)  tc  cos  9,  V — r — q (l  -f- »)  te  sin  9, 


cot  9 


P = p- 


5y  (1  + s)  sin  9ic 
2c 


<?=»  + 


5/  (1  + »)  cos  9 te 


R=r. 


Vorausgesetzt  ist,  dass  die  tangentiale  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes 
also  l cos  9 -J-  rn  sin  9 während  der  Bewegung  ihr  Zeichen  nicht  ködert.  Es  ist  nun : 

/ cos  9 ■+•  m sin  9 = [V  — ßc)  cos  9 •+■  ( E + Pc)  sin  9 [—  qc  -f  } 7 (1  4-  »)  tc  cos  9)  cos  9 

+ [s  + Pc  ~ 1 V-(l  + •)»  9]  »i°  9. 
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Damit  also  die  Formeln  Gültigkeit  haben,  muss  dieser  Ausdruck  mit: 

— qc  cos  9 + (e  4-  nc)  sin  9 = 

sin  9 

dasselbe  Zeichen  haben.  Ist  dies  der  Fall,  so  hat  man : 

«grsi,  tgr,  =-^-±»7 

ic  f * 

also  im  Falle  vollkommener  Elasticität: 

tgr,  = 2/  — tgr. 

Wird  aber  der  entsprechende  Ausdruck  negativ,  so  hat  man  mr  Bestimmung  von 
A',  die  Gleichungen  / = m = 0,  d.  h. : 


und  unter  dieser  Voraussetzung  geben  die  Gleichungen  7)  und  8): 

yV'eos  9 = MV,  q N’ sin  9 — M (V  — t),  iY  = W(lt'  - »e), 

7 A'c  cos  9 = — (qc  — {/'),  7 IYc  sin  9 = ^-  (pc  + \"). 

Aus  der  ersten  und  vierten  dieser  Gleichungen  folgt: 

_ q 1Y  cos  9 5 7 A' cos»  ...  2Jf 

v ~ m - — äfar — • 

Es  werden  die  Gleichungen  lc)  und  2c)  nun: 

7 1Y  cos  » = A/l/,  7 JV'  sin  S = ,W(  K — e),  A = JW(»F- ic), 

ifN'ccos  9 = A (7  — P),  7A'e  sin  3 = A(P  — p),  R = r 
und  wie  oben : 


A,  = — MW,  A=-(H-*)Mic; 
W = - (ic, 


es  bleibt  also  auch  : 
ausserdem  aber  wird: 

• U~iqc,  V = v + }qclg9,  P = p+iqtg9,  Q = fq. 
Es  ist  also  auch: 


l8r=f=-f 


qc  tg  9 tgr 


Betrachten  wir  noch  den  Fall  einer  gleitenden  Bewegung. 

Seien  für  beide  Körper,  deren  einer  auf  einer  festen  Ebene  gleitet,  die  Hanpt- 
nxen  der  s senkrecht  auf  dieser  Ebonc,  falle  ferner  die  gemeinschaftliche  Normale 
in  diese  Hauptaxen,  so  bat  man  wieder: 

« = 0 = 0,  «»=£,  = 0,  y = y,  = l, 

Für  den  gleitenden  Körper  bleiben  von  den  Gleichungen  1)  und  8)  nur: 

— 7Acos»=  1W(ii—  U),  — 7 Asin  » = M(c  — F),  R = r, 


während 
ist,  man  hat  also  auch  : 


P=Q=  W = 0 


also : 


v MM.  . u 

n'  = —m+h ;*'■  C0,*  = V' 


V-u-~ 


7 M , 


JW+M, 


(!  + »)»,  cos  9,  • 
(!  + »)»,  sin  9. 


Hier  ist  anch  f — f/,  m ~ K.  Es  muss  also  U cos  9 + V sin  9 gleiches  Zeichen 
mit  u cos  9 -f-  c sin  9 haben.  Der  erstere  Ausdruck  ist  aber  gleich: 
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<iM. 

u cos  .9  + t sin»  - + #)»,. 

Findet  diea  nicht  statt,  so  hat  man: 

t/  = «'  = 0. 

D.  h.: 


Stande  (Markscheidekunst). 

Ger  24ste  Theil  der  Peripherie. 

Stondenkrels  ( Astronomie). 

Gleichbedeutend  mit  Farallelkreit. 


— </  N'  cos  9 = Mu , — ifN’  sin  9 = Me. 

Offenbar  aber  wird  dann  bis  zum 
Schlüsse  des  Stosses  V = K=0  sein,  so 
dass  nur  die  Rotation  unverändert  bleibt. 

Gleitet  der  Körper  auf  einer  Linie, 
so  ist  auch  V=R=  0: 


cot  9 =oo  also  9 = 0, 


woraus 

U-u  = 
sich  ergibt. 


Itf+ilf, 


(1  + *)«>t 


Strahl  (Geometrie). 

Jede  von  einem  festen  Punkt  aus  ge- 
zogene Linie.  Die  Gcsammlheit  solcher 
Linien  heisst  StrahlenbQschei. 


Standen  winket  (Astronomie). 

Der  Ebenenwinkcl,  welchen  irgend  ein 
Meridian  mit  dem  ersten  (gewöhnlich  dem, 
welcher  durch  den  aufsteigenden  Knoten 
geht)  macht. 

Stnrmscher  Satz  (Algebra). 

1)  Der  Sturmscho  Satz  im  en- 
gem Sinne. 

Dieser  Satz,  wie  er  ursprünglich  von 
Sturm  gegeben  worden  ist,  enthalt  das 
beste  und  leichteste  bekannte  Mittel,  zu 
erkennen,  wie  viel  reelle  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  f(x)  = 0 zwischen 
zwei  gegebenen  Wertben  von  x:  a und  ß 
liegen.  Ei  gibt  also,  indem  man 

n=  — oo,  ß = +ao 


Strahl  (Optik,  Wellenlehre). 

Diejenige  Grade,  in  welcher  sich  eine 
Wellenbewegung  (Lichtwirkung),  die  man 
als  eben  denkt,  fortpflanzt.  Einer  der 
wichtigsten  Sitze  von  den  Strahlen  ist 
der  folgende: 

Strahlen,  die  von  einem  Punkte  aus- 
gehen, und  beliebige  Reflexionen  und 
Brechungen  erleiden,  jedoch  nur  durch 
homogene  Mittel  gehen,  bilden  immer 
ein  Normalenaystem  derselben  Oberfläche. 
(Vergl.  den  Artikel:  Normale). 

Straubrad  (Maschinenlehre). 

Ein  Schaufelrad,  dessen  Schaufeln  auf 
knrzen  Armen  sitzen. 

Stübchen  (Messkunst). 

Ein  norddeutsches  Gctränkmaass,  etwa 
drei  Quart  preussisch  enthaltend.  In 
Hannover  wird  der  Eimer  in  16  Stüb- 
chen getheilt.  Genau  enthält  ein  Stüb- 
chen 3,8b792  Litre. 

Stützpunkt  iHypomocblion,  Statik). 

Der  unbewegliche  Punkt  einer  Hebel- 
▼orrichtung. 

Stufenrad  (Maschinenlehre). 

Ein  Zahnrad,  dessen  Zähne  in  zwei 
oder  mehreren  Reihen  über  einander 
atehen  (vergl.  den  Artikel:  Rad). 

Stande  (Chronologie  and  Astronomie). 

Der  24ste  Theil  des  Tages. 


setzt,  auch  die  Anzahl  der  reellen  Wur- 
zeln überhaupt,  und  somit,  wenn  man 
diese  von  dem  Grade  der  Gleichung  ab- 
zieht, auch  die  der  imaginlren  an, 

<* ~ 0,  /S  = 4-oo 
gibt  die  positiven, 

a=  — x , ß — 0 

die  negativen  Wurzeln.  Eine  von  Cauchy 
herrührende  Erweiterung,  welche  im  fol- 
genden Abschnitte  folgen  soll,  bezieht 
sich  in  ganz  ähnlicher  Weise  auf  die 
Auffindung  der  imaginären  Wurzeln.  — 
Da  es  auf  diese  Weise  immer  gelingt, 
die  Wurzeln  zu  trennen,  so  führt,  nach- 
dem dies  geschehen , die  Newton’sche 
oder  irgend  eine  andere  Näherungsme- 
methode  sehr  leicht  zum  Ziele,  die  Wur- 
zeln mit  beliebiger  Genauigkeit  wirklich 
zu  bestimmen. 

Wir  geben  zunächst  den  Satz  selbst, 
den  wir  an  einem  Paar  Beispielen  er- 
läutern, worauf  dann  der  Beweis  mitge- 
theilt  werden  soll. 

Sei  f(x)  — Q die  gegebene  Gleichung 
von  der  wir  voraussetzen,  dass  sie  keine 
gleichen  Wurzeln  haben. 
dfz 

Sei  =/■,*.  Vollführen  wir  die 

algebraische  Division  von  f(x)  durch 
*°  “ei  — f,(x)  der  Divisionsrest. 
Es  ist  also  das  Vorzeichen  des  Restes 
umzukehren ; auch  kann  immer  durch 
einen  positiven  constanten  Factor  divi- 
dirt  werden,  so  dass  als  der  Coefflcient 
der  höcbssten  Potenz  von  /,(x)  bezüglich 
36 
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+ 1 oder  — 1 angenommen  werden  kann  ; 
man  dividirt  lerner  f,(z  durch  f,(x), 
dann  soi  der  Divisionsrest  — f,(z),  f,(x) 
durch  f,(x),  wo  der  Rest  —/,(*)  sei 
u.  s.  w.,  so  kommt  man  schliesslich  auf 
eine  constante  Zahl  fn(*)i  die  also  nach 

dem  obigen  als  + 1 oder  — 1 ange- 
nommen werden  kann.  Im  Allgemeinen 
wird  die  Anzahl  der  Grossen 

n*),  /,(*)  • • • r„w 

um  Eins  grösser  als  der  Grad  der  Glei- 
chung /(x)  = 0 sein,  was  jedoch  natür- 
lich auch  Ausnahmen  erleidet.  Das 
Verfahren  ist  genau  das  nämliche  (bis  auf 
die  Aenderung  der  Vorzeichen  der  Reste) 
als  sollte  zwischen  f(x)  und  f,(x)  der 
grösste  gemeinschaftliche  Factor  gefun- 
den , also  die  in  f(x)  ~ 0 enthaltenen 
mehrfachen  Wurzeln  bestimmt  werden. 
Da  unserer  Annahme  nach  nun  solche 
nicht  vorhanden  sind,  so  wird  man  im- 
mer zuletzt  wirklich  auf  eine  Constante 
fn(x)  kommen. 

Es  braucht  aber  nicht  die  Gleichung 
vorher  untersucht  zu  werden,  ob  sic  un- 
serer Bedingung  genüge.  Denn  wäre 
dies  nicht  der  Fall,  so  würde  unser  Ver- 
fahren ja  eben  die  gleichen  Wurzeln  er- 
geben (die  Umkehrung  der  Vorzeichen 
ist  offenbar  unerheblich),  um  so  auf  an- 
dern Wege  zum  Ziele  zu  führen. 

Nach  Ausführung  der  obigen  Rech- 
nung ist  nun  leicht  zu  erfahren,  wie  viel 
Wurzeln  in  gegebenen  Grenzen  z = o 
und  x = ß verbanden  sind.  Man  bilde 
die  Reihen: 

/(•).  /»  ■ • . fn(«) 

fW,  f,(ß)  • • . fn(ß)< 

wo  also  die  letzten  Glieder  unveränder- 
lich sind.  Von  jedem  Gliede  merke  man 
das  Zeichen,  so  wird  jede  der  beiden 
Reihen  eine  gewisse  Anzahl  Zeichen- 
wechsel enthalten,  d.  h.  Stellen  wo  auf 
ein  positives  Zeichen  ein  negatives  oder 
umgekehrt,  folgt.  Z.  B.  die  Reihe : 

H + h 

cnthält  vier  Zeichenwechsel.  Ist  a die 
Anzahl  dieser  Ze i chen W-  ech sei 
der  einen,  b die  der  andern  Reihe 
und  6 > «,  so  ist  b — a die  Anzahl 
der  iwiichen  ic  und  ß enthalte- 
nen Wurzeln.  Vorausgesetzt  ist,  dass 
weder  f(u)  noch  f(ß)  verschwinden. 

Im  entgegengesetzten  Falle  würde  man 
unmittelbar  eine  Wurzel  haben.  Soll 
die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  über- 
haupt bestimmt  werden,  so  ist 


o = - oo,  ß = + cc, 
also  in  den  Ausdrücken  f,  ft  nur  das 
erste  Glied  zu  berücksichtigen. 

Für  die  positiven  Wurzeln  ist 
o = 0,  ß = oo . 

Der  untern  Grenze  entspricht  dann  das 
Zeichen  des  letzten,  der  obern  das  des 
ersten  Gliedes. 

Folgende  Beispiele  mögen  den  Gang 
des  cinzuschlagenden  Verfahrens  er- 
läutern. 

Beispiel  I. 

Sei  die  gegebene  Gleichung : 
z*-8z*  + 9z  = ll, 

also: 

f[*)  = z*  — 8z*  + 9z  — 11 
/",(*)  = x*  — 4*’  + 1,5. 

Es  ist  nach  dem  Differenziiren  durch  6 
dividirt. 

Man  erhält  nun  durch  Division : 
z*  — 4*’  + 15 
z*  —8z*  + 9x  -11  \~~x 
x*  — 4z*  + 1,5z 
- 4z*  + 7,5z -11. 

Also,  wenn  man  im  Reste  die  Zeichen 
ändert,  und  durch  4 dividirt : 

P(x)  = z*  - 1375  z + 2,75 

z»  -1,875z  + 2,75 
z*-4x»  + 15  | x»+  1 ,876 

z»  + 2.75z*  -1,875z» 

1.875  x»-6,75x>  + 1,5 

1,875z* +5,156  -3,515z 

- 6,75z’ + 3,515z -3.656 
also,  wenn  man  durch  — 6,75  dividirt: 
/•,(x)=x»- 0,52z + 0,54 

z1  — 0.52z + 0,54 
z*- 1,875z + 2,75  | z + 0,52 
z'  + 0.54z  - 0,62z» 

0,52z’ -2,415z  + 2,75 
0,52  z» -0,27z  +0,28 
’ -2,14z  +2,47 

A(*)  = *-i,i 

— l.i 

z*  — 0,62z + 0.54  | z + 0,58 
z*  — 1,1z 

0,58z -0,54 
0,58z  - 0,64 
0,11. 

f.(z)  = - 1. 
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In  der  Gröstenreihe: 

rtx)  = x*-8x«  + 9*-ll 
/",(*)  = — 4x’  + 1,6 

f,(x)  = x*-l,875x  + 2,75, 
f,(x)  = x*  — 0,52  x +0,54 
A.(x)=*  -1,1 
/■.(*)  = - 1 

Betzen  wir  x = — co , berücksichtigen 
also  nur  das  erste  Glied.  Die  Zeichen- 
reihe ist  dann : 

H 1 

Drei  Zeichenwechsel  finden  statt. 

Sei  dann  x = 0 wird  also  nnr  das 
constante  Glied  berücksichtigt.  Die  Zei- 
chenreihe ist: 

f-  + H 

Zwei  Zeichenwechsel  finden  statt.  Es 
ist  also  ein  Wechsel  verschwunden. 

Die  Gleichung  hat  eine  nega- 
tive Wurzel. 

Für  x = +oo  ergibt  sich  die  Beihe: 

+++++- 

Ein  Zeiehenwechsel.  Es  verschwindet 
also  zwischen  0 und  + oo  auch  ein 
Wechsel,  also  eine  positive  Wurzel  ist 
vorhanden. 

Da  die  Gleichung  vom  sechsten  Grade 
ist,  so  hat  sie : eine  positive,  eine  nega- 
tive, vier  imaginäre  Wurzeln.  Um  die 
beiden  ersteren  in  engere  Grenzen  einsu- 
schliessen,  setzen  wir  ß = l,  und  erhalten: 

/■(l)  = 1-8  + 9-11  also  — 
/■,(1)  = 1 -4  + 1,5  also  - 
f,(l)  = 1 - 1,875  + 2,75  also  + 
f,(l)=  1-0,52  + 0,54  also  + 
fA  1)  = 1-1,1  also  - 

fA  1)=  -1  also  - 

Es  finden  zwei  Zeichenwechsel  statt. 
Zwischen  0 und  1 liegt  keine  Wurzel. 

Sei  jetzt  ß = 10.  Die  Zeichenreihe  ist 
wie  leicht  zu  sehen : 

+++++- 

Also  ein  ZeichenwechseL 

Zwischen  1 und  10  geht  ein  solcher 
verloren.  Es  gibt  also  eine  Wurzel 
zwischen  1 und  10. 

Sei  jetzt  a = 5.  Die  Zeichenreihe 
wird : 

+ + ++  + - . 

Ein  Zeiehenwechsel. 

Die  Wurzel  liegt  zwischen  1 und  5. 


Sei  jetzt  a — 2.  Die  Zeichenreihe  ist 
dann: 

+ + + + H 

Ein  Zeiehenwechsel. 

Die  Wurzel  liegt  zwischen  1 und  2. 
Da  zwischen  1 und  2 aber  nicht  allein 
f(x),  sondern  auch  f'(x)  sein  Zeichen 
ändert , so  ist  es  gerathen,  ehe  man  die 
Newton’scbe  Naherungsmethode  anwen- 
det, noch  engere  Grenzen  zu  tuchen. 
Wir  setzen: 

« = 1,5. 

Die  Zeichenreihe  ist: 

-++++- 

Es  sind  zwei  Zeichenwechsel  vorhan- 
den. Die  Wurzel  liegt  zwischen  1,5 
und  2. 

Wollte  man  die  Newton’sche  Methode 
anwenden  und  setzten  wir: 

o = 2,  x = o — cf, 

also: 

f{a-d)  = 0, 

oder  mit  Vernachlässigung  der  höheren 
Potenzen : 

f(a)-Jf\x)  = 0, 


/■(«)=  «•-  8«*+9o  — 11=7 
/■'(«)  = 6o‘-24«’  + 9 =105 

so  käme : 


also: 

x = 2 - 0,067  = 1,933  . . . 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
kann  dann  x genauer  bestimmt  werden. 

Was  die  negative  Wurzel  anbetrifft, 
so  sei  o = — 1. 

Dies  gibt  die  Zeichenreihe: 

h H 

Also  zwei  Zeichenwechsel,  so  dass  die 
Wurzel  zwischen  — ao  und  —1  liegt. 

Sei  a = — 10,  so  ist  die  Zeichenreibe : 

+__+__ 

Es  sind  hier  drei  Zeichenwechsel,  somit 
liegt  die  Wurzel  zwischen  —1  und  —10. 

Sei  jetzt  n = — 2.  Die  Zeichenreihe 
ist: 

+ + 

Drei  Zeiehenwechsel  Die  Wurzel  liegt 
zwischen  — 1 und  — 2. 

38* 
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Setzen  wir  « = — 1,  so  ist: 


also : 


/•(«)  = - 11 

/■'(«)=  -21, 


j 11  — o 50 

— 21~Ü,ÖA 

x — n — 6 — — 1.52  . . . 


Beispiel  II. 

Sei  die  gegebene  Gleichung : 

*•  -t-  3*‘- 9x‘  + 2x*  - 7*»  + 8*  = 5, 

also: 


/■(*)  = **  + 3*»-9**  + 2**-7*'4-8*-5 
/'l(*)  = xs+Jx*-6**+  •*■*-}*  +i 


**+1**  — 6x*  + *'  — jx  + j 
*•  + 3**  — 9**  + 2x*—  7 *'  + 8x  — 5 | x + j 

x*+|x5  — 6x*4-  x*—  i*'+Jx 

i*‘-  3*‘+  **-y**4-y*-5 
jx»4-  }x*  — 3*'  + j *'  — jx  + } 

- v*‘+4**-V*,+V*-  V 

also: 

/■,(*)  = *‘  - 0,941  x*  + 1,216 x*  - 1,843*+ 1,333 


*‘-0  941*»+l,216x'- 1,843*  + 1333 

x‘4-  2,5x*—  G**  + *> -2,333*  + 1,333  | * + 3,441 

**-0,941**  + l,216x‘-  1,843x*4-  1,333x 

3,441  x*  — 7 216**  + 2,843  x>  - 3,666 x-t- 1333 

3,441  x*  - 3 238  x*  + 4,178**  - 6,341  x + 4.386 
-3,978**-  1335**+ 2,675* -3,253 

/•,(*)  = 3,978*’  + 1,335**  - 2,675*  + 3,253. 

Es  ist  von  jetzt  an  nSmlich  nicht  mehr  der  Cocfficient  des  ersten  Gliedes  auf 
die  Einheit  rcducirt.  Die  gewöhnliche  Division  wOrde  erhebliche  Rechnung  ver- 
ursachen, wenn  man  in  dieser  Weise  bis  f,(x)  fortschreiten  wollte.  Man  erreicht 
aber  eine  wesentliche  Vereinfachung  wenn  man  sich  statt  der  Zahlencoefficienten 
der  Logarithmen  derselben  bedient.  Man  thut  dann  wohl  gradezu  nicht  die  Zahlen 
selbst  sondern  deron  Logarithmen  als  Coefficicnlen  zu  schreiben.  Wir  wollen  die 
so  gebildete  ff(x ) repräsentirende  Grosse  mit  //"(»)  bezeichnen  Also: 

//*,(*)  = 0 • x‘  + 0,9736  — 1(«)**  + 0,0849*'  + 0,2655  («)*  + 0,1248 
//,(*)  = 0,5997  x*  + 0,1255*'  + 0 4273(n)x  +0,5123 

Das  Zeichen  (it)  bedeutet  wie  immer,  dass  die  entsprechende  Zahl  negativ 
ist.  Die  Division  geschieht  dann  folgende rmaassen. 

Da  der  Theilquotient  immer  so  zu  bilden  ist,  dass  das  höchste  Glied  de* 
Dividendus  durch  das  des  Divisors  dividirt  wird,  so  wird  der  Cocfficient  des  lau- 
teren von  dem  des  crstcren  abgezogen.  Du  ferner  der  Theilquotient  mit  jedem 
Gliedc  des  Divisors  multiplicirt  unter  den  Dividendus  zu  schreiben  ist,  so  tritt 
statt  der  Multiplication  die  Addition  des  Coefficicnten  des  Theilquotienten  zu 
jedem  Coefficicnten  des  Divisors  ein.  Da  aber  endlich  beim  Bilden  der  Reihe 
die  Factoren  der  gleichen  Potenzen  der  unter  einander  stehenden  Grössen  zu 
snbtrahircn  sind,  muss  man  sich  der  Gauss'schcn  Tafeln  für  Logarithmen  der 
Summen  und  Differenzen  bedienen,  und  von  den  unter  einanderstebenden  Loga- 
rithmen, dann  ihrer  Summe  nehmen,  wenn  nur  einer  mit  einem  (n)  versehen  ist, 
hat  keiner  oder  beide  ein  (n),  so  ist  die  Differenz  zu  nehmen.  Die  Rechnung 
gibt  das  folgende  Schema: 


> 
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_0,5997z*  + 0,1255z*  + 0,473(>Qx  + 0.5123 
A 0-z*+0,9736-l(i«)x*+0,0s49*>  + o’.2655(>.)x  +0,1248  j 0,4003-1* 

B 0 5258-1  08276  — 1(h)  0.9126-l(n)  | H 0,5064- l(n) 

C 0,4478(n)  0,2573  Ö.3529(n) 

l)  0,1325  0,1912  0.1595 

J:  0,1001(1.+*  +02761**  +0,4250(»)*  +0,1248 

B 0.6319  — l(n)  0 9337  - 1 00187 

C 0,94420.)  0,4913  ' U,1001(nY 

D 0,0888  0,1214 0.2512 

F.  0,3549z*  +0,54ö4(«)x  +0,3760 

Oie  Bildung  des  Bestes  erfordert  drei  Zeilen,  die  hier  mit  C,  I),  E bezeichnet 
sind.  C entsteht,  indem  man  von  den  unter  einander  stehenden  Coefficienten  A 
und  B den  unteren  vom  oberen  abzieht.  D ist  die  zu  C gehörige  aus  den  Gauss- 
schen  Tafeln  sich  ergebende  Zahl,  und  wenn  man  diese  zu  A addirt,  hat  mau  , 
endlich  die  Coefficienten  des  Restes  fi,  welcher  bei  der  nächsten  Rechnung  wie- 
der als  A zu  betrachten  ist.  Im  letzten  Rest  sind  die  Zeichen  der  Coefticienten 
zu  ändern.  Es  entsteht  aUo  indem  man  alle  Coefficienten  mit  einem  (n) 

versieht  die  keins  haben,  und  den  andern  das  (n|  nimmt.  Vertauscht  man  die  so 
entstehenden  Coefficienten  mit  ihren  Numeri,  so  hat  man  ft(x)  selbst,  also : 

V.(*)=  0,3549  («)*’  + 0.5464 x + 0,3760 (n) 

/,(*)= -2,264z*  + 3,519  z -2,377 

0,3549  (n)  z»  + 0,5464  z + 0,3760  (n) 

0,5997  ,r*  + 0,1255  z*  + 0,4273  (n)r  + 0,5123  | 0,2448  (n)x  + 0,5195  (») 

0,7912  (n)  0,6208 

0,6757  0,1935  (a) 

0,0832  0,2150 

0,8744z*  +0,8358  (n)x  + 0.5123 
1,6059  (n)  0.8965 

0,2801  (n)  0,3832 

0,3859  0,2319 

0,6800z  + 0.b636(«) 

y,(z)  = 0,6800  (»)  * + 0,6636  /■,(*)  = - 4,787  z + 4,609 

0,6800  (w)z  + 0,6636 

0,3549 («)»’+  0,5464 z + 0,3760 (»)  | 0,6749  - lx  + 0,4467  - 1 (n) 

0,3385 

0,2079 

0,4197 

0,1267*  +0,3760  («) 

0,1103  (n) 

0,2b57 
0,3395 
0,0865  (n) 
fM- 1. 

Es  kommt  hierbei  nämlich  nur  anf  das  Zeichen  an. 

Man  hat  also: 
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/■(*)  = 3x*  — 9*‘  + 2*'  — 7 **  + 8x  — 5 

/,  (x)  = **+  2.5*‘-  6**  + **  - 2,333  x + 1,333 
f,  (x)  = x‘  - 0,941  x*  + l,216x’  - l,843x  + 1,333 
f,  (x)  = 3,978  x*  + 1,335  x*  - 2,675  x + 3,253 
f 4 (x)  — — 2,264  x * + 3 ,519  * — 2,377 
/■,(*)  = -4,787x4-4,609 
/■.(*)  = !• 


Wir  bilden  jetzt  die  Zeichenreihen  für 

* = — ao , x = 0,  x = + ao . 

Diese  sind: 

X = — 00  4 1 K 4- 

x = 0 . h 4-  4 1-  + 

*=4-“  4-4-4-  4 t- 

Die  erste  Reihe  hat  vier  Wechsel,  die 
zweite  deren  drei,  die  dritte  deren  zwei. 

Es  gibt  also  eine  positive,  eine  nega- 
tive nnd  vier  imaginäre  Wurzeln.  Die 
Reihe  ist  jetzt  für: 

* = 10  4-4-4-  + + 

also  wie  bei  x =co.  Die  positive  Wurzel 
liegt  also  zwischen  Null  und  10. 

Für  x = 1 ist  f(x)  = — 7 
für  x = 2 ist  f(x)  — 15. 

Also  liegt  zwischen  1 und  2 eine 
Wurzel,  und  zwar  nur  eine,  da  cs  nur 
eine  positive  gibt. 

Es  ist  die  Reihe  für: 

x — — 10  4 — + 4 — h 

also  eine  Wurzel  zwischen  0 und  10. 

Für  x = - 1 ist  /•(*)  = - 33 
für  x = — 1 ist  /■(*)  = + 145 
Dieselbe  liegt  also  zwischen  —1  und  —5. 

Für  x = — 4 ist  f(x)  negativ , also 
sind  die  Grenzen  — 4 und  — 5. 

Die  beiden  reellen  Wnrzcln  liegen 
also  zwischen  1 und  2 und  zwischen 
— 4 und  — 5.  Dio  Newton’scbe  Me- 
thode gibt  nähere  Grenzen. 

Es  ist  nun  das  Sturm'sche  Verfahren 
zu  beweisen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  jeder  der  Aus- 
drücke f(x),  /■,(*),  /■,(*)  . . • nur  dann 
sein  Zeichen  ändern  kann , wenn  er  durch 
Null  geht,  denn  cs  sind  ja  ganze  alge- 
braische Functionen  von  x Findet  also 
bei  f ix)  für  x=«  ein  Nullwerth  und 

i* 

Zeichen  Wechsel  statt,  so  haben 

und  f («+*0  verschiedene  Zeichen,  wo  v 

eine  beliebig  kleine  und  positive  Grü6te 
ist.  Das  Zeichen  ersterer  Grösse  fl(t—r) 

ist  das  für  jedes  x,  welches  kleiner  als 


s ist,  wenn  fs(x)  zwischen  x und  s nicht 

nochmals  verschwindet;  mit  derselben  Be- 
schränkung gilt  das  Zeichen  von  fg  (»+»’) 

für  jedes  x,  das  grösser  als  t ist. 

Wir  zeigen  nun  zanächs»,  dass  zwei 
auf  einanderfolgende  Grössen  ftlx)  und 

/■>+1(x)  nicht  für  dasselbe  x verschwin- 
den, also  auch  nicht  ihr  Zeichen  wech- 
seln können.  Denn  nach  dem  Entstehen 
dieser  Grössen  ist : 

/,(*)  =«/,4-,(*>-/1  + 1(*) 


n und  ß sind  ganze  Functionen  von  x, 
verachwänden  also  ff(x)  und  ft ( (x) 

gleichzeitig,  so  müsste  nach  der  ersten 
Gleichung  auch  verschwinden, 

deshalb  nach  der  zweiten  Gleichung  auch 
f,4-j(.*),  und  so  alle  folgenden  Grössen, 

also  auch  f (x).  Dies  aber  ist  unmöglich, 
da  die  letzte  f (*)  constant  war. 

Jetzt  zeigen  wir,  dass  wenn  von  den 
Grössen  fjx),  ft{x)  . . . fn(x)  (also  f{x) 

ausgeschlossen)  für  x = t eine  ihr  Zei- 
chen ändert,  dies  ohne  allen  Einfluss  auf 
die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt. 
Denn  sei  dieao  Grösse.  Hat 

dann  f ( (* — v)  das  Zeichen  +,  so  wird 

fs^_t  (i  + r)  das  Zeichen  + haben,  aber 
weder  ft(x)  noch  fi^_i  (x)  können  nach 

dem  Vorigen  ihr  Zeichen  für  x = » än- 
dern. Es  wird  ferner  wegen: 

für  *=#,  wo  ft+i (*)  verschwindet: 

sein.  Es  haben  also  ft(x)  und 

für  diesen  Werth  ungleiche  Zeichen  und 
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Gleiches  findet  nach  dem  Gesagten  anch  wird,  ein  Zeiehenwechsel  verloren  gehen 
für  t — y und  t + v stau.  Es  können  kann.  Denn  ».  B.  im  ersten  Falle  ist 
nun  die  Zeichenfolgen  der  Grössen  f , für  i + y f negativ,  fl  positiv.  Wenn 

’ nun  mit  zunehmendem  < f wieder  ver- 


/^  , nur  folgendermaassen  be- 

schaffen sein: 


f,  r.+t 

f»+i 

+ ± 

— 

+ + 

+ 

f,  f.+  l 

- ± 

+ 

— + 

+ • 

schwinden  soll,  so  muss  vorher  ein  Ma- 
ximum stattgefunden,  also  f,  sein  Zei- 
chen gewechselt  haben,  so  da68  die  Bei- 
henfolge  der  Zeichen  mit  — — an- 
fangt, ohne  dass  jedoch,  wie  früher  ge- 
zeigt wurde,  hierdurch  die  Anzahl  der 
Zeichenwechsel  geändert  wird. 

Ist  nun  > t und  /*'  — 0,  so  hat  man; 

• f r, 

t'-y  - - 


Man  sieht,  dass  in  beiden  Fällen  sich 
sowohl  für  § — v als  für  t -f-  v ein  Zei- 
chenwechsel hier  findet,  also  beim  Durch- 
gänge durch  t die  Anzahl  der  Zeichen- 
wechsel unverändert  bleibt. 

Diese  SchlussfuTge  verliert  ihre  Gültig- 
keit nur  für  f(x)  selbst,  da  hier  in  der 
Reihe  kein  vorhergehendes  Glied  vor- 
handen ist.  Ira  Gegentheil  aber  lässt 
sich  zeigen,  dass  jedes  Verschwinden 
von  f(x)  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
um  eins  und  zwar  in  demselben  Sinne 
ändert,  d.  h.  wenn  z.  B.  beim  Zunehmen 
von  x einmal  ein  Zeiehenwechsel  verlo- 
ren geht,  derselbe  bei  abnehmendem  x 
sich  niemals  wieder  einstellen  kann,  nnd 
ebenso  wenn  beim  Abnehraen  ein  sol- 
ches Verlorengehen  stattfindet.  Mit  dieser 
Betrachtung  wäre  dann  der  Sturm’sche 
Satz  bewiesen. 

Sei  /■(*)  = 0,  so  müssen 

f(,-y)=M-yf\t) 

und 

+ *)=/(») + */'(.) 

offenbar  entgegengesetzte  Zeichen  haben, 
wenn  nicht  auch  f (»)  = 0 ist,  welcher 
Fall  hier  ausgeschlossen  w orden  ist  Da 
also  /'(»)  sein  Zeichen  nicht  ändert,  so 
sind  nur  die  nachstehenden  Zeichenfolgen 
möglich : 


r 

r, 

r 

fi 

t — y 

+ + 

t — y 

+ 

— 

i + y 

- + 

i+r 

— . 

— 

r 

fi 

t 

fi 

l — V 

— + 

« — y 

— 

— 

t+y 

+ + 

i+y 

+ 

— 

Im  ersten  nnd  vierten  Fall  stellt  sich 
beim  Zunehmen  von  « ein  Zeiehenwechsel 
ein,  im  zweiten  nnd  dritten  geht  einer 
verloren.  Wir  zeigen  noch,  dass  wenn 
das  erste  stattfindet,  nie,  wenn  i grösser 


Es  stellt  sich  also  wieder  ein  Zeichen- 
wechsel ein.  Ganz  Aehnliches  findet  im 
Falle  4)  statt,  nnd  in  den  Fällen  2)  und 
3)  zeigt  man  in  gleicher  Weise,  dass 
mit  zunehmendem  x sich  die  Anzahl  der 
Zeichenwechsel  nur  vermindern  kann. 

2)  Der  verallgemeinerte  Sturm- 
sche  Satz. 

1.  Satz  von  Cauchy. 

Um  das  Stnrm’srhe  Verfahren  auf  die 
imaginären  Wurzeln  zu  erweitern,  ist  zu- 
nächst ein  Satz  von  Cauchy  nolhwendig, 
der  auch  für  andere  Theile  der  Analysis 
von  der  grössten  Wichtigkeit  ist.  Um 
denselben  geben  zn  können,  machen  wir 
folgende  Voraussetzungen: 

A)  Sei  t = x + yi  eine  beliebige  com- 
plexe  Grösse,  so  sollen  unter  x und  y 
immer  Abscissen  und  Ordinaten  eines 
Punktes  in  der  Ebene  verstanden  wer- 
den, der  ebenfalls  mit  z bezeichnet  wer- 
den soll. 

B)  Wir  denken  uns,  um  Alles  fest  zu 
stellen,  die  obere  Seite  der  Ordinatenaxe 
und  die  rechte  der  Abscissenaxe  positiv. 
Ferner,  wenn  wir  Polarcoordinatcn  ein- 
führen,  also  setien: 

. 9i 

x = r cos  ,9,  y = r sin  9-,  z = re  , 

so  soll  r immer  positiv,  9 für  Pnnkt« 
auf  der  positiven  Seite  der  Abscissenaxe 
gleich  2rm,  für  solche  auf  der  negativen 
gleich  (2n-f  l)n  sein,  also  auf  der  po- 
sitiven Seite  der  Ordinatenaxe  (4x4-1)^ 

auf  der  negativen  (4#* +3)  - , wo  n eine 

beliebige  ganze  Zahl  ist. 

C)  Denkt  man  sich  eine  geschlossene 
Cnrve  und  geht  auf  derselben  von  einem 
Punkte  aus  die  Curvc  entlang,  bis  man 
zum  Anfangspunkte  zurückkehrt,  so  wird 
die  Richtung  als  positiv  genommen,  in 


Digitized  by  Google 


Starmscber  Säte. 


600 


Starmscber  Säte. 


welcher,  wenn  man  sich  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  innerhalb  der 
Curve  denkt,  der  Winkel  & zunimmt. 
Die  entgegengesetzte  Richtung  ist  negativ. 

Denkt  man  sich  die  Ebene  horizontal, 
und  Denjenigen,  welcher  die  Curve  um- 
kreist in  aufrechter  Stellung,  so  wird  er 
beim  positiven  Umkreisen  den  von  der 
Curve  cingeschlossenen  Flächenraum  zur 
Linken  haben.  Nach  diesen  Vorberei- 
tungen lässt  sich  der  Cauchy’sche  Satz 
folgendermaassen  aussprechen. 

Sei  zu  dem  Ende  *==*-{-  y»  eine  be- 
liebige complcxe  Zahl: 

f *)  = P + Qi 

eine  ganze  rationale  Function  von  z oder 
allgemeiner  eine  eindeutige  Function, 
welche  nur  für  unendliches  : discontinuir- 
lich  wird,  endlich  7 (x,  y)  = 0 die  Glei- 
chung einer  geschlossenen,  sonst  beliebi- 
gen Linie,  die  wir  A nennen,  auf  wel- 
cher aber  f(z)  nicht  verschwinden,  also 
nicht  P = Q = 0 sein  soll. 

Wenn  man  die  Linie  A in  po- 
sitiver Kichtung  vollständig 
durchschreitet  und  dabei  die 
Funkte  merkt,  in  welchen  gleich- 
P 

zeitig  P = 0 wird,  und  sein 

Zeichen  ändert,  die  Anzahl  der 
Punkte,  wo  dies  Zeichen  vom  po- 
sitiven zum  negativen  übergeht 
mit  a,  die  wo  das  Umgekehrte 
stattfindet,  mit  A bezeichnet,  so 
ist  a — b doppelt  so  gross,  als 
die  Anzahl  der  von  A umschlos- 
senen Punkte,  in  welchen  f(z) 
verschwindet,  also  als  dieAnzahl 
der  von  A umschlossenen  Wur- 
zeln der  Gleichung  f( z)=0. 

Vorausgesetzt  ist  hier  nur,  dass  auf  A 
selbst  nicht  f( z)  = 0 wird.  Wohl  kann 
aber  f(z)=  0 mehrfache  Wurzeln  inner- 
halb A haben.  In  diesem  Falle 
wird  dann  eine  n fache  Wurzel 
als  n einfache  gerechnet. 

Wir  geben  in  vereinfachter  Form  einen 


Beweis  dieses  merkwürdigen  Satzes,  der 
von  Liouville  und  Sturm  herrührt. 
( Journal  det  M athhnnliqurs  von  Liou- 
ville Band  2). 

A)  Wenn  der  ausgesprochene  Sau  Iftr 
zwei  Flächenräume  gilt,  die  einen  Theil 
der  Begrenzung  gemein  haben,  so  gilt 
er  auch  für  die  Gesammtfläche,  wenn 
man  den  gemeinschaftlichen  Tbcil  der 
Begrenzung  weglässu 

l)cnn  seien  AUCA,  CBDC  (Fig.  416) 
zwei  solche  Räume,  im  erstem  Raume 
J Wurzeln  der  Gleichung  f(*)  = 0 vor- 
banden,  im  zweiten  eT,.  möge  auf  der 
ersten  Begrenzung  n und  b die  oben 
gegebene  Bedeutung  haben,  auf  der  an- 
dern n,  und  A„  dann  ist  nach  der  An- 
nahme: 

a — 6 = 2 tf,  n,  — A , = 2cf  1, 

also: 


a-f  o'  — (A  — A,)=  2(tf  4-  J ,). 

Der  Satz  also  gilt  für  die  Gcsamtul- 
begrenzung.  Da  man  aber  beim  positi- 
ven Umkreisen  von  ABCA  das  Stftck 
BC  in  der  Richtung  von  BC.  dagegen 
beim  positiven  Umkreisen  von  CBDC  dies 
Stück  in  der  Richtung  CB  zurücklegt, 
P 

so  wird  beim  «weiten  Wege  — ebenso 

oft  vom  Negativen  zum  Positiven  über- 
gehen, als  auf  dem  ersten  vom  Positi- 
ven zum  Negativen  und  umgekehrt;  dem 
B entsprechenden  Theil  von  a wird 
also  ein  gleicher  Theil  von  A,  entspre- 
chen, dem  von  a,  ein  gleicher  von  i, 
diese  Theilo  heben  sieb,  und  somit  kann 
das  Stück  BC  ausser  Acht  bleiben. 

Was  für  zwei  Räume  gilt,  ist  na- 
türlich auch  für  beliebig  viel  gültig,  da 
man  beliebig  zwei  zu  einem  und  diesen 
mit  dem  dritten  u.  s.  w.  vereinigen  kann. 
Wir  haben  also  bewiesen: 

B)  Wird  ein  Raum  durch  Zerschnei- 
den in  mehrere  andere  gctheilt,  gilt 
unser  Satz  dann  für  alle  Theilräume,  so 
gilt  er  auch  für  den  Qesammtraum. 


Fig.  416. 
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Fig.  417. 


C)  Den  von  A gegebenen  Raum  kön- 
nen wir  nun  auf  folgende  Weise  theilen. 

1)  In  beliebig  kleine  Käome,  welche 
jede  nnr  einen  einer  Wurzel  der  Glei- 
chung /■(*)  = 0 entsprechenden  Punkt 
«i»  **1»  ft,  ...  umgeben.  Diese  Räume 
denken . wir  uns  der  Einfachheit  wegen 
von  Kreisen  mit  abnehmenden  Radien 
begrenzt,  deren  Mittelpunkte  bezüglich 

a7»  ff»  • • • sind.  Es  ist  dabei  zu 
bemerken,  dass  diesen  Punkten  «einfache 
oder  mehrfa^fe  Wurzeln  entsprechen 
können. 

Da  nun  ausser  diesen  Räumen  nie  in 
demselben  Punkte  P = Q = 0 sein  kann, 
so  kann  man  den  übrigen  Raum  zerlegen. 

2)  In  Theile  ßy  wo  einschliesslich  der 
Begrenzung  nie  P = 0 ist. 

3)  In  Theile  y,  wo  einschliesslich  der 
Begrenzung  nie  Q =:  0 ist. 

D)  Wir  beweisen  jetzt  den  Satz  für 
die  Räume  nr,  ß und  y einzeln,  womit  er 
dann  allgemein  bewiesen  ist. 

Immer  sei  a die  Anzahl  der  Punkte 
der  Begrenzung,  wo  beim  positiven  Um- 

p 

kreisen  P = 0 und  vom  Positiven 

zum  Negativen  übergeht,  b wo  das  Um- 
gekehrte stattfindc,  <f  die  im  Theilraume 
enthaltene  Anzahl  der  einfachen  Wurzeln. 

Für  die  Räume  ß ist  offenbar,  da  P 
nicht  gleich  Null,  a zz  b = 0 und  auch 
cf  = 0,  also  jedenfalls  a — b = 2 cf. 

p 

Für  die  Räume  y ist  d = 0.  — kann 

auf  der  Begrenzung  nur  sein  Zeichen 
wechseln,  wenn  P verschwindet,  da  (> 
nicht  gleich  Null  wird.  Es  muss  also 
P 

erst  — etwa  vom  Positiven  zum  Nega- 
tiven übergehen,  indem  P verschwindet, 


dann  wieder  vom  Negativen  zum  Positi- 
ven u.  s.  w.  Da  man  aber  eine  geschlos- 
sene Linie  durchschreitet,  muss  man  mit 
p 

demselben  Zeichen  von  — zum  Anfangs- 
punkte zurückkehren,  also  ebenso  oft  vom 
Positiven  zum  Negativen  übergegangen 
sein,  als  umgekehrt.  Es  ist  also  o=6,  also : 
a-b=  2<f  = 0. 

Was  endlich  die  Klächenraume  anbe- 
trifft,  die  eine  Wurzel  enthalten,  so  möge 
in  u eine  der  Allgemeinheit  wegen  n fache 
Wurzel  stattfinden,  dann  ist  bekanntlich: 

/•(«)= rw = rw  = ...  %)  =o 

aber  f^a  von  Null  verschieden.  Man 
verlege  nun  nach  n den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten.  Ist  dann  z = *-fyi 
ein  Punkt  der  Begrenzung,  y'  die 
demselben  entsprechenden  auf  n bezo- 
gene Coordinaten  and  a = p -f-  yi,  so  ist: 

* = + **»  y = v + y'. 

Da  diese  Begrenzung  ein  Kreis  ist 
nnd  a sein  Mittelpunkt,  so  kaun  man 
setzen : 

* = n + r cos  9, 
y = » + r sin  9, 

s = a + re  , 

wo  r der  Radius,  also  constant  ist.  Auf 
der  Begrenzung  ist  also: 

/'(»)  = /•(«  + re*). 

Entwickelt  man  nach  dem  Taylor’schen 
Satz,  nnd  berücksichtigt,  dass: 

r(«)=r(«)  • . . =a(b-1)(«)= o 

ist,  so  erhalt  man: 
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n n.9» 

KO  = r:2--nf{n)n+-'  •= p+(,i- 

Wegen  des  abnehmenden  r üben  die  fol- 
genden Glieder  keinen  Einfluss.  Sei 

nun : 

/")(«)= 

wo  p positiv,  i eine  beliebige  reelle  Zahl 
ist,  so  ist : 


P+Qi 


r"e  «("*+0 1 


z = Rcos  9, 
y = R «in  #, 

z = 

ko  = k«A 

Sei  nun: 

KO  = ao*"  + « l*"  _ * + • • • + 

so  kann  man  sich  für  die  Peripherie 
wegen  des  wachsenden  R aufs  erste  Glied 
beschranken.  Dann  ist: 


also 


P — l cos  (n.»  + r), 

Q — i sin  (n9  -fr), 
gleich  der  constanten  Grösse 


- — — gesetzt,  die  nachfolgenden 

1 * « i • • M 

Glieder  aber  vernachl&ssigt  sind. 

Sei  n>-f  i-q,  so  wird  beim  Umkrei- 
sen in  positiver  Bicbtung  der  Winkel  9 
von  0 bis  2a,  also  </  von  r bis  2nn-f  r 
wachsen.  Da  nun  P = l coa  y für 

y =(2»-f  1)-^-  verschwindet,  so  wird 

dies  zwischen  r und  2 a -fr  zweimal, 
also  zwischen  r und  2wr-fr  2»mal  ge- 
schehen. Nun  ist : 


P 

-=cot„. 

Es  kommen  hierbei  die  Werthc  also 
nur  in  Betracht,  wo  zugleich  P , d.  h. 
cot  if  verschwindet  und  das  Zeichen 
wechselt,  dies  findet  ebenfalls  für 


t f \ nS  S9l 

f (»)  = o.R  e . 

Sei  noch 

ri 

o„  = je 

so  ist  wie  oben : 

P = fll"  cos  (n9  -f  i) 

0 = qRh  sin  ( n9  -f  r) 

P 

-q  = cot  (h 9 + r). 

Dann  kann  man  ganz  wie  oben  bewei- 
sen, dass 

a = 2«,  4 = 0 

ist,  also: 

a — 6 = 2<J  = 2» 

if  = n. 

Es  befinden  sich  also  in  der  Ebene 
n Punkte,  wo  f{l)  verschwindet,  wenn 
man  nämlich  eine  p fache  Wurzel  für  p 
solcher  Punkte  rechnet. 


r=  (2.+Dy 


III.  Erweiterung  des  Cauchy- 
sch en  Satzes. 


statt,  und  zwar  geht  hier  jedesmal  die 
Cotangente  vom  Positiven  zum  Negativen 
über.  Also  ist: 

<i  = 2n,  4 = 0,  (T  = n, 

also: 

a — 4 = 2 <f , 

womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

II.  KineAnwendung  des  Cauchy- 
schen  Satzes. 

Ans  diesem  Satze  lässt  sich  auf  die  ein- 
fachste und  directeste  Weise  darthun, 
dass  jede  algebraische  Gleichung  n ten 
Grades  f(z)  = 0 auch  n complcxe  Wur- 
zeln hat. 

Denken  wir  nns  nämlich  um  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  als  Mittel- 
punkt einen  Kreis  mit  zunehmendem 
Badius  R gezogen,  so  ist  für  die  Punkte 
der  Peripherie: 


Das  in  Abschnitt  I.  Gegebene  würde 
für  die  Erweiterung  des  Sturmschen  Satzes 
ausreichen.  Indess  ist  es  für  andere 
Theile  der  Analysis  wichtig,  dem  Cauchy- 
sehen  Satze  die  ganze  Allgemeinheit  zu 
geben,  deren  er  fähig  ist.  Derselbe  ist 
nämlich  mit  einer  leichten  Modification 
auch  für  den  Fall  gültig,  wo  /’(z)  eine 
eindeutige  Function  ist,  welche  für  end- 
liche Werthe  für  s auch  unendlich  wer- 
den kann. 

Ist  dann  wieder  A eine  geschlossene 
Curvc,  in  der  f(i)  weder  verschwindet 
noch  unendlich  wird,  haben  a und  4 die 
obige  Bedeutung,  ist  ferner  tf  die  An- 
zahl der  innerhalb  enthaltenen  Punkte, 
wo  (( z)  verschwindet,  > diejenigen,  wo 

— — verschwindet,  also  KO  — oo  wird, 

KO 

so  ist: 

o — 4 = 2(<f  — t). 
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Wio  oben  wird  eine  * fache  Wnrr.el 

der  Gleicbnng  f(s)  = 0 oder  = 0 

für  n Punkte  gerechnet. 

Der  Beweis  ist  mit  einem  Zusätze  wie 
in  I.  za  führen.  Aasser  den  Gebieten 
a , ß,  y kommen  noch  solche  Gebiete  { 

hinzu,  wo  -tt-,  einmal  verschwindet,  aber 

/(*) 

nicht  f(z)  = 0 wird.  Da  nämlich  'für 
P — oo  oder  Q = oo  anch 

-1=1=0 

f M r+Qi 

sein  würde,  so  ist  in  den  Gebieten  «, 
ß,  y dann  das  Unendlichwerden  von  P 
and  (>  ausgeschlossen,  t = 0.  also  die 
Beweisführung  gilt  für  diese  Gebiete  noch. 

In  den  Gebieten  ( ist  dagegen  <f  = 0, 
die  Richtigkeit  unseres  Satzes  würde 
also  bedingen,  dass  <z— A = — 2n  ist, 

wenn  yr-, ■ in  diesen  Gebieten  einen  fache 

/(*) 

W antel  hat. 

Dies  wird  wie  oben  gezeigt. 

Wir  umgeben  den  Pnnkt  f wieder  mit 
einem  Kreise,  dessen  Radius  r abnimmt. 
Es  folgt  dann  wie  oben  Folgendes: 

Ist 


wenn  mit  — das  Umgekehrte  stattfindet, 
und  hieraus  folgt: 

«,  = i,  A,=  a 
womit  nnser  Sau  erwiesen  ist. 

Das  Uebrige  gilt  nämlich  unverändert. 

— Zn  bemerken  ist  noch,  dass  f(z)  anch 
eine  mehrdeutige  Fnnction  sein  kann. 

— Man  denkt  sich  dieselbe  dann  nach 
Riemanns  Betrachtungsweise  die  Ebene 
mehrfach  bedeckend  (vergl.  den  Artikel: 
Quantität,  imaginäre)  und  an  den  Stellen 
wo  Werthe  von  f(z)  gleich  werden  mit 
Windungspunkten  versehen.  Dann  ist 
f( s)  auf  der  Windungsfläche  in  der  That 
eine  cindeutigo  Function,  und  das  Ge- 
sagte  gilt  mit  der  MaasBgabe,  dass  jede 
Begrenzung  eine  wirklich  geschlossene, 
nicht  etwa  bloss  eine  in  sich  zurüek- 
kehrende  sein  muss.  WenD  daher  f(z) 

oder  jl  in  einem  Windungspunkte  ver- 

fW 

schwindet,  und  dieser  von  der  pten  Ord- 
nung ist,  so  ist  der  Grenzkreis  um  n oder 
( als  ein  jt  mal  den  Punkt  umwindender 
zu  betrachten.  Sei  in  dem  Punkte  a 
etwa  f(i)  = 0,  so  ist  für  die  Begrenzung: 
l f 


a,  die  Anzahl  der  Punkte,  wo  P,  ver- 
p 

schwindet  und  vom  Positiven  zum 

V | 

Negativen  übergeht,  A,  die  derjenigen 
Punkte,  wo  das  Umgekehrte  stattfindet, 
so  ist  ganz  nach  der  obigen  Beweisfüh- 
rung: 

a,  — A,  =2". 

Nun  ist: 


1 _ 1 P-Qi 

/(*)“  P+Qi~P'+Q,' 

also 


P 

jP*+  Q*  ’ 


Q - ~Q 

■ P,+  Qt' 

Pi JP 

Q i Q ' 


Da  auf  der  Begrenzung  nicht  P oder 
P,  unendlich  werden  soll,  so  ist  für 

p 

P,  — 0 auch  P=  0 und  umgekehrt,  — 1 

p ' 

ist  aber  negativ,  wenn  — positiv,  gebt 

also  vom  Negativen  znm  Positiven  über, 


/■(*)  = f(,a  + re9i)  = arP  ep9l+  . .., 

wo  s eine  ganze  Zahl  ist  die  mit  p kei- 
nen Factor  gemein  hat  (vergl.  den  obi- 
gen Artikel),  a eine  Constante. 

Ist  a = p-fer<,  so  ist  dann: 


P = grP  cos  & j = pr  P cos  rp 

^ = cot  (t  -f  — = cot  i p. 


Es  wächst  aber  wegen  der  p fachen 
Umwindung  3 von  0 bis  2 pn,  also  tf 
von  r bis  2 srt  und  deshalb  ist  <f  = s. 
Die  Wurzel  ist  dann  als  eine  < fache  za 
betrachten. 


(Dies  rechtfertigt  sieh  auch  folgender- 
maassen.  Inder  That  wäre,  dadas  Anfangs- 
glied arn*n®1  einer  nfachen  Wurzel  ent- 
spricht, jede  Wurzel  vom  Grade  — . Da 
aber  im  Windnngspuukt  p Wurzeln  sich 
vereinen,  ist  der  Grad  — . p oder  »). 

Es  ist  vielleicht  hier  auch  am  Platze, 
einen  weniger  elementaren  aber  directen 
Beweis  des  allgemeinen  Cauchy’schen 
Satzes  zu  geben. 
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Denkt  man  «ich  den  Ausdruck : 

j' d lg  f{i)  über  die  Curve  A erstreckt, 

so  ist  derselbe  bekanntlich  gleich  der 

Summe  der  Ausdrücke  f'  d lg  /■(!)  auf 

geschlossene  Curven  bezogen,  welche  je 

eine  Discontinuität  von  umgeben. 

d i 

Discontinuitäten  aber  treten  nur  ein  für 
/■( *)  = 0 oder  = 0 

Ist  die  Wurzel  eine  n fache  (in  dem 
obigen  Sinne  genommen,  der  sich  auch 
auf  dem  Windungspunktc  bezieht),  so 
ist  wie  leicht  zu  sehen  (vergl.  den  Ar- 
* tikcl:  Quantität,  imaginäre) 

j lg /*(«)  = 2'ii«  oder  = — 2 

je  nachdem 

/■(»)  = 0 oder  ~ = 0 

ist,  aUo  die  Summe  der  Theilintegrale : 
2ni(tf  — *) 

Was  nun  das  auf  A bezogene  Integral 
d lg  f(t) 

anbetrifft,  so  ist  — 1 auf  der  Curve 
di 

immer  continuirlich , also  der  Werth 
desselben  gleich  dem  Unterschiede  der 
Werthe  lg f(t)  im  End«  und  Anfangs« 
punkte.  Da  diese  Punkte  aber  zusam- 
fallen,  so  kann  dieser  Unterschied  nur 
2kniy  und  k eine  beliebige  ganze  Zahl 
sein.  Sei  A z.  B.  positiv  und  setzen  wir: 

/"(*)  = ee°\  ig/X*)  = ige  + «>, 

möge  o beim  Umkreisen  der  Curve  A 
immer  zunehmen,  so  wird  offenbar: 

p 

P = q cos  a = -p-  = cot  Oj 

und  da  a von  0 bis  2 kn  zunimmt,  2A 
gleich  der  Anzahl  der  Werthe  sein,  wo 
p 

P verschwindet,  — vom  Positiven  zum 

Negativen  übergeht , dann  }6t  k ^ a, 
6 = 0 . Geht  aber  <t  auch  vom  Negativen 
zum  Positiven  über,  so  ist,  da  die  Stel- 
len, wie  dies  geschieht,  in  Abzug  kom- 
men, 2A  = a — 6,  und  dies  ist  offenbar 
noch  der  Fall,  wenn  k negativ  ist,  wo 
dann  a < 6 wird.  Es  ist  aber  nach  dem 
Obigen : 

2ni(J  — s)  = 2Ani, 

2k  = a — b = 2 (cf  — *), 
was  zu  beweisen  war. 


IV.  Das  Sturm’8che  Verfahren 
bei  imaginären  Wurzeln. 

Um  nun  zu  erfahren,  wie  viel  Wurzeln 
in  einem  gegebenen  von  A umschlosse- 
nen Raum  vorhanden  sind,  nehmen  wir 
wieder  an , die  algebraische  Gleichung 
f(i)  = 0 sei  gegeben , dann  ist  also 
(a  — h)  = 2J,  und  cs  kommt  darauf  an, 
a — b direct  zu  ermitteln.  Wir  thun  dies 
unter  der  Bedingung,  dass  die  Curve 
A,  welche  ja  nicht  continurlich  gekrümmt 
zu  sein  braucht,  aus  Theilen  besteht,  in  wel- 
chen x und  y als  ganze  rationale  Functio- 
nen einer  dritten  Grösse  u gegeben  sind. 
Es  ist  für  jeden  solchen  Theil  auch  P 
und  (J  als  ganze  Function  von  z gegeben. 

Die  Aufgabe  beschränkt  sich  dann 
darauf,  a - b für  einen  solchen  Theil, 
den  wir  B nennen,  zu  finden,  die  8umme 
aller  dieser  Thcile  ist  dann  gleich  2<T. 
Da  Über  die  Form  der  Begrenzung  nichts 
festgesetzt  ist,  so  lässt  sich  in  Bezug 
auf  die  Begrenzung  immer  der  obigen 
Bedingung  genügen.  Die  Ermittlung  von 
a — b geschieht  nun  ganz  nach  dem 
Sturm’schen  Verfahren. 

P 

„Man  dividirc  — , sei  — Q t der  Di- 

visionsrest,  ferner  — der  von  u.  s.  w., 
v i 

so  kommt  man  endlich  auf  eine  Con- 
stante  — Qn.  da  P und  Q auf  der  Be- 
grenzung nicht  gleichzeitig  verschwinden, 
also  keinen  gemeinschaftlichen  Factor 
haben.  Seien  nun  a und  ß der  Anfangs- 
und Endpunkt  von  B im  Sinne  einer  po- 
sitiven Bewegung,  so  ist  a — b gleich 
dem  Ueberschussc  der  Zeichenwechsel 
der  Reihe  f\  (1,  Qt  ...  Q in  ß gegen 
die  in  n“.  " 

Es  ist  hier  zu  bemerken,  dass  auch  Q 
von  hOherer'Dimension  als  P sein  kann; 
in  diesem  Falle  ist  bei  der  Division  von 
p 

— natürlich  P selbst  als  Rest,  also 

— — P tu  sctxen. 

Der  Beweis  ist  ganz  ähnlich  wie  in 
1)  in  führen.  Wie  dort  wird  dargethan, 
dass  ein  Zeicbcnwcchsel  von  Q,  Q , ... 
keinen  Einfluss  übt.  Was  P anbetrifft, 
so  können  nicht  gleichzeitig  P nnd  Q 
ihr  Zeichen  wechseln,  also  wenn  P = 0 
für  s = > wird,  so  sind  folgende  Fälle 
möglich : 

P Q P (J  P Q P Q 

t — v + + + — -4- 

* 4-  * -4-  — — + 4-  4 . 

/• 

Im  ersten  nnd  vierten  Falle  geht  — vom 
Positiven  znm  Negativen  über,  es  wird 
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also  beim  Ucbergange  von  r,  a um  Eim 
vermehrt,  zugleich  stellt  sieh  ein  Zci.hen- 
wecbscl  ein,  so  dass  in  der  Timt  das 
Zunehmen  der  Zeichemvcchsel  die  Ver- 
mehrung von  a — b angibt.  Im  zweiten 
p 

und  dritten  Falle,  geht  - vom  Negati- 
ven zum  Positiven  Uber,  b wird  um  Eins 
vermehrt,  also  a — b um  Eins  vermin- 
dert, zugleich  nimmt  die  Reihe  der  Zei- 
chenwechsel nm  Eins  ab,  so  dass  auch 
hier  unser  Satz  richtig  ist.  Da  nun  eine 
Aenderung  der  Zeichenreihe  nur  heim 
Ceberschreiten  des  Punkts  i etattfindet, 
ao  ist  derselbe  vollständig  bewiesen. 

Will  man  mittels  dieser  Betrachtung 
wirklich  die  imaginären  Wurzeln  einer 
Gleichung  finden,  so  thut  man  wohl  als 
Begrenzung  Rechtecke  zu  nehmen,  deren 
Seiten  den  Axen  parallel  sind.  Seien 
die  Coordinaten  der  Eckpunkte  dessel- 
ben bezüglich: 

x = 1,  y = m x=/„  y =*», 

x = l„  y = >"i  x=  /,  y = at„ 

wo  / < m < m,  sein  soll. 

Die  Begrenzung  besteht  dann  aus  vier 
Linien  B,  Ä,,  B,,  B,.  Sei  in  jeder 
derselben  a der  Anfangspunkt,  ß der 
Endpunkt.  Dann  ist: 

Für  B:  y — nt,  inrt:x=/,  in/t:x  = /, 

,,  Bt:  x = /,,  inn:y  = m,  inß:y  = ml 

„ Bt  : y — »»,,  in  n : x - f,,  in  ß.x~l 

„ Bl  : x — l,  in:  tt:  y = «,,  in  ß:  y = m, 

so  dass  auf  jeder  der  vier  Linien  /’  und 
Q nur  von  einer  Variable,  in  B und  B, 
von  x,  in  ß,  und  0,  von  y abhängig 
sind. 

Sollen  s&mmtlichc  Wurzeln  einer  Glei- 
chung ermittelt  werden,  so  thut  man  gut, 
erst  die  reellen  tu  finden  nach  der  in  1) 
gegebenen  Methode.  Sind  diese 


so  kann  man  f( z)  durch 

(*—  «l)>  (»— 

dividiren.  Man  hat  dann  eine  Gleichung 
tf  0,  die  keine  reellen  Wurzeln,  also 

keine  auf  der  Abseissenaxe  enthält.  Man 
sacht  dann  zunächst  diejenigen,  wo  in 
izzx+yi,  y positiv  und  dann  die,  wo 
y negativ  ist.  Die  eine  Seite  des  Recht- 
ecks ist  dann  die  Abseissenaxe. 

Im  erstem  Falle  ist  zu  setzen  : 


1= 

+oo 

, m = 0,  f,  = -oo, 

m,  = +co 

und 

im 

letztem: 

t= 

+ 00 

3 

II 

•P 

•Wi 

ll 

1 

8 

m,  = —co 

Dann  theilt  man  den  Ranm  zunächst 
durch  Linien  der  Axe  der  x parallel, 
und  die  Räume  dieser  Art  in  denen  sich 
Wurzeln  finden,  durch  Linien  der  Axe 
der  y parallel.  Die  Wurzeln  müssen  in 
hinlänglich  enge  Grenzen  eingeschlossen 
werden,  um  die  Newton’scbe  Näherungs- 
weise  anwenden  zu  können. 

Bei  dem  allgemeinen  Slurmschen  Ver- 
fahren ist  allerdings  nicht  nötbig,  dass 
die  gegebene  Gleichung  nur  einfache 
Wurzeln  habe.  Dennoch  wird  mau  na- 
türlich wohltbun,  vor  Anwendung  des- 
selben die  mehrfachen  Wurzeln  zu  er- 
mitteln und  wegzuschaffen. 

Uebrigcns  lassen  sich  auch  leicht  die 
rein  imaginären  Wurzeln  bestimmen.  Da 
hier  x = 0 ist,  so  sind  es  die  den  beiden 
Gleichungen: 

/’(0,y)  = 0,  <?(0,y)=0 

gemeinschaftlichen,  also  in  dem,  beiden 
Gleichungen  gemeinschaftlichen,  Factor 
enthalten.  Mach  deren  Entfernung  kann 
man  vier  Räume  nehmen,  die  bezüglich 
positiven  x und  y,  positivem  x und  ne- 
gativem y,  positivem  y und  negativem 
x,  negativem  x und  y entsprechen. 

Sabnonnale  (Geometrie). 

Der  Theil  der  Abseissenaxe,  welcher 
von  der  Normale  und  Ordinate  eines  ge- 
gebenen Punktes  einer  Curve  abgeschnit- 
ten wird.  Der  Ausdruck  für  die  Sub- 
normale ist: 


Substitution  (Algebra  und  Analysis). 

Die  Einführung  eines  neuen  Werthes 
für  eine  veränderliche  Grösse. 

Substitution,  lineare  (Algebra). 

Ejin  lei  tu  n g. 

Die  Theorie  der  linearen  Substitution 
umfasst  die  Betrachtung  derjenigen  Aus- 
drücke, welche  entstehen,  wenn  man  in 
einen  algebraischen  Ausdruck  vom  be- 
liebigen Grade  und  beliebig  viel  Varia- 
blen lineare  Ausdrücke  von  neuen  Va- 
riablen für  die  letzteren  einsetzt.  Ist 
der  gegebene  Ausdruck  ersten  Grades,  so 
führen  die  Brtrachtungen  auf  die  Theorie 
der  Determinanten,  während  bei  Aus- 
drücken höherer  Ordnung  gewisse  For- 
men, die  man  nach  Sylvester  als  Inva- 
rianten und  Covarianten  bezeichnet,  von 
Wichtigkeit  sind,  weshalb  man  dieser 
ganzen  Theorie  der  linearen  Substitution 
auch  den  Namen  Invariantentheoric  ge- 
geben bat.  Dieser  wichtige  Theil  der 
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höheren  Algebra  gehört  ganz  der  neue- 
sten Zeit  an  (etwa  vom  Jahre  1850), 
nnd  sind  in  Bezug  auf  hier  hingehörige 
Untersuchen  besonders  die  Namen:  Aron- 
hold, Boole,  Brioschi,  Cayley,  Hermite, 
Hesse,  Salmon,  Sylvester  zu  nennen. 

Eine  Uebersicht  des  Vorhandenen  geben 
George  Salmons : Leiions  inlroduclory 
Io  Ihr  modern  higher  Algebra  (Deutsch 
von  Wilhelm  Fiedler)  Auch  ist  beson- 
ders zu  empfehlen  eine  Arbeit  von  Aron- 
hold  im  62.  Bande  von  Crellcs  Journal: 
„Ueber  eine  fundamentale  Begründung 
der  Invariantentheorie.“ 

2)  Allgemeine  Theorie  der  De- 
terminanten. 

Der  Ausdruck  o,4,  — a,4,  den  wir:' 

°i  I 
b,  b,  1 


schreiben,  oder  auch  wenn  kein  Miss- 
verständnis zu  fürchten  ist:  (fl,  bf), 
heisst  Determinante  der  vier  Grössen. 
Er  ist  eine  lineare  Function  von  je  zwei 
zusammengehörigen  Elementen  a,  at  und 
hat  die  Fundamentaleigenschaft  zu  ver- 
schwinden, wenn,  man  für  a,,  a9  auch 
b ,,  b%  setzt. 

Wie  von  den  vierVariablen  a, , a,.b,, b3 
lassen  sich  von  beliebigen  n*  leicht 
Ausdrücke  von  ähnlichen  Eigenschaften 
bilden,  die  ebenfalls  Determinanten  ge- 
nannt werden. 

Seien  zunächst  gegeben  neun  Grössen : 

a,  at  as 

b,  b,  b, 

c,  e,  c, 
so  ist  die  Determinante: 


i °i  °s  «t 

j Ai  A,  As  = (“i4iC,)=  «.(i.c.J  + a.^.c^  + a.Ci.c,) 

! ci  ci  c* 

Durch  den  letzten  Ausdruck  ist  die  Determinante  völlig  definirt,  da  z.  B. 
(btct)  = btc$  — Aac,  ist.  Die  Determinante  ist  ebenfalls  ein  linearer  Ausdruck 
von  a,  aat  da  jedem  Gliede  z.  B.  a,  6,  c,  ein  anderes  —"tb\Ct  entspricht, 
oder  a,  6,  clf  so  hat  sie  ebenfalls  die  Eigenschaft  zu  verschwinden,  wenn  man 
die  a mit  dem  b oder  c identificirt.  Wegen  der  Symmetrie  der  Ausdrücke 
findet  dies  aber  auch  statt,  wenn  man  die  b mit  den  c identificirt. 

Die  Determinante  von  16  Elementen  ist  definirt  durch  den  Ausdruck: 


(«,  4,  c,  d.)  = a,  (4,  c,  d.)  - a,  (4,  e.  d.)  + a,  (4.  e,  d,) 

-a.(4,  otd,). 

Damit  die  Fundamentalcigenschaft  stattfinde,  dass  zwei  der  Buchstaben  a,b,c,d 
identificirt  den  Werth  Null  annehmen,  müssen  hier,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Zei- 
chen abwechselnd  positiv,  negativ  sein. 

Seien  jetzt  allgemein  n1  Elemente  gegeben.  Die  Definition  ist  dann : 


= («!  As  cs  . ..4^  = 0,  (4,  's  • ••A*)±«s(A.  c.  ...*,) 

+ o,(4.  c,  ...*,)  . . . ±«„(4,  c, 

Damit  ist  die  Determinante  unmittelbar  auf  die  von  (n  — 1)’  Elementen 
zurückgefiihrt.  Was  die  Vorzeichen  anbetrifft,  so  sind  alle  positiv,  wenn  n ungrad, 
abwechselnd  positiv  und  negativ,  wenn  n grade  ist.  Immer  aber  geben  zwei  der 
Buchstaben  a,b,  c . . . h identificirt  das  Bcsultat  Null.  Fuhrt  man  das  angedeu- 


o,  o,  o,  o. 
b,  b,  4,  4. 
C\  ct  C|  c4 
d,  d,  d,  d . 
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tetc  recurrcntc  Verfahren  aut.  so  kommt  man  sogleich  auf  folgende  Regel,  die 
Determinante  unmittelbar  an  bilden. 

Man  tchrcibt  zuerst  das  Product  der  in  der  Diagonale  befindlichen  Glieder, 

o,  i,  c,  . . . kn 

und  bildet  die  daraus  entstehenden,  wenn  man  mit  den  Indices  1,  2,  ...  n alle 
möglichen  Permutationen  vernimmt.  Das  Zeichen  jedes  Gliedes  ist  so  zu  bestim- 
men, dass  es  positiv  oder  negativ  wird,  je  nachdem  es  aus  dem  ersten  durch 
eine  grade  oder  ungrade  Anzahl  von  Permutationen  hervorgegangen  ist. 

Hiernach  ist  z.  B.  die  Determinante  von  neun  Elementen  : 

(«i  kt  ki  ca  — «.  ks  ei  +at  bs  ct  ~ «t  's  +«j  kL  c,  - et,  i,  c,. 

Oft  schreibt  man  alle  Glieder  einer  Determinante  mit  demselben  Buchstaben, 
dem  man  einen  doppelten  Index  gibt. 


(“l,  1 a»,s  aj,  3 • * ' °rt, 


Die  Horizontalreihen  a , a „ wol- 

P,i  p,n- 

len  wir  abgekörzt  Reihen,  die  senkrech- 
ten dagegen  Columncn 

1>P  *i  P 

nennen. 

Aus  der  Bildung  der  Determinante 
erhellt  dann  leicht  der  Satzt 

I.  Eine  Determinante  bleibt 
unverändert,  wenn  man  die  Rei- 
hen mit  den  Columnen  ver- 
tauscht, d.  h.  die  Horixontalrei- 
hen  vertikal,  die  Vertikalrei- 
hen horizontal  setzt. 

Hieraus  in  Verbindung  mit  der  Fun- 
damemalcigcnschaft  ergibt  sieb  noch: 

II  Die  Determinante  ver- 
schwindet, wenn  zwei  Reihen 
oder  zwei  Columnen  identisch 
sind. 

Wenn  man  zwei  Reihen  mit  einander 

vertauscht,  also  x.  B.  a , a . . . 

1,  1 1,1 

mit  <s„  . a . . .,  so  ist  dies  dasselbe 

1 2,  Z 

als  wenn  zwei  Indices  permntirt  werden, 
wodurch  nach  dem  BildungBgesetze  ein 
Zeichenwechsel  eintritt.  Also : 

III.  Vertauscht  man  zwei  Rei- 
hen oder  Columnen,  so  ändert 
sich  nur  das  Vorzeichen  der  De- 
terminante. 

Da  von  den  Gliedern  einer  Reihe  oder 
Colnmne  in  jedem  Gliede  der  Deter- 


minante eins  und  nur  eins  als  Factor 
erscheint,  so  ergibt  sich  zunächst  selbst- 
verständlich, dass  die  Determinante  Null 
ist,  wenn  alle  Glieder  einer  Reihe  Null 
sind.  Ferner: 

IV.  Die  M ul  t i p licati on  jedes 
Gliedes  einer  Reihe  oder  Co- 
lumnc  mit  derselben  Grösse  a 
bewirkt,  dass  die  ganze  Deter- 
minante mit  ir  mul tiplicirt  ist. 

V.  Haben  die  entsprechenden 
Glieder  zweier  Reihen  oder  Co- 
lnmnen  gleiches  Verhftltniss, 


so  ist  die  Determinante  gleich 
Null. 

Denn  durch  Multiplication  mit  dem 
'Verhältnisse  wird  die  eine  Reihe  der 
andern  gleich, 

VI.  Sind  die  Glieder  einer 
Reihe  od er  C ol u mn e Snm m en  von 
je  p Gliedern,  so  zerfällt  dieDe- 
terminante  in  die  Snmme  von  p 
anderen,  deren  jeder  je  ein 
Glied  einer  solchen  entspricht. 

Dies  ist  selbstverständlich,  da  die 
Summen  ja  die  einzelnen  Glieder  der 
Determinante  nmllipliciren.  Es  ist  so- 
nach z.  B.: 
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a,  + «s  • • • «„+% 

«1  “1  • • • *„ 

4.  4.  ...  4 

1 * n 

4.  4,  . . . 4b 

• • • 

= 

• • * 

+ 

* 

Ä.  A.  . . . A 

11  « 

At  At  . • . A^ 

Schliesslich  erwähnen  wir  noch  des  symbolischen  Ausdrucks  Tür  die  Deter- 
minanten; man  kann  nämlich  setzen: 


«i  o,  . 

*.  ».  ■ 


I Si  9,  • 

i k,  ht  . 


(a  - t)  (a  - c)  . . . (a  - $)  (a  - h)  (4  - e)  . . (4  -$)  (4  - A) 

. • • (f  - *)• 


Der  Ausdruck  rechts  hat  die  Bedeutung,  dass  man  nach  seiner  Entwickelung 
nach  Potenzen  von  a,  b,  c . . . die  Exponenten  sämmtlich  mit  Indices  vertauschen, 

also  z.  B.  für  if  schreiben  soll  n^.  Die  Uebcreinstimmung  des  Resultats  leuchtet 
dann  augenblicklich  ein. 


3)  Unterdeterminanten.  — Beziehung  der  Determinante  zur 
Auflösung  der  linearen  Gleichungen.  — M u 1 tiplicati  ons  th  eorem. 

Die  Auflösung  linearer  Gleichungen  erhält  durch  die  Anwendung  der  Deter- 
minanten eine  wichtige  symbolische  Form,  von  der  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass 
sie  sich  selten  zur  numerischen  Rechnung  eignet.  Zuvorderst  ist  jedoch  noch  etwas 
über  die  Gestalt  der  Determinanten  zu  6agen.  Nach  der  Definition  war: 


‘t.l  *1.*  • 

•*, « Vs  »-  • 


n,  I n, 8 


i,n 

a2,n 


n,  n 


^ai,  t °i,  2 - " “n,  n' 


> = a.,i(aS,S  “..,3  •••  “«,»> 


±°1,  * (fl2,  3 ' ' • |)  + *l,  .1  <a3,  t aJ,  5 • ■ • 

± ± a.,»(a3,l  a3,2"-V»-|) 


wo  die  Permutationen  immer  den  zweiten  Indices  gelten.  Die  mit  ",  , at  ,••• 

multiplicirten  Glieder  sind  offenbar  wieder  Determinanten  aber  von  (n  — 1)*  Ele- 
menten, sie  werden  Unterdeterminanten  oder  Minoren  genannt  Unerheblich  ist 
dabei  das  doppelte  Vorzeichen,  da  im  Falle  dasselbe  minus  ist,  es  durch  eine 
Permutation  positiv  werden  kann. 

Setzen  wir  nun  die  Untcrdetcrn.inanten  bezüglich  gleich  ^Af  , 

die  Hauptdeterminante  gleich  A,  so  ist:  1 ’ ’ 


“t.l  A>, 


+ ai,  i 


1 I,  n I, n 


Eben  so  kann  man  aber  wegen  der  Symmetrie  sich  die  Determinante  A 
in  Unterdeterminanten  multiplicirt  mit  den  Gliedern  einer  beliebigen  Reihe 
a .0  „...a  _ denken.  Seien  diese  Unterdeterminanten  A_  . A„  ....  A 

P<  » P,  1 lP, ” P<  I P<  * P, » 

so  ist  also  auch: 


A = «, 


-i  *l-fl 

P,  l p,  1 ^ p, 


* 


a A 
p,n  p, 
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oder  »och: 


A ~“i p Aip  +aip  Alp  +■ 


> *4 - <j  A 

np  np 


ond  offenbar  sind  die  A von  apV  ap  g ...  « frei.  Man  erhält  also  auch 
durch  Differcnziiren : 


d A 

da 

pq 


= A 


pq 


and  dies  ist  der  bequemste  Ausdruck  für  die  Unterdctenninante,  sonach  auch: 


1) 


dA 


P 1 da 


i o 


dA 


P < 

Identificirt  man  die  Glieder  a 


da 


■ + a 


dA 


P* 


V * da 


pn 


-p  | -p  s ‘ ‘ ' ap  n m'*  <*cnen  ®'ner  andern  Beihe 
aq  | “q  i • • • aq  H 80  haben  wir  gesehen,  dass  die  Determinante  verschwindet. 
Es  ist  also  immer: 


2) 


dA 


q I d a_ 


+ o 


dA 


q * da 


+...+* 


dA 


qn  da 


P ' P 2 - -pn 

wenn  p ungleich  q ist. 

Sei  nun  gegeben  das  System  von  linearen  Gleichungen: 

+ • ' • + an  l xh  = 

+ ' * • + * *«  = 4* 


= 0, 


t *i  + *a  . 
2 *1  + «S  2 


a » + ...  q-  a * = b 
1 n * rn»  n n n n 

so  kann  man  mit  Anwendung  der  beiden  letzten  Formeln  leicht  eine  beliebige 
Unbekannte  x finden. 

P 

Sei  wieder 


A = 


S 1 2 1 


und  multiplidre  man  die  Gleichungen  nach  der  Beihe  mit: 

dA  dA  dA 


da  1 da 
pt  p 1 


da 


pn 


addire  dies  dann  sämmtlicb,  so  würden  wegen  Formel  2)  die  Coefficienten  aller 
Unbekannten  bis  auf  den  von  xp  verschwinden,  dieser  Coefficient  aber  gleich  A 
sein.  Man  hat  also: 


A *P  = da 


dA 


+ *» 


dA 


da 


dA 


P» 


n da 


pn 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  auch  eine  Determinante,  offenbar  diejenige, 
welche  aus  A hervorgeht,  wenn  man  darin  a .,  a „ . . . a bezüglich  mit 

p v pt  pn  B 

4,  . . . bn  vertauscht. 

39 
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Setzen  wir  dieselbe  gleich  r,  so  ist  also: 


“l. 

»12 

“s  1 

“jj 

• * n 

ap-l  1 

V«« 

*p — 1 f* 

4, 

4, 

•••  *. 

“p+i  i 

Vh  * 

• • ■ ap+ 1 « 

“nt 

"(1  s 

* * * °n  n 

und 


Es  kann  somit  auch  die  Determinante  A definirt  werden:  als  der  den  Wer- 


then  der  Unbekannten  x,,  x. 


gemeinschaftliche  Nenner. 


Der  Werth  von  ist  immer  ein  ganz  bestimmter,  wenn  A nicht  Null  ist. 
Da  nun  immer  dann  x nicht  gefunden  werden  kann,  wenn  von  den  n Gleichnn- 

gen  eine  oder  mehrere  eine  identische  Folge  der  Qbrigen  sind,  oder  mit  ihnen  in 
Widerspruch  steht,  so  ergibt  sich: 

Die  Determinante  A verschwindet  immer,  wenn  e i ne  Gle i chun g 
des  Systems  eine  Folge  der  übrigen  ist  oder  mit  ihnen  in  Wider- 
spruch steht. 

Uebrigens  ist  im  ersten  Falle  auch  r = 0,  weil  sonst  sich  x = ao  ergeben 


würde,  was  nicht  der  Fall  ist.  Im  zweiten  Falle  kann  dies  eintreten. 

Wenn  alle  6 gleich  Null,  also  die  « Gleichungen  homogen  sind,  so  kann  be- 
kanntlich auch  nicht  x gefunden  werden,  wohl  aber  können  die  Unbekannten 

alle  climinirt  werden,  und  da  die  Gleichung  A = 0 dieselben  nicht  enthält,  so  ist 
dies  eben  das  Eliminationsresultat.  Also: 

Sind  i«  homogene  lineare  Gleichungen  gegeben,  so  ist  das  Re- 
sultat der  Elimination  gegeben,  wenn  man  die  Determinante  der 
Coefficienten  gleich  Null  setzt. 

Seien  nun  wieder  « Gleichungen  gegeben: 


A) 


*1  2 *1  + *2  * *>  + * • • + “s  2 *«  = *« 


",  n *•  + fl2  „*«  +•••+“..  n **  = bn 
und  mache  man  in  denselben  die  linearen  Substitutionen: 

B)  *i  = , "i  +n,  j “•+•••+",  n "« 

... 

*.  - "nt  +"»2  “•+•••  + %«  % 
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so  lassen  sieh  die  v »of  zwei  Arten  berechnen.  — 8ci  A die  Determinante  der 
CoefBcienten  der  ersten,  A,  die  der  zweiten  Gleichungen,  dann  ergibt  sich  ans 
dem  ersten  Systeme : 


r.=r± 


y» 


- rn 


A ’ 


wo  y..  y»  • • • y nach  dem  Obigen  gewisse  in  Determinanten  Formen  darzu- 
stellende  Grössen  sind. 

Ans  dem  zweiten  Systeme  aber  ergibt  sich: 

*pl  + «»+"•  + k,n  Xn 


_ P 1 


At 


Die  k sind  hier  gewisse  Unterdeterminanten,  setzt  man  für  die  * die  Werthe,  so 
kommt  sonach : 

l 

u = — , 

P A A,’ 

wo  Xp  eine  ganze  rationale  Function  der  a und  a ist. 

Die  Elimination  lässt  sich  aber  auch  so  autführen:  man  substituirt  die  Werthe 
der  x aus  den  zweiten  Gleichungen  in  die  ersten.  Dann  kommt: 

cn‘>  + csi  “*  + • ' • + c„i  “«  = ** 


c,2«i+cn“.  + 


■ + c,l  “«  = *’ 


•»  + •*.  •»  + 


wo  zu  setzen  ist: 

G) 


+ e u = & , 
' » n n «’ 


ip 


*1  p «11+%  «2  1 + ••  • + 


lp  1 2 


2 p 2 f 


np  n l 
a 

\p  n 2 


• + a , 


np  n n * 


e»p  = a\p  "t»  + °2p  a2n  + 
aus  den  vorletzten  Gleichungen  aber  folgt: 

u =if, 

p 

wo  D die  Determinante  der  Coefficienten  c,  k^  eine  ganze  rationale  Function  der 
e und  b ist.  Aus  den  beiden  Werthen  von  folgt  nun,  dass  die  Nenner  A At 

und  D sich  nur  durch  ganze  rationale  Factoren  unterscheiden  können.  Dies  ist 
aber  nicht  m&glicb,  wenn  die  Anfangsglieder  der  Entwickelung  beider  Grossen 
übereinstimmen,  und  wie  leicht  zu  sehen,  ist  dies  der  Fall.  Beide  nämlich  sind 
gleich : 


Es  ist  also: 

A4,=  D. 

Dieser  Satz  heisst  Multiplications-Satx.  Er  spricht  sich  folgendermaassen  aus : 
Das  Product  zweier  Determinanten  ist  wieder  eine  solche. 

39* 
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Die  Glieder  letzterer  entstehen  ans  denen  beider  Facto ren,  indem  man  die 
Summen  der  Producte  nimmt,  welche  aus  den  Gliedern  irgend  einer  Reihe  der 
ersten  und  einer  der  zweiten  gebildet  werden. 

Aus  den  Sätzen  IV.  und  VI.  des  zweiten  Abschnitts  lässt  sich  dieses  Re- 
snltat  leicht  verifieiren. 

Betrachte  man  nämlich  z.  B.  für  nenn  Variablen  die  Determinante: 


«i”l  + biß,  + + eira'  "i", + Ms +cc>'» 

a,a,  + +CIJ'„  a,n,  + b .fl,  + c,y7,  a2n,  + b,ß3 +e,y, 

«><*i  + b,ß3  + ai"t  + bißi  + *«?'..  «>"«+*,/», +c,r, 

Da  jedes  Element  aus  drei  Gliedern  besteht,  90  lassen  sich  ans  jedem  drei, 
also  im  ganzen  27  Determinanten  bilden  nach  VI.  des  vorigen  Abschnitts;  von 
diesen  verschwinden  alle,  worin  zwei  Reihen  sich  nur  durch  einen  Factor  unter- 
scheiden. Z.  B. 

*i«i.  ß|«i.  rti*i 

«*«|>  «a«».  «*«* 

fl|öll  fl|<rl 

und  es  bleiben  nur  Ausdrücke  übrig,  deren  je  zwei  die  Form  haben: 


°i°ii  bißn  ciYi 

ai«i>  cir«>  Mt 

«1,  Ä„  c, 

« <«1 . b,ß„  e,y. 

•f*  j 0)^1,  C|y,i  b3ß3  — 

a„  b„  c. 

c,y. 

»i»i.  C$Y'<  bißt 

fl«.  r 1 

Nach  dem  Herausrücken  eines  aus  a,  ßLy . . . . zusammengesetzten  Factors 
bleibt  in  allen  Tbeilen  die  Determinante  dieselbe  Diese  Factorcn  aber  bilden, 
wie  leicht  zu  sehen,  die  Determinante  (a,  ß7  yt ),  so  dass  der  Werth  der  zuerst 
gegebenen:  ht  ct)  («t  ß7  yt)  ist,  und  da  dasselbe  Verfahren  für  n*  Variablen 

gilt,  so  ist  hiermit  unser  Satz  bewiesen. 

Es  lässt  sich  demselben  auch  eine  Erweiterung  geben. 

Es  mögen  wieder  die  Gleichungen  C)  stattfinden,  die  Anzahl  der  a und  n 
aber  nicht  einem  Quadrate  gleich  sein,  und  betrachten  wir  die  Determinante 


c2  1 c 2 2 * 


1 n 
c2« 


Es  lässt  sich  nämlich  dieselbe  noch  immer  als  Elrminations-  Determinante  der 
Gleichungen  A und  B betrachten,  ganz  wie  oben  gezeigt  wurde,  wenn  nnr  die 

Anzahl  der  x grösser  als  die  der  u ist.  Sei  z.  B.  die  der  erstem  n -f  />,  die  der 

letztem  »,  die  Zahl  der  Gleichungen  A aber  n,  was  natürlich  die  Elimination  nicht 
hindert.  Wendet  man  nun  auf  dieselbe  das  zuletzt  eingeschlagene  Verfahren  an, 
so  sieht  man  augenblicklich , dass  man  zwar  nicht  das  Product  zweier  Deter- 
minanten, wohl  aber  die  Summe  der  Producte  von  je  zwei  entsprechenden  zu 
n*  Elementen  erhält,  die  sich  aus  je  n Reihen  der  a , bezüglich  der  a bilden  lassen. 
Es  ist  also: 

(CH  *22  • • • fBn>  = . a2  2 : • • %nX",  • ann> 

+ (“1  * “u  • • • an  l>  <«*  3 «8  3 * • • % + • • • 

Sei  nun  die  Zalil  der  x und  der  Gleichungen  kleiner  als  die  der  «i,  die  der 

crstcren  n —p,  die  der  letzteren  «.  Setzt  man  die  u dann  aus  B in  A ein,  so 
sind  p dieser  Gleichungen  Folgen  der  anderen,  lind  also  die  Eliminationsdeter- 
minuutc  Null.  Dies  bestätigt  auch  die  Froductensumme,  die  sich  aus 
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K I C2  3 ‘ C»l*^ 

bilden  läset,  da.  wie  leicht  zu  sehen,  in  jedem  Gliede  zwei  Reihen  Vorkommen,  die 
sich  nur  durch  Factoren  unterscheiden. 

Diese  Betrachtungen  können  als  das  erweiterte  Multiplicationstheorem  be- 
zeichnet werden. 

Ans  dem  Vorigen  folgt  auch  sogleich.  Wenn  man  in  n gegebene  lineare 
Functionen  von  x„  x,  . ..  xn  A),  also  4,,  b,  . . . bn  eine  lineare  Substitution  B) 

macht,  so  ist  die  Determinante  der  tr&nsformirten  Ausdrücke  gleich  dem  Pro- 
ducte  der  Determinanten  der  Systeme  A)  und  B).  Eine  solche  Substitution  wird 
orthogonal  genannt,  wenn  sie  die  Bedingung  erfüllt: 

D)  *i*  + *,1  + •••  + x_ • = «,’  + « » + . . . + 11  » 

7»  R * 

Der  Name  kommt  daher,  weil  diese  Bedingung  bei  drei  Variablen  der  Ver- 
wandlung eines  orthogonalen  Coordinatensystcms  in  ein  anderes  entspricht. 

Setzt  man  die  Wertbe  der  x aus  B)  in  C)  ein,  so  kommt: 

“.’  + **>*  + ...+»Ä*  = («us,  + stJ»1+  ... 

+ . • • +«,,»/+ 


+ er  u )* 

^ nn  n' 


Entwickelt  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung,  und  vergleicht  die  Coefficientcn 
der  m auf  beiden  Seiten,  so  ergibt  sich : 


E) 


a * 4-  u * 

1 P + *P 

r,  Cf,  4-  a.  «„  4- 

iP  1 tP 


+ « 


np 


= 1 


+ anpa  nq  + • • 


= 0, 


wo  q ungleich/)  ist. 

8etzt  man  nun  in  den  Gleichungen  C) : 
a — a 

P.  7 P-  ? 

so  wird  : 


A = A, 

und  ^ bezüglich  gleich  Eins  oder  Null,  je  nachdem  q gleich  p oder  von  p ver- 
schieden ist.  Man  hat  aber: 


c,  , e.,  . . . . c , 

10  0 . . 0 

112  1 Kl 

0 10  ...  0 

cl  3 c2.2  • ■ • cn  2 

= 

0 0 1 ...  0 

C1  n ei  » " ‘ 

0 0 0 ...  0 

Ein  Ausdruck,  der  offenbar  gleich  Eins  ist.  Also: 


d.  h. : 


A*  = 1 A = +1 


Die  Determinante  einer  orthogonalen  Substitntion  ist  ent- 
weder + 1 oder  — 1, 

•der: 


Die  Determinante  eines  Systems  unterscheid  et  sich  von  der 
eines  daraus  durch  eine  orthogonale  Substitution  gebildeten  Sy- 
stems entweder  gar  nicht  oder  nur  durchs  Vorzeichen. 
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Offenbar  folgt  aus  dem  Vorigen  auch,  dass  das  Product  von  beliebig  viel 
Determinanten  wieder  eine  solche  ist;  dies  gilt  also  auch  für  die  nte  Potent 
einer  solchen,  wenn  n eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

4)  Von  den  Unterdeterminanten  höherer  Ordnung  und  den  re- 
ciproken  Determinanten. 

In  den  Gleichungen  1)  und  2)  des  vorigen  Abschnitts: 

dA  . ^A  . , dA 

1)  A = a Tj h ■ -j- — +...+« 

P I d0p  , p 3 d„p  s 


p n da 


2) 


0 = o 


d A 
q . da 


+ o 


d A 
q 1 da 


+ O 


P’ 

d A 


qn  da 


p t ’ pl  1 ” ~p « 

(statt  « kann  man  auch  in  1)  und  2)  oj  r schreiben)  sind  die  Eigenschaften 


der  Unterdeterminanten  enthalten,  da  eine  solche : 


_dA 

dn 

P» 


übrigens  von 


p I’  pl  ■ • • p a 

frei  ist,  so  erfüllt  sie  auch  die  Gleichungen: 

d*  A „ d«A  d »A 


3) 


da1 


= 0, 


do_  da_ , da.  da, 


pt  "P*  P 1 s p I p 

Die  letzte  Gleichung  findet  darum  statt,  weil  man  die  Columnen  und  Reihen  ver- 
tauschen, d.  h.  statt  der  ersten  die  zweiten  Indices  betrachten  kann. 

d’ A 

Der  Ausdruck  ^ ^ , heisst  nun  Unterdeterminante  zweiter  Ordnung; 

d • “P  * * 

da  ; selbst  eine  Determinante  ist,  so  finden  die  der  Gleichung  1)  und  2)  ent- 

da 

p • 

sprechenden  Relationen  statt: 

-w  . , . d*A 

4)  sz fl_  . SZ 5T~  + * äl — 


5) 


dA  _ d*A 

d*  A 

da  q * da  da 

, +°q 

l da 

da 

pt  * pt  q l 

1 7 

P' 

0 = « 

_1_  rf 

d*A 

r l da  da 

T «* 

r 

1 da 

da 

pt  q 1 

P* 

9 

and»  da 
1 P« 


pt  qn 

d»  A 

- n da  da  ’ 
pt  qn 


wo  p und  q,  r und  q von  einander  verschieden  sind. 

Die  Unierdeterminanten  erster  Ordnung  haben  eine  einfache  Beziehung  zur 
Auflösung  der  linearen  homogenen  Gleichungen. 

Vergleicht  man  nämlich  das  System : 


ail  **+“.*  *•+•••  +*,! 

“*1 


= 0 
. = o 


“n.  X>+am  x*+--  • +ann*n=0 
mit  den  Gleichungen  2)  so  ergibt  sieb: 

dA  . dA  dA 

' da 


' Xn  da^  ( ‘ da 


P1'- 


wo  p ganz  beliebig  ist. 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen: 

dA 


= A 


Pl 


P 1 
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»o  kann  man  aus  diesen  Grössen  ebenfalls  eine  Determinante 

An  Al*  • • 

Atl  A% 1 

a-J 


Anl  Ah2 


bilden,  welche  man  die  Reciproke  der  gegebenen: 


A = 


11  13 

°2  1 "t  1 


“nl  ant 


% n 


n n 


nennt,  wahrend  die  Systeme  « und  Ap  ? adjungirt  genannt  werden.  Es  ist 


nun  nach  dem  Multiplicationssatte: 


6fl'  = 


*11  *12  ‘ ' Cl  n 
*2  1 *2  2 ’ ‘ ‘ *3  n 


n n 


Die  c sind  durch  die  Gleichungen  C)  des  vorigen  Abschnittes  bestimmt,  wo  statt 
„ immer  zu  setien  ist.  — Es  folgt  aber  dann  aus  1)  und  2)  dieses  Ab- 
schnittes: c^}|=A,  cp9  = 0’  also: 

A 0 . . . 0 
0 A . • • 0 


AA'  I 

0 0 

. f , II  1 

A — A 


= A 


D.  h.: 


Die  Reciproke  einer  Determinante  von  «’  Elementen  ist  ihre 

’ _ F*«1  gib t°  Iber  auch  eine  einfache  Beziehung  zwischen  den  Gliedern  der  ge- 
.j  TTniAniotorminflntrin  der  Reciproke. 


den  Gleichungen  aus: 

A) 


1 2 


letzteren  mit  «(  , 

1’  °12  • • ’ 

*»+«2  ,*.+  • 

• • + an  1 

*i  + °s,  **  + • 

■ • +“»2 

*i  + a2»  *»  + • 
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•o  erfolgt  ihre  Auflösung  in  der  Gestalt: 

B)  A *l=A1  , *,  + Al  t b,  + . 


&z. 


s=431 


+ A1  » bn 


+ • + 4» 


A'»  = ;lsl  *>  + ^3  *.+  •••  +^fln  »„■ 

Löst  man  diese  Gleichungen  nach  den  b auf,  so  folgt,  wenn  man  die  Werthe  a 
einluhrt : 

s Cs  («.  i *1+^  i *i  + . . . -f-  « er  ) 

1 • 1 71  I W 

A'4,  = A («,  , *,  + at  t a%  % aj 


A'4»=A(Bl»*‘  + "1a*.+  •••  + «„„«„). 
also,  wenn  man  die  Glieder  dieser  Gleichungen  mit  denen  der  ursprünglichen  ver- 
gleicht, und  A'=  a"~‘  setzt: 

6)  A "~'a  =«  . 

P?  P9 

Die  Sätze  von  den  Unterdeterminanten  lassen  sich  noch  etwas  erweitern.  

Setzt  man  nämlich  die  aus  Gleichung  4)  gefundenen  Werthe  der  Untcrdeter- 
mmanten  in  Gleichung  1)  ein,  so  kommt,  in  dem  mau  3)  berücksichtigt : 

” a = (V  ■««-»■  V’^rfc+'V.  '„’Ä 

^ ” 1 p i g 3 


+ •••+[« 


a z . a — a a 1 ^ ^ 

P,(«-0  ?s  p»  ?.(—«)  %,(»-,)%„■ 


u _ 

?3 


Setzt  mau  in  den  Gleichungen  2)  r für  9 und  berücksichtigt  die  Gleichnn- 
gen  4)  80  kommt  ferner: 

8)  (°r  1 aq  t - \ 2 aq  t}d«r)  dfl?2  +(“r  X “9  3“  “r  3 “9  ^ 

+ • • • 4*  Ca  / . fl  — n « 1 4 A _ 

r>("~0  ?"  rn  9,(«-l)Jdn  “5» ~ 

r,  (a— l)  9 n 

Diese  Beweisführung  lässt  sich  anch  für  die  Umerde terminanten  höherer  Ord- 
nung fortsetzen.  Man  sieht,  dass  die  in  der  Gleichung  7)  enthaltenen  Factorcn 
der  Unterdeterminanten  ebenfalls  Determinanten  - Form  haben,  und  dies  gilt  noch 
wenn  die  Unterdeterminanten  höherer  Ordnung  sind,  wie  leicht  zu  sehen  ist.  — 
Man  kann  diese  Factorcn,  als  die  den  entsprechenden  Unterdeterminanten  eom- 
plementärcn  bezeichnen.  Dann  gilt  aber  folgender  Satz: 

Die  Unterdeterminante  p ter  Ordnung  der  Reciproke  ist  gleich 
der  complementären  der  entsprechenden  Unterdeterminante  der 
de?  leetzte«Dr  m,D8Dte’  mul,iPlicirt  der  p-lsten  Potenz 

ucr  i6lZlCTCDi 

Ist  i.  B.  p = 2 , so  erhält  man : 

(A>  i 

leicht  ÄULden  A>  HDd  B>  Gezeichneten  Gleichungen.  Die  beiden 
ersten  Gleichungen  B)  geben  nämlich  sogleich: 

A(A»  2~Ai  j)  = (At  i A21)*i  +(^,  3 t A2j)4, 

+ ••  • + A3Z)V 
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Eliminirt  man  nun  ans  den  Qieichungen  A)  aber  ohne  die  zweite  zu  berück- 


sichtigen: « so  kommt: 


<at  t “J 


+<BS  l a3  3 
= (*j  3 as  * 

+ (° . s a,  c 


i l n n 


)** 


a 

n 2 


nn'  * ' 3 4 4 5 * ’ * 

)*.+  ••• 


und  durch  Vergleich  mit  der  voritehcnden  Gleichung,  wenn  man  dio  Werthe  von 
A.y^  und  t berücksichtigt: 

<-Al  , Ati)-  A(°3  3 "»t  • • • %n>  ' ' • 

Für  p — 1 lässt  sich  diese  Formel  auch  schreiben: 
dA  dA 


9) 


dA  d A _ d«  A 

d«  do  ‘ da  do 

pt  r q pq  n 


da  da 

VI  r • 

Wie  leicht  zu  sehen,  lässt  sich  dieser  Beweis  leicht  auf  die  Unterdeterroinante 
höherer  Ordnung  ausdehnen. 

Ist  die  gegebene  Determinante  gleich  Eins,  so  ist  dies  auch  mit  der  Rcciproke 
der  Fall,  dann  stimmen  also  die  Unterdeterminanten  der  letzteren  mit  den  com- 
plementären  der  ersteren  überein  und  umgekehrt. 

Ist  A = 0,  so  ist  auch  A'  = 0.  Es  gibt  dann  aber  die  Gleichung  9): 
dA  dA  _ dA  dA 

da  ' da  da  " da 

pq  rq  p>  r, 

D.  h.: 

Ist  die  Determinante  gleich  Kuli,  so  findet  zwischen  den  ent- 
sprechenden Elementen  verschiedener  ßeihen  der  Keciproke  Pro- 
portionalität statt- 

Moch  gilt  für  die  Rcciprokcn  folgender  Satz : 

Das  Quadrat  der  Keciproke  ist  mit  derBeciproke  des  Quadrats 
der  gegebenen  Determinante  von  Glied  zu  Glied  identisch. 

Es  ist  nämtich,  wenn  A wieder  die  gegebene  Determinante,  A'  die  Keciproke 
ist,  nach  dem  Multiplicationssatze: 

B. 


(Al)’=  A3(B-1)  = 


fits 


- B 


2 n 


B B . . . B 
nt  ns  nn 


wo  die  Gleichungen  C des  vorigen  Abschnittes  geben: 
Eben  so  ist: 


Bpq  At  p Alq  + A1p  Alq+  ■ • 


+ Anp  Anq 


A*  = 


£i  l Ei  i 

E>>  £ss 


E E „ . . 

st  n 2 


E_  _ — a. 


„ a 4-  <1  a ...  „ _ 

pq  i p IQ  * p * q • F np  nq 


n n 
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Seien  4 b . . . b die  Glieder  der  Beciproko  von  A’,  also: 

11,12  1%  Ft 

, _ *(a«) 

p q ~ dE_  ‘ 


so  ist: 


(A*)'=A?("  J)  = 


Pi 

b b 
11  % 1 

b b „ 
12  2 2 


und 


dbL 


= (A*r  e . 

"4  9 

Es  soll  nun  sein  b = B In  der  That  hat  man  nach  den  Gleichun- 
PI  Pi 

gen  1)  und  2) : 

E,P  A,,  + £2p  ‘.r° 


1 P 


+E» 


= A’, 


und  wenn  man  den  Werth  von  ^ berücksichtigt,  ergibt  sich: 

ßl,  *Vf 

Setzt  ciftn  in  den  beiden  vorletzten  Gleichungen  p — 1,  2 .••**»  multiplicirt 
bezüglich  mit  . . . A , n,  dann  mit  A0  ..  • n ®*  w'  » *ddirt 

die  Producte  und  berücksichtigt  die  letzte  Gleichung,  so  ergibt  sich : 


A/,p,  = €i9  ‘ip  + 'i,  A-'p+  ’ ' 


• + « 


» 9 nP' 


a ~~  — a , 
Pi  qp 


wenn  man  hierin  p mit  1,2.. . it  vertauscht,  die  Products  mit  A ^ j.  A^  a . . . A ^ ^ 
multiplicirt  und  addirt,  so  kommt  dann: 

aAP9  = A~(Aip  Ai9  + Aip  Ai9+  ■ • • + Anp  An^' 

d.  h.  4 = Ä , was  *u  beweisen  war.  Ist  die  Summe  dieser  Glieder  gleich  0, 

PI  PI  also: 

5)  Syinmctriche  und  symmctrale 
Determinanten. 

Unter  Diagonale  einer  Determinante  so  nennt  Cayley  die  V'*™™**™ 
soll  immer  die  von  link«  oben  nach  Determmmnle  O^be  Da  Mch  im  Dcu  - 
rechts  untengehende,  d.  h.  die  Elemente  sehen  kein  Name  daTO. 
u o ...a  verstanden  werden,  wollen  wir  bio  als  symmetral  beicichncn. 

ll  II  n n Aas  der  Bedingung  für  solche  Deter- 

Ein  Element  irgend  einer  Reihe  heisst  mjnanten  folgt: 
dem  einer  Colonne  conjugirt,  weun  beide  _ q 

in  Bcsug  auf  die  Diagonale  pp  ' 

a a ...»  indes«  kommt  es  auch  vor,  dass  die 

1 1 * s " “ " . Gleichung: 

symmetrische  Stellung  haben,  also  a a — — a 

. , Pi  p 9 9 P 

ist  conjugirt  a ..  , . . . . 

HP  nur  gelten  soll,  wenn  p ungleich  9 ist; 

Eine  Determinante  heisst  symmetrisch,  oinc  60lch(;  Determinante  soll  uneigent- 
wenn  jede  swei  conjugirten  Glieder  gleich  ,ich  ,ymmetrai  heissen. 

-,_j  a =a  ■“*  • ■ 

Pi  iP 


sind,  also  wenn  «n  „ - «„  „ '**•  Die  symmetrischen  und  symmetialen 
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Determinanten  theilen  dieae  Eigenschaft, 
wie  leicht  zu  sehen,  mit  gewiesen  Unter- 
determinanten, nämlich  denen  von  der 
Form : 


(da  A , A Glieder  der  Reciproke 
' PH  HP 
sind),  also: 


Kl 


“/•-•p->  p+ » H"1 


PH 

nach  beiden  a 


PI 


HP 


aph+ahp' 


(r-)  = 

\ pq> 


0, 


bei  ungradem  Grade,  wo  A —A  ist: 
PH  HP 


deren  erstes  Glied  also  dnreh  die  Dia- 
gonale gebildet  wird.  Diese  bezeichnet 
man  oft  als  Haupt- Unterdeterminante. 

Da  ferner  bei  den  symmetralen  Deter- 
minanten, bei  Vertauschung  der  Colonnen 
mit  den  Reihen  jedes  Glied  sein  Zeichen 
ändert,  und  somit  die  Dcterminate  selbst 
ein  anderes  Vorzeichen  erhält,  wenn  die 
Anzahl  ihrer  Glieder  ungrade  ist,  bei 
grader  Anzahl  aber  dasselbe  behalt,  so 
folgt  hieraus,  da  eine  solche  Vertau- 
schung die  Determinante  nicht  andern 
darf: 

Eine  symmetrale  Determinante 
von  nngrader  Gliederzahl  ist 
immer  gleich  Hüll. 

Dasselbe  gilt  natürlich  für  alle  Haupt- 
Unterdeterminanten , je  nachdem  die 
Gliederzahl  der  letztem  grade  oder  un- 
grade ist. 

Symmetrische  Determinanten  haben,  wie 
leicht  zu  sehen,  auch  symmetrische  Reci- 
proken.  Ebenso  zeigt  sich,  dass  die 
Reciproke  einer  symmetralen  Determi- 
nante dann  auch  symmctral,  wenn  die 
Gliederzahl  grade  ist. 

Ist  die  Gliederzahl  ungrade,  so  ist 
die  ursprüngliche  Determinante  und  nach 
dem  im  vorigen  Abschnitte  Gezeigten 
auch  die  Reciproke  gleich  Hüll.  Die 
letztere  bat  dann  symmetrische  Form. 

Die  Sitze,  über  die  Gestalt  der  Unter- 
determinanten  als  Differenzialqnotienten 
sind  für  symmetrische  und  symmetrale 
Determinanten  zu  modificiren,  da  hier 
jedes  Element  a zweimal  vorkommt. 

PH 

Sei  lg— — 1 der  Differenzialquotient 

i , dann  ist: 

PR 

/ *a  \ _ 

\c)a  I da  da 
' p q'  V Q 


(^)= 

' PH' 


2/t 


PH 


Da  bei  ungrader  Gliederzahl  der  sym- 
metralen  Determinante  dieselbe  ver- 
schwindet, so  sind  nach  einem  im  vori- 
gen Abschnitte  bewiesenen  8atze  die 
entsprechenden  Glieder  verschiedener 
Reihen  der  Reciproke  proportional,  also: 


A A 
PH  _ __ 
A ~ A 
PP  rP 


V 


A A 
PH  _ JPJ 
A ~ A 
HH  Hr 


Da  aber  die  Reciproke  symmetrisch  ist, 
so  erhält  man  durch  Multiplication  bei- 
der Gleichungen : 


&i-.L 


i) 

oder  auch: 


A A 
PP  HH 

A = VÄ 
PH  ' 


A 

PP  HH 


A 1 lA 

PH  _ II  HH 

A ~ V A 
pr  f rr 


für  symmetrische  Determinanten  also,  wo 
A = A 
PH  HP 

Vap rr  v"rr'  Fp 

Dagegen  ist  für  symmetrale  Determi- 
nanten von  gradem  Grade: 

aph  ~ ~ ahp' 


Jedes  Glied  der  Reciproke  einer  sym- 
metralen Determinante  Von  ungrader 
Gliederanzahl  ist  gleich  der  mittleren  Pro- 
portionale der  beiden  Glieder  der  Dia- 
gonale, welche  mit  dem  gegebenen  in 
einem  Index  übereinstimmen. 

Seien  jetzt  af  • ann  w'e<*cr  die 

Glieder  einer  beliebigen  Determinante, 
Aj  1,AJ  4 , . , An  n die  Unterdetermi- 
nanten, B die  a entsprechende  Un- 
PH  PH  v 

terdeterminante  der  Determinante  Arf,  so 

lasst  sich  leicht  die  Gleichung  beweisen. 

1)  A — a A — JT  et  ü B , 

' rs  r * pq  PP  f * PH 


JZ  1,  2 . . r — 1»  r + 1 ..  . n 

p=l.  8 ...»  — 1,  »-fl...» 

zu  setzen  ist.  Denn  offenbar  kommt  ein 
Glied  (trf  vor,  welches  mit  der  entspre- 
chenden Unterdeterminante  Arf  multi- 
plicirt  ist. 
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In  jedem  der  übrigen  Glieder  befinden 
eich  zwei  Factorcn  und  die  einer 

Reihe  und  einer  Colnmne  die  in  a s Zusam- 
mentreffen, entnommen  sind.  Mit  diesem 
Product  ist  multiplicirt  eine  Unterdeter- 
minante zweiter  Ordnung,  die  der  mit 
ar  $ aq  p “ültiplicirten  entgegengesetzt 

gleich  ist,  (dies  Product  geht  nämlich 

aus  a a durch  eine  Permutation  her- 
rp  qs 

vor)  oder  was  dasselbe  ist,  der  mit  o 

' qp 

multiplicirten  in  A , diese  aber  ist 


Für  s s r hat  man 

B auf  A bezieht: 
p q rr 

2)  A — u A — Za 
' rr  rr  ri 


nun,  wenn  sich 


gleich  B 


P 9 


l 2 


n B +pq. 
q r pq  1 

Seien  nun  . . . o Glie- 

11  12  fl  M 

der  einer  symmetralen  Determinante  von 
grader  Gliederzahl,  so  bilden 

Al  l A\ 1 • ' * 

anch  eine  symmetrale  Determinante,  und 
die  Reciprokc  der  symmetralen  Deter- 
minante Ar  r , welche  von  ungrader  Glie- 
derzahl ist: 

. . . B. 


2 it—  1 


Bn— l l Bn—%  a.  ' ‘ - ^n—i  tt—  i 
ist  also  symmetrisch  gleich  Kuli,  und  die  Glieder  erfüllen  die  Gleichung: 


B =Vß  B 

pq  pp  qq 


Somit  ist  also,  da  «r  = — as  , 


orr  = 0 ist: 


A = Z a a YB 

pq  'P  -»  ' 


B — Zn  Iß  Za  Vß 
PP  qq  p rp  r PP  q rq  r q q’ 


pp 


d.  h.: 

3) 

d.  h.: 

Eine  symmetrale  Determinante  von  grader  Gliederzahl  ist  das  Quadiat  einer 
ganzen  rationalen  Function  der  Coefficienten. 

Hieraus  folgt  sogleich: 

VÄ=r.r,  ir 

aber  B ^ ^ ist  selbst  eine  symmetrale  Determinante  von  grader,  nämlich  n — 2 tcr 

Ordnung,  sie  kann  also  ähnlich  wie  A ausgedrückt  werden.  Indem  man  so  fort- 
fährt, kommt  man  schliesslich  auf  Determinanten  von  zwei  Gliedern  der  Haupt- 
Determinante  : 

0 m j = a> 

■ ■ I » I 

d.  h. : 

Eine  symmetrale  Determinante  von  grader  Gliederzahl  ist  das 
Quadrat  einer  ganzen  ratioalen  Fnnction  der  Glieder. 

Es  besteht  dann  ]f  A aus  1 • 3 • 5 . . . (ft  — 1)  Gliedern,  die  Products  von 
» Elementen  sind,  und  verschiedene  Indices  haben. 

Beispiel 
0 n b e | 

— o 0 de 

-b -d  0 f 

— c — e — f 0 


= («/—  eb  -f  cd)*. 
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Dam  latsten  Satze  lässt  lieh  aber  auch  eine  Ausdehnung  auf  solche  Deter- 
minanten geben,  welche  die  Bedingung  — — o nur  erfüllen,  wenn  q un- 

gleich )i  ist,  wo  aber  die  Glieder  o,  f a,  s . . . alle  gleich  sind. 

Sei  A zunächst  eine  beliebige  Determinante,  D diejenige,  welche  daraus  ent- 
steht, wenn  man  die  Diegonalgliedcr  sämmtlich  mit  Null  vertauscht,  D j die  dem 

GHede  entsprechende,  f die  n ^ t nj  ( entsprechende  Unterdeterminante,  u.  s.  w. 
so  dass  x.  B.  D,  tu  also  eine  Unterdeterminante  dritter  Ordnung  ist,  dann  ist : 


& = D + Za  D +2  a a D + 2 a a a , D ,+  ... 

1 rr  r rt  ti  rt  ' , rr  ts  tl  nt 

r r,  s r,i,l 

+ *1,1  °7,1  * ••  %,« 

Denn  die  Glieder  von  A»  welche  kein  Glied  der  Diagonale  enthalten,  sind  mit 
D identisch,  die,  welche  ein  Glied  derselben  enthalten,  sind  mit  D , die  zwei 

Glieder  enthalten,  mit  Df  j u.  s.  w.,  mnltiplicirt. 

Sei  nun 


PI 


n ■ 

vp 


a = x, 
PP 


so  werden  von  den  Determinanten  D,  D^,  ^ . . . diejenigen,  deren  Gliederzahl 

ungrade  ist,  verschwinden,  die,  bei  denen  sic  grade  ist,  symmetral  sein.  Aus 
diesem  Grunde  erhält  man,  wenn  man  die  Glieder  von  A in  umgekehrter  Ord- 
nung schreibt: 

A = x"  + xn~- 2D,  + xn~i  2Dt  + . . ., 
wo  2D ^ die  Summe  der  Unterdeterminanten  mit  k'  Gliedern  bezeichnen,  und  alle 

Determinanten  in  die  Summe  aufgenommea  werden,  deren  Indicesreihen  die  Com- 
binationen  zu  k aus  der  Reihe  1,  2 . . . rt  ergeben. 

Da  nun  D,lf  jedenfalls  ein  Quadrat  ist,  so  folgt: 


Die  bezeichnete  Determinante  ist  eine  ganze  rationale  Func- 
tion des  Hauptelemente,  welche  nur  grade  oder  ungrade  Expo- 
nenten enthält.  Die  Coefficicntcn  der  Entwicklung  aber  sind 
Quadrats  ummen. 


X a b e 

—a  x 4 c 

-b-d  x f 

— c — e — f x 


Beispiel. 

+ + 6*  + c»  + d*  + e‘  + p)  **  + (af-  be  - cd)*. 


0)  Ueber  die  Resultanten. 

Wenn  aus  einer  Anzahl  Glciehungcu  die 
Unbekannten  sämmtlich  eliminirt  werden, 
so  heisst  die  linke  Seite  der  Eliminations- 
gleichung,  (also  der  Ausdruck,  welcher 
verschwindet)  Resultante  des  Systems. 

Die  Anzahl  der  Unbekannten  ist  im 
Allgemeinen  n—  l,  wenn  die  der  Glei- 
chungen n ist. 

Bei  homogenen  Gleichungen  ist  sie 
gleich  n. 

Jedes  System  kann  in  eine  von  ho- 
mogenen Gleichungen  verwandelt  werden, 
wenn  man  die  Unbekannten  x,  y,  s . . . 


• xf  t/  t1 
vertauscht  mit  — , — , — 


und 


mit  der  höchsten  Potenz  von  u mnlti- 
plicirt. 

Homogene  Gleichungen  dagegen  wer- 
den in  solche  mit  einer  Unbekannten 
weniger  verwandelt  durch  Division  mit 
der  höchsten  Potenz  der  einen  davon. 


Die  Auffindung  der  Resultante  kann 
auf  verschiedene  Weise  geschehen.  Für 
weitere  Entwickelungen,  wenn  auch  nicht 
für  numerische  Berechnung,  empfiehlt  sieh 
namentlich  die  Anwendung  der  symme- 
trischen Functionen. 
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Seien  zunächst  gegeben  zwei  Glei- 
chungen : 

T(x)  ~ a^m  '+••■  + »m  = 0 

V(*) = *•*"  + V-1  +••■  + *»  = 0- 

Sei  zunächst  ir,  = 1 und  4,  = 1. 

Seien  die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung 


*.  • • *„• 


Setzt  man  einen  dieser  Werthe  x^ 
die  zweite  Gleichung  ein,  so  kommt 


*<*,)=  °- 


in 


es  verschwindet  also  auch  das  Product: 


%,)  %,)  ■ ■ • *(*mr 


Dies  ist  eine  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  der  ersten  Gleichung,  mit- 
hin eine  ganze  rationale  Function  der 
Coefficienten  derselben,  von  x frei,  und 
somit  die  Uesultante. 

Sind  x^*\  x^ . , . x^  die  Wurzeln 
der  zweiten  Gleichung,  so  ergibt  sich 
für  die  Resultante  auch  die  Form: 


7 0(,)]  y [x(S)]  ....  y [xW. 

Beide  stimmen  bis  höchstens  aufs  Vor- 
zeichen überein.  Denn  die  erste  lässt 
sich  schreiben : 


Oi  -*^j  t*i  -*^r  • 

■ • Oi  -• 

Os  - Os  -*('b  • 

• • Os  -■ 

Om-x(,)]  Om-*(,)]  • 

und  die  zweite: 

0(l)- *.]  0(,)-*.]  • 

: . 0(,)- 

0^-*J  0^~*sl  • 

. . 0*°- 

O^-xj  0W-*.]  • 

. . 0W- 

Völlige  Uebereinstimmung  findet  also 
statt,  wenn  wenigstens  eine  der  Zahlen 
m und  h grade  ist. 

8ind  a , und  4,  beliebig,  so  bringt 
man  die  Gleichungen  y und  C durch 


Division  mit  diesen  Grössen  auf  die  eben 
betrachtete  Form,  zum  Schlüsse  wird 
dann  durch  Multipliciren  mit  der  höch- 
sten Potenz  von  «,  und  4,  der  Nenner 
weggesehafft.  Es  ist  daher  in  diesem 
Falle  die  Resultante  eine  homogene 
Function  der . Coefficienten.  Denn  ehe 
sic  von  den  Brüchen  befreit  wurde,  ent- 
hielt sie  nur  die  Ausdrücke: 


tl  1±  Li  Li 

o. ’ ».  40  ’ 4,  ' ' ' 

war  also  homogen  vom  Grade  Null,  durch 
Multiplication  mit  einer  Grösse  aber  wird 
die  Homogenität  nicht  aufgehoben. 

Die  Formen  sind  in  diesem  allgemei- 
neren Falle : 

aP V'(Jfi)  VO.)  • • • 

= ±4?y[*(,)]  V-O^]  . . .V-CxW] 


Die  erstere  Form  zeigt,  dass  die  Coef- 
ficienten von  y,  in  der  mten,  die  zweite, 
dass  die  von  y in  der  n ten  Dimension 
enthalten  sind,  also: 

DieRcsnltate  zweier  Gleichun- 
gen vom  in  ten  und  «ten  Grade  ent- 
hält dicCoefficienten  der  ersten 
in  der  «ten,  die  der  zweiten  in 
de r »i t c n Di mensi on.  Ihre  Dimen- 
sion ist  daher  m n wenn  man  alle 
darin  enthaltenen  Grössen  be- 
trachtet. 


Wird  jede  der  Wurzeln  x„  x,  . . . 

x^.  .. . mit  einem  Faktor  c multi- 

plicirt,  so  wird  offenbar  die  Resultante  mit 

cffl  ” mnltiplicirt  sein.  Dieses  Muitipli- 
ciren  der  Wurzeln  ist  aber  dasselbe,  als 
wenn  in  y mnltiplicirt  wird  a,  mit  c,  a, 
mit  c*  . . . ; Gloiches  gilt  für  ip,  d.  h. 
wenn  man  in  der  Resultante  für  o , 4 

P P 


bezüglich  schreibt  a , 4 cf,  so  ist 
P P 

dies  dasselbe,  als  wenn  die  Resultante 

mit  cm  " mnltiplicirt  wird.  Die  beschrie- 
bene Substitution  ist  aber  gleich  einer 
Multicatlon  jedes  Gliedes  der  Resultante 
mit  einer  Potenz  von  r,  welche  die  Summe 
aller  Indiccs  des  Gliedes  zum  Exponen- 
ten hat , also  z.  B . a a 4 4 mit 

p q r t 


jP+9+r+s  nqn  jjeeer  Exponat 

gleich  m n ist,  so  folgt: 


Die  Summe  der  Indiccs  jedes 
Gliedes  der  Resultante  ist  die- 
selbe und  zwar  gleich  mn. 

Uebrigens  ist  offenbar  die  Resultante 
der  beiden  Gleichungen  y n 0,  ty-o 
auch  die  der  Gleichungen  : 
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+ « , , x 

ttl  — 1 


4-  • • • -f  ao  — 0 


i>n  **  + *n  1 + ...+*,=  0. 

Seien  jetzt  zwei  homogene  Gleichungen  vom  mten  und  nten  Grade  mit  drei 
Unbekannten  gegeben: 

azm  +(ßy  + ys)xm  1 + (<fy*  + *ys  + {*’)*m  " + ... 

“i*n+GJiy+>,it)jr”~1  +(J>y’  +*,ye  + fi»,)*n  '+  • • • 


Eliroinirt  man  x,  so  hat  man  in  der 
Resultante  für  die  Summe  der  Indicea 
jede«  Gliedes  m n;  jedes  dieser  Glieder 
enthält  aber  y und  z in  der  Dimension, 
welche  der  Stellung  des  Gliedes,  d.  h. 
dem  Index  entspricht,  z.  B. 

fli  = /fy  + Xi2 

U.  8.  W. 

Die  Resultante  ist  also  eine  homogene 
Function  von  y und  z vom  Grade  m n. 
Setzt  man  dieselbe  gleich  Null,  so  er* 
hält  man  durch  Auflösung  an*  Wcrthe 
y 

von  Dasselbe  findet  statt,  wenn  man 
y eliminirt,  man  erhält  dann  m n Werthe 
von  ~ aus  den  entsprechenden  Resul- 
tanten. Also  : 

Die  Zahl  der  Werth -Systeme  — , — , 

z z 

»eichen  die  beiden  Gleichungen  genügen, 
ist  gleich  m i*. 

Für  nicht  homogene  Gleichungen  mit 
swei  Unbekannten  ist  t=Z  zu  setzen. 

Nehmen  wir  das  Letztere  an,  so  lassen 
sich  anch  die  symmetrischen  Functionen 
aus  den  Wurzeln  x.,  x,-  . . . x , 

»nF«  • • ■ ymn  rational  bilden. 

Dies  ist  an  aich  klar  für  diejenigen 
Functionen,  welche  nur  x,,  x,  ...  oder 
y,,  y,  . . . enthalten,  da  diese  sich  un- 
mittelbar aus  den  entsprechenden  Resul- 
tautengleichongcn  ergeben. 

Was  aber  die  anbetrifft,  die  zugleich 
x und  y enthalten,  so  verfahre  man  fol- 
gendermaassen.  Wir  setzen: 

« = px  + yy, 

eliminiren  mittels  dieser  Gleichung  aus 
beiden  gegebenen  x,  wodurch  ihr  Grad 
nicht  verändert  wird,  und  bilden  durch 
Wegschaffen  von  y die  Resultante,  welche 
nach  u vom  n aten  Grade  ist. 

Ea  lassen  sich  daraus  dia  symmetri- 
schen Functionen  von  »,  also  auch  die 
Potenzaummen  darstellen.  Also : 

2*  = (pxl  + yy,),-Hp*,+  yy,)l+  • • • 


Beide  Seiten  der  Gleichung  enthalten 
p 9,  indem  man  nun  die  Coefficienten 

r*  t m f* 

beliebiger  Potenzen  beider  z.  B.  p q 
vergleicht,  ergibt  sich  der  Werth  von 

und  eben  so  sümmtliche  sym- 
metrische Functionen. 

Seien  die  gegebenen  Gleichungen  ho- 
mogen in  x,  y,  z,  so  lassen  sich  die  ho- 
x y . 

mogeuen  Functionen  von  — , in  die- 
ser Weise  darttellcn:  nimmt  man  für 
z , , i,.  . . . z einen  beliebigen  Werh 

an,  wie  dies  ja  geschehen  kann,  so  er- 
geben sich  hieraus  alle  symmetrischen 
Functionen  der  drei  Variablen. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Resultante  von 
drei  beliebigen  Gleichungen  mit  uwei 
oder  drei  homogenen  Gleichungen  mit 
drei  Unbekannten  über.  Seien  dieselben: 


'/(*>»)  = 0,  y,(x,y)  = 0,  y,(x,y)=0, 

bezüglich  vom  n,  »,,  «,  ten  Grade. 

Seien  x,  x,  ...xB  „ , y,y,...ynf(| 

die  Werthsysteme,  welche  den  beiden 
ersten  Gleichungen  genügen,  dann  wird: 

yi)  '/»(*■. y.)  „’S'ish,* 

verschwinden,  und  da  darin  nur  symme- 
trische Functionen  der  Wurzeln  vorhan- 
den sind,  so  drücken  sieb  die  Wurzeln 
rational  durch  die  Coefficienten  von  y 
und  y , aus.  Die  Resultante  bat  drei 
Formen,  je  nachdem  man  in  y,  y,  oder 
y , einsetzt,  sic  enthält  nach  der  letzten 
Form  die  Coefficienten  von  y , im  Grade 
»at,  also  die  von  y , im  Grade  nn,,  von 
y im  Grade  »m,  und  zwar  sind  die 
Coefficienten  jeder  der  drei  Gleichungen 
in  homogener  Form  enthalten,  wenn 
das  Anfangsglied  mit  a„  und  nicht  mit  1 
moltiplicirt  gedacht  wird. 

Offenbar  nämlich  ist  dann  y,  homogen 
und  von  erster  Qrdnung,  also  die  Re- 
snltante  homogen  and  von  «in,  ter  Ord- 
nung in  Bezug  auf  die  Coefficienten 
von  na. 

Wie  bei  der  Resultante  zweier  Glei- 
chungen lässt  sich  nun  zeigen,  dass  wenn 
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man  allen  Gliedern,  welche  die  Potenzen 
irgend  einer  Unbekannten  z.  B.  x mul- 
tiplicircn,  einem  dem  Exponenten  der- 
selben gleichen  Index  gibt,  also  dem 

Coefticiemen  von  den  Index  p , dass 
dann  die  Summe  der  Indices  jedes  Glie- 
des der  Resultante  n nt  »,  beträgt.  Fer- 
ner wenn  drei  homogene  Gleichungen 
vom  Grade  «,  st,  #ta  mit  vier  Variablen 
x , y,  z.  v gegeben  sind,  dieselben  durch 
n,  nl%  n7  Werthsysteme  erfüllt  werden. 

— Hieraus  dann  ergibt  sich  die  Bildung 

x 

der  symmetrischen  Functionen  von 

y z 

— , — womit  man  dann  auf  die  Resul- 

u u 

tante  von  vier  Gleichungen  übergehen 
kann  n.  a.  w. 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  Resultante 
von  p Gleichungen  in  Beeng  auf  die 
Coefticiemen  einer  jeden  homogen  und 
von  einem  Grade  ist,  der  dnreh  das  Pro- 
dukt der  Grade  der  übrigen  p — 1 Glei- 
chungen angezeigt  wird.  Das  Produkt 
der  Grade  aller  aeigt  die  Indicessumme 
jedes  Gliedes  der  Resultante  an,  wenn 
man  jedem  Factor  der  Potenzen  einer 

Variable  etwa  von  x f den  Index  p gibt. 

Die  Theorie  der  Resultante  gibt  auch 
ein  einfaches  Mittel,  die  symmetrischen 
Fnnctionen  der  gemeinschaftlichen  Wur- 
zeln mehrerer  Gleichungen  leicht  zu 
bilden. 

Seien  n — 1 Gleichungen  mit  n Un- 
bekannten gegeben. 

Man  fügt  eine  ntc  lineare  Gleichung 
hinzu,  f—  0,  eliminirt  man  dann  n — 1 
Unbekannte,  so  ist  die  Resultante,  wel- 
che noch  eine  Unbekannte  { enthält: 

f(*v  y»  *i  • • •).  /(*..  y,<  *.-••) 

nnd  die  einzelnen  Glieder  mit  der  in- 
dependenten Darstellung  verglichen  gibt 
die  einfachen  symmetrischen  Functionen 
der  z,  y,  z . . . als  Cocfficicnten  der 
gleichen  Potenzen  von  { in  beiden  Dar- 
stellungen. Hierans  aber  lassen  sich  alle 
aymmetrischcn  Functionen  bilden. 

Ersetzt  man  nun  f dnreh  eine  Glei- 
chung F vom  beliebigen  Grade,  so  lässt 
sich,  da  die  symmetrischen  Functionen 
bekannt  sind,  die  Resultante  sogleich 
lierstellen.  Man  kann  hierbei  von  zwei 
Gleichungen,  deren  eine  linear  ist.  aus- 
gehen, diese  letztere  durch  eine  beliebige 
ersetzen,  mit  einer  dritten  linearen  ver- 
binden n.  s.  w.,  wodurch  sich  dann  die 
Resultante  von  beliebig  viel  Gleichungen 
bestimmen  lässt.  . - 


7)  Von  den  gemeinschaftlichen 
Wurzeln  mehrerer  Gleichungon. 

Das  Verschwinden  der  Resultante  lat 
die  Bedingung,  dass  beide  Gleichungen 
eine  gemeinschaftliche  Wurzel  haben. 
Bildet  man  aus  n homogenen  Gleichun- 
gen mit  n Unbckanuien,  auf  welche  Form 
sich  ja  ein  nicht  homogenes  System  mit 
n— 1 Unbekannten  bringen  lässt,  die 
Resultante,  und  verschwindet  diese,  so 
lassen  sich,  die  Verhältnisse  der  Un- 
bekannten im  Allgemeinen  als  rationale 
Functionen  der  Coeffictcnten  darstellen. 
Es  soll  hier  die  entsprechende  Form  ge- 
funden werden. 

Seien  gegeben  die  Gleichungent 

¥ = 0,  = 0,  x - 0 

nnd  <f  von  der  Formt 


m . m — 1 m — 2 

<f = ax  + 4*  y + c*  z + . . . 

Sei  R(a,  4,  c . . . ) die  Resultante 
dieser  Gleichungen.  Ersetzt  man  nun  in 
y die  Coefficicntcn  t a,  4,  c . . . bezüg- 
lich durch  a + o,  4-J-/9,  c + y . . . ao 
bleibt  die  Resultante  unverändert,  wenn 
die  Vermehrungen  y ungeändert  lassen, 
also  die  Bedingung  erfüllen  t 


..  m , - m — i . m—1. 

1)  ax  + ßx  y -t  yx 

Nun  hat  die  Resultante  aber  nach  der 
Aenderung  die  Formt 

fl  («  + «.  <>  + ß,  c + y)  • • • =0. 


Setzen  wir  «,  ß,  y,  die  bis  auf  die  Be- 
dingung 1)  beliebig  sind,  unendlich  klein, 
so  ergibt  sich  da  R(a,  4,  e . . .)  = 0 
ist,  auch : 


dB  d ß dft 
2>  + 


. = 0 


8 y 

also  da  die  Verhältnisse  — , ~ . . . be- 
er a 

liebig  sind  im  Vergleich  mit  1): 

_ aÄ  dft  dß 

x-.y.Z. da  ’ Üb  ’ de  ’ ‘ ’ 


Da,  wenn  man  eine  beliebige  Gleichung 
mit  n — 1 Unbekannten  homogen  macht, 
, . x y z 

x,  v,  * • • • durch  — , — , — . . . er- 

9 w u u 

setzt  werden,  so  geben  also  diese  Ver- 

hältnisse in  diesem  Falle  die  Unbekann- 
ten selbst. 

Offenbar  kann  man  statt  <*,  &,  c be- 
liebige Glieder  von  </  nehmen,  die  im 
Verhältnisse  x :y  : s , . » stehen,  also 
enthalte  y die  Glieder: 

,«v+*«'-y+\ 
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so  ist  auch: 

tlfl  dR 

x:*=dj:W 

In  Aninahmcfallcn  kann  ca  Vorkom- 
men, dass  es  mehrere  Werthsvstcme  von 
x:y:t  gibt,  welche  den  Bedingungen 
genügen.  Dann  muss  aber,  da  das  Ver- 
hältnis* kein  eindentigea  bleiben  darf: 

dR  _ dR  _ BR  _ 
da  db  de 


8)  Andere  Lösungen  d c s E 1 i - 
mination  sproblems. 

Für  theoretische  Untersuchungen  ist 
die  Eliminationsmethode  mittels  symme- 
trischer Functionen  die  beste.  Bei  wirk- 
licher Berechnung  führen  jedoch  andere 
Methoden  schneller  zum  Ziele. 

Wir  betrachten  zunächst  zwei  Glei- 
chungen. 

8eien  dieselben  Gleichungen  zunächst 
von  gleichem  Grade: 


sein.  D.  b. : 

Haben  die  Gleichung en  zwei 
oder  mehrere  gemeinschaftliche 
Wu rze lsy s temc  ,so  müssen  sä mmt- 
liche  erste  Differenzialquotien- 
ten  der  Resultante  verschwinden. 

Um  in  diesem  Falle  die  gemeinschaft- 
lichen Wnrzelwcrthe  zu  linden,  bemerke 
man,  dass  man  hat,  da  R und  seine  er- 
sten Differcnzialquotienten  verschwinden: 
fd*R 

R(a  + a,  b + ß . . .)  - 


, „ d*R  d>R  . 
+ 2dadbt,ß  + -öb’ß 


Da  die  Verhältnisse  der  n und  ß über- 
einstimmen, so  kann  man  sic  bis  auf 
je  zwei  verschwinden  lassen,  cs  muss 
dann  also  z.  B.  die  Gleichung: 


+ a 1 + . . . -f  «b  = 0 

d,xn  4,*”  1 + . . . + 4^  = 0. 

Man  multiplicirt  die  erste  Gleichung 
mit  4,,  die  zweite  mit  «,  und  subtrahirt, 

ebenso  die  erste  mit  4 , die  zweite  mit 
n 

a and  subtrahirt.  Die  letztere  DifTc- 
n 

renz  kann  dann  durch  x getheilt  werden, 
man  hut  also  zwei  Gleichungen  (n— l)steu 
Grades  mit  dem  man  ebenso  verfahrt 
n.  s.  fM  so  dass  man  schliesslich  zwei 
Gleichungen  ersten  Grades  hat,  aus  de* 
nen  man  x eliminirt.  Von  den  zuletzt 
genannten  zwei  Gleichungen  gibt  übri- 
gens eine  jede  x selbst  als  Function  der 
Coefficicnten. 

Sind  die  Gleichungen  von  verschiede- 
nem Grade: 


d*R  d*R  d*R 

<£«'+*ö£b°ß+ö  4>=° 


mit  Gleichung  2),  d.  h. : 

tW  . tU  1 n 

ux  + ßx  y = 0 
übereinstimmen,  daraus  erhält  man,  wenn 
man  a und  ß eliminirt: 


d a7  * da  db 


xy  + 


d*R 

üb*1 


= o, 


eine  Gleichung,  welche  zwei  Systeme  x 
und  y ergibt.  In  gleicher  Weise  folgen 
die  übrigen  Unbekannten. 

Sollen  mehr  als  zwei  Werthsysteme 
Itattfindcn , so  müssen  also  auch  alle 
zweiten  Diffetenzialquotienten  von  R ver- 
schwinden, und  zur  Bestimmung  der 
Unbekannten  ergibt  sich  eine  Gleichung 
dritter  Ordnung.  Also  allgemein : 

Wenn  »Werthsysteme  die  Glei- 
chungen verificiren,  so  muss 
die  KeBultante  und  alle  ihre  n 
Differenz ialqnoticnten  bis  znr 
(»— l)ten  Ordnung  verschwin- 
den, die  »te  Ordnung  aber  nicht, 
und  aus  diesen  ergeben  sich  Glei- 
chungen ntenGradcs  zurBcstim- 
mung  der  Systeme. 


atxn+P  + „,*"+*- 1 + ... 

+ a»+J>  = ° 
4.x"  + 4.x"-1  + . . , + 4n  = 0, 

Bo  multiplicirt  man  die  erste  mit  60,  dio 


zweite  mit  a0x^  und  subtrahirt,  man 
hat  dann  eine  Gleichung  vom  Grade 
n + p-1 


(..»)."+r-‘  + ( ai4i)x"+^"*  + ... 

+ a«+;>-0. 

Diese  wird  mit  4.  und  die  zweite  Glei- 


chung mit  (a,4)x^  multiplicirt,  und 
subtrahirt,  wodurch  eine  vom  Grade 
n-f-p  — 2 entsteht;  so  fortfahrend  bringt 
man  die  erste  Gleichung  auf  den  Grad  n 
und  hat  sie  dann  mit  der  zweiten  in  der 
obigen  Weise  zn  behandeln. 

Diese  Methode  gibt  aber  das  Resultat 
mit  nicht  dazugehörigen  Factoren  be- 
lastet, gibt  also  nicht  eigentlich  die  Re- 
sultante. Von  diesem  Ucbelstand  sind 
die  folgenden  Methoden  frei. 

Nach  Sylvester  verfährt  man  folgender- 
in  aussen. 

Seien  die  Gleichungen: 


40 
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n , n— t , . n 

a0x  •+■  a,x  + . . .+on  = 0 

b,xm  + klxm~  1 + . . . + 6=0. 


durch  x — x,  dividirt  gibt: 

[(°A)*  + («.*.)]  *i  + (rt.t.)-r 

+ (“i&i)  — 0, 


Man  mulliplicirt  die  erste  nach  der  also  wenn  man  die  Cocfficienten  von  x, 
Reihe  mit  und  x',  einzeln  verschwinden  lässt  : 


x,  x*  . 
die  zweite  mit 


(<*.  4i)  («.*.) 

(a04,)  («,  6,) 


= 0. 


x,  x'  , . . *n_l.  8ind  drei  Gleichungen  mit  zwei  Unbe- 

kannten gegeben,  so  kann  man  aus  je 
Man  hat  dann  ein  System  von  m + n zweien  auf  eine  der  angeführten  Arten  x, 
Gleichungen,  worin  in  linearer  Form  ond  aus  den  zwei  so  entstehenden  y 
Vorkommen  eliminiren. 

xn  — I.  In  gleicher  WcUe  setzt  sich  dies  Ver- 

fahren für  eine  beliebige  Anzahl  von 
Diese  m + n Grossen  kann  man  als  Gleichungen  fort.  Dies  Verfahren  gibt 
unabhängige  Grossen  betrachten  und  cli-  aber  nicht  immer  die  Resultante  frei  von 
miniren,  man  erhält  dann  die  Resultante  fremden  Factoren. 
in  Detonuinantenform. 


Berechnet  man  aus  m (- « — 1 der 
Gleichungen  x,  eliminirt  man 

x*,  x*  . . . xm+”~\ 

so  hat  man  x als  Function  der  Coefifi- 
cienten. 

Cayley  verfährt  folgendermaassen. 
Seien 

7 (x)  = 0,  y<x)  = 0 


9)  Die  Functionaldeterminante 
und  d i c He s se’sch c D e termi n an te. 

Seien  gegeben  « Functionen 


a.  r,-..rn 


von  n Variablen 


so  nennt  man  die  aus  den  n * partiellen 
Diflcrenzialquotienten  derselben  gebildete 


die  Gleichungen,  haben  sic  eine  gemein-  Determinante  mit  Jakobi:  „Fnnctional- 
echaftliche  Wurzel  xt,  so  muss  die  Glci-  Determinante“.  Bezeichnen  wir  dieselbe 
chung  : 


7 + lif,  = 0 

unabhängig  vom  Werth  von  l durch 
dieselbe  erfüllt  werden. 


mit  und  setzen  wir: 

dx  '*( 


Nun  ist: 


V (*)__¥  (ri) 


also : 


y,(x)  y.(x,j’ 

V (*)  V(-*t)  V>(*)  = 0, 


so  ist  also: 

AA*)  = ^«  1 ^ 

^11  ^1  S ■ 


ein  Ausdruck,  der  jedenfalls  durch  x—xt  | /j,  , fj, 

getheilt  werden  kann.  Geschieht  dies 
und  setzt  man  dann  die  Factoren  der 
Potenzen  von  x einzeln  gleich  Null,  so 
hat  man  hinreichend  viel  Gleichungen, 
um  die  Potenzen  von  x,  als  unabhän- 
gig* Grossen  zu  eliminiren.  Z.  B. : 

а, x>  + <i,x  + a,  = 0 

б, xJ  + 6,x+  6,  =0. 

C«0x» + a,x  +<!,)  (4,x,* +6,x,  + 6,) 

— (a0xl*  + «,*,  + a,)  (6,x*  + 6,x  +6,)  so  hat  man: 


r,n 


fm  fn 


Sind  die  Functionen  f verbunden  durch 
irgend  eine  Relation 


0 = °- 
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wj + + a^'.-=° 


it  r. 


+ ^r 

' Ar  ' 


df \ '»  1 ' 'w  2 

and  deshalb  durch  Elimination  der  Grössen  ' / 


+ - • • +T?r  =o 

i'l  n n 


V 

Af(*).~  °- 

Umgekehrt:  Verschwindet  die  Functional -Determinante,  so  findet  zwischen  den  f 
eine  lielation  statt. 

Dehn  ist  letzteres  nicht  der  Fall,  so  muss  es  möglich  sein,  irgend  eine  der 
Variablen  z,  durch  die  f nuszudrücken,  so  dass  man  hat: 


*1  = V-  (fl  ft  ■ 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Differenziiren : 

i +1!*/  . 

~ dfjl  l+df1'l2  + 

o = **r  +dJüf  + 
df,'  n + df , ’i  1 + 


V- 


+ t + f 

^ df  ’ \ n 
’n 

da» 

-i f 

+ df  n 
’n 


o-t*r  A-—r  + 

’U  “ dfl'ni+dfJ,ni  + 

di/. 


. . +^f 
>tjnn' 


und  die  Differenzialqnotienten  — erhalten  hiernach  AusdrQckc,  deren  gemein- 

’ s 

sebaftlicher  Nenner  A^^-j  ist.  Verschwindet  derselbe,  so  ist  es  also  unmöglich, 

z,  in  der  angedenteten  Weise  darzustellen,  und  es  findet  eine  Relation  statt,  oder 
eines  der  f ist  einer  Constante  gleich. 

Die  Functional -Determinante  kann  auch  auf  ein  System  linearer  Gleichungen 
bezogen  werden.  Es  ist  nämlich : 


dfp  = f,pdxL  + flpdx'+  • • ’ +fnpdxn 
Dies  ist  ein  System  von  n Gleichungen  aus  denen  man  dz,  . . 


dxH  bestimmen 


kann.  Der  gemeinschaftliche  Nenner  ist  dann  A 
Seien  jetzt 

zunächst  Functionen  von 


f(*Y 


rn 

yi.  y.  • • • y„ 


diese  aber  selbst  Functionen  von 


cs  ist  dann  £y(y|  + &f(x)  ^'e  Functional • Determinnntc  der  f,  bezüglich  als 
Function  der  y nnd  z gedacht,  Ay(z)  die  der  y.  Man  bat  dann: 

40* 
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af„ 


df  = du,  + -x-1-  du,  + 
r eül  cy. 


'+  *£d’n 

yn 


und 


dy 

dy  = r-  - dx  t -f 
dx. 


dxt 


dx%  -f  . 


% 

• + dTJxn 


Nach  dem  in  Abschnitt  3)  Gesagten  kann  man  aas  diesen  n Gleichungen 
die  dy  eliminiren  und  die  Kliminations -Determinante  wird: 

a)  A/(*) = Arty)  ‘ a>W 

Sind  aber  die  Functionen  /’,»/’*  • • • fn  abhängig  von  n-\-p  Variablen 


y i»  y%  * 

diese  selbst  aber  nur  von  « Grössen 

*.*  *2 


+;> 


r»’ 


so  ergibt  sich  aus  den  Betrachtungen  des  erweiterten  Multiplicationstheorems: 


2) 


aA*)  ~ ZAAy)  ajW 


Ist  dio  Zahl  der  y n —py  die  der  x n,  so  finden  zwischen  den  f Beziehun- 
gen statt,  die  Determinante  A verschwindet. 

Finden  endlich  n Gleichungen  statt: 

'/i  = 0,  V,  = 0 . . . vn  = 0, 

welche  auf  der  linken  Seite  sowohl  die  Functionen  fly  ft  • . • fn  als  auch  in 

evolutcr  Form  die  Variablen  x enthalten;  so  hat  man  Gleichungen  von  der  Form: 

dtt  d f 

1 1 ’n 


—L-9!!  tL  + d'(j  dJ*  + 


dx 


f df,  dXj.  df,  t»ay 


+ df  dx 

'»  f 


und  da  die  Form  den  Gleichungen  C)  des  Abschnitts  3)  entspricht,  so  ergibt  sich  : 


3) 

wo  unter 


A*(0 


Ay  (f)  A/T*)  = <-  (*)’ 

die  Determinante 

I d.h  °h  *1±  1 

1 df,  df,--‘  dfj 


bezeichnet  ist.  Sind  die  x selbst  als  Functionen  der  f betrachtet,  so  hat  man 
ebenso : 


A*w  Ax(n  = (-1)"Ay(/-)’ 

also  durch  Multipliculion  beider  Gleichungen: 

4)  A/W  -x{f)  = V 

Die  Formeln  1),  2),  3 , 4)  sind  denen  Uber  DifTerenzinlquotienten  analog, 
lassen  also  in  gewisser  Weise  die  Functional- Determinanten  als  Erweiterung  der- 
selben erscheinen. 

Bei  Gleichungen  f=  0 bezeichnen  wir  die  Functional- Determiuante  der  f als 
die  der  Gleichungen  selbst. 

Von  den  letzteren  gilt  nun  namentlich  folgender  Satz: 

I.  Wird  eine  Anzahl  ron  n homogenen  Gleich nngen  durch  ein 
System  von  Variablen  befriedigt,  so  verschwindet  auch  die  Fun- 
ction a 1 ■ De  term  inan  t e dieser  Gleichungen,  und  sind  die  Gleichun- 
gen von  gleichem  Grade  auch  die  Di fferenzi alq tto tient en  der  De- 
terminante in  Bezug  auf  jede  Veränderliche. 
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Denn  leien  gegeben  z.  B.  die  homogenen  Gleichungen  u, 
Unbekannten  x,  y,  z.  Sei  der  Kürze  wegen: 


dw 

dw 

dx  = a‘> 

dy 

dt> 

d r 

di  = “*' 

dw 

d»  = C> 


r,  tr  , . . mit  drei 


so  ist  nach  dem  bekannten  Satze  von  homogenen  Functionen: 

«i*  + *>y  + ei»  = "r“ 

«,*  + bty  4-  c,x  = w,t> 

“«*+  bty  + c,s  = «,», 

wo  n(,  n,  . . . bezüglich  die  Grade  von  u,  r,  ir  sind;  climinirt  man  nun 
y und  s,  so  kommt  offenbar : 

A x = (al  b , e,)x  = ßn,e  4-  t'n ,ir, 

wo  A die  Functional- Determinante  darstellt.  Verschwindet  w,  e,  tr  . . .,  so 
must  letztere  also  auch  verschwinden.  Ist  jetzt 


ni  — 

so  erhält  man  durch  Differenziiren: 


A4-*  = nu  ^ + «r  4-  iw  + n {a^  + a ,B  + atC ) 


A,  B , C sind  aber  die  Unterdeterminanten,  also : 

akA  -f-  (ijB  + otC  = A 
+ ijfi  -f  4jC  - 0) 

also  da  A»  w,  i»,  i o verschwinden,  so  muss  auch: 

<*A  dA  _£a 

dx  dy  dz 

sein.  Dieser  Beweis  gilt  offenbar  für  beliebig  viel  Variablen. 

Eben  so  lässt  sich  zeigen: 

Wenn  unter  n + 1 homogenen  Gleichungen  n von  demselben 
Grade  sind,  so  sind  die  partiellen  D iffer e nz ia  1 quo ti en te n der 
Functional-Determinante  den  Differenzialquotienten  der  (n4-l)ten 
Function,  die  nicht  mit  ihnen  von  gleichem  Grado  ist,  proportional. 

Denn  sind  im  vorigen  Beispiele,  «,=«,=  n,  n,  ungleich  n,  so  ist,  wenn 
man  A = » = e = » gleich  Null  setzt: 

* = n («,  A -fr-  atB  + atC)  -f  (*,  - n)  Aat 

x = n(btA  -fr-  6tß-fr-  + (**i  — w)  Abt 


und  da  die  mit  n multiplicirten  Glieder  verschwinden: 


was  zu  beweisen  war. 


d A dA 

dx  dy 


= al  :b,  : . . . 
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Hieraus  lässt  sich  augenblicklich  die 
Resultante  dreier  homogenen  Gleichun- 
gen vom  zweiten  Grade  in  Dotcrminan- 
tenform  hersteilen. 

In  der  That  ist  ihre  Functional  - De- 
terminante vom  dritten,  deren  Differen- 
zialquotienten vom  zweiten  Grade.  Die 
letzteren  bilden  also  ein  neues  System 
von  drei  Gleichungen , welche  durch 
die  Wurzeln  der  gegebenen  befriedigt 
werden. 

Eliminirt  man  also  aus  den  sechs 
Gleichungen: 


M = 0, 


V = 0,  M>  = 0 


= 0,  ^ = 0, 

ÖX  Oy 


i*  = o 

os 


die  sechs  linearen  Unbekannten: 


y’>  ?y.  **.  y*> 

so  hat  man  die  Resultante  in  Deter- 
minantenform. 

Dies  lässt  sich  noch  auf  drei  Glei- 
chungen vom  dritten  Grade  anwenden 

Die  Differcnzialquotienten  der  Deter- 
minante sind  vom  fünften  Grade. 

Multiplicirt  man  nach  der  Sylveatcr- 

schen  Methode  die  drei  gegebenen  be- 

züglich mit  :• 

y'»  xy,  xzy  yz 


so  hat  man  18,  also  mit  den  Diffcren- 
zialquoticnten  zusammen  21,  woraus  sich 
«*,  xly  . . . eliminiren  lassen. 

Einer  weiteren  Ausdehnung  ist  dies 
Verfahren  jedoch  nicht  fähig.  Indcss 
hat  Sylvester  die  Resultante  dreier  ho- 
mogenen Gleichungen  von  gleich  hohem 
Grade  in  Determinantenform  gegeben. 
Sei  der  Grad  n,  so  multiplicirt  man 

• , rt  — 2 n — 3 n — 3 

jede  mit  x , x y , x z . . ., 

. _ n(n  — 1)  , 

also  mit  den  — ^ — Gliedern  einer 

Gleichung  n — 2ten  Grades,  so  ergeben 

sich  - ^ Gleichungen.  Diese  Glei- 

ms 

chungen  sind  aber  von  (2n— 2)  ten  Grade, 
und  enthalten  n(2n  — 1)  Glieder,  um  also 
die  Potenten  als  lineare  Unbekannte  be- 
trachten tu  können,  bedarf  man  noch 

Gleichungen. 

Man  tcrlcgt  jede  der  drei  Gleichungen 
nach  der  Form 


Axn  + Byß  -f-  C»^, 

wo  A,  B,  C noch  Unbekannte  enthalten, 
derart,  das»  a-\-  ß + y — n + 2 ist. 

Jede  Zerlegung  gibt  eine  entsprechende 
Determinante  (,4,  welche  gleich 

Null  zu  setzen  ist. 


Wie  leicht  zu  sehen,  lässt  sich  aber 
diese  Zerlegung  auf  Arten  an- 

stclten,  und  diese  sind  die  fehlenden 
Gleichungen  z.  B für  n = 4 bringt  man 
die  drei  Gleichungen  jede  nach  einander 
auf  die  Form: 

Ax‘  + By  + Cs, 

A.x'  + B^  + C.t, 

Atz*  + Btf»  + CttK 

Jede  Zerlegung  stellt  drei  Gleichungen 
vor,  welche  eine  Determinante,  geben, 
durch  Vertauschen  von  x mit  y und  z 
gibt  die  erste  3,  die  zweite  6,  die  dritte 
nur  ein  System , die  Auzahl  ist  also  10. 
In  der  That  ist  für  n = 4: 


"J=+i)  = 10. 


Sind  die  Grade  der  Gleichungen  nicht 
gleich,  so  findet  diese  Methode  zwar  An- 
wendung. das  Resultat  enthält  aber  dann 
fremdo  Factorcn.  Wie  diese  wegzuschaf- 
fen sei,  zeigt  Cayley  folgendermaassen. 

Die  Schwierigkeit  liegt  darin,  dass  man 
in  diesem  Falle  nicht  grade  soviel  Glei- 
chungen als  lineare  Unbekannte  erhält, 

wenn  man  mit  z”  jn—1y  u s.  w.  mul- 
tiplicirt, und  n angemessen  nimmt,  jedoch 
lässt  sich  n natürlich  so  wählen,  dass 
die  Anzahl  der  Gleichungen  zu  gross  ist. 
Dies  kommt  auf  folgende  allgcmeine'Auf- 
gabc  zurück.  Seien  etwa  m +p  Glei- 
chungen mit  rn  Unbekannten  gegeben. 

Je  nach  der  Auswahl  von  m derselben 
erhält  man  ein  Resultat,  das,  wie  leicht 
zu  sehen,  höher  als  der  Grad  der  Resul- 
tante ist,  cs  findet  also  bei  jeder  Aus- 
wahl ein  anderer,  der  Aufgabe  fremder 
Factor,  statt,  der  zu  entfernen  ist. 

Sei  z,  B. 

m = 3,  p = 1, 


man  hat  dann  vier  Gleichungen: 


s = 0,  1 = 0,  ii  = 0,  r = 0, 


welche  dio  Unbekannten  x,  y,  »,  die  Po- 
tenzen und  Produkte  der  gegebenen  Va- 
riablen linear  enthalten.  Da  sie  aber 
nicht  von  einander  unabhängig  sind,  so 
findet  eine  Beziehung  (im  Allgemeinen 
ft)  statt 

A ,»  + A,  1 4-  A ,u  + A tv  = 0. 


Dann  enthält  die  Elimination»-  Deter- 
minante der  drei  Gleichungen  »,  I,  u,  At 
als  Factor,  denn  mit  At  gleich  Null,  sind 
s,  t,  u durch  eine  lineare  Beziehung  ver- 
bunden, also  ihre  Determinante  gleich 
Null. 
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Setzen  wir  jetzt ; 

* = «,*  + 4,y  + c,z 
I = a,x  + b.y  4-  r,z 


eliminirt  man  w so  ergibt  sich : 

(■ A , Bl),  + (A1  Bt)t  + (A,  Ba)u 

+ (-1.  Ä,)v  = 0 


und  da  für  (A 4 Bs)  = 0 die  Determinante 
(o,  bt  ct)  verschwindet,  so  wird  ganz 
wie  oben  gezeigt,  abgesehen  vom  Vor- 
so  ist  auch,  da  dio  Multiplication  bezug-  Zeichen: 

lieh  mit  A„  As,  A 4 alle  Variablen  , . (a  b c ) 


verschwinden  lässt: 

A%at  4-  Atat  + A$ag  4-  AAaA  = 0 
^ |A|  4*  A9/)a  4-  A%bt  4"  A 4^4  = 0 


Ansserdem  ist: 

i «i  *i  ci  j 

At(a,  4i  «»)=  as  b‘  c»  ! 

I ! 

Setzt  man  aber 

d4a,  = — (A  lal  + + 

A4&4  = u.  ».  w., 

so  zerfällt  diese  Determinante  in  drei 
andere,  wovon  zwei  identische  Reihen 
enthalten,  also  Null  geben;  es  ist  schliess- 
lich also : 

At(a , bt  et)=  — A,  (o,  4,  c,), 

also  die  Quotienten : 

(">  *»  CA  und 

A * A ± 


ci)  _ (at  *s  £*) 

(At  B>)  (.A,  Ä.) 


Diese  Quotienten  sind  also  ganze  Fun- 
ctionen und  geben  die  Resultante. 

Es  ist  zu  sehen,  dass  sich  dies  Ver- 
fahren auf  beliebig  viel  Gleichungen  an- 
wendet. Das  Schema  der  Rechnung  ist 
folgendes.  Man  schreibt  die  Factoren 
jeder  Gleichung  zusammen,  und  vervoll- 
ständigt das  Schema  zu  einem  Quadrate, 
durch  Uinznfugung  der  Factoren  der  p 
Relationen.  Also: 

$ : n , 4,  c,  A t B, 

I:  at  bt  c,  Aa  Bt 


r:  s,  44  r4  At  BA 
o : fl,  1,  c,  d,  5,. 

Dio  Resultante  ist  dann  gleich  der 
Determinante  irgend  welcher  m Reihen 
der  u,  4,  c,  dividirt  durch  die  der  AB 
aus  den  übrigen  p Reihen. 

Um  dies  Verfahren  auf  drei  Gleichun- 
gen von  den  Graden  m,  a,  p anzuwen- 


sind  ganze  Functionen  und  unterscheiden  den'  wir<i  dle  cr“t0  mit 
sich  nur  durchs  Vorzeichen 

Die  Resultante  wird  also  erhalten  und  1 i 1 ü ■ • ■ 

zwar  frei  von  zufälligen  Factoren,  wenn  dic  lwe;te  m;t 
man  irgend  eine  Eliminations -Determi- 
nante (o,  b7  c,)  durch  den  nicht  dazu-  IP+m-2,  xp  + m~3  y . . . 
gehörigen  Factor  A dividirt. 

Sei  jetzt  p grösser  als  1,  also  etwa  die  dritte  mit 
fünf  Gleichungen  *,  I,  w,  v,  u>  verbunden  mj-»_2  ^4-l,_3 

durch  zwei  Relationen : r t x .V  * * • 

A ,*  -f-  A,l  + Atu  -f-  Att  + A 4tr  =0  multiplicirt,  die  Anzahl  der  ao  erhaltenen 

ß.s  + B,l  + B,u  + B,v  + ß,*e  = 0;  Gleichungen  ist  dann: 

(n  + p)  (n  -f  p — 1)  + («  + P)  (m  + P ~ *)  + ('»  + »)  ( m + n “J) 

2 

Eine  solche  Gleichung  sei  V =0.  Aber  die  Gliederanzahl  aller  zusammen  ist, 
wenn  man  die  Grössen  x"  /,  *Y  als  besondere  Unbekannte  betrachtet: 

(m  + is  + p)  («  + »+F  — 1) 

2 

also  kleiner  als  die  der  Gleichungen.  . . 

Um  nun  die  identischen  Relationen  zu  bilden,  geht  man  aus  von  den  iden- 
tischen Gleichungen: 

• . uv  = cu,  V»  = «v,  vs  = uw 
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und  ersetzt  z.  B.  in  der  ersten  u links 
und  v rechts  durch  ihre  Werthe 

« . , m — 1 

04T  +61  * + 

Multiplicirt  mau  dann  mit 

p—3  p— 3 . 

. xr  y + . . . 
und  die  zweite  mit  xm~ 1 . . ., 
dritte  mit  x *••.,80  hat  man  : 
m(m-  l)  + n(n  — l)  + p(;i  -1) 

2 


Multiplicirt  man  nun  die  gegebenen 
Gleichungen  mit  den  Unbekannten  x,  y, 
i,  m,  so  hat  man  20  Gleichungen,  aus 
denen  sieh  die  20  Grössen  x*,  xya  . . . 
climiniren  lassen , und  die  Besultante 
wird  vom  32sten  Grade,  wie  dies  sein 
muss.  — Die  Theorie  der  Functional  - De- 
terminante gibt  aber  noch  zu  einer  neuen 
di®  Reihe  von  Betrachtungen  Anlass. 

Seien  die  Functionen  flt  ft  , . . f 

selbst  die  partiellen  Differenzialquoticn- 
ten  einer  Function  f,  so  ist: 


identische  Relationen,  genau  so  viel,  als 
die  Anzahl  der  Gleichungen  die  der  Un- 
bekannten übertrifft;  aus  diesen  werden 

die  r",  y^,  i ¥ ganz  durch  dio  V elimi- 
nirt,  und  dann  das  eben  gegebene  Ver- 
fahren eingcschlagcn. 

Sind  vier  homogene  Gleichungen  mit 
vier  Unbekannten  gegeben , so  würde 
man  bei  diesem  Verfahren  auf  eine  An- 
zahl m -f-  n Gleichungen  mit  m Unbe- 
kannten kommen,  die  durch  n + p Re- 
lationen verbunden  6ind.  60  dass  zwischen 
den  letzteren  noch  p Relationen  statt- 
finden. 

Dann  sind  auf  dem  vorigen  Wege 
zuerst  die  p,  dann  die  »-f-p  Relationen 
zn  berücksichtigen.  Man  erhalt  die  re- 
ducirte  Resultante  in  Form  einor  De- 
terminante, dividirt  durch  den  Quotien- 
ten zweier  andern  u.  s.  w.  Dies  ist  dio 
einzig  bekannte  allgemeine  Methode,  die 
Resultante  frei  von  fremden  Factoren 
hcrzustellen. 

In  dem  speciellen  Falle  von  vier  ho- 
mogenen Gleichungen  zweiten  Grades 
aber  ergibt  6ich  eine  sehr  einfache  dirccte 
Lösung. 

Die  Differenzialqnotienten  der  Fun- 
ctional - Determinante,  sind  in  Bezug  auf 
die  Unbekannte  vom  dritten  Grade  in 
Bezug  auf  die  Coefficienten  der  Glei- 
ebnngen  vom  vierten. 


f = ■ ' 

'p  q dxp  fix  ’ 

also  auch: 

fpq  ~fq  p' 

In  diesem  Falle  ist  also  die  Functional* 
Determinante  symmetrisch,  kann  definirt 
werden  als  die  Determinante  der  »wei- 
ten Differenzialquotienten  von  f und 
wird  Hesse'sche  Determinante 
genannt. 

Eine  ihrer  Haupteigenschaften  ist  fol- 
gornlc : 

Findet  eine  lineare  Transfor- 
mation statt,  also  setzt  man  in  der 

Function  f(x  - x x 

P 1 P 2 w 

*p  = «p,»i  + <»p!1y.+  • • • +«my„ 

60  unterscheidet  sich  die  Hesse- 
sehe  Determinante  der  trans- 
formirten  Function  von  der  der 
gegeben  cnnurdurcheinenFactor, 
der  gleich  dem  Quadrat  der  De- 
terminante A der  a ist. 

Die  letztere  A wird  gewöhnlich  Trans- 
forroationsmodul  genannt. 

Denn  bezeichnen  wir  die  beiden  Hesse- 
schen Determinanten  bezüglich  mit 

Hf(y)  und  "/(*)•  80  ist: 


*y  _ _ay  dy 

% typ  tyq  Axt  0l  P +tyg  dx,  a3  p + • • • + dy  dx*  aHpy 
also  nach  dem  Multiplicationssatze: 


Hf(y) 


= A 


aber  ebenso: 


( d'f  - | d'f 

\tyi  dzi  ty,  dx. 


+ 


tyn  dxJ 


y.  d/-  df 

dyp  dx,  lp+  dx,  a2p  + • • • + dxn°!«p’ 

also: 

*y  _ d y dY 

d.Vf,dx?-dx,  dx?a.p+  ' ’ • +Fxndx<}%p 
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and  deshalb: 


/ ay 

Jlf  \_A(  H'f 

i'f  \ 

’ dnH  dxJ  v>*.  dxi 

dx  dx  I 
n »' 

: All 


/•(*)’ 


also,  wie  oben  gesagt: 


f( y)  f(z) 


Sei  jetzt  f eine  homogene  F nnction  vom  m ten  Grade  mit  n Variablen,  f fn 

die  Differenzialquoticnten  nach  denselben  also  nach  einem  bekannten  Satze: 

+ *,/■,+  ...  + *nfn- 

Die  Functionen  ft  . . . sind  auch  homogen,  und  vom  Grade  m — 1,  also : 

' ' 'p  1 ’pi  1 ’ p2  1 n'pn 

Denkt  man  sich  *,  . . . x*  und  1 — m als  Unbekannte,  wo  dann  die  erste 
Gleichung  wird: 

~~j  (1-m)  + x,f,  +x,f,  + . . . +xnfn=  0, 

so  hat  man  n + 1 Gleichungen  mit  a + 1 Unbekannten,  deren  Elimination* -De- 
terminale  verschwindet,  d.  h.: 


/(  = 


i-l 


f /,  fi 


• / _ 


^1  t ^1  1 • ■ ■ ^1  I 


l 2 ' ’ " n 

Die  linke  Seite  aber  zerlegt  sich  in: 


= 0. 


«-!"•  '■  fn 

o /■,  • • • (n 

® 1 ^1  1 ' ’ 1 n 

t J " ‘ ^t  » 

: : : 

+ 

: 

® ^is  1 t ' ‘ ’ n 

^ss  i ^nt  ‘ ‘ ’ ’n  * 

d.  h.: 
1) 


— T fll-  X f f U =0. 


P 9 


II  ist  hier  die  Besee’sche  Determinante,  und  II  die  Unterdctcrminante  derscl- 

P9 

ben,  welche  mit  f ^ multiplicirt  ist. 

Die  Determinante  R aber  ist  symmetrisch  und  gleich  Null,  dasselbe  findet 
somit  für  ihre  Beciprokc  r statt.  Also : 

HF,  F , ...  F 


FF  F . . . F 
1 II  t 2 ‘ 1 SS 


FFF  . F 
n f#l  r»3  • * • nn 


= 0, 
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also: 


F = F . 
/'?  ?P 


Nach  einem  im  vierten  Abschnitte  gegebenen  Satte  lassen  sieh  nun  die  Ver- 
hältnisse der  Grossen  1 — m,  x,  . . . x durch  die  Grossen  II  und  F aus- 

drüokcn  nämlich: 


1 — m : x,  : t,  : 


.x  =r  F : F : F 

» p p l p i 

= 11  :Ft  -.F, 


F 


V » 


also: 

2) 


F = — 
V i 


i-l 


II  und  F = 


P ? 


pq  (m  - 1)» 


H. 


I)a  die  Glieder  f ^ der  Hcsse'schen  Determinante  symmetrisch  vom  (»— 2)ten 
Grade  sind,  so  sind  die  Glieder  ihrer  Bcciproke  H ^ ebenfalls  symmetrisch  und 
von  (m  — 1)  (m  — 2)ten  Grade. 

Von  diesen  Eigenschaften  lassen  sich  interessante  geometrische  Anwendungen 
machen. 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  einer  ebenen  Curve  die  Coordinaten  x,  y 

mit  — , — , so  wird  die  Gleichung  homogen.  Sei  dieselbe  f = 0,  und  vom  mten 

Grade,  so  lässt  sieh  leicht  teigen,  dass  die  Krümmung  derselben  den  Ausdruck  hat: 

L r r t t ) = 

(m  — 1)»  wi  t 'tt'j  V (m  - 1)>’ 

in  den  Wendepunkten  ist  nun  11  = 0,  und  da  II  vom  Grade  3 (m  — 2)  ist,  sämmt- 
liche  Wendepunkte  die  beiden  Gleichungen  aber  erfüllen: 

/=  0,  tf  = 0, 

so  gibt  cs  deren  3m(m— 2).  Für  die  Fliehe  aster  Ordnung,  deren  Coordinaten 
x y t 

— , — , ■ — und  deren  Gleichung  f — 0 ist,  erhält  man  als  Product  der  beiden 
muh 
HauptkrQmmungen : 


1 

e»et 


ii 


(»-1  + ’ 
in  den  Wendepunkten  also  ist  H = 0.  d.  h.  cs  wird  zugleich  eine  Gleichung  vom 
4 (w*  — 2)  ten  Grade  erfQllt,  und  man  hat  deren  4m(m  — 2). 

Man  hat  ferner  die  fundamentalen  Gleichungen : 

h=hp>'p  t + 


• • + V rp  » 


0 = H /,+...+  // 
p I 'q  f 1 ' p r 


1* 


also,  wenn  die  Hesse’sche  Determinante  verschwindet,  gilt  die  letzte  Gleichung, 
q möge  gleich  oder  ungleich  p sein.  Man  kann  hieraus  dann  die  Ausdrücke  H ^ ^ 

bestimmen.  Nehmen  wir  der  Allgemeinheit  wegen  an,  dass  diese  Ausdrücke 
einen  gemeinschaftlichen  Factor  M vom  u ten  Grade  haben,  dass  ferner  jF  vom 
mten  Grade  sei,  dann  ist: 

V = HPl  = a^  ■■  ■ HPn=anM 
und  die  a sind  ganze  homogene  Functionen  vom  Grade  («  — 1)  (»i  — 2)  — p.  Es 
ist  cUnn : 

°»  fq  I + “*  fql  + • • • + fn.=  °* 


•qn 


wir  multipliciren  dies  System  von  n Gleichungen  mit  x^,  vertauschen  q mit 

1,  2 ...  n und  addiren  alle  Gleichungen.  Dann  folgt  mit  Berücksichtigung  der 
Beiichnng: 

'.  + ..•  + /-nr  *„  = ("•- D^r  ' 
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die  Identität : 

aJi  +«,/■,  + • < • + \ f„  = 0 

und  durch  Differenziiren  : 


A) 


f ,da,  f , — 0 

är',+äF/*  + ■ • ■ 

9 * " 


Die  Determinante  dieses  Systems  verschwindet  also  auch,  sie  ist: 


-{feS: 


da, 


Bezeichnet  man  die  zu  - — zugehörige  Unterdeterminante  derselben  mit  so 


ist  also : 

B) 


4.  I)  d“t  dnt 

°kld7l  ■ ■ ■ + t>knd^-° 

1 * n 


Aus  dem  Differenziiren  der  Gleichung:. 


“•  fq  I+"»  fqt+  ‘ ’ • +(>n  fqn~° 


entsteht  aber,  wenn  man  mit  f die  dritten  Differenzialnuotientcn  von  f be-'_ 

. , P 1 r 

zeichnet : 

n\  da.  . df».  + n 

C)  drifq1+dTlfqi+---+d7lfqn-U’qr 


U'ql=-(tt'fq\l+a'fqil  + 


+ anfqnl 1 


gesetzt  wurde.  Diese  Gleichung  wird  mit  ü ^ j multiplictrt,  für  / gesetzt  1,2...« 
und  addirt,  die  linke  Seite  verschwindet  dann,  wegen  der  Gleichung  B),  also: 

D)  Dkl  Wqt  + Dki  “'qi  + • ■ • + Dknnqn  — 0’ 
durch. Vergleich  der  Systeme  B)  und  D)  ergibt  sich  dann: 

E)  dal  flal  dal 


dx. 


i’  vdx~'eq : ' ■ edx 


qn 


Diese  Gleichungen  gelten  immer  mit  Ansnahme  des  Kalles,  wo  alle  ersten  Dif- 
fsrenzialquotientcn  Aon  (I I verschwinden,  und  es  irgend  ein  q gibt,  für  das  alle 

■r  , verschwinden. 

1 1 

Addirt  man  die  Gleichungen  C),  nachdem  sic  bezüglich  mit  x,, 
multiplicirt  sind,  und  berücksichtigt,  dass  homogen  und  vom  Grade  (n  — 1) 
("«  — 2)  — fi  ist: 

[(n-l)  =k?  , x^ty,  + • • • + icqH  xn, 

aber  wenn  man  für  die  tr  ihre  Werthe  setzt,  so  wird  die  rechte  Seite  wegen 
der  Gleichungen  A)  und  C)  gleich  Null,  und  da  (i  und  nicht  verschwinden,  ist: 

(»- 1)  (m-2)  = /t, 

d.  h.: 

Die  Function  Jf  ist  mit  //  von  glcichcmGradc,  die  Ausdrücke 
#i,  at  . . . a also  s&mmllich  Constanten. 

Wenn  dann  s&mmtliche  k>  verschwinden,  so  wird  die  Gleichung  C): 
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Ca) 


dJ_i 

dx, 


*1  ' 9 » dx(  1 * 
und  diese  in  Gemeinschaft  mit: 


■ + ~r  =o 

dx  j 9 » 


"*  'ot*4’-  + + °n  fon  = ° 


gibt : 


r"'  = ö7,' 


da, 

!*•  = *, 


_da„ 

Pan  dxt 


wo  p eine  Function  der  Variable  ist.  Durch  Integration  erhält  man: 


C, , C,  . . . Cn  müssen  von  x^  frei  sein,  also  hätten  die  a den  gemeinschaft- 

lpJxl 

liehen  Factor  c'  , und  da  dies  der  Voraussetzung  widerspricht,  muss  p —0 
sein,  es  sind  also  auch  in  diesem  Falle  alle  a Constanten. 

Hieraus  in  Verbindung  mit  der  Gleichung: 


“i  fi  +°i  ft  + • . • + fn  = Q 

folgt  der  Satx: 

Wenn  die  Hesse’sche  Determinante  einer  homogenen  Function 
vom  Grade  n identisch  gleich  Null  ist,  so  gibt  es  » Constanten, 
welche  mit  den  ersten  D i ffer en aialqn o t ie n te n von  f multiplici  rt, 
die  Summe  Null  geben. 

Oder; 

Das  Verschwinden  der  Hesse’schcn  Determinante  zeigt  an, 
dass  zwischen  den  crstenDifferenxialquotienten  von  f e ine  lineare 
Relation  stattfindet. 


Diese  Constanten  a sind  leicht  zu  bestimmen  aus  den  Gleichungen : 
B ,=a,M,  II  = a,M  ...  H 

p I 1 ’ p 2 * pi 

wo  M der  grösste  gemeinschaftliche  Factor  der  B ist. 

Setzt  man  nun: 


, = %*• 


Ii  = «.  ?.+«!  i y.+  • ■ • + «,  „ y„ 


*t  = yi  + «2  j y«  + 


+ a. 


x = a v , 4 - a .4-0 

wo  y mit  den  fraglichen  Cojißtantcn  multiplicirt  iat,  so  verschwindet  yt  aus  f 
ganz,  denn  : 

dx, 

düi  a*t  aVi  ’’’  d*nayt’ 

also  wegen: 

Uß  — a ^L  — r J!L  — * ’O 

dyT  %'  % V öy 

womit  unsere  Behauptung  dargethan  ist.  Also: 
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Vor»  schwindet  die  Hesae'ache  Determinante  der  Fnnction  f 
identisch,  so  kann  letztere  durch  eine  lineare  Substitution  auf 
eine  Function  mit  einer  Veränderlichen  weniger  reducirt  werden. 

Diese  Bedingung  ist  nothwendig  und  ausreichend. 

Wir  wollen  aber  jetzt  vorauaaetzen,  dass  in  der  Dntcrdeterminante  H ver- 
schwindet. W egen  der  Gleichungen  : P <( 

VG+/GG+-  . + Hpnr9H= o 

Hn  fp\+Hri  tpi  + • • • + H,n  fp  n = ° 
hat  man  in  jedem  Falle  : 

H ••  H H : //  : . . . 

p l p r 1 ri 

also  ist  Hp^  — 0,  so  ist  Hr  zz  0 und  daher  auch,  da: 

II  = H ist,  H =0. 
rq  q r * ri 

Verschwinden  identisch  die  Hcssc’sche  Determinanten  und 
eine  ihrer  Unterdeterminanten,  so  verschwinden  sämmtlicheUnter- 
de  term  i nan  ten. 


ist,  ff.  f = 0. 


Nun  ist  noch: 


dJi  = u IL 

dZj  1 l dxj 


% , -v,  f 

ÖT-  + ^ + «„ 


also  cs  verschwinden  in  diesem  Falle 
auch  die  partiellen  Diffcrcnzialquotienten 
der  Hesse’schen  Determinante  nach  den 
Veränderlichen,  mithin  auch  die  Hesse- 
sche .Determinante  der  Hesse’schcu  De- 
terminante , sie  lässt  sich  auf  eine  Va- 
riable weniger  reducircn.  Also : 

Wenn  die  Hesse’ sehe  Deter- 
minante und  eine  Unterdeter- 
minante identisch  Null  sind,  so 
kann  die  Function  durch  lineare 
Substitution  zwei  Variablen  we- 
niger erhalten. 

Leicht  ergibt  sich  die  geometrische  Be- 
deutung dieser  Betrachtungen.  Ver- 
schwindet die  Hessc’sche  Determinante 
einer  Curve  oder  Fläche  identisch  (ho- 
mogene Coordinaten  vorausgesetzt) , so 
lassen  die  betreffenden  Gleichungen  sich 
durch  lineare  Transformantion,  d.  h.  Coor- 
dinatenveränderung  auf  eine  Variable  we- 
niger rcduciren.  Also  bei  einer  Curve  re- 
ducirt sich  dieselbe  nuf  ein  Büschel  grader 
Lim'cn,  bei  einer  Fläche  auf  eine  Kegel- 
fläche. b 

Ueberträgt  man  diese  Betrachtungen 
auf  Linicncoordinaten,  (vgl,  den  Artikel: 
Rcciprocität)  so  ergibt  sich  folgendes: 

Verschwindet  die  Hesse’sche 
Determinante  einer  Gleichung 
in  L ini e n co o rdinate n,  (wenn  die- 
selbe vorher  homogen  gemacht 
*•0*  so  hat  man  eine  gradlinige 
Punktreihe. 

Den  Liniencoordraaten  entsprechen 
Plancoordinaten  im  Raume.  Verschwindet 


für  solche  die  Hesse’sche  Determinante, 
so  reducirt  sich  die  Fläche  auf  eine 
ebene  Curve. 

10)  Uebcr  Discriminunten. 

In  dem  Folgenden  sollen  nur  homo- 
gene algebraische  Ausdrücke  betrachtet 
werden , die  als  „Formen“  bezeichnet 
werden.  Eine  Form  gleich  Null  gesetzt, 
gibt  eine  Gleichung.  Die  Formen  sind 
nach  ihrem  Grade  wie  die  Gleichungen 
quadratisch,  cubisch  . . je  nach  der 
Anzahl  der  Variablen,  werden  sie  binär, 
ternär  u.  s.  w.  genannt. 

Dis  cri  mi  n ante  nennt  man  die 
Resultante  der  gleich  Null  ge- 
setzten pa  rti  el  1 e n Di  ffcrcnzial- 
quotienten  einer  Form. 

Ist  die  Form  vom  »ten  Grade  und  hat 
p Veränderliche,  so  ist  nach  dem  Obi- 
gen die  Discriminante  vom  Grade 

p (»  — 1)^  \ nämlich  die  Veränderlichen 

jeder  Gleichung  die  vom  (»— l)ten  Grade 
ist,  kommen  in  einem  Grade  vor,  der 
dem  Product  der  Grade  aller  übrigen 

gleich  ist,  also  vom  Grade  ’(»  — 1)P—1 
alle  Veränderlichen,  also  ira  obigen  Grade. 
Ebenso  folgt  aus  Abschnitt  6),  dass,  wenn 
man  der  k ten  Potenz  irgend  einer  Ver- 
änderlichen x der  Form  f einen  Coeffi- 
cientcn  mit  Index  k gibt,  die  Summe  der 
Indices  jedes  Gliedes  der  Discriminante 

« («  — 1)  ^ 1 beträgt. 
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Denn  cs  würde  diese  Indexsummc  diesem  Gronde  verschwindet  auch  hier 
gleich  dem  Prodncte  der  Grade  der  Qlei-  die  Discriminante. 


chungen,  also  (n  — 1)”  sein,  wenn  die 


Allgemein  verschwindet  die  Discrirni- 
nante  einer  Form  nter  Ordnung,  wenn 


Iudices  mit  den  Potenzen  von  x in  den  (tje  |cuMrc  bomogCne  Functi(m  zwei- 

D Heeiw»  elo.mtienlnn  fl  Komm  ft  _ ° 


Differcnzialquotientcn  übereinstimmten, 

dies  aber  findet  bei  -J-  nicht,  wohl  aber 
dx 

»ft 


ten  Grades  der  linearen  Grössen  A\, 
X,  . . . X%  ausgedröckt  werden  kann. 

Setzt  man  X t = Xt  = . . . = X = 0, 

bei  den  übrigen  statt,  bei  -A-  ist  nära-  , ^ ^ __  . . 

6 dx  so  erhalt  man  Werthc  für  die  Variablen, 

welche  singuläre  Wurzeln  der  Form 
heissen. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  binäre  Form: 
f=a„x  y + a,x  y*  Hh  • • • 


lieh  der  Index  k wenn  die  Potenz  k— 1 

ist.  Daher  wird  die  Zahl  («  — 1)^  um 
so  riel  Einheiten  vermehrt,  als  sich  Coef- 

ficienten  von  -s  ~ *n  jedem  Gliede  der  Re- 
ox 


sultante  finden,  und  da  deren  soviel  vor-  Wir  wollen  dieselbe  mit  dem  Symbol : 
kommen  als  das  Product  der  Grade  n 

der  übrigen  Gleichungen  beträgt,  also  (<*«»  a t . . . a (x,  y) 

(«  — 1)^  *,  so  hat  man  als  Index-  bezeichnen.  Oft  sind  die  Factorcn  aÄ, 

summe:  at  zugleich  mit  den  Binomialcoefficienten 

n (n i \ 

— —■  . . . multiplicirt.  Dies  soll 


(*-l)P  + (i»-l)P  1 = n(n-l)P  . n. 

Diese  Indexsumme  nennt  man  gewöhn-  {n  der  Bezeichnung  angedeutet  werden 
Meli  „Gewicht  dor  Discriminante,“  wfth-  durch  einen  Strich. 


rend  p(n  — \)r  1 ihren  Grad  anzeigt. 

Wenn  eine  binäre  Form  einen 
quadratischen  Factor  enthält, 


Das  Symbol  ist  dann: 

(«..  «»•••Ol  (*. y)" 


so  verschwindet  ihre  Discrimi-  Man  hat  dann  der  Homogenität  wegen: 
ziante  identisch.  Denn  sic  ist  Kc- 
snltantc  zweier  Gleichungen  mit  gemein- 
schaftlichem linearen  Factor. 

Hat  eine  ternäre  Form  die  Gestalt: 


df  df 

»=»/+}/• 

dx  J dy 

Setzt  man  nun  eine  Wurzel  y,  von 


X*i+XY*+Y>x, 

wo  XY  lineare  Functionen  sind,  so  ent- 
hält jedes  Cjlicd  eines  der  Differenzial- 
quotienten entweder  A’  oder  y.  dieselben 
gleich  Null  gesetzt,  werden  also  vcrificirt, 
wenn  man  X = 0,  1 ~ 0 nimmt. 


d/ 

— =0  in  nf  ein,  so  erhält  man: 

*r 

Das  Product  dieser  Substitutionen  für 


= y.  Js 


Aus  alle  Wurzeln  y„  y,  . . .,  gibt: 
d f d£  _ df  d f 

' tyl  ' ' ' 

öf 


Die  linke  Seite  ist  aber  die  Resultante  der  Gleichungen  f und  ^ (vom  Zahlen- 
factor n"  abgesehen),  die  rechte  die  Discriminante  mnltiplicirt  mit  o,.  Also: 
Die  Resultante  von  f und  ist  ff*8  o. fache  der  Discriminante, 
nnd  ebenso: 

Die  Resultante  von  f nnd  ist  das  a fache  der  Discriminante 

dy  n 

Seien  jetzt  die  Wurzeln  der  Gleichung  f-  0:  x,y„  x,  y,  . . .,  so  ist: 


f = (*y  , - *,y)  tos  - *,y)  ••• 

= y.  toi  - *.y)  -*>y)  + • • • + y,  (*y,-*.y)  (*y,-*.y)  + . . . 

Setzt  man  hierin  ir  y = ys  80  kommt: 
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y,  (*,  y.  - *i  y,)  1*,  y, 

wo  die  Indicea  einer  Klnmmer  nicht  beide  s sind.  Setzt  man  für  a alle  Werthe, 

und  bildet  das  Product,  so  erhalt  man  die  Resultante  von  / und  — : 

öx 

jt.y.  . . . (*,y, (•»,  y, -x.y,)»  (x.y.-Xjy,)*  . . . 

und  wenn  man  durch  n«=y1y,  . . . dividirc,  die  Discriminante.  Dieselbe  ist 
also : 

(*i  yi  -*.y,)'  (»iy»  y.)’  (x.  y. -^.y.)’  • • • 


oder,  wenn  man  y = 1 denkt,  wie  dies 
hier  geschehen  'soll,  gleich  dem  Quadrate 
der  Prodncte  aller  Wnrzeldifferenzen. 

Aus  dem  obigen  Satze  folgt,  dass  das 
Verschwinden  der  Discriminante  eine 
mehrfache  Wurzel  der  Gleichung  f —0 
anzeigt,  denn  sie  hat  eine  solche  mit 
ihrem  Differenzialquotientcn  gemein. 

Sei  jetzt  f das  Product  zweier  ßndern 
Formen  U und  V.  Das  Product  der 
Quadrate  der  Wurzeldifferenzen  hat  dann 
als  Factor  die  Quadrate  der  Wurzeldif- 
ferenzen von  u , diejenigen  von  r,  und 
die  Quadrate  der  Differenzen,  je  einer 
Wurzel  von  « nnd  einer  von  e,  die  bei- 
den ersten  Producte  sind  die  Discrimi- 
nanten  von  n und  e,  das  letztere  ist  aber, 
wie  ersichtlich,  das  Quadrat  der  Resul- 
tante Ton  u und  v.  Also: 

Di  e D i scri  m i na  n t e eines  Pro- 
ducts ist  gleich  dem  Producte 
ihrer  Discriminante  n,  multipli- 
tirt  mit  dem  Quadrat  der  Re- 
sultante. 

So  z.  B.  ist,  wenn  eine  Form  linear 
gleich  x — et,  die  andere  beliebig  gleich 
<f  (x)  ist,  die  Resultante  offenbar  / (o), 
die  Discriminante  von  x — re  aber  gleich 
Eins,  da  die  Differenzialquotienten  gleich 
Eins  sind.  Um  also  die  Discriminante 
von  (x  — n)  i/  (x)  zu  finden,  muss  man 
[y  (*)]*  mit  der  Discriminante  von  y (z) 
multipliciren. 

Die  Discriminante  der  Glei- 
chung (n  — l)ten  Grades: 

(a,  a,  . . . (*y)M~' 

mbge  y.  sein,  cs  ist  dann  die  Di s- 
criminante  der  Gleichung  nten 
Grades: 


(«„«,  ••.«„)  (xy) 
von  der  Form: 

Denn  wenn  man  in  der  Form  a gleich 
Null  seUt,  so  verschwindet  in  der  Dis- 


criminante *selbst  an-  Die  Form  wird 
dann  aber  das  Product  von 

(«„  «i  . . . *y)”-1 

und  von  x.  Aber  die  Discriminante  ist 
nach  dem  Vorigen,  da  « = 0 

[v  (>*)p  = _ , 

ist,  re7  w. 
n — 1 v 

Da  nun  die  Discriminante  der  allge- 
meinen. Form  »ten  Grades  für  a - 0 

n 

diese  Gestalt  annimmt,  so  muss  sie  selbst 
die  obige  Gestalt  haben.  Aus  der  Sym- 
metrie folgt  aber,  dass  man  ihr  auch  die 
Gestalt  geben  kann : 

«o  V +«i*  </>• 

Wenn  die  Discriminante  verschwindet, 
so  sind  die  Differenzialquotientcn  der 
Discriminante  nach  a„  o,  , den  ent- 
sprechenden Potenzen  z",z"  — 1 derglei- 
chen Wurzelu,  in  Bezug  auf  diese  Grössen, 
oder  was  dasselbe  ist  den  Differenzial- 
quotientcn der  Form  nach 
proportional.  Denn  sei : 

V =a„  xn  + alxn  1+a1xn  2 

und  x — a eine  der  gleichen  Wurzeln, 
so  ist  diese  auch  eine  Wurzel  der  Form : 

(ao  +AA,)x"-f  (a,  + iA,)xn  1 4- . . , 
wenn  man  hat: 

V = A„  a”  + At  n"  1 + . . . = 0. 

Nun  ist: 

v + i-  V = (*  — o)  [y  (z)  + 1 y,  (z)]. 
Die  Discriminante  von  U-\-lV  ist  nun 
nach  dem  Vorigen  mit  [./  (n)  -f-  ly,(o)]* 
mnltiplicirt , und  da  y (re)  verschwindet, 
ist  sie  durch  i’  theilbar. 

Sei  nun  D die  Discriminante  von  {/, 
so  ist  die  von  U + IV  offenbar : 


also  da  D = 0,  muss  der  Coelificient  von 
k auch  Noll  sein.  Da  unn  zwischen  den 
A nur  die  beiden  Relationen: 
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stattfinden,  so  ist: 


, dD  , &D 

A'^;+ji'drl  + 

A , n"  + At  o”  1 + 


. =0 
. =0  ' 


ÖD  öD  n n — l 

- — : — — . . . = a • « 
oa0  oai 


Dos  Verhältnis  von  zweien  dieser  Diffcrenzinlquoticntcn  gibt  also  die  glei- 
chen Wurzeln.  Diese  Beziehung  zwischen  den  Differcnzialquotienten  der  Form 
und  Discriminantcn  findet  a^er  auch  selbstverständlich  statt,  wenn  man  stAtt  nach 
rt0,  av  . . . nach  beliebigen  linearen  Functionen  dieser  Cocfficicnten  differenziirt. 

Von  dem  obigen  Satze  soll  jetzt  noch  ein  Beweis  gegeben  werden,  der  für 
Formen  mit  beliebig  viel  Veränderlichen  gültig  bleibt.  Setzen  wir  drei  Voran- 
dci liehe  voraus. 

Seien  zunächst  \p,  % gewisse  Formen  derselben,  a , b,  c Constanten,  die 
in  allen  dreien  enthalten  sind.  Wenn  man  denselben  den  unendlich  kleinen  Zu- 
wachs er,  ßy  y gibt,  so  erhält  die  Resultante  den  Zuwachs: 


ötl  dH 
da  a db 


/»+•.. 


und  dieser  verschwindet,  wenn  die  Gleichungen  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben 
sollen.  Die  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der  so  veränderten  Gleichungen  sind  aber 
nicht  dieselben,  als  die  der  alten,  mögen  die  letzteren  um  £,  17,  £ zngenommen 
haben,  so  ist  also: 


£.+ 


dp 

raa  + * 

»x 


ß + 


da 


'ir-t 


3*  * + ST,“  + + xz*  + + = 0 


dx ’ 


d z 


Man  kann  aber,  da  die  Formen  homogen  sind,  und  nur  die  Verhallnisse 
in  Betracht  kommen,  t constant,  also  { = 0 denken , dann  erhalt  man 
durch  Elimination  ron  £ und  rt  eine  Gleichung  von  der  Gestalt :- 


dtp  dtp.  dtp 

dtp  dtp,  dtp. 

da  dx  dy 

db  dx  d y 

dtp  dtp  dtp 

dtp  dtp  dtp 

da  dx  dy 

* + 

db  dx  dy 

d_X  d_X  •>_£ 

ix  ix  d_x 

da  dx  d y 

db  dx  dy 

woraus  sich  ergibt,  dass  die  Differeneialquoticntcn : 


dfi  dR 
d a1  d b * * * 


den  eben  hin- 


gestellten  Determinanten  proportional  sind. 

In  nnserm  Falle  nun  sind  »/,  if>,  % die  DifTcrcniiahiuolienten  derselben  Form, 

mithin  r-  = ^ ^ und  mithin  werden  die  entsprechenden  Deter- 

dx  dy  dx  dt  dy  di 
mi  ninten: 


dtp  dtp  dtp 

dtp  dtp-  dtp 

da  dx  dx 

d b dx  d x 

dtp  dtp,  dtp 

und 

dtp  dtp,  dtp 

da  dy  dy 

d b dy  dy 

dy  dtp  dtp 

d % dtp  d(// 

da  dz  dz 

db  dz  di 
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. HD  DD 

proportional  mit:  t— , tt,  wenn  D die  Discriminante  ist; 
da  a b 

gleichen  Wurzeln  x,  y,  z,  f = tfi  = 0 wird,  so  hat  man: 


da  nun  aber  für  die 


Df 


’f  _ „ , _ 


0 


xö-x  + *-y  + zrz  = n'f 

d\b  dw  dtp 
*r+jr+tr  = <*V'  = 0 

öi  * ü y dz 

_ / dtp  d\p  dtp  d«/A  / dtp  dtp  dtp  di/A  /i )tp  dtp  dtp 

^ \dj  ()j  d z d y)  * \d  & d x d X d */  \r)  j d y d y dx / * 

Diese  Gleichungen,  deren  rechte  Seite  die  Unterdeterminanten  der  beiden  obigen 
Determinanten  sind,  lehren,  dass  man  das  Verhältniss  der  letzteren  schreiben  kann: 

a»  ^ ^ 

da  + yDa+  da  db  + ydb  + 


db 


Da  nnn  die  Form  f selbst  gleich  X'f+yip-\-  einer  Constante  multiplicirt 

ist,  so  erhält  man  für  die  singulären  Wurzeln  xy  y,  z die  Proportionen: 
dD  dD  dD  __df  df  df 
da  ‘ db  ’ de  da  db  de 


wie  angezeigt  war. 

Es  lässt  sich  nun  der  oben  für  binäre 
Formen  erwiesene  Satz  allgemein  nach- 
weisen. 

Ist  a der  Cocfficient  der  höchsten  Po- 
tenz einer  Veränderlichen,  6,  c,  d die 
folgenden  Coefficienten  der  nächst  nie- 
deren Potenzen,  so  hat  die  Discrimi- 
nante die  Form: 

a9+{’fX</>) 

*.  B.  wenn  die  Form  ternär  ist,  so  hat 
man : 

ad  -f-  b*tp  -f-  6 c \p  -f*  c*%. 

Denn  sei  f eine  Form,  deren  Discrimi- 
nante gleich  Null  ist,  F eine  andere, 
die  nnr  durch  die  singulären  Wurzeln 
der  ersten  verschwindet,  dann  ist,  wenn 
man : 

f »II  »— 1 

f=ax+bx  y + . . . 


und  dieses  gleich  Null,  da  x,  y . . . sin- 
guläre Wurzeln  sind. 

Setzt  man  nun  a — b = c gleich  Null, 
so  verschwindet  die  Discriminante  von  f, 
weil  alle  DifTerenzialquotientcn  für  die 
singulären  Wurzeln  y = 0,  z = 0 ver- 
schwinden. Damit  dann  auch  F ver- 
schwinde, braucht  nur  A = 0 zu  sein. 
Die  Discriminanto  hat  also  eine  derar- 
tige Form , dass  wenn  man  h + lß, 
e + lC  für  b und  c setzt,  und  a — b = c — 0 
nimmt,  sie  durch  theilbar  wird,  d.  h. 
wenti  man  für  b nnd  e IB  und  IC  ein- 
führt, und  s = 0 setzt,  so  muss  das  Re- 
sultat durch  JL*  theilbar  sein,  was  nur 
bei  der  obigen  Gestalt : 

alt  + b‘f  -f-  bcifi  -J-  c'x 
möglich  ist. 

11)  lieber  Invarianten  und  Co- 
Varianten. 


F = Axn  + Bxn~ 1 y + . . . 

setzt,  D die  Discriminante  von  f nennt, 
und  die  Discriminante  von  /"+  IF  bildet, 
das  mit  1 multiplicirte  Glied  derselben  : 


's+»S+«S+- 


und  wie  so  eben  gezeigt: 


Schon  früher  haben  wir,  wenn  eine 
Function  von  x,  y,  z . . . durch  die 
lineare  Substitution : 

x = a,u  4-  4,e  + ctw 
y = o.u  + A.e  + Cjic 

Z = a.u+'ije  + c,ie 

die  Determinante  («,0,0,)  als  Substitu- 
tionen) odu!  bezeichnet. 


Dü  iW  Oß 
da  ’ d b ’ De 
proportional  mit: 


Es  ist  also  der  Coefficient  von  1 gleich 
s4x"  + BjB-ly  + . . . 


Hat  man  nun  eine  Gleichung 
odeT  ein  System  von  Gleichun- 
gen nnd  bildet  sich  aus  deren 
Coefficienten  eine  Function  A, 
welche  die  Eigen  sc  haft  hat,  sich 
nur  um  einen  Factor,  der  eine 
Potenz  des  Su  bstitutionsmodn  ls 
ist,  zu  ändern,  wenn  man  irgend 
eine  lineare  Substitution  mitden 
41 
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gegebenen  Gleichungen  vor-, 
nimmt,  und  mit  den  neuen  Coef- 
ficicnten  die  A entsprechende 
Function  bildet,  so  heisst  A ein-c 
Inv arian  te. 

Nach  dem  Muliiplicationsthcorem  ist 
also  die  Determinante  eines  Systeme 
von  linearen  Gleichungen  eine  Invariante. 

Man  überzeugt  sich  auch  sogleich,  dass 
die  Form: 

axr  -f  2 bxy  -f  cy* 
zur  Invariante  ihre  Discriminante 
fre  — bx 

hat,  und  ebenso,  dass  dem  System : 
ax2  4-  2bxy  -f-  cy*t  avxx +2b  vxy c xyx 
die  Invariante 

acv  -\-alc^2bbl 

entspricht.  In  der  That  erscheinen  beide 
Invarianten  bei  einer  linearen  Trans- 
formation der  Formen  mit  dem  Quadrate 
des  Transformationsmoduls  multiplicirt. 

Wir  schreiten  jetzt  zur  Definition  einer 
Covpriantc. 

Aus  einer  gegebenen  Form  A 
wird  eine  andere  B abgeleitet; 
die  ersterc  geht  durch  lineare 
Transformation  in  eine  andere 
At  über,  und  durch  dieselbe 
Transformation  B in  B t.  Leitet 
man  nun  ans  At  nach  demselben 
Gesetze,  wie/?  ausA  entstand, 
die  Form  Bf  ab,  und  cs  unter- 
scheidet sich  Bf  von  Bk  nur  um 
einen  Factor,  der  eine  Potenz 
des  Transformationsmodul  ist, 
so  heisst  B eine  Covariante  von  A. 

Nach  einem  Satze,  der  im  Abschnitt  9) 
bewiesen  ist,  ist  die  Hessc*sche  Deter- 
minante einer  Function  eine  Covariante 
derselben,  denn  sic  reproducirt  sich  mit 
dem  Quadrate  des  Transformationsmoduls 
multiplicirt,  wenn  man  eine  lineare 
Transformation  mit  f vornimmt. 

Betrachten  wir  nun  binäre  Formen: 

Jede  Resultante  oder  Discri- 
minante ist  eine  Invariante  der 
entsprechenden  Formen. 

Denn  ihr  Verschwinden  zeigt  einen 
quadratischen  Factor  der  Formen  an.  Ein 
solcher  bleibt  aber  noch  ein  quadrati- 
scher Factor  nach  der  Transformation, 
wird  also  die  Discriminante  oder  Resul- 
tante des  gegebenen  Systems  Null,  so 
ist  dies  auch  mit  dem  transformirten  der 


Fall,  erstere  ist  also  in  der  letzteren  als 
Factor  enthalten. 

Es  lasst  sich  dieser  Satz  aber  auch 
unmittelbar  aus  dem  Ausdrucke  der  Re- 
sultante in  den  Wurzel werthen  ableiten. 
Dieselbe  besteht  nämlich  aus  Factoren 
von  der  Form 

jc  v — x y . 
p*q  q»p 

Untersuchen  wir  zunächst  den  Factor 

wo  z,  jfj  ein  Wurzclwcrth  ist.  Aus 
demselben  wird  durch  lineare  Transfor- 
mation : 

= .*r,-  yX„ 

wo  gesetzt  ist: 

*1  = ~ß,«i 

yi  = 

Bildet  man  aus  den  andern  Wurzeln  auf 
gleiche  Art  X,,  .,  so  erhält  man 

sehr  leicht: 

X4Ia  -=(xiy5  x%y i) 

(«j,  - «,/J,), 

also  die  Resultante  oder  Discriminante 
reproducirt  sich  multiplicirt  mit 

tt  ist  aber  die  Anzahl  der  Factoren,  und 
die  Substitutions  - Deter- 
minante. 

Dieser  Beweis  zeigt  aber  auch, 
dass  jede  symmetrische  Func- 
tion der  Wurzeln,  welche  aus 
Factoren  von  der  Gestalt 

*iy»  - *>yi 

besteht,  eine  Invariante  ist. 

Eine  nicht  homogene  Function  einer 
Variable : 

n , fi—  1 , n—S  , 
a0u  + 0,11  + «,u  + . . • 

lässt  sich,  wie  oft  erwähnt,  auf  die 
Form  einer  homogenen  bringen,  wenn 

man  setzt  u=— -und  mit  o"  multipli- 

y 

cirt.  Sind  dann  w„  die  Wurzeln 

der  ersten,  so  ist: 

* 

t 

« — — 

* y. 
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also: 


n n—  1 

m +«i*  y + 


y>y> 


(*yi 


*.y)  (*yi-*,y)  • • . 


Da  cs  nun  auf  die  Verhältnisse  — . . . nur  ankommt,  kann  man  setzen: 

y> 



und  dann  ist: 

«.*"  + «i*n—  1 y + . . . = (xy,-x,y)  ( xy,-x,y ) . . .; 

unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  der  obige  Satz  auf  nicht  homogene  Formen 
ron  einer  Variable  übertragen. 

Jede  symmetrische  Function  d e r Wit  rz  e ld  i fferc  nz  en  ist  eine 
Invariante,  wenn  ihre  Glieder  jede  Wurzel  in  der  gleichen  Anzahl 
von  Malen  enthalten. 

Für  eine  biquadratische  Form  ist  also  z.  B.: 

-Z(“i  («s 

eine  Invariante.  In  der  That  setzt  man  u = — so  kommt: 

’ y. 


-*.y>V  (*»y.  - *«y.)* 
yi’y.’ys’y.* 

und  der  Nenner  ist  gleich 

Dagegen  findet  dies-  nicht  bei  einer  Form  vom  sechsten  Grade  statt,  da  der  - 

fl  * 

Nenner  — -2 — ■ sein  würde. 

y.’y.* 

Eben  so  lässt  sich  aber  anch  zeigen,  dass  jede  symmetrische 
Function  von  Wurzeldifferenzen  und  von  Differenzen  der  verän- 
derliichen  u und  einer  odermehrererWurzelwerthe  dann  eineCo- 
variante  ist,  wenn  jede  Wurzel  in  der  nämlichen  Potenz  vor- 
kommt, so  z.  B.  für  die  cubische  Form  ist 


-re« («,-«,)* 

eine  Covari  an  te. 

Es  sollen  jetzt  dio  Beziehungen  zwischen  den  Differcnzialqnotienten  einer 
gegebenen  und  der  linear  transformirten  Form  gefunden  werden. 

Seien 

* = al{+4iy» 

so  ergibt  sich: 

r_t,x-kly  -a,z-a,  y 

M ’ M 

wo  Jlf  — s,l|  * s,6|.  . B 

Sei  nun  iy  irgend  eine  Function  von  x,  y,  so  ist : 
dtp  dtp  d(  dtp  dy 

dx  d { dx  d y dx1 

dtp  dtp  d^  d tj 

dy~~  d{  dy"^dij  äy’ 

also,  wenn  man  die  Werthe  von  ( nnd  ij  berücksichtigt: 
dtp  _ 1 / , 

dx  M \ ’ d { 1 d y/ 

d<T  _ 1 ( l df  , „ V\ 


»iy 


41" 
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1 

Aus  dieser  Gestalt  folgt,  dass  abgesehen  vom  Factor  , die  Ausdrücke  ^ und 

- — entstellen,  wie  x und  y aus  £ und  man  kann  also,  wenn  eine  Form  f(x,  y) 
dx 

vom  Grade  n gegeben  ist,  und  diese  durch  lineare  Substitution  übergeht  in  F ({,  y) 
ohne  Weiteres  setzen  : 


/ ü <>  \ 1 „/d  d\ 

^\dy  dx)  ^ j,n  Idy  df/  f ’ 


wenn  man  statt  der  Potenzen  von  x und  y in  ( die  entsprechenden  höheren  Diffe- 

<)’  d«  n*  . . 

renzialquotientcn,  also  z.  B.  für  x'  oder  y*  g^,  für  xy  substituirt 

und  dann  «*  ergänzt,  ebenso  verführt  man  mit  F . 

Offenbar  nämlich  ist  der  Mechanismus  beim  Uebergangc  von 


dx 


h 

di, 


FI*  = ("  ^ + 4 .rj  ("al  + ‘ <T,) 


ganz  derselbe,  als  wenn  man  von 

x = a{  + ßy 
■D 

X*  = («f  + 0y)  («£  + ßn) 

übergeht.  — Von  den  mittels  dieses  Verfahrens  erhaltenen  Ausdrücken  sagt  unsere 
Gleichung  aus,  dass  sie  Coynrianten,  im  Falle,  dass  x und  y selbst  nicht  darin 
Vorkommen,  Invarianten  sind 
So  z.  B.  erhält  man,  wenn 

f = ox’  -f-  2 6xy  4-y» 

gesetzt  wird,  und 

V = (i,x*  + 26,xy  + c,y* 
ist 

26d>  . cd»'| 


/ad* 

W*  ~ 


dy  dx  dx 


und  wenn  y — f ist 


y = oc,  + 0,0  — 246, 
2 nc  — 2 6*. 


Diese  Ausdrücke  sind  also  Invarianten.  Sie  wurden  schon  oben  als  Beispiele 
gebraucht.  Aus  der  Form: 

b = (<i  b c d)  | (x  y)4 


entspringt  durch  dies  Verfahren  die  Invariante: 

ac  — 4 bd  -f  3 c*, 

wenn  man  </  = f setzt. 

Es  lässt  sich  leicht  erkennen,  dass  dies  Verfahren  zur  Bildung  von  Invarianten, 
wenn  nämlich  f = ff  gesetzt  wird,  nur  bei  Gleichungen  vom  graden  Grade  an- 
wendbar ist,  bei  ungradem  verschwinden  die  so  gebildeten  Ausdrücke  identisch. 

Seien  jetzt  gegeben  zwei  Reihen  von  Variablen  x , y,  s,  xt,  yl»  *n  welche 
durch  dieselbe  lineare  Substitution  transformirt  werden  sollen,  also : 


x = + ßn  -f  yC»  *i  = «li  +ßh  u-  ••  w*» 

wird  nun  in  irgend  eine  Form  f gesetzt:  für  x,  y,  t bezüglich  x + Jar»,  y + Ay^ 

z + kzty  so  ist  in  der  Entwickelung  der  Coefficient  von  gleich: 


/ d d d \P 

V'di+*'Fy+t'rz+  ■■  ) f' 

abgesehen  von  dem  Factor  ^ . F,s  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  dieser 

Ausdruck  eine  Covariantc  von  f ist.-  In  der  That  volllieht  man  die 
linearen  Substitutionen  für  x,  y,  z,  x,  . . 
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* = «f  + + y(,  *i  = °fi+/S<?i  +yC,  h.  s.  w. 

und  setzt  man  in  der  Form  f:  { + für  f,  so  gibt  dies  dasselbe  Resultat  als 
wenn  man  erst  i + li,  llir  * setzt,  und  dann  die  Substitution  für  x und  i,  voll- 
zieht, denn  es  finden  ja  die  Gleichungen  : 

«f  + ßi  + y(  + *("{,  +ßn>  + rCi)  = «({  + «,)  + ß(i  + i*,)+  y(C  + if.) 
statt.  Diese  Identität  der  Formen  aber  gilt  auch  für  die  Cocfficienten  der  ein- 
zelnen Potenzen  von  i,  was  zu  beweisen  war. 

Betrachtet  man  aber  die  Covariante: 


/ d d d \P  , 


äy 

als  Function  von  x,,  y,,  *,  . . . und  x,  y . . . als  Constante,  so  ist 
jede  Invariante  derselben  eine  Covariante  von  /*,  als  Function 
von  x,  y . . . betrachtet. 

Um  zunächst  einen  «peciellen  Fall  zu  nehmen,  untersuchen  wir  die  Covariante: 

V £'+•**  äY 

welche  sonach  durch  lineare  Substitution  für  x,  y,  r„  y,  übergeht  in: 


— + » — 
tix  dy  " 1 dyt  * 


i. 


a«V 


d‘f 


.){>  + 2’l’t  d{  dn  + d{>^' 

Transformircn  wir  aber  nur  z,  und  y,  so  erhält  man: 

■fi*  + 241,11,-4-01/,*. 

a,  4,  c sind  hier  solche  Functionen  von  x,  y,  die  durch  lineare  Substitution  über- 
gehen in: 

dv  d*f_  dV 

d{»’  d{d,  ' dn‘ 

bei  einer  Transformation  von  y,  allein  erhält  man  aber,  wie  bereits  im  An- 
fänge dieses  Abschnitts  angezeigt  wurde: 


erhält  man  links : 


also  der  Ausdruck  rechts: 


r d'fi'r 

( *'f  VI 

Ldx*  dy* 

\dxdy  / J 

«V 

d »/■  d*/1 

'y  » ,yy,  . 

djy  * Öij* 

d>  f d*  f 
d{*  dij*  ' 


»V 

d{d,’ 


( »*/y 

dx!  di/’  \ djr  di// 


dy/ 

ist  ein  solcher,  der  durch  Substitution  für  x und  y in  den  ganz  entsprechenden 
der  tranaformirten  Function  abgesehen  vom  Factor  («,(3,  — «,/!,)’  übergeht,  und 
somit  eine  Covariante  von  f.  Allgemein  gebe: 

P 


(d  d \r 

l**S  + f'R+  •*  ) f 


1 

durch  Transformation  von  z„  y,  über  in: 

<*f  i"  + "df  r*  1 h + • • •• 

so  ist  jede  Invariante  der  ersten  Form  nach  der  Definition  nur  um  einen  Factor 
verändert,  wenn  man  die  Coefficienten  mit  «,  b,  c vertauscht.  In  dieser  Invariante 
gehen  nnn  a,  b,  c dnreh  Substitution  für  *„  y,  Uber  in: 


dH 

d{"’ 


d^^'dij 
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also  ist  jede  Invariante  der  Form : 


•)'/ 


eine  solche  Function  der  Differcnzialquotienten  von  f,  welche  durch  lineare  Trans- 
formation in  die  gleiche  Function  der  Diffcrenziaiquotienten  der  transformirten 
Function  übergeht,  und  somit  eine  Covariante. 

Die  zuerst  betrachtete  Covariante  : 


A'f  d'f  t d*f  y 
dx*  dy*  \ rfx  dy) 


ist  identisch  mit  der  Hesse’schen  Determinante  für  f (xy)  . . . 

Wir  haben  aber  auch  oben  gesehen,  dass  man  mittels  der  Gleichung : 


'Ut-ä'-i-.'d-id’' 


wenn  man  <(■  mit  f identificirt,  für  jede  binare  Form,  deren  Grad  eine  grade  Zahl 
ist,  eine  Invariante  ableiten  kann,  z.  B.  für  den  vierten  Grad: 

e — 4&d  + 3c*. 

In  Verbindung  mit  dem  eben  Gesagten  lässt  sich  hieraus  dann  eine  Covariante 
bilden,  indem  man: 

(-£+*■*)•-' 

_ d»  f d*f  _ d‘f  _ d‘f  _ d*f 

dx*  * dx'  dy  * dx1  dy*  * dx  dy*  1 dy* 

n.  8.  w.  setzt,  und  dies  gilt  Air  alle  Grade,  indem  man  statt  4 im  Exponenten 
schreibt  2s. 

Wir  wollen  hierzn  ein  Beispiel  rechnen.  Sei  die  Form : 

<sx*  + 3Ax*  + 3cxy*  + <fy* 

auf  die  andere; 


M'+Dy' 

durch  lineare  Substitntion  zu  bringen.  Offenbar  fällt  dies  Problem  mit  dem  der 
Auflösung  der  Cubischen  Gleichung  zusammen.  Bringt  man  nun  unsere  Form 
zuerst  allgemein  auf  eine  andere:  > 

A{'  + 3fi{*,  + 3C{,*  + B,* 

so  ist  die  Hesse’sche  Determinante,  abgesehen  von  einem  Zahlen  - Factor : 

(ax  + by)  (cx  + rfy)  — (6x  + cy)’  = (ac  — 6*)  x ’ + ( ad  — Ac)  xy  + (M  — c*) y* 

= [(AC-  B >)  {*  +(AD  - BC)  { , ■ + (BD  - C* ) ,»]  C*. 

Wo  G der  Substitntionsmodnl  ist. 

Wenn  B und  C verschwinden  sollen,  ist  die  transforroirte  Covariante  einfach 
gleich : ADly,  woraus  man  sogleich  erkennt,  dass  Air  { und  y die  boiden  Factoren 
zu  wählen  sind,  in  welche  die  Hesse’sche  Determinante  zerlegt  werden  kann,  die 
Grossen  A und  D bestimmt  man  dann,  wenn  man  die  Factoren  der  gegebenen  cubi- 
schen Gleichung  mit  Ai‘  + Di j*  vergleicht. 

Beispiel.  Sei  die  gegebene  Form : 

4x*  + 9**  + 18x  + 17, 

die  Hesse'sche  Determinante  ist: 


15x*  +50*+  15, 

welche  sich  zerlegt  in  die  Factoren: 

5(*+3)  (3x  + 1). 

Setzt  man  nun: 


A(x  + 3)*  + D (3*  + 1)*  = 4x*  + 9x*  + 18*  + 17 

so  ergibt  sich: 
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.4  + 270  =4  27.4  + 0 = 17 

7280  = 91  728/1  =455 


alao  die  Form  wird  reducirt  in: 

6 (x  + 3)*  + (3*  + 1)*. 

Dieser  Ausdruck  gleich  Null  gesetzt,  gibt 
die  Auflösung  der  Gleichung. 

Jede  binäre  Form  von  ungra- 
dem  Grade  2n  — 1 hat  eine  Co  Va- 
riante vom  zweiten  Grade  so- 
wohl in  den  Veränderlichen  als 
in  den  Coefficienten. 

Denn  es  ist : 


von  einem  graden  Grade  in  und 

den  Coefficienten.  Bildet  man  nun,  wie 
eben  gezeigt  wurde,  die  Invariante,  so 
entspringt  derselben  die  Covatiante  wie 
oben. 

Invarianten  einer  Covariante 
sind  Invarianten  der  gegebenen 
Form. 

Dies  liegt  in  der  Definition,  denn  bei 
der  Substitution  bleiben  die  Coefficienten 
der  Invariante  der  Covariante , welche 
mit  denen  der  gegebenen  Form  identisch 
sind,  unverändert;  (immer  von  einem 
Factor  abgesehen). 


Jede  binäre  Form  von  ungra- 
dem  Grade  hat  eine  Invariante 
vierten  Grades. 

Denn  wie  eben  gezeigt  hat  sie  eine  Co- 
vnriante  zweiten  Grades  in  den  Varia- 
blen und  Coefficienten,  deren  Discri- 
minantc  also  vom  vierten  Grade  ist,  und 
letztere  ist,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
eine  Invariante. 

Z.  B.  die  Hesse'sche  Determinante 
einer  cubischcn  Form  ist: 

(ac  — b7)  x 1 +(a</— bc)  xy  + (&J  — c*)  y*, 
deren  Discrimmantc: 

(<7C  — b*)  (bd  — c*)  — £.(ad  — bc)% 
ist,  also  Invariante  der  gegebenen  Form 
(sie  ist  zugleich  deren  Diseriminante). 

Die  bis  jetzt  gegebenen  Methoden  las- 
sen sich  nun  vereinigen.  Noch  der  hier 
gegebenen  Methode  lassen  sich  Cova- 
rianten,  aus  diesen  Invarianten  durch 

das  Symbol  und  hieraus 

wieder  Covarianten  bilden. 

Also  z.  B.  für  die  biquadratische  Form: 
(abede)  | (xy)4 

ist  das  Symbol  einer  Invariante: 

(abcdt)  I 

für  '/  nehmen  wir  nun  die  flessc’sche 
Determinante  der  gegebenen  Form, 
diese  ist: 

2 bc  — 2 cd,  ce  — </’)  | (xy)4 


(ac  — 41,  2 ad  — 24c,  ae-\-2bd  — 3c* 
und  erhalten  aus  unserm  Symbol  die  Invariante : 


ace  + 2 bed  — ad*  — eb*  — e*. 


Betrachten  wir  diese  als  Invariante  der  Form: 


+ . 


in  Bezug  auf  X,,  yl  . . ,,  d.  h.:  Vertauschen  wir  o,  6,  c . . . mit  den  Factoren 
von  x,,  y,  . . .,  d.  h.  mit  den  entsprechenden  vierten  Differenzialquoticnten 
Ton  f,  so  kommt  die  Covariante : 

dlLdlL  _a.V  d‘t  d*f  ay 

dx4  dyl  dx%  dy*  dx*  dy  dx  dy*  d x*  dy* 
für  alle  Formen  f,  deren  Grad  den  vierten  abersteigt. 

Es  ist  hier  der  Ort,  ein  wichtiges  Prinzip  fQr  die  binären  Formen  zu  entwickeln. 

Setzt  man  voraus,  dass  x,,  y , immer  mit  x,  y durch  dieselbe  Substitution 
geändert  werden,  so  hat  man 


als  Covariante  jeder  beliebigen  Form,  denn  die  lineare  Substitution  von  x,y,  xt,  y, 
verwandelt  diesen  Ansdrnck: 


(«,0,  - a,ßt)  (fyl  -{,■(). 

Sei  nun  J irgend  eine  Invariante  der  Form: 


(«.  «i  I (*y)n 

so  lässt  sich  zeigen,  dass: 
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eins  Covuriantc  derselben  ist. 

Denn  gehe  («„<«,  . . .)  | (xy)n  durch  Substitution’ Ober  in: 

(*.,  A . . .)  (£,)" 

so  geht : 

(«.<•,  • • •)  I (*y)"  + i(*y. -*iy)* 

Ober  in: 

c a.a,  . . .)  | 

kt  ist  nur  durch  die  Potenz  des  Transfonnationsmoduls  von  k unterschieden,  da 
das  letzte  Glied  eine  Covariante  ist. 

Nun  gibt  die  Entwickelung  vor  der  Transformation : 


n H n — l , *— » v 

(«•+**»  )X  +nx  yfai-ht  *») 


n (n  — 1)  n—  2 _ . * n-2  , 

+ - | . 2—  * y’Oi  + iy.  *i  ) + 


Jede  Invariante  dieses  Ausdrucks  wird  durch  Transformation  in  eine  gleiche 
Function  der  neuen  Coefficienten  verwandelt.  — Diese  Invariante  kann  aber  aus 


der  der  ursprünglichen  (nicht  um  4 (a*y4  — yx4)w  vermehrten)  Form  gebildeten  In- 
variante J gebildet  werden,  indem  man  in  letzterer  a0,  at  ...  vertauscht  mit: 


, , « . n— l 

«.  + iyi  i - tyi  *i. 

auf  diese  Weise  ergibt  sich: 


In  der  transformirten  Form  treten  nun  die  k entsprechenden  Potenzen  von  kt 
auf,  und  durch  Vergleichung  der  einzelnen  Glieder  ergibt  sich,  dass  dieselben  nur 
um  Potenzen  des  Transformationsmoduls  von  den  durch  Transformation  gebildeten 
verschieden  sind,  also  wie  behauptet  Covariantcn  sind. 

Diese  Gattung  von  Covarianten  wird  auch  als  Evectanten  be- 
zeichnet. 


So  z.  B.  hatte  ( abcd ) | (xy)*  die  Invariante  vom  vierten  Grade: 
a'd*  + 4ac*  +4db*  — 3b*c*  -üabcd 

(jede  Function  vom  ungraden  Grade  hatte  eine  solche  vom  vierten  Grade).  Die 
entsprechende  Evectanto  ist : 

(a*d  4-  2 6*  — 3a6c,  3 6*c  -f-  3 abd  — 6ac%  66*</  — 3 6c*  — 3 «cd, 

3bcd-2c*-ad *)  (xy)*. 


Die  Discriminantc  D einer  binaren  Form  war,  wie  oben  gezeigt  eine  Invariante. 

Hat  nun  die  Form  einen  quadratischen  Factor  (xy4  — x,y)*f  so 
lässt  sich  zeigen,  dass  die  erste  Evectante: 


/ n d , 


n — 1 i> 

r£r 


+ 


■)D 


eine  Potenz  dieses  Factors,  also  gleich  (xy4— a^y)"  ist. 


Denn  setzt  man  xy,  — x4y  = 17 , so  verwandelt  sich  die  Form  in  eine  andere, 
welche  von  den  beiden  ersten  Coefficienten  a0at  frei  ist.  Jede  Discriminantc 
nimmt  aber,  wie  gezeigt  worden,  die  Gestalt  an  <*„*/  -f  *l®°  die  Differcnzial- 

quotienten  nach  a3,  at  . . . sind  von  derselben  Gestalt,  und  verschwinden  folglich 
gleichzeitig  mit  a0  und  <1 1 ebenso  der  Differenzialquotient  nach  alf  welcher  die 
Gestalt  hat: 
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«>o»'  + 2a,^  + a,V' 

and  nur  der  nach  aQ  bleibt,  die  Evcetante 
hat  also  nur  das  eine  Glied : 


n <)ß 


V 


Aa„  ’ 


was  au  beweisen  war. 

Wenn  z.  B.  bei  einer  enbischen  Form 
die  Discriminante  verschwindet,  so  ist 
die  Evectante:  der  Cubua  der  singulären 
Wurzel,  d.  h. : (zy , — x,y)*.  Sind  mehr 
als  zwei  gleiche  Wurzeln  vorhanden,  so 
, . dß 

verschwindet  -r — ebenfalls. 
da. 

Dann  ist  die  zweite  Evec  ante : 


( 


n 

y 


d 

da  9 


gleich 

(*y.  -*>!/)*  (-rj.  -*»»)" 


80  dass  durch  Ausziehung  der  n ten  Wurzel 
der  Evectante,  uud  durch  Auflösung  einer 
quadratischen  Gleichung  beide  Wurzeln 
gefunden  werden  können. 

Viele  der  in  diesem  Abschnitte  flir 
binäre  Formen  ausgesagten  Sätze  lassen 
sich  ohne  Weiteres  auf  Formen  von  be- 
liebiger Anzahl  von  Variablen  übertra- 
gen. Es  sollen  also  hier  nur  diejenigen 
Punkte  erörtert  werden,  bei  welchen 
eine  solche  Uebcrtragung  nicht  ohne 
Weiteres  zulässig  ist. 

Es  reicht  hierbei  die  Betrachtung  von 
drei  Veränderlichen  aus,  da  für  mehr 
Veränderliche  keine  weiteren  Modifikatio- 
nen eintreten. 

Es  soll  zunächst  die  symbolische  Form: 


welche,  wie  gezeigt,  eine  Covariante  von 
f ist,  verallgemeinert  werden. 

Wir  setzten: 


A)  *=  + + 

y = «,?+  ß,i+y,C 

z = + />!»/ + y»C- 

Sei  M = («i0»y,)t  also  der  Substitu- 
tionsmodul,  Att  Bt  . . . die  Unterdeter- 
minanten  von  M , so  ergibt  sich: 

1U(  = Akz  + + A,z 

— Btx+i 

M(=  C,x  + ClS+,C,t. 


B) 


dl  _ 
dx  = 


a 

äy 


2 

w 

_2 

M 


(A 

(A 


+ 


d 

1 H 

r)  <) 

• äf  + ö»  r, + 


Betrachtet  man  nun  einerseits  x,  y,  s 
d d d 

und  andererseits  -r-  , -r-  , — als  zwei 
ox  dy  o z 

Reihen  von  Veränderlichen,  die  gleich- 
seitig transformirt  sind,  so  entsprechen 
den  Coefticienten  rr,  fl  . . . der  ersten 
Transformation  die  Glieder  der  Reciproke 

von  man  kann  also  die  bei- 

den Substitutionen  als  reciprok  be- 
zeichnen. 

Es  soll  jetzt  vorausgesetzt  werden, 
dass  immer  wenn  x,  y,  z transformirt 
werden  mit  X,  F,  Z die  reciproke  Trans- 
formation cintritt. 

Dann  bleibt  der  Ausdruck 
xX+yF-MZ 

durch  Substitution  nur  mit  M multiplicirt 
sonst  unverändert.  Denn  in  der  trans- 
formirten  Function  sind  die  entsprechen- 
den Glieder  bezüglich  multiplicirt  mit: 

Alrrl  -f-  Ajffj  -f-  Aln% 

Bißi  4 Biß*  4 B*ßa 
4*  C%y*  4 CiY* 

Ausdrücke,  die  mit  M identisch  Sind, 
während  alle  Glieder  Factoren  von  der 
Form: 

ß,flfi4-ßjCfj  -f-BjOTj  — 0 

haben.  (Der  oben  betrachtete  Ausdruck 
xy , — x,y  ist  hier  der  specielle  Fall  für 
zwei  Variablen.) 

Jetzt  stellen  wir  der  Cova- 
riante gegenüber  die  Contra- 
variante (zugeordnete  Form)  und  be- 
zeichnen als  solche  eine  von  X, 
F,  Z abgeleitete  Form,  welche 
ihre  Beziehung  zur  ursprüngli- 
chen beibehält,  wenn  die  beider- 
seitigen Veränderlichen  reci- 
proke Substitutionen  erleiden. 

(Geometrisch  betrachtet  ist  die  Reci- 
proke einer  Cnrve  eine  Contra  Variante 
ihrer  Gleichung.)  Nun  zeigt  sich  ganz 
wie  bei  dem  Symbol: 


dass  aus  jeder  Contra  Variante 
ein  invariantes  Symbol  hervor- 
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geht,  wenn  man  X,  Y,  Z 


ä also : 
mit  — , 
ax 

— — vertauscht.  Eben  so  kann 

\dti  d 5 

d d d 

x,y,  z “'‘äX.äy.äz  vertauscht 
. wer  d e n. 

Aus  demselben  Grunde  gibt 

df  df  df 

die  Substitution  =- , -r-,  füf 
d.r  «y  dz 

X,  F,  Z eine  Co  Variante  von  f. 

Die  Symbole  B lassen  sich  nämlich 
auf  iweierlei  Art  auffassen.  Einerseits 
kann  man,  indem  man  sie  in  eine  Form 
einsetzt,  die  Potenzen  der  Variablen  x', 
y*,  x’y  durch  die  entsprechenden  Dif- 
daif  d'y-  d'ip 

ferenzialquotienten 
andererseits  aber  auch 


d',t 

y*  ’ d{  * dy 
durch  die  Poten- 


zen von 


d'i 


— — , ersetzen:  in  beiden  Fäl- 

ä ( •’n 

len  sind  nämlich  diese  Ausdrücke,  wie 
sie  aus  B)  entstehen,  wie  leicht  zu  se- 
hen, mit  denselben  aus  A,  B,  C . . . 
gebildeten  Coefficientcn  behaftet. 

Beispiele.  Der  Gleichung  eines 
Kegelschnittes  entspricht  die  ternäre 
Form: 

ax7  + a,y*  + 0,1»  + 26  ys  + 26,sx 
+ 2 6,xy, 

deren  rcciprokem  Kegelschnitte: 
(o1a1-6>).V*+(a5a-6l>)y» 

+ (aa,  — 6,’)  Z7  -{-2(6,6,  — a6)  YZ 
+ 2(616-al6l)ZX-f2(66l-aJ6!)AT. 

Da  nun  durch  diese  letzte  Gleichung  die 
Bedingung  ausgesprochen  ist,  dass  die 
Grade: 

xX  + yF  + zZ  = 0 

den  Kegelschnitt  berührt,  und  diese  letzte 
Form  bei  reciproker  Substitution  unver- 
ändert bleibt,  so  ist  die  Gleichung  des 
zweiten  Kegelschnittes  eine  Contrava- 
riante des  ersten.  Vertauscht  man  nun 

X>  Y'  Z mit  Tx’  Ty’  Tz'  d-  h'  “ 
man  die  Potenzen  durch  Diffcrcnzial- 
quotienten  und  bezieht  diese  wieder  auf 
die  erste  Gleichung : 

ax'  + a,y‘  + atz'  + . . 


1 = (“dt* + «!?)• 

Die  Factorcn  von  x und  y in  den  letz- 
ten Gleichungen  bilden  die  Unterdeter- 
minanten von  («,/},),  entsprechen  also 
der  reciproken  Substitution,  zugleich  aber 
zeigen  diese  Gleichungen,  dass  wenn 
man  x,  y bezüglich  mit  y,  — x ver- 
tauscht die  ursprüngliche  Substitution 
stattgefunden  hat.  ln  diesem  Falle  also 
kann  man  setzen. 

X = y,  Y = - x 

(dies  Resultat  war  uns  schon  bekannt). 

Mit  Hülfe  des  letzten  Satzes  kann  man 
also  z.  B.  aus  der  Form: 

f = ax'  + 26xy  -f-  cy’ 

eine  Covariantc  bilden,  wenn  man  darin 
setzt: 

_äf  *rm 

dies  gibt: 

Das  Resultat  führt  indess  auf  f selbst 
zurück. 

Jetzt  lässt  sich  auch  beweisen,  dass 
die  Functionaldeterminante  von  f,,f,... 
eine  Invariante  dieser  Ausdrücke  sei, 
denn  vollzieht  man  eine  Substitution  an 
x,  y,  z.  so  ersieht  man  wie  oben  gezeigt, 
dass  diesem  eine  reciproke  Substitution  au 

ÖJ  df  dj  df\  df, 
cx  * 3y  * d z * äx  ’ dy 
entspricht. 


df 

Tx--‘ 

gebildete  Determinante  ist  aber  nach 
dem  Multiplicationssatze  gleich  der  ur- 
sprünglichen in  die  reciproke  Deter- 
minante (A,  ff,  . . .).  welche  eine  Po- 
tenz der  ursprünglichen  ist. 

Es  soll  jetzt  der  Satz  verallgemeinert 
werden,  welcher  aussagt,  dass 


so  erhält  man  eine  Invariante  einer  ter- 
nären quadratischen  Form,  nämlich: 
aa,as  -|-  266,6,  a6*  u,6,*  a,6,*. 

Bei  binären  Formen  sei: 
x — a,{-{-0,y 
y = +ß,% 


eine  Covarianto  jeder  Form  ist,  deren 
Invariante  { ist. 

Dieser  lautet  für  mehrere  Variablen: 
Ist  { eine  Invariante  der  Form: 
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f-aax*  + nalxn  ’y  + n&ji"  Xz 
n(n  — 1)  n-» 

+ — f Tg  - a'x  y + • • •• 


eine  Contravariante  (Evectante)  von  f 
Denn  mögen: 


n . it—  i 

o„x  + an,jr  y + . . . 
durch  Substitution  Ubergehen  in: 

■‘lo*  *f~  nA  i{  y + • • . 

(0  bleibt,  wie  wir  gesehen  haben: 
xX  + yY  + iZ 
ungeändert.  Es  ist  also: 

®,I*+  nalxH~  1 y -f  . . . 

+ l(xX  + yy  + zZ)" 

= Aq£n  + nA,fn  1 7 4-  . . . 

+ l,(fa+»H+fZ)", 

wenn  g,  H,  Z die  neuen  Variablen  der 
reciproken  Substitution  fdr  X,  V,  Z sind. 

Jede  Invariante  der  linken  Seiten  der 
Gleichung  wird  also  in  eine  gleiche 
Function  derer  der  anderen  Seite  trans- 
formirt.  Eine  solche  wird  aber  für 

n,xn  + . . . + i (xX  + . . .)" 
gebildet,  indem  man  in  einer  Invariante 

J der  ursprünglichen  Form  a„zn  + . . . 
setzt:  • 

a,  + lXn  für  a0 , 

Oj+lX"  1 Y für  «t 

41+iXn~,Z  für  4, 
u.  s.  w. 

Die  Invariante  ist  also: 

J+i(x"^7+ 

Di«  Coefficienten  der  Potenzen  von  X 
sind  bis  anf  den  gewöhnlichen  Factor 
den  Coefficienten  von  Xt  gleich.  Die 
letzteren  gehen  aber  aus  den  andern 
durch  die  reciproke  Substitution  hervor 
und  daher  sind  diese  Coefficienten  Con- 
travarianten von  f. 

So  z.  B.  folgt  aus  der  Discriminante 
einer  quadratisch  ternären  Form : 

D = aa,a#  + (2bblbi  — ab * — e^b,* 


die  Evectante: 


d.  h.: 


(a^-b^X*  -f  »)*»  + ... 

wie  schon  gezeigt,  die  Gleichung  der  Rc- 
ciprokalcurve. 

Der  letzte  von  den  Evectanten  binärer 
Formen  hier  gegebene  Satz  betraf  die 
singulären  Wurzeln.  Derselbe  nimmt 
für  ternäre  Formen  folgende  Fassung  an. 

Verschwindet  die  Discrimi- 
nante einer  Form,  so  hat  dieselbe 
eine  Reihe  singulärer  Wurzeln 
xi*  Jfi»  •••  Die  erste  Evectante 
der  Discriminante  ist  dann  eine 
nte  Potenz  von  xtX  y XY  + 

In  diesem  Falle  kann  nämlich  die 
Form  so  transformirt  werden,  dass  die 

neuen  Coefficienten  von  xn , xn~~ 1 y, 

xn~  z . . . verschwinden,  ganz  wie  be* 
binären  Formen. 

Da  dann  nämlich  für  z = 0,  die  Func- 
tion einen  quadratischen  Factor  erhält, 
und  ebenso  für  y = 0,  so  kann  man  sie 
auf  die  beiden  Formen  bringen: 

(xy,  -yx,)*'/  + *■/', 

(*z,  - zxj’y,  +y<Pi- 
Macht  man  nun  die  Substitution: 


X = x,  y = xzj- ix, , X = xy | — yx , , 
so  lehrt  <iie  orstere  Form,  dass  kein 
mit  x"  und  kein  mit  *n—  y,  die  letz- 
tere, dass  kein  mit  xn—  1 z muitiplicirtcs 
Glied  existirt,  es  ist  also 

«„  = <»,=  4,  — 0. 

Nun  könnte  die  Discriminante  ganz 
allgemein  auf  die  Gestalt  gebracht  werden : 

a,Q  + ax*'f  +albl'p+bi*x 

und  man  sieht,  dass  für  a,,  <*,,  4,  =0 

alle  Differenzial  quotienten  ansser  - — 

verschwinden.  Das  erste  Glied  der  Evec- 

tanto  ist  dann  Xn  - — , nun  geht  das 
dao 

neue  X ans  dem  alten  durch  reciproke 
Transformation  hervor.  Die  der  Sub- 
stitution: 


x = x,  y = xy,  - sx ,,  x=x»l—  ix, 
entsprechende  Determinante  aber  ist: 
10  0 
*i  0 -*i 

y,  -xt  0 


* 
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und  die  Glieder  der  Beciproke,  welche 

l,  0,  0 entsprechen,  bezüglich  s 

*iyi*  *i*i» 

also  ist  abgesehen  von  den  gemeinschaft- 
lichen Factor  zt,  Xn  zu  ersetzen  durch: 

(z.X  + y.F  + Z.Z)’' 
was  zu  beweisen  war. 

Sind  zwei  singuläre  Wurzeln  vorhan- 
den, so  verschwinden  alle  ersten  Diffe- 
renziale, und  dann  ist  die  zweite  Evec- 
tante  eine  Potenz  von 

(*i* +y1r  + *,z),  (*,x+jf,i'  + t1Z). 

12)  Differenzialgleichungen  für 
die  Invarianten. 

Unter  dem  Gewicht  einer  abgeleiteten 
Form  verstehen  wir  wie  oben  die  Index- 
summe jedes  Gliedes. 

Es  lässt  sieh  nun  zeigen,  dass 
das  Gewicht  jedes  Gliedes  der 
Covariantc  einer  binären  Form 
constant  und  gleich  %ny  ist, 
wenn  » der  Grad  der  Form,  v der 
der  Invariante  ist. 

Die  ursprüngliche  Form  ist: 

n . n— l , 

*ox  y-f  • • •» 

so  dass  der  Index  mit  der  Potenz  von 
y übercinstimmt,  in  die  er  multiplicirt  ist. 

Vertauschen  wir  nun  y mit  cy,  so  ist 
dies  eine  lineare  Substitution,  welche  die 
Invariante  mit  einer  Potenz  von  c mul- 
tiplicirt wieder  herstellt  cm,  andererseits 
gilt  dieser  Substitution  gleich  eine  Mul- 
tiplication jedes  Cocfficienten  mit  derje- 
nigen Potenz  von  c,  die  seinem  Index 
entspricht.  Es  ist  also  die  Summe  der 
Indices  jedes  Gliedes  der  Invariante  gleich 

m.  also  constaut.  Um  m zu  berechnen, 
bemerken  wir,  dass  wenn  man  x und  y 
vertauscht,  dies  ebenfalls  eine  lineare 
Substitution  mit  Modul  — 1 ist,  welche 
also  nur  das  Zeichen  der  Invariante  än- 
dert, andererseits  wird  hierbei  jeder  Coef- 

ficient  a durch  a ersetzt.  Sind 

J fl  — s 

also  i,  die  Indices  eines  Gliedes  der 
Invariante,  so  ist : 

*i  ’>  *|  4*  *■  . = n — *|  -f-  h — s,  • • • 

= nv  — — s,  + ... 

wenn  v der  Grad  der  Invariante  ist,  also: 


wie  vorausgesagt  wurde. 


Es  können  also  n und  y nicht  beide 
ungrade  sein. 

Dies  Gesetz  gestattet , sogleich  die 
Buchstabenfactoren  irgend  einer  Inva- 
riante zu  bilden , abgesehen  von  den 
Zahlcncoefficienten. 

Z.  B.  Für  eine  rubische  Form  ist  das 
Gewicht  der  Invariante  vierter  Ordnung 
gleich  6,  die  einzelnen  Glieder  also: 

er,«, a,’«,. 

o,,a,*,  o.’a,'. 

Die  Anzahl  der  Glieder  ist  gleich  der 
Anzahl  der  Arten,  auf  welche  } ny  in 
eine  Summe  von  y Zahlen  aus  der  Reihe 
0,  1,  2 . . . n zerlegt  werden  kann. 

Aehnliche  Betrachtungen  sind  jetzt  für 
die  Covarianten  anzustcllen. 

Wird  in  der  Form  y mit  py  vertauscht, 
so  ist  jeder  Coefficient  in  der  Covariante 
mit  einer  dem  Index  entsprechenden 
Potenz  von  p multiplicirt,  vertauscht  man 
andererseits  in  der  Covariante  y mit  py, 
so  dürfen  sieh  beide  Resultate  immer 
nur  um  eine  Potenz  von  p unterscheiden. 
Diese  zweite  Aenderung  ist  aber  von  dem- 
selben Erfolge,  als  wenn  mau  in  der  ur- 
sprünglichen Covarianto  gleichzeitig  die 
Coefficieuten  mit  der  dem  Index  entspre- 
chenden Potenz  von  p multiplicirt,  und 
zugleich  y durch  o dividirt  oder  waa  das- 
selbe ist  x mit  p multiplicirt. 

Ist  also  ein  Glied  der  Covariantc: 


so  ist  t 

(?s1+s,-4s...+iu  = e»l> 

also  » , + s ,+  ...+  ft  constant. 

Vertauschen  wir  dann  x mit  y so  wird 
wie  oben : 

*!+*!  + . ..  + /<=•*,—  /*  + * — *1 
+ " — + • • • 

Wenn  n,  der  Grad  der  Covariantc  in 
Bezug  auf  ihre  Veränderliche  ist,  mithin, 
wenn  y der  Grad  derselben  in  Bezug  auf 
die  Coefficieuten  ist: 

*i  + *»+•••  + f*  = i(»i  + »*-). 
Dies  ist  das  Gewicht  der  Covariantc, 
wenn  man  mit  diesem  Namen  die  Summe 
der  Indices  eines  Gliedes,  vermehrt  um 
den  Exponenten,  welchen  x in  diesem 
Gliede  hat,  bezeichnet. 

Das  Gewicht  der  in  Bezug  auf  Veränder- 
liche und  Cocfficienten  quadratischen  Co- 
variante  einer  cubischen  Form  ist  somit : 

i(2  + 6)  = 4, 
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du  mit  *•  moltiplieirte  Glied  hat  dann  Vertauschen  wir  x mit  x + ly,  so  ist  * 
die  Indcxsnmme  2.  Es  besteht  also  aus  der  Modul: 
den  Thcilen: 

= 1, 


1 l 

0 1 | 


(fl,,  a,+Aa„  o,  l*a. 


fl0fl,  nnd  a,*, 

das  mit  xy  multiplicirte  lmt  die  Index-  a|s0  ^;e  Invariante  unverändert,  die  neue 
summe  3,  also  man  hat  entsprechend:  J.’0rm  aber  ist: 

a,a,  nnd  fl, fl, 

nnd  in  j’  ist  multiplicirt:  . 

fl,«,  und  fl,*  + - • •)  | (xy) 

Es  bleibt  nun  noch  öbrig,  die  Coeffi-  si,'h  ‘>»rch  Berechnung  ergibt, 
deuten  zu  bestimmen.  In i der  Invariante  £,  welche  da< 

die  Gestalt  annimmt: 

Jede  Invariante  genügt  ge- 


d ad  u rch 


wissen  Differenz  ial  gleichngen 
Sei  gegeben  die  Form  : 

(«„  <»1,  «,..•)!  (*»)"• 
oc 


Cd 


A("*dr1  + 2'‘‘^+  • • •) 


muss  die  Zunahme  verschwinden.  Es 
ist  also: 


1)  « ^-  + 2«,  -p-  + 3«,-^  + . . . +,.»«  ^i-=0. 

9 da  x oa%  oat  n-i 

Dies  ist  die  gesuchte  Differenzialgleichung.  Macht  man  aber  die  Substitution 
y-\-uz  für  y , so  kommt  in  derselben  Weise. 


+ («  - 1)  ;rr  + (»  ~ 2)  O,  xr  + . . . = 0. 


da, 


dfl. 


Wenn  die  Form  ohne  Diffcrenzialquotienten  geschrieben  ist,  so  werden,  wie  so- 
gleich ersichtlich,  diese  Gleichungen: 


i») 

2.) 


na°£x  + = 0 


dC  _ «t, 

°‘dZ+  2o’dT  + 


äC 


3ö*d^  + 


. . = 0. 


Es  sind  diese  beide  Gleichungen  aber  auch  ausreichende  Be- 
dingung dafür,  dass  ein  Ausdruck  £ eine  Invariante  sei. 

Zun&chst  ist  klar,  dass  er  eine  solche  ist,  wenn  auch  die  mit  I*,  l*  . . 
f**,  u3  • . . multiplicirten  Zunahmen  von  £ verschwinden,  denn  da  man  die  Sub- 
stitutionen nach  einander  aufstellen  kann,  so  vertreten  die  hier  gegebenen  x 4-  ly 
für  *,  y jjx  für  y alle  möglichen.  Dass  nun,  wenn  unsere  Gleichung  stattfinden, 
auch  die  andern  Cocfficicnten  zu  finden  sind,  kann  man  folgcndermaassen  darthnn. 

Der  Cocfficient  von  kann  geschrieben  werden: 


"•äf + 3n‘ 


dt  dt  • 

ä7,  + 6a'ä^  + 


1 

i-2 


( 


*0 


dax 


+ 2«, 


In  dem  Symbol,  welches  das  zweite  Glied  bildet,  sind  die  explicite  stehenden 
a#,  . . . nicht  zu  differenziiren.  Wenn  man  aber  das  Symbol  so  versteht,  als 

finde  das  letztere  doch  statt,  so  kommen  noch  die  im  ersten  Gliedc  enthaltenen 
Glieder  hinzu,  und  man  kann  also  für  die  Summe  schreiben,  wenn  a0,  ax  . . . 
explicite  und  implicite  differenziirt  wird: 


Dieser  Ausdruck  aber  verschwindet  w$gen  Gleichung  1).  Gleiches  findet  mit 
den  andern  Gliedern  statt. 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  definiren  also  die  Invariante.  Es  reicht  indess 
schon  eine,  hin,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  bei  der  Vertauschung  von  mit 
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o die  Function  £ unverändert  bleiben  muss,  was  immer  stattfindet,  wenn  man 
n — s ' 

II  y 

das  Gewicht  --  berücksichtigt. 

Hiernach  lassen  sich  Invarianten  berechnen. 

Beispiele.  Die  Invariante  vierter  Ordnung  der  cubischen  Form  war: 

Aacaf  ’ + ßu,n1n,nj  + Ca,*«,  + Do,o,‘  -f  E«,*«,* 

Die  Zahlen- Coefficienten  A,  B,  C . . , sind  zu  bestimmen,  jedoch  kann  A = 1 
sein.  — Die  Gleichung: 

di  di  ilt 

gibt : 

(ß  + Gjo.’a.o,  +(3C+ 28)0,0,»«,  + (2  E + 60  + 3ß)  o,«,«,» 

+ (4E  + 300,*«,  = 0. 

also  wenn  man  die  Coefficienten  gleich  Null  setzt ; 

ß = — 6,  C=4,  0 = 4,  E = — 3. 

Die  Invariante  dritter  Ordnung  für  die  biquadratische  Form  ist,  da  das  Ge- 
wicht 6 wird: 

a,«,«,  + ßa,»«4  -f  Co,a,*  + 00,0,0,  + Eo,* 
und  wie  oben  folgt: 

ß = - 1,  0 = 2,  E = — 1,  Cs:  — 1. 

Sei  endlich  die  Discriminantc  von  (0,0,0,  . . .)  (zy) " zu  bilden,  und  zwar 
nach  Potenzen  von  a0  geordnet. 

Nach  einem  Satze  des  Abschnitts  10)  hat  dieselbe  die  Form : 
fl0C  + a,»K, 

wo  V die  Discriminantc  von : 

(a,o,  . . .)  (*ji)B_l 
ist,  man  kann  also  dafür  setzen: 

o,*K  + o,a  + «,*/J  -f-  . . . 
wo  V,  a,  ß von  a„  frei  sind. 

Bildet  man  nun: 

a'ä^+2o>ä^+  • • • = 0’ 

so  ist  der  von  o0  unabhängige  Theil  : 

0=a,n  + 4a,o,K+o,»  ^2o,  -f  3o,  + . . .)  V, 

nun  ist,  da  V selbst  eine  Discriminantc: 

(“»  dir, + 2fl*  £1  + • ••)K=0' 


also : 


«=-4«,r+o,  (o,A+2o.  A + )v. 


Ans  dem  Coefficienten  von  o,  wird  anf  gleiche  Weise  ß bestimmt. 

Diese  Betrachtungen  führen  Caylcy  auch  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der 
unabhängigen  Invarianten  einer  binären  Form.  (Vcrgl.  Caylev : Sccond  memoir 
upon  Quantics.  Philos.  Transactions.  Vol.  146.) 

Aber  anch  für  eine  Covariante  gibt  es  gewisse  Differenzial- 
gleichungen. 

Setzen  wir  in  derselben  x + ly  für  x,  thun  dies  dann  in  der  gegebenen  Form 
nnd  bilden  die  Covariante;  das  letztere  ist,  wie  oben  gezeigt,  gleichbedeutend  mit 
der  Substitution : 

a, + ia,  für  «,,  a,  +20,1+  a0l»  für  o,  u.  s.  w. 
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ni  . — i «,  («.  — 1) 

+»,e,i  y + — r - o - 


1 . 2 


Substitution. 


y*  + 


Die  Substitution  x + Xy  wird  angcstellt,  wir  nehmen  jedoch  nur  das  mit  X multi- 
plicirtc  Glied.  Dies  ist: 

n,c,*Bl  ' +»,(»,- l)c,*"1  %+  — 1 ~ ^ e,r*l~3y*  + . . . 

Dagegen  gibt  die  Substitution : 

ai  + *a»  für  *i-  «,  + 2 o,A  für  o,  u.  s.  w. 

das  mit  X multiplicirte  Glied : 

‘ + n.'.*"'~'y  + • . .) 

Die  erste  Klammer  ist  das  Symbol  der  an  der  zweiten  zu  vollziehenden  Differen- 
aiirung.  Der  Vergleich  beider,  gleich  zu  setzender  Ausdrücke,  (da  es  auf  einen 
Factor  nicht  ankommt)  gibt  nun : 

(O"i  + 2o'i  + •••)<•.  = 0 


/ d 

\ 

(“•t;  + ■ 

■)  «1  =c. 

\ 

Kt;  + •• 

■)c>  = 2 c, 

i ä 

\ 

Io,  — + . 

\ oa. 

7 c.  = 3c, 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  Zahlen -Coefftcienten  der  Covariauten. 

ratische  Covariante 

c,  = o,o,  + Bo,*. 


Beispiel.  Für  die  quadratische  Covariante  der  cubischen  Form  war  der 
Coefncient  von  x* : 


Die  Operation 
gibt: 

mit  xy  multipllcirt  ist: 
es  kommt  wegen : 


d „ d 

“•di;+2o^  = 0 
B=  -1 

2 c,  = Co,o,  + 00,0, 

(«.^-+2o,  A + . , .)c,=0 

D = - 1,  C = 1 

und  mit  y*  multiplicirt 

. . ..  C,  = ßo,o,  + fo,’, 

wo  sich  ergibt: 

„ . £=1.  F= 1. 

Die  Covariante  ist: 

(UoO,  o,1)  a*  + (o,o,  — o,o,)  xy  (o , o,  — o,  Oy*. 

Die  hier  gegebenen  Resultate  lassen  sich  noch  anders  ausdrücken. 

Wenn  an  der  Form: 

d (°i«i  • • •)(*»)" 

die  Operation  y also  an  einor  der  Variablen  vollzogen  wird,  so 

ist  dies  gleichbedeutend  mit  der  Operation: 

d \ a d d 

o.  v— +2o,  r— + . . . =Xso  , v- 
oat  oat  t — 1 da * 

an  den  Coeff i ci enten. 


i 
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das  Symbol  Zm  r — bedeutet.  Diese  Gleichung 

J S—  I M. 


Man  kann  also  dies  durch  die  symbolische  Gleichung 
ausdrQcken,  wenn 

definirt  die  Covariante  völlig.  Ebenso  werden  die  Invarianten  durch  die  Gleichung: 

KH 

definirt.  Denn  für  dieselben  ist  offenbar  y ^ = 0.  Diese  Betrachtung  l&sst  sich 
leicht  auf  Functionen  mit  beliebig  viel  Veränderlichen  abertragen.  Kür  solche  ist: 


d ' r 

-)  “1 

d 

r *1 

yTx=l 

*,dx 

L‘  dxj 

Die  durch  die  Klammer  angedeutete  Operation  ist  in  jedem  Falle  leicht  zu  finden, 
wenn  man  in  der  gegebenen  Form  x mit  x + ly  und  dann  mit  x + A,s  vertauscht. 
So  z.  B.  ist  für  die  ternäre  quadratische  Form: 

(n  a"  b b'  b")  | (*  y 2)* 

4=aÄ+A"aV2k'd4-'- 

Für  die  Invariante  verschwinden  diese  Ausdrücke. 

Schreibt  man  die  Cocfficienten  mit  mehrfachen  Indices,  und  unterscheidet  auch 

p q r 

die  Variablen  durch  Indices,  so  dass  z.  B.  der  Coefficient  ^ r mit  x4  x,  x, 
muhiplicirt  ist,  dann  nimmt  z.  B.  jc-de  ternäre  quadratische  Form  die  Gestalt  an: 

<«t  I fl2»  °3  3 fl3t  al  i>  | l*.  *>*>>' 

und  dann  ist : ^ • 


r-  r — — a t 

dxt  ll  da 


**  dxA  - *i  I d a 


3 l d a. 


4-  2a 


2 3 


l 2 d a, 


2 8 


Sd0,3  + 2“3,daj3 


Die  zweite  geht  aus  der  ersten  durch  Vertauschung  der  Indices  2)  und  3)  hervor. 
Durch  cyclisches  Vorrücken  der  Indices  ergeben  sich  aus  diesen  Gleichungen  noch 
vier  andere. 

Für  ternäre  Formen  dritten  Grades: 

fl3  ,t  3 °2  2 3 <*.)  3 t al  1 1 a2T  3 a3  1 I fll  * 3 at  3 3>  | **  *•>* 

ergibt  sich  ebenso  : 


dx, 


lll  da 


+ 


1 I 2 


Da 


+ « 


2 3 3 


2 3 3 da 


■ + 2s 


+ 2 a 


I 2 3 

» 


112  da 


12  3 da 


+ 3a 


1 2 2 

d 


12  2 da. 


und 


11  da. 


+ « 


1 2 2 da 


+ « 


2 2 3 


2 2 3 da 


•2a 


4*  2 a 


1 2 3 

d 


1 2 3 va 


1 1 3 da 

-f3a 


1 3 3 
d 


3 3 


3 3 da 


3.3  3 
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dieVfibrigera“°h8r  ^ eiM  V01n3)I  S^holi.chc  Berechnung 

Auch  das  Gewicht  Weib,  hei  ternären  Keciprocim^sV.a  ftrianteD- 
u.  s.  w.  Formen  constant.  b 

Werden  aämmliche  Vcrändcr-  L’  ?*  *»’  v»  bezüglich 

liehe  einer  Invariante  mit  Bino-  k x untarworfe".  •» 

m ial  coe  ffici  e n ten  geschrieben,  nach  Abschnitt  11): 
so  ist  die  Summcder  numerischen  xiy%~~T%yi 

Co  e f fi  ci entc n gleich  Null.  eine  Invariante. 

In  der  That  verschwindet  eine  solche,  Ausserdem,  da  denselben  Substittitio- 
wenn  die  Buchstaben  - Coefficientcn  gleich  neü  auch  die  Symbole: 
werden,  wo  dann  die  Form  eine  nte  H d \ * 

Potenz  wird,  also  durch  lineare  Substi-  r—,  — , — 

tntion  die  Gestalt  A0xn  annimmt.  1 **  <5,V* 

Nnn  kann  kein  Glied  der  Invariante  kÖ"nen>  8iDd  *e 

°o ^ 8e>n,  weil  sonst  ein  anderes  den  d d d d 

Coefficienten  a g von  yn  der  Form  eben-  dx4  dy%  dxt  dyt 

falls  der  Symmetrie  wegen  in  der  pten  Symbole  für  Covarianten. 

Potenz  enthalten  müsste,  diese  Glieder  Dies  Symbol  soll  jetzt  mit  12  be- 
aQP  und  aj*  aber  ungleiches  Gewicht  ze'^|inet  Werdcn. 

hätten.  Macht  man  nun,  wie  hier  ge-  binäre  Formen0  so  t’rhäh  mfn"r  Welch* 
schehen  a.,c  Coefficientcn  aueaer  5.  ten  Lae.^tema' oÄ5S 

die ‘ Invarianle°  VC"ChW,ndet  in  d"  T1'at  «?»>.  ««  -an  dic(  Veränderlichen^  der 

D?«rCi  kann  hei  der  Berechnung  dTn”  1 d? 0“" 

von  Invarianten  ala  Probe  dienen.  ration  ’ d d'e  0pe‘ 


12"  = - 


dxt 


* ty.' 


dn 


dx 


i"  'tyi  tyj"  '<>*, 


"("-!) 

1-2 


d9i*  dy,n  *«•*,» 


an  dem  Product  UV  vollzieht. 

Nach  dem  Dififerenziiren  aind  die  Index  za  vernachläaaigen.  Man  hat  alao  : 


dnU  dnV 


9nU 


dnV 


dxn  dy”  dx,H~ldy  dyn~ldx 

Auch  kann  man  V und  V identiach  nehmen,  und  hat  dann  die  Covarianten  von  V. 
So  z.  B.  iat: 

d'U  d'U  (i»vy 

0 X*  d y*  \dx  uy) 

eine  Covariantc. 

Um  die  Covariante  einer  Form  zu  haben,  bildet  man  die  Cova- 
rianten emea  Syatems  und  identificirt  deaaen  Glieder. 

^beDhfnte‘rOdelm.ILne^ehT.Sjmb01  ^ """W*  "•*«•».  «"«  kein  Buch- 

nemBate't  rhoffer„batrdrÜCltt  W'rde"’  **  d™lb'n  ™ ^ 


alao  IQr  ungrade  »: 


(12  +21)1/ = 0, 

12"  = 0. 


42 
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Dio  Invarianten  und  Covnrianten:  12’,  12*  u.  s.  w.  aind  schon  in  Abschnitt  11) 
entwickelt.  Ferner  ist : 


iS"(. 


„ n (n  — 1) 

•)|(*y)  ="*sn-"“' Vl+TT"’“»-! 


Der  letzte  Coefficicnt  ist  durch  zwei  zu  dividiretr,  wie  leicht  aus  dem  Bildnngs- 

^°SC  Die'«1 Gesetze  lassen  sich  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Functionen  ousdelinen. 

Seien  dieselben  V,V,W,  so  werden  ihre  Variablen  mt»  den  Indiec«  *;  *- d ■ • ? 
versehen,  und  mit  dem  Producte  die  Operationen,  welche  durch  ein  1 roduct  von 
einer  beliebigen  Anzahl  der  Symbole  aus  der  Reihe: 

j2»!  23">  34">  41  "* 
gegeben  sind,  vollzogen,  wenn  immer 

— _J_  J> _i_ 

ab~H7a  dyb  »*b 


ist.  Man  hat  dann  eine  Covariante  des 
Systems.  Auch  kann  man  schliesslich 
von  den  Formen  t/,  V,  IV  beliebige  iden- 
tisch setzen,  oder  auch  alle. 

Der  Grad  der  abgeleiteten 
Function  in  den  Coefficientn  ist 
offenbar  immer  gleich  der  An- 
zahl der  verschiedenen  Ziffern 
in  dem  Symbol  der  abgeleiteten 
Fo  rin. 

Denn  sind  alle  Formen  verschieden, 
so  enthält  die  abgeleitete  Form  einen 
Cocfficienten  von  jeder  der  Functionen 
{/,  K,  \V  . . und  dies  ist  bei  ihrer 
Identität  noch  richtig.  Der  Grad  ist 
also  gleich  der  Zahl  der  Factoren  f/,, 
U%y  welche  mit  den  Ziffern  in 

den  Symbolen  12,  23  . . . übercinstimmt» 
(wo  also  z.  B.  in  23,  31  3 nur  einmal 
gerechnet  wird). 

Was  nun  den  Grad  der  Covariante 
als  Function  von  jrundy  anbetrifft,  so  sei 
l/|,  f/t  U % . . . dos  Product  der  Formen. 

Sei  V x vom  Grade  n,,  Ut  vom  Grade 
n,  komme  dann  im  Operationssyrabol 
die  Ziffer  1 er,  mal,  die  Ziffer  2 tr^mal 

vor  u.  s.  w.  (in  der  Potenz  12^  1 und  2 
p mal  gerechnet)  dann  erleidet  U eine 

ag  malige  Differenziation,  ihr  Grad  wird 

also  um  so  viel  erniedrigt,  und  die  Co- 
variantc  ist  vom  Grade: 

— «i  + "i  —at  + * * • 

Sind  also  alle  U gleich  vom  Grade  w 
und  an  Anzahl  p , so  ist  der  Grad  der 
Covariante : 


besteht.  Für  die  Invariante  muss  sein, 
da  die  Zahlen  fr, , . jede  höch- 

stens n betragen  können: 

«i  = nt  = 

Seien  z.  B.  die  Invarianten  zu  bestim- 
men. welche  die  Coefficienten  im  fünften 
Grade  ci.thaltcn.  Da  nur  drei  Ziffern 
Vorkommen,  ist  das  Symbol: 

12“  • ■ 3ir. 

Eins  kommt  hier  z.  B.  n-p)'n,a^  vor’ 
also  ist,  damit  eine  Invariante  entstehe: 

n+ß = ß+y= Y +“ = " 


Es  darf  also  dio  gegebene  Form  keinen 
nngraden  Grad  haben.  Ist  sie  vom 
Grade  2p,  *o  ist  das  Symbol  der  In- 
variante vom  dritten  Grade: 

(12  ■ 23  • 31)''. 

Setzen  wir. 

i>  d 
dr,  **Sf»  ‘ 

so  ist  also  zu  bilden  das  Product: 

(»,  />,-«*/>.  f 

• — «a/9*)P 

• («,i»i  ~ßt  ai)P 

Nach  der  Multiplication  werden  alle 
Indices  wcggelassen  und  für 

2 p — m . m 
a 1 p 


«p  — rr,—  ...  gesetzt: 

oder: 

np  — 2 r, 

wenn  das  Symbol  aus  r Factoren  12 , . . 


d’Pu 

dxiP~mdgm 
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was  mit  dom  Cocfficicnten  von  m y 
in  der  gegebenen  Form  gleichbedeu- 
tend ist. 

Für  Invarianten  vierter  Ordnung  erhält 
man.  da  vier  ZifTcrn  nöthig  sind: 

12"  23*  34>'  12"'  24* 1 

1 kommt  z.  B.  a -f-  if  4-  at  mal  vor;  also: 
« 4-  </  4-  rr,  =zo+ß-\ßl=(i  + y-\-f(l 
= y + + ßt  = *». 

hieraus  ergibt  sich: 

ß=J,  n t — /?t.  n = y. 

Also  das  Symbol: 

(12  • 34/  (13  • 24 < 14  • 23)r 

P + q + r = n. 

Von  diesen  Zahlen  kann  eine  Kuli  sein. 

Die  Discriminantc  einer  cubischcn  Form 
ist  r.  B. : 

(12  • 34)*  (13  • 24). 

Aus  diesen  Prinzipien  lässt  sich  leicht 
das  von  Hermite  herrührende  Reciproci- 
tätsgesetz  beweisen.  Dasselbe  lautet: 

Die  Anzahl  der  Invarianten 
nten  Grades  einer  binären  Form 
vom  pten  Grade  ist  gleich  der 
Anzahl  der  Invarianten  pten 
Grades  einer  Form  vom  «ten 
Grade. 

Nach  einem  im  11.  Abschnitte  gege- 
benen Satz,  ist  jede  symmetrische  Func- 
tion der  Wurzeldifferenzen  eine  Inva- 
riante, deren  Glieder  jede  Wurzel  eine 
gleiche  Anzahl  von  Malen  enthalten. 

Man  hat  also  für  Invarianten  erstens 
das  Symbol: 

12a  23  4 34f  . . . 

Ist  dies  eine  Invariante  pten  Grades 
einer  Form  nten  Grades,  so  kommt  jedo 
Ziffer  p mal  vor  und  ist  nfach  im  Sym- 
bole enthalten. 

Es  ist  aber  nach  dem  Obigen  eine 
Invarianten  - Darstellung  auch 

2 (*i  - *.)“  (*»  - *»)*  (*.  ~ *») C • • . 

sie  ergibt  sich  aus  dem  Symbol  durch 
Vertauschen  der  Zahlen  mit  Wurzeldif- 
ferenzen  der  Form. 

Diese  Invariante  gehört  dann  zu  einer 
Form  pten  Grades,  da  nach  der  Vor- 
aussetzung p Wurzeln  vorhanden  sind 
(soviel  als  Indices)  und  ist  vom  Grade  n 
in  den  Coefficienten. 

Denn  es  ist  bewiesen,  dass  bei  der 
Invariante  «ten  Grades  jede  Ziffer  des 
Symbolcs  n mal  vorkonimt,  und  aus  die- 


sem Grunde  kommt  jede  Wurzel  der 
Differenz  einmal  im  w ten  Grade  vor 
und  in  keinem  höheren. 

Nun  ist  aber  bekanntlich  der  Grad 
einer  symmetrischen  Function  der  Wur- 
zeln einer  Gleit hung  in  den  Coefficien- 
ten gleich  der  höchsten  darin  vorkom- 
menden Potenz  einer  Wurzel. 

Somit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Die  quadratische  Form  hat  z.  B.  nur 
eine  unabhängige  Invariante  (r^  — rr7)*, 

jede  andere  nimmt  die  Form  (n^—  «,)*m 
un.  Somit  haben  wir  nur  Formen  von 
gradem  Grade  und  deren  Form  ist: 


Die  Invarianten  der  cubischcn  Formen 
haben  die  Gestalt  der  Discriminante 

(«.-".)*  («!-«,)*. 
oder  der  Potenzen  davon ; der  Grad  der 
Discriminante  ist  also  4.  Es  haben  also 
nur  Formen  vom  Grade  4 m cubische 
Invarianten,  und  deren  Form  ist: 

(12  • 23  • 31)'"*. 

Das  Her mite’sche  Gesetz  gilt 
auch  für  Covarianten. 

Denn  wenn  in  dem  Symbole: 

12"  23  * 34y 

Ziffern  Vorkommen.  1 im  Grade  a , 

im  Grade  6,  u.  s.  w.,  so  ist  der  Grad 
der  Covariante: 

n — «4“  n — ^ 4*  . . . 
wenn  die  gegebene  Form  den  Grad  n 
hat.  Dem  entspricht  nun  die  symme- 
trische Function: 

je(*i  - *,)“  (*»  - (*,  - *.)y 

/ — a ,»  vtt  — b . 

(x-xj  (*-  **)  -f  • . •; 

sic  ist,  wie  in  Abschnitt  11)  gezeigt, 
Covariante  einer  Form  pten  Grades, 
x,  ...  sind  die  Wurzeln  derselben, 
jede  also  kommt  im  Grade  m vor,  wel- 
ches der  Grad  der  Covariante  ist. 

Die  Veränderlichen  aber  kommen  im 
Grade 

s-fl4-H-4  + ... 
wie  bei  der  ursprünglichen  Covariante  vor. 

Die  einzigen  Covarianten  einer  qua- 
dratischen Form  sind  die  Producte  der 
Potenzen  darselbcn  mit  denen  der  Dis- 
crivninanten,  also: 

(*i  -*S~V 

ihre  Grade  in  den  Coefficienten  2p  4*  9 
in  den  Veränderlichen  2y,  also: 

42  4 
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Jede  Form 
hat  eine  Cora 
des  in  den  Coe f fi ci on t en , 2yten 
Grades  in  den  Veränderlichen, 
also  ihr  Symbol  ist: 


vom  Grade  2p  + 9 2)  20,  0,  12  ■ 13=  0,’  13’  + 0,*  12* 

rianto  zweiten  Gra-  - 

- 0,’  23’ 

Hier  sind  U,  U,  U,  im  Allgemeinen 
verschieden.  Wenn  aber  {/,  U,  Li,  gleich 

ip  werden,  so  sind  die  Indiccs  nachher  zu 

12 unterdrücken,  dann  werden  die  drei  Glie- 
der rechts  gleich,  also : 


Diese  Bezeichnung  gibt  aber  auch  zu 
Transformationen  und  Vergleichungen 
der  verschiedenen  Arten  von  invarianten 
und  Covariantcn  Anlass. 


»,*12*  =20,  0, 12  • 13. 

Die  mit  »n  bezeichnete  Operation  auf 

Bezeichnet  man  nämlich  das  Symbol:  eine  homogene  Function  angewendet,  be- 
haftet dieselbe  nur  mit  einem  numeri- 
schen Factor,  da 


d d 


du 

dx 


dU 

' dy 


mit  dem  Zeichen  0,,  so  ist: 

1)  0,23  + 0,31  + 0,12  = 0.  ist.  Dieser  Factor  auf  der  linken  Seite 

Es  verschwinden  nlmlich  die  Coefficien-  ist  n(n  — 1),  da  zwei  Differenziationen 
ten  von  x und  y einzeln,  wie  man  so-  dieselbe  Grösse  U,  treffen.  Rechts  tref- 


glcich  veriffeiren  kann. 

Hieraus  folgt: 

0,23=0,13-0,12, 
oder  ins  Quadrat  erhoben : 


fen  sie  verschiedene  Functionen,  die  we- 
gen 12,  13  schon  differenziirt  sind,  der 
Factor  ist  also  (n-1)*,  Führt  man 
also  noch  die  Operationen  12  . . . aus, 
so  kommt: 


„rd’t/  a*f/  /d*{7\’l.  -.p’P  (dvy 

Bt/Ldx*  dy*  (dx  dy)  J **  Ldx*  (dy/ 

d*  U dU  dU  Ä*0/d0\*-j 
d x dy  d x d y d y * \ dx  / J' 

Es  zeigt  sieh  hieraus  auch,  dass  die  Verminderung  der  Ziffern  des  Symbols, 
z.  B.  wenn,  wie  hier  rechts  12  • 13,  links  12’  steht,  darauf  hindieutet,  dass  U ein 
Factor  der  abgeleiteten  Form  ist.  Denn  das  Symbol  12’  trifft  U,  gar  nicht,  so 
dass  dasselbe  als  Factor  erscheint. 

Es  lässt  sich  aber  ganz  allgemein  nachweisen,  dass  für  ungrades  tu 

12’"  • i3  = ? . 12m  + 1, 

wo  9 ein  numerischer  Factor  ist.  Denn  die  Gleichung  1)  gibt  mit  12™  multiplicirt : 


also: 


0,12m  23  + 0,12™ 


31  + 0, 12 


tn+t 


0, 


0, 12m+1  =20,12" 


. 13. 


Endlich  kann  jedes  Symbol  so  transformirt  werden,  dass  die  höchste  Potenz 
irgend  eines  Factors  12  einen  graden  Exponenten  hat.  Denn  die  Vertauschung 
der  Ziffern  1 und  2 ändert  nichts  in  der  Bedeutung  des  Symbols.  Es  ist  also: 

TS-’m+l  rstis+l  ,=:!«  + l,  , 

12  9,  = -12  </ , = i 12  T 


ffo  V ii  9«  aucb  Operationszeichen  sind.  Mit  Hülfe  der  Gleichung  1)  kann  man 
aber  7,-9,  immer  so  transformiren,  dass  es  durch  12  theilbar  ist.  Dies  wird 
ein  Beispiel  sogleich  klar  machen. 

Es  soll  12’  12*  14  so  transformirt  werden,  dass  12  als  Factor  vorkommt. 
Es  ist: 

20,’  12’  . 13’  . 14  = 20,’  21  * . 23  * 24  = 12’ (0,’ 13’  il-O/SS*  24). 
In  die  Klammer  setzen  wir  nun  zu  Folge  des  Satzes  1)  : 
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l),  13-  D,  12  für  0,23 
und 

0,14-0,12  für  0,24 

dann  wird  die  Gleichung : 

20, * 12*  13*  14  = 12  * (D,1  0,13*  + 0, 1 0, 12’  + 20,*  0, 13  14 

-O,  0,*12  14-  20,  0,  0,12  13. 
Die  rechte  Seite  ist  also  mit  12*  multiplicirt. 

Die  Gleichung  2)  gibt  dann  eine  weitere  Vcreinfachnng  in: 

40, 1 0,12'  15 1 14  = i2‘(60,’0,»l3*)-(Dt>  0.»  12  * - 20, 3 »,»  34  >). 
Zu  den  obigen  Gleichungen  kommt  noch  eine  andere  ebenfalls  leicht  xu 
verificirende  hinzu : 

3)  12  • 34+58  -14-13  -24=0. 

Durch  die  Gleichungen  1),  2),  3)  kann  man  alle  Symbole  auf  gewisse  Normal- 
formen  bringen.  Diese  sind : 

Für  2 Factoren:  H = 12* 

Für  3 Factoren:  G = 12’  13 

Für  4 Factoren:  J = 12*  oder  ff*  - 12  1 34* 

Für  5 Factoren:  F = 12*  13  oder  GII  = 12  * 15  45  * 

Für  6 Factoren:  K = 12*  oder  L = 12*  23’  31  * oder  H‘  = f2*  34*  66* 
u.  s w.,  offenbar  ist  H die  Hesse'schc  Determinante. 

Wie  die  Reduction  in  jedem  Falle  anzustellen  ist,  werden  folgende  Beispiele 
zeigen. 

I.  Es  soll  12  • 13  14  umgewandelt  werden. 

Wenn  die  Gleichung  2)  mit  14  multiplicirt  wird,  so  verschwindet  das  letzte 
Glied  rechts  und  die  beiden  andern  werden  gleich,  also  : 

0,  0,  12  • 15  • 14  = />,* 15 » • 14  , 

d.  b.  wie  oben: 

(n  — 1)  12  13  14  = »GO. 

II.  12  13  14  stellt,  wie  leicht  zu  sehen,  das  Resultat  der  Substitution 

dü  «■  Mt  r- 

c-  rar  z,  — , — für  u 

Oy  0 x 3 

in  eine  binäre  cubischeForm  dar,  oder  was  dasselbe  ist,  das  Resultat  dieser  Sub- 
stitution in  den  Ausdruck 


irgend  einer  Form. 

Das  Resultat  einer  gleichen  Substitution  in  irgend  eine  Form  ist: 

12  13  ii  15  

Allgemein  kann  jedes  Symbol  auf  eine  geschlossene  Form  reducirt  werden, 
wenn  man  für  jedes  Paar  einfacher  Factoren  12  13  mit  einer  gemeinschaftlichen 
Ziffer,  den  'Werth  aus  Gleichung  2)  einsetzt,  dann  wird  dies  Paar  von  Factoren 
durch  einen  quadratischen  ersetzt.  So  z.  B.  um  12  • 13  • 14  • 15  zu  finden, 
mnltiplicirt  man  die  Gleichungen  : 

20,  0,12  • 15  = 0,*  12* + 0,13’- 0,’ 23* 

2D,  D,  14  ■ i5  = ö,,ii* +D,’ 15* -/>,*45* 

mit  einander.  Rechts  erscheinen  dann  nur-  quadratische  Factoren. 
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Bei  Formen  wie  12  13  14  15  . . . führt  diese  Rechnung  immer  auf  eine 
Verminderung  der  ZitTcrzahl  de»  Symbol«,  also  auf  einen  Factor  U. 

III.  12  * 13  * ist  zu  berechnen. 

Die  Formel: 

D , 23  = 0,  13  — 12  * 

wird  zur  vierten  Potenz  erhoben  und  die  identischen  Glieder  vereinigt.  Es  er* 
gibt  sich : 

6Ö,1  Ö,*l2*  13  * = 8 /V  Ü%  12*  13-D34  124. 

Schon  früher  fanden  wir: 

2 0,12*  13  = 0,4124, 

so  dass  12 * 13  ’ auch  durch  einen  Zahlen* Factor  sich  von  12 4 unterscheidet. 

Es  kommt  schliesslich: 

2 («  — 2)  («  — 3)  12 1 13 1 = n(n-)JV. 

Mittels  dieser  Methode  kann  die  abgeleitete  Form  einer  an- 
dern abgeleiteten  Form  gefunden  werden. 

Das  nämliche  Resultat  wird  offenbar  erhalten,  wenn. wir  in  einer  Function  von 
*i»  *»**...  «He  Indices  unterdrücken  und  dann  nach  x differenziiren,  oder 
wenn  die  Summe  der  Diffcrcnzialquoticntcn  nach  x,,  x,,  x,  . . . gebildet,  und 
dann  die  Indices  entfernt  werden. 

Also  das  Differenziiren  des  Symbols:  12 1 13 1 ...  kann  in  Bezug  auf  x 
durch  das  Symbol  r 

d d d 

x — 4-  5 h *r — 4”  • • • • 

0xt  ox7  oxl 

angcdcutet  werden. 

Beispiel  1.  Hiernach  soll  z.  B.  die  Hcsse’schc  Determinante  der  Hesse- 
schen Determinante  gebildet  werden. 

Die  llesse’sche  Determinante  12*  wird  gebildet,  indem  man  die  Operatiou 
(£ lt]J  — £ .i?!  *,  wo  fj  die  entsprechenden  Diffcrcnzialquoticntcn  andcuten,  an 
dem  Product  UtV%  vollzieht. 

Um  also  die  Hcssc’sche  Determinante  von  12*  zu  bilden,  ist  die  Operation 
Ki9** an  W*  • 34*  zu  vollziehen,  wo  zu  setzen  ist: 
d d ^ d > 0 

dxt  dx,  * dx,  dx4 

Die  Determinante  der  Determinante  erhält  durch  Vollziehung  dieser  Operationen 
die  Form: 

(13  -f  14  4-  23  4-  24) 1 12*  34* 

oder : 

4(l2*  l3J  34*)  -f  4(12*  34*  13  24)4-8(13  14  12*’  34*). 

Beispiel  2.  An  dem  Product  der  Operation  // = 12*,  L = 12*  23*  31* 
und  V selbst  soll  die  Operation  L = 12*  23*  31*  vollzogen  werden. 

Da  die  Indices  der  verschiedenen  Functionen  zu  unterscheiden  sind,  so  ist  in 
dem  Product  HLU  zu  schreiben: 

L =34  * 45*  53* 

und  an  ihm  die  Operation: 

(?i9«~ -f (r«?i— ii*«)’ 
zu  vollziehen,  wo  zu  aetzen  ist : 

■)  d d d ‘ 

/>x,  ’ ^*  " dx,  + dxt 

Schliesslich  erhalt  man: 

(13  + 14  + 15  + 23  + 24  + Ü5)>  (36 + 46  + 56)»  (16  + 25)*  Ja*  34«  45«  53*. 
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Aus  dem  eben  für  die  Hcsse'sclie  Determinante  der  Hesse’schen  Determinante 
gegebenen  Ausdruck  Hast  sich  scigen,  dass  dieselbe  die  Form: 

JH+kLU 

annimmt.  Zu  dem  Knde  zeigt  man,  dass  12*  13*  34’  u.  s.  w.  sich  auf  diese 
Form  bringen  lässt. 

Wir  beweisen  dies  einzeln  für  die  drei  Glieder: 

12’  13»  34’,  12»  34’  13  21  und  13  14  12»  34’. 

Was  das  erste  anbetrifft,  so  bildet  man  das  l'roduct  von: 

20,  0,12  13  = O,’  12’  + 0,’  13’  - 0/23» 

20,  0,24  34=  O,»  24’ + 0,’ 34’  ~0.»23’ 

Dies  gibt: 


4 ß,»  ß,»  12  13  24  34  14»  - 2«,*  12»  24»  41’  + ß.»  ß.’  23‘  14’ 


— 2 ß,  ’ ß4»  14»  13'  23’. 

Die  Gleichung  3)  aber  gibt: 

2 • 14'  (12  13  24  34)  = fl»  (12*  34»  + 13*  24»  - 14»  23»), 

also  die  linke  Seite  der  vorletzten  Gleichung  wird: 

4ß,’ß,»12»  14»  34» -2ß,*  ß,»14‘  5H> 

und  dadurch  erhält  man: 

6ß .»  ß,»l2*  14*  34’  = 3ß,»ß,»14*  23»  + 2ß/  12’  24»  C» 


oder : 


6 (h  — 2)  («  — 3)  12»  14»  34»  = 3(n-2)  (n  - 3)  HJ  + 2«  (u  - 1)  LU. 
Dies  ist  die  verlangte  Form. 

Für  dos  zweite  Glied  bilden  wir  das  Product: 

12’ 


— 2ß,  ß,  13  14=  ß,»  34»  + ß»*  13»  — 0,»  14» 

2ß,  ß,  24  34=  ß,»34»  + ß,»  24»-ß,»23’, 

es  ergibt  sich : 

-4 O.ß,  ß,  ß,  12»  34»  13  24=ßl»ß,,r2»  34’ + 2 ß,*  ß4»  12»  13»  24» 

__  __  _ -2D/I2»  23»  31» 

und  wenn  man  den  Werth  von  12»  13»  24*  einführt: 

— 12  (»  — 3)*  12»  3?»  13  24  = 6 (n  — 2)»  (»  - 3)  JH  - 4«  («  - 1)  (n-2)Zf/. 

Für  das  dritte  Glied  endlich  setzen  wir  aus  Gleichung  2)  für  13  14  ein, 
dies  gibt: 

2ß,  ß.12»  34»  13  14  = 2ß4»  12’  34»  B’-ß/H»  34» 
und  wenn  man  für  12*  34»  13*  einsetzt: 

6(»  — 3)»  12»  34’  13  Ii  = 2«(»-1 )LU. 

Es  sollen  aber  diese  Betrachtungen  jetzt  auf  Formen  von  mehr  als  zwei 
Variablen  erweitert  werden.  Sind 

Beihen  von  Veränderlichen,  so  ist  die  Determinante: 

. I *i  Fi  *i 

y.  *» 

I yi  *• 

vermögo  des  Multiplicationstbeorems  eine  Invariante;  daraus  kann  gebildet  werden 
das  Symbol: 
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J_  d d 

dx,  dx,  dz, 

ad» 

dy>  dyt  dj» 
d d d 
dzt  ds,  ds, 

welches  mit  123  bezeichnet  werden  soll, 
und  also  Invarianten  erzeugt. 

Die  Operationen: 

123"  ‘ m1* ... 

an  einem  Product: 

v,v,v,  . . . 

vollzogen,  geben  Invarianten  und  Cova- 
rianten.  Sollen  dieselben  wie  hier  im 
Allgemeinen  angenommen  wird,  auf  eine 
Function  gehen,  so  sind  schliesslich  die 
Indiccs  zu  unterdrücken 
Entwickelt  man  z.  B,  das  Symbol  123' 
zunächst  an  einer  ternären  quadratischen 
Form  mit  den  Coefficientcn 

na',  a",  2h,  24',  24" 
indem  man  für  11,11,11,  die  Form  setzt 
und  die  Coefficientcn  einer  jeden  unter 
diesen  dreien  durch  Indices  unterscheidet, 
also : 

fll»  a\  • • • flai  u'j  ... 

Durch  Unterdrückung  der  Indiccs  folgt 
dann  dafür: 

aa’a"  + 2 bh'h"  -ab*-  a'b '»  - n"4"*. 

Um  aber  das  Symbol  123'  für  eine 
beliebige  ternäre  Form  zu  entwickeln, 
braucht  man  nur  die  Coofficienten 

a,  a'  . . . 

mit  den  zweiten  Differenzialquotientcn : 

d'U  ,,  6*U 

a = -i-  - , 4'  = -r — . . , 

d x*  du* 

- d*U 
~ dy  di  ' ' 

zu  vertauschen.  Offenbar  erhält  man  so 
die  Hcssc’sche  Determinante. 

Wie  bei  den  binären  Formen 
lässt  sich  jetzt  zeigen,  dass  das 
Symbol: 

l232n+1 

bezogen  auf  eine  Form  immer 
verschwindet.  Auch  Functionen, 
welche  durch  reciproke  Substi- 
tutionen transformirt  werden, 
können  auf  diese  Weise  behan- 
delt w erd  en. 


stitution  transformirt,  welch»  wie  im  11  ten 
Abschnitte  gezeigt  ist,  derjenigen  gleich 
, t d d d 

ist,  welche  r-,  — erleiden,  und  ver- 

ox  dy  d z 

steht  man  unter  1 12  die  Determinante  : 

> dx  t 

d d 

’tyi  <W 

(—  — 
dz,  ds, 

so  ist  dieselbe  ebenfalls  ein  invariantes 
Symbol,  welches  zu  Contravarianten  führt, 
Z.  B.  die  Operation : 

£12» 

an  zwei  quadratischen  Formen  V„V,  voll- 
zogen,  gibt,  wenn  man  die  Indices  nach- 
her unterdrückt: 


V (o'«"-4')+,>  (a"a  — 4”) 

+ {’  («<»'  - 4"»)  + 2i(  (4'4"  - r>4) 

+ 2 £f  (4"4  - o'4')  + 2 £7  (44'  - «"4")  j 


wird  V als  die  Gleichung  eines  Kegel- 
schnittes betrachtet,  so  ist  dies  die  Glei- 
chung des  reciprokcn  Kegelschnitts. 

Concomi  tunten  o d e r Z wi s eh  en- 
formen  nennt  man  Ausdrücke, 
welche  xyi  und  fi,f  enthalten. 


Dergleichen  ergeben  sich,  wenn  man 
in  der  Entwickelung  einer  Contravarianto 

fi  d” 

den  Coefficientcn  von  x mit  ver- 


dx" 


tauscht.  Z.  B.  die  Operation  £ 12*  unter 
dieser  Voraussetzung  auf  eine  Form  vom 
dritten  oder  höheren  Grade  angewendet 
führt  zu  Zwischenformen. 


Man  sieht  auch  leicht,  dass  wenn  man 

von  einem  Invariantcnsymbol  12"  12^ 
einer  binären  Form  jedem  Glicde  ein  £ 

voransetzt:  £12"  £34p,  die  Contrava- 
riantc  einer  ternären  Form  entsteht. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  z.  B.  aus 
dem  Symbol  der  Discriminante: 


12'  34’  13  24 

die  Gleichung  der  reciproken  Polare 


£12'  £34*  £13  £24. 

Im  vorigen  Abschnitte  ist  auch  dar- 
gethan  worden,  wenn  man  bei  der  Con- 
travariante : 


Werden  x,  y,  s . . . durch  eine  belie- 
bige, £,  i,  C ■ ■ . durch  die  reciproke  Sub- 


mit 


d d 
dx ' dy  ' 


j) 

d s 
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v erlauscht,  und  die  so  geforderte  Opera- 
tion an  einer  beliebigen  Form  U voll- 
zieht, eine  Covariante  entsteht. 

Offenbar  ist  dien  aber  dasselbe  als 
wenn  man  für  { eine  neue  Ziffer  setzt. 

Umgekehrt  bringt  die  Vertauschung 
einer  bestimmten  Ziffer  mit  { die  Evec- 
tante  hervor.  Z.  B.  aus 

123  124  234  314  wird  123  {12  F*3  {31. 

Für  binäre  Formen  würde  indessen 
z.  B.  aus  12  auf  diese  Weise  entstehen : 
d d 

^ Oy  1 dx' 

oder  da  | und  n durch  dieselben  Sub- 
stitutionen wie  — y und  * transformirt 
worden : 

d o 

xTx+yry' 

was  das  Besultat  nur  mit  einem  zu 
unterdrückenden  Factor  behaftet.  Also  : 
Werden  in  einem  Invarianten- 
Symbol  einer  binären  Form  alle 
Factorcn,  die  eine  bestimmte 
Ziffer  enthalten,  weggelassen, 
so  ergibt  sich  die  Evectante. 

12*  34’  13  24  gibt  auf  diese  Weise 
z.  B.  12’  13. 


Man  kann  aber  auch  für  {,  i ;,  ( in 

„ . . df/  01!  OU 

einer  Contravanantc  setzen, 

a x Oy  dt 

(also  nicht  wie  oben  die  Operation  — . . . 

an  U vollziehen,  denn  im  letzteren  Falle 

0* 

entspricht  dem  Ausdrucke  {’  hier 
. / d U \> 

aber  J man  erhält  dann  eine  Co- 

variaute,  und  ihr  Symbol  entsteht  wenn 
man  in  jedem  Factor  des  Symbols  der 
Contravarianle  für  { eine  andere  Zahl 
setzt,  also  : 

{34’ 

geht  auf  diese  Weise  über  in: 


134  234. 

Aber  die  durch  D angedeutete  Trans- 
formationsmethode gilt  auch  für  ternäre 
u.  s.  w.  Formen. 


jSctzt  man  wie  dort: 


+ 


so  ergibt  sich  ganz  in  derselben  Weise: 


4)  »,234-/1,341  + »,  412  = 0.  123 

5)  123  - 145+124  153+125  134  = 0. 
Ausserdem  sei . 

P = XS  + yn  + »{ 

dann  ist  noch: 


6)  /’123=»,{23  + »,|81  + »,{l2 

7)  J12{34  + {^{14  + f3l{24  = 0. 

Durch  diese  Gleichungen  lässt  sich  z.  B.  eine  Relation  zwischen  den  biijua- 
dratischen  Covariantcn  einer  biquadratiseken  Form  finden.  Wenn  der  Ausdruck: 

Oztrr  + /?  + y+  cf 

zweimal  quadrirt  wird,  so  erhält  man : 

8rr/}y<f  = 2 - Ja‘ 


und  dies  auf  Gleichung  4)  angewendet,  gibt: 

8/1,0,0,0,123  124  2Ü  3l4  = 40.‘m‘-120J’D,‘m»  124*. 

Dies  ist  unsere  Relation. 


Das  Symbol  der  biquadratischen  Invariante  einer  ternären  cnbischcn  Form  ist: 
123  124  231  314  = S. 

Hieraus  soll  der  Ausdruck  für  die  Invariante  sechsten  Grades  der  cnbischcn  Form 
gefunden  werden,  welche  aus  der  Hcssc’schen  Covariante  hervorgeht,  wenn  man 
die  Operation  S an  ihr  vollführt.  Dies  geschieht  in  ähnlicher  Weise  wie  z.  B. 
die  Hesse’sche  Determinante  der  Hesse’schen  Determinanten  gefunden  wird. 

In  dem  Symbol  der  Evectante: 

123  {12  {"23  {31 
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ist  f die  Substitution  - — + t p i- — oder  4 + 5 + 6 auszuführen  und  an  456’ 

dx,  lij-j  di, 

zu  operiren. 

Da  hior  die  Differenziale  von  höherer  als  fünfter  Ordnung  zu  unterdrücken 
sind,  so  ergibt  sieh  : 

7- = 123  412  55»  <S1  456'. 

Es  kann  jetzt  die  Covariantc: 

/ö*t/  a»t'  \*  <w/ 

\dy*  d s*  dy  dz)  dx*  ’ * ** 

wo  V eine  ternäre  eubische  Form,  //  ihre  Hcssc’sche  Detenninanto  ist,  in 
die  Form  CB  gebracht  werden,  wo  S = 123  124  234  314  ist.  In  {12’  wird 
nämlich  für  £ die  Substitution  4 + 5+6  gemacht,  und  die  Substitution  an  456* 
vollzogen.  Unterdrückt  man  dann  alle  Glieder,  in  denen  der  Grad  einer  Ziffer 
höher  als  3 ist,  so  erhält  man : 

124  125  456’  oder  I23>  145  245. 

Nun  multiplicirt  man  die  Identitäten: 

123  145  = 124  135  - 125  134 
123  244=124  235  - 125  234 

Dies  gibt: 

123*  145  245  = 2(124  125  134  235). 

Die  Gleichung 

^s  145  • 245=  O,  235  + D,  313  + D,  125 

wird  mit 

124  134  235 

multiplicirt.  So  erhält  man: 

»s  123  124  134  235=  «,124  234  235'  +2»,  124  125  134  235, 

oder  da  die  beiden  letzten  Glieder  identisch  sind  : 

(n  - 1)  123  124  134  235  = 2 (n  - 1)  123'  145  245- 

Endlich  multiplicirt  man : 

ö.  234  = D,  346+0,425  + 0,235 
mit 

123  124  134. 

Dies  gibt: 

O,  123  124  234  134  = 30, 123  124  134  235. 

d.  h.: 

nSV  = 3 (n  — 2)  123  124  134  235, 

also  : 

6(h-2)>  123'  iS  245  = H(«-l) SU 

was  zu  beweisen  war. 

14)  Von  den  canonischcn  Formen. 

Da  die  Invarianten  und  Covarianten  einer  Form  bei  jeder  linearen  Substitu- 
tionen dieselben  sind,  so  kommt  cs  darauf  an,  die  Form  durch  irgend  eine  Sub- 
stitution auf  ihre  einfachste  Gestalt  zu  bringen.  Diese  Form  wird  analog  der 
einfachsten  Gestalt  des  in  den  elliptischen  Integralen  rorkommenden  biqoadra- 
tischcn  Ausdrucks  cunonischc  Form  genannt. 

Ausnahme  Fälle  abgerechnet  muss  jede  dem  Grade  und  der  Anzahl  der  Va- 
riablen nach  gegebene  Form  auf  eine  solche  rcducirt  werden  können. 

Ob  eine  solche  wirklich  allgemein  ist,  kann  daher  durch  die  Anzahl  der  darin 
möglichen  Constanten  ermittelt  werden.  So  z.  B.  ist:  X,  + f,  die  canonische 
Form  einer  binären  cubischen  Form,  da  eine  solche  vier  Constanten  enthält,  und 
wenn  man : 
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X = vx  -f  ßyt  Y = yx  -f  ,/y 

setzt,  so  müssen  ebenfalls  vier  in  unsere 
Form  eingchcn. 

Da  eine  ternäre  eubische  Form  zehn 
Constanten  enthält,  so  ist: 

x*  + + 2*  + 6m  xy  z 

eine  canonische  Form  dafür. 

Die  binäre  quadratische  Form  enthält 
drei  Constanten,  also  kann  sie  auf  un- 
endlich viel  Arien  auf  die  Form 
x»  + y * 

gebracht  werden,  weil  darin  vier  Con- 
stanten eingchcn.  Ueberhaupt  lässt  sich 
aus  diesem  Gruude  eine  quadratische 
Form  von  beliebig  viel  Variablen  auf 
unendlich  viel  Arten  in  eine  Summe 
und  Differenz  von  Quadraten  verwandeln. 
Indess  ist  hierbei  die  Anzahl  der  posi- 
tiven und  der  negativen  Quadrate  con- 
stant.  — Denn  liesse  sich  für  eine  Form 
etwa  schreiben : 


X » f F»  - Z1  = U*  -f  V*  -f  IF», 
so  wäre  auch: 

X*  H-  Y*  = t/'-fTH  fF*-fZ*. 

Nun  kann  man  durch  lineare  Substitution 
V,  y,  W in  X,  F,  Z ausdrückcn;  für 
X = Y = 0 käme  dann: 

r'Z*+yt*Z'  + yt*Z'+Z*  = 0 

was  unmöglich  ist.  Man  sieht,  wie  diese 
Beweisführung  für  beliebig  viel  Varia- 
blen gilt. 

Jede  binäre  Form  vom  Grade 
2»  — 1 lässt  sich  auf  eine  Summe 
von  n Potenzen  vomGrade  2 n — 1 
bringen. 

Denn  die  Anzahl  der  Constanten  einer 
solchen  Form  ist  gleich  2*,  und  soviel  ge- 
hen in  die  Potenzsumrac  ebenfalls  ein. 

Dies  Verfahren  selbst  lässt  sich  fol- 
geudermaassen  ablciten.  Sei 


i i j \ I / ,2a — 1 2n—  1 . 2w— t , 

1)  (a  b c d . . .)  | (x  y)  = u -f  v -f-  . . . 

die  gegebene  Form. 


2) 


Entwickelt  man  nun  die  Determinante : 
- <*X  + 6y,  Ax  + cy, 

6x-fcy,  cx  + rfy, 

cx  + rfy , dx  + ey , 


cx  + dy  . . . 
dx+ey  ... 
ex  + fy  . . . 


«o  erhält  man  eine  homogene  Function  n ten  Oradea,  die  also  in  n Factorcn  zer- 
fallt. Es  wird  behauptet,  dass  «,  o,  ic  . . . diese  Factoren  sind. 

Denn  setzt  man 


tt  = iz  + my,  v = /1x  + m1y,  K = l,x  + mly 

in  Gleichung  1)  und  differenziert  2n  — 2mal  nach  x,  so  kommt: 

, ,2h  — 2 , , 2«— 2 , 

ax-r  hy  =■  l i « + <i  o + . .. 

bx  = rn  ’ m u + /. “**  '*»,».  + • • • • ' ■ 

Die'  Determinante  2}  hat  also  auch  den  Werth : 

.2*— 2 , , 2n— 2 . ,2n— J , , 2n^J  , 

f M + /,  t>  mit  4-/,  «r,e  + . . ; 

,2«  — .1  . , in— 3 , ,2»— t , , . in— S . 

I mu-f-l , «,t  4-  . . I m*« -f  f,  m,1*  -f  • , . 

Hier  sind  die  Coefficienten  z.  B.  von  n proportional  mit 

Zerlegt  man  nun  die  Determinante  in  Partial  - Determinanten,  die  aus  den  ein- 
zelnen Gliedern  der  erstcren  gebildet  sind,  so  unterscheiden  sich  in  allen  die 
zweimal  u,  oder  c . . . enthaltenden  zwei  Reihen  nur  um  einen  Factor,  verschwinden 
also.  Es  bleibt  somit  nur  die  mit  dem  Product  u » u>  . . . multiplicirtc  Deter- 
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minante  tibrig.  Wenn  man  also  die  Determinante  2)  in  n lineare  Factoren  zer- 
legt, so  kennen  diese  nur  durch  ronstante  Coefiicienten  sieb  von  u,  r,  w . . . 
unterscheiden,  man  kann  also  setxen: 

(a  b c . . .)  | (xy)‘"~ 1 = A (x  + Ay)3"- 1 + B(x+ft y) 1 

+ C(r  + vy)3n-1  + . . . 

A,  fi,  y . . . ergeben  sich,  wenn  man  die  Determinante  2)  gleich  Null  setzt, 
A,  B,  C . . . durch  Coefiicienten -Vergleichung  auf  beiden  Seiten. 

Die  Determinante  2)  offenbar,  eine  Covariante  der  Form,  wird  wegen  ihres 
Gebrauchs  „Canonizante“  genannt.  Sie  kann  aber  auch  auf  die  Gestalt  gebracht 
werden : 


■ is 

y . 

h 


-y 

b 


* . . 
d . . 


Dies  lässt  sich  so  beweisen:  Multiplicirt  man  diese  letztere  Determinante  mit: 


0 0 0 

y 0 0 

x y 0 


0 0 0 0 


0 0 
0 0 
0 0 


so  kommt: 


0 

ax-f-  Äy 
ix  + cy 


0 

bx  + cy 
cx  + dy 


0 

cx  + dy 
dx  + ey 


Durch  Division  mit  y"  erhält  man  daraus  die  Form  2). 

Sei  jetzt  die  Form  vom  graden  Grade  2a,  Sie  enthalt  2i»4-l  Constanten. 
Auf  eine  Summe  von  » Potenzen  ist  sie  also  im  Allgemeinen  nicht  zu  bringen, 
und  bei  n + 1 Potenzen  hat  man  eine  Constante  mehr,  also  geschieht  diese  Re- 
duction  auf  unendlich  viel  Arten.  Suchen  wir  jetzt  die  Bedingung,  unter  welcher 
eine  Reduction  auf  eine  Summe  von  n Grössen  von  der  2nten  Potenz  möglich 
ist.  Sei  z B.  die  Form  vom  vierten  Grade.  Soll  diese  die  Form  u*  + t>*  an- 
nehmen, so  setzt  man: 


u = /x+my,  v = llx  + mly 

und  bildet  von  der  ursprünglichen  und  der  reducirten  Form  alle  vierten  Differcn- 
zialquotientcn : 

n = f‘  /,*,  — f,3»,. 


Bildet  man  aus  den  Gliedern  rechts  die  Determinante,  so  zerfallt  diese  in  Theil- 
Detcrminantcn  mit  proportionalen  Reihen,  verschwindet  also.  Die  Bedingung 
ist  also: 

I n b c I 


b c d 


= 0 


c d 


» 


und  allgemein  fiir  eine  Form  2nten  Grades: 
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a b c . , . 

b e d . , , 

c d e ... 


wo  die  Anzahl  der  Reihen  n -f- 1 ist. 

Ist  die  Bedingung  nicht  erfüllt,  so 
nimmt  die  Form  vierten  Grades  jeden- 
falls die  Gestalt  an : 


«4  + ®4  -f  6At4*t>*. 

Um  die  Reduction  auszuführen,  setzen 
wir: 

uv  x (ABC)  (xy)\ 

Volliieht  man  dann  die  Operation : 


fl,  4, 

*■  e + *A', 
c-A  d, 

oder: 


c-l' 

d 


i'*  -l’(ac-ibd+  3c’)  -3(ace  + 26c<< 

— ad’  - ei’  - c»)  = 0. 

Die  Cocflicicnten  sind  Iorarianten.  Jeder 
Werth  von  A'  gibt  die  entsprechenden 
von  A,  B,  C.  Man  kann  also,  und  dies 
ist  der  wesentliche  Unterschied  der  Form 
vom  Grade  2n  von  denen  vom  Grade 
2m— 1 auf  drei  verschiedene  Weisen  die 
Reduction  bewerkstelligen. 

Für  die  allgemeine  Form  vom  Grade  2»: 

(fl„  fll  o,  . . .)  | (*,  y)in 
konnte  man  die  canonische  Form: 


welche  eine  Covariante  gibt,  auf  beiden 
Seiten  der  gegebenen  Gleichung: 


+ <C2"  -f  . . . 4-  Au’e’ic»  . . . 
wählen.  Die  Ausführung  ist  jedoch  nur 
für  it  — 2 und  » 4 gelungen. 

Dagegen  lasst  sich  die  eben  ange- 
wandte Methode  ausdehnen  auf  die  Form : 


( abede ) | (xy)*=  u‘  +»’  -f  6A’u’e’, 


«'iÄ  + e3"  + ic-"  + 


+ kVuvto  . . . 


so  verschwinden  «*  und  t*  nnd  für  das 
letzte  Glied  erhalt  man: 

12A'ue,  wo  A'  = 2A(4AC- ß>), 

durch  Vergleichung  der  Coefficienten 
folgt  dann : 

l'A  = Ac  — 2Bb  + Ca 
l'  B = Ad  — 2 Bc  + Cb 
A'  C=  Ae-2Bd  + Ce. 

Durch  Elimination  von  ABC  ergibt  sich 
tor  Bestimmung  von  A'  die  Gleichung: 


wenn  man  setzt: 

urtc  = ( A , A,  A,.  . .)  (xy)B 

nnd  V eine  Covariante  dieser  letzteren 
Form  ist,  von  solcher  Art,  dass  das 
Symbol : 


vollzogen  an  dem  Product  Futur  ein 
Resultat  gibt,  welches  wrir  proportional 
ist.  Ist  nämlich  eine  solche  Covariante 
vorhanden,  so  erhalten  wir  ganz  wie 
oben  die  Gleichungen  : 


A.a 

• » 

A‘an-l 


-"'4-VM  + n’',’°n+S  ~ 


WO  »,  = >»*•  Durch  Elimination  von  A„  A,  . . ergibt  sich  hieraus: 


an-1’ 

“«+>’ 

ax+t  • • • 

fl>n 

%-«'• 

“ft+t 

. a 

2 fl  — 1 

°n-,’ 

a , 

n—  l 

1.2 

“n  n(n  — 1) 

a 

o. 

an+k 
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woraus  sich  k und  die  Coefficienten  A6,  At  . . . ergeben.  — Für  die  binäre  Form 
vom  sechsten  Grade  ist,  wenn  man  : 


u rw  = (A0  Av  At  As)  \ (x  y)*  . 

setzt,  für  V die  Evectante  der  Discriminantc  dieser  Form  zu  nehmen,  nämlich: 
(i4„»  -Aa+  2At*  -3A9AkAt,  3 +3  A0AvAt  - 6^,*, 

SASAt-SA^AS  -ZA'AtA„  3A,A,At -2A,' - A,At*)  (xy)*. 
Es  lässt  sich  nämlich  leicht  zeigen,  dass  die  Operation : 

(A0At  At  A,) 


1 

1 H’.v’ 

- 

dx/ 

an  dem  Produrte  dieser  ciibisehen  Form  tiric  «nd  ihrer  zuletzt  geschriebenen 
cubiscben  Covariante  vollzogen,  ein  Resultat  proportional  der  ersteren  gibt.  Denn 
vertauscht  man  dieselbe  mit  der  canonischen  Form,  was  die  Invariante  nicht 
ändert,  also  mit 

**  4*  y\ 

so  Ist: 

A9  s At  =1,  At  =:  A%  =0. 

Die  Covariante  aber  ist  daun : 


Die  Operation : 


dy*  dx* 

ist  also  an  x * — y*  zu  vollziehen,  was  x*  — y*  gibt. 

In  diesem  Falle  wird  k bestimmt  aus  der  Gleichung: 


Sq  S | Sj  flj  “*  k 

ai  at  «,4-jA 

a*  ®i  - 

u4  «4 

welche  entwickelt  nur  grade  Potenzen  von  k enthält.  — Wird  dann  wie  vorhin 
ii,  r,  »r  auf  die  Form  xl  + y#  gebracht,  und  in  die  drei  Factoren  : 

X + .V»  * + >$ U *4-*’y 

zerlegt,  wo  * eine  dritte  Wurzel  von  Eins  ist,  so  ist  der  canonische  Ausdruck 
der  binären  Form  sechsten  Grades : 

^(*4-y)*  4-  ß(*-f  *y)#  4-  C(*4-**y)«  4-  *>(*•  — ,v#). 

Es  lässt  sich  aber  auch  leicht  zeigen,  dass  die  Factoren  der  cubischen  Invariante: 


w — c,  r — *r , tc  — v 

sind,  wenn  w,  r,  tt  die  Factoren  der  cubischen  Form  selbst  sind,  und  aus  diesem 
Grunde  ist  die  canonische  Form  auch  : 

«•  -f  e*  4-  «e*  4-  * w c w («  — r)  (r  — m)  (ic  — w). 

Bei  einer  Form  achten  Grades  ist  die  canonische: 

4-  r 1 4-  «5  * 4-  2*  4"  Au,r*ic*a% 

wie  man  sieht?  wenn  man  das  Operations  - Symbol  ganz  wie  bei  der  Form  sechsten 
Grades  bildet  und  an  «*,  r1,  ir1,  i*  operirt. 

Es  fehlt  bis  jetzt  noch  die  Untersuchung  der  Formen  höheren  Grades,  wenn 
derselbe  2 n ist,  so  wie  die  ganze  Untersuchung  für  ternäre  Formen: 

Für  eine  cubische  ternäre  Form  ergibt  sieh : 

x*  -f- y * 4-  4-6mxy  z, 

für  eine  quaternäre  findet  Sylvester; 

x>  4-  y«  4-  z»  4-u>  4-  Ts. 
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15)  Besondere  Untersuchung  binärer  Formen. 

Es  sollen  hier  diejenigen  Invarianten  und  Covarianten  binärer  Formen,  die 
am  häufigsten  Vorkommen,  behandelt  werden. 

I.  Eine  quadratische  Form : 

(oic)  | (x y)* 

hat  nur  eine  unabhängige  Invariante,  die  Diaeriminante. 

ae  — 6* , 

alle  anderen  sind  l'otcnten  davon.  Pies  ist  schon  im  Uten  Abschnitte  geteigt 
worden.  Die  Form  gibt,  geometrisch  betrachtet,  wenn  man  V r:  1 aetrt,  zwei 
Funkte  in  der  Axc  der  r,  das  Verschwinden  der  Discriminante  bedeutet  das  Zu- 
sammenfällen der  Funkte. 

II  Seien  jetzt  zwei  quadratische  Formen  gegelren : 

(<i4r)  | (xy)’  und  (n'A'c')  | (zy) 1 . 

Sie  haben  eine  Invariante : 

12*  = ac'  + a'r  — 2 44'. 

Verschwindet  sic,  so  sind  die  vier  den  Formen  entsprechenden  Punkte  harmonisch. 


Contravariante  ist : 

* 

| 

ax  + by, 

bx  -f  cy 

1 “*’• 

fl 

1 

S* 

12  = 

arx  + A'y, 

= c, 

b,  a 

b’x  + r'y  | 

e'. 

br  «' 

Es  ist  dies  die  Functional  - Determinante.  Verschwindet  sic,  so  findet  Involution 
statt.  — Die  Resultante  ist: 

(«c'  -a'c)*  +4(4«'  - b'a)  (4c'  - A'c) 

Boole  bringt  sie  auf  die  Form: 

(«0»  + a’c  - 244')*  - 4(ac  - 4*)  («V  - 4'»), 
wo  alle  drei  Theilo  Invarianten  sind.  Dies  findet  man,  wenn  man  von: 

(nAe)  | (xy)’  + 1 («'A'c')  (xy)’ 
die  Discriminanto  bildet.  Sie  ist: 

(a  + ;a')  (0  + 10 -(*  + *?)« 

und  diese  nach  Potenzen  von  k ordnet,  und  wieder  die  Discriminante  nimmt. 

III  Die  cubische  Form  : 

(abetf)  | (xy)» 

hat  als  Invariante  nur  die  Discriminante: 

a*dJ  -|~4ac*  +4 db*  — 3 A'c*  — Gabcd. 

Die  Hesse'sche  Determinante  ist : 

12*  = (ac  -f-  b*)  x*  + ( ad  — bc)  xy  | ( bd  — c*)  y*. 

Sie  hat  mit  der  Form  die  Discriminante  gemein. 

Sind  x,,  x,,  x3  Wurzeln  der  gegebenen  Form,  so  fanden  wir  für  die  Hesse- 
sehe  Determinante  noch: 

•*(*-*<)*■  (*.  -*«)*. 

Es  findet  aber  auch  eine  cubische  Covariante  statt,  es  ist  dies  die  Evectant« 
der  Discriminante: 

12*  13  = (a’rf  -f-  2 4*  — 3 abc)  x*  -f-  3 (A’c  + abd  — 2ac’)  x*y 

+ 3(2A*d  — 4c*  — «cd)  xy’  +(3Acd  — ad'  — 2c*)  y*. 

Ihre  geometrische  Bedeutung  ist  folgende  : 

„Wenn  für  jedes  der  drei  durch  die  Form  dargesteliten  Elemente  das  con- 
jugirt  harmonische  in  Bezug  auf  die  beiden  andern  bestimmt  wird,  so  sind  diese 
drei  durch  die  cubische  Covariante  gegeben, 
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In  der  vereinfachten  Gestalt : 

O + y). 

wo  ( 

a = rf  =:  0,  A = e = 1 

ist,  erhält  man  nämlich  x — y als  Factor  der  Covariante,  und  hieraus  folgt  unser 
Satz  allgemein,  da  die  harmonische  Relation  nicht  durch  lineare  Transformation 
gestdrt  wird. 

Als  Function  der  Wurzeln  ergibt  sich  die  cubische  Covariante. 

[(2*i  -*^*  + (2*,*, *,*»)y] 

[(2x,  -*,-*,)*  + (2 x,x,  -x ,x,  — x,x,)y]  - 
[(2**  - x,  -*,)*  + (2x,*,  -x,x,  -*,*,)y] 
denn  die  Theorie  der  harmonischen  Theilung  gibt  bei  vier  Elementen: 


die  Relation : 


‘i  t ■*» 
1 


also : 


(2*,  -x,  -x,)x=x,x,  + *,*,  -2x,x,. 
aber  diese  Form  au 
urzeln  finden. 

Wendet  man  die  canonische  Form: 


Es  lässt  sich  aber  diese  Form  auch  dnreh  Benutzung  der  symmetrischen 
Functionen  der  Wunteln  finden. 


V — ax%  + dy  ' 

an,  so  erhält  man  für  die  Discriminante : 

D=a'd\ 

für  die  Ilesse’sche  Determinante: 

II  = ad  xy 

und  für  die  cubische  Covariante: 

C = a</(flx*  — <fy’). 

Leicht  zeigt  man,  dass  die  Discriminante  von  C gleich  D‘  — a'd‘  ist,  auch  lässt 
sich  leicht  die  von  Cayley  herrührende  Gleichung  vcrificiren: 

C*  - DU'  = -4«*. 

Mit  Hülfe  derselben  kann  man  die  linearen  Factoren  von  U finden,  also  die 
cu bischen  Gleichungen  auflösen.  Denn  es  ist  hiernach: 

C«  - D H * 

ein  vollkommener  Cubus,  somit  auch  jeder  seiner  Factoren  : 

c+vY~z,  c-vYz. 

In  der  That  sind  deren  canonische  Formen: 

2 a'dx\  2 «f*y*- 

Nun  ist: 

a^x  -f  d^y 

ein  Factor  der  canonischcn  Form,  also  muss  der  der  allgemeinen  Form  durch : 

((//»  + L^  + lUYD-  C)i 

gegeben  sein,  eine  lineare  Function,  die  gleichzeitig  mit  U verschwindet. 

Setzt  man  z.  B. 

V = 4**+9**+18x  + 17, 

so  kommt: 

0 = 1600,  C=  110x»  -90x»y-630xy*-670y* 
uY~D+C=  10(3*  + »)*,  uVD-Czz  60(x-f3y)* 

also  die  linearen  Factoren  der  Form  haben  die  Gestalt: 

3 _ 

3*  + y + (*  + 3y)K5. 


Digitized  by  Google 


Substitution. 


673 


Substitution. 


IV.  Für  die  Form  vierten  Grades: 

(abcde)  | (xy)* 

fanden  wir  die  beiden  Invarianten: 

S = ae  — Abd  + äc* 

T ~ net  4-  2 bed  — ad * — ei*  — c*. 

Nimmt  man  die  canoniscbe  Form  : 

x‘  4-6mx*y*  +y*, 

so  werden  dieselben : 

S = 1 + 3m’,  T=  m(l- m>). 

Führt  man  die  Wurzeln  ein,  so  ist: 

s =*=-*■  (*i  -■».)’  (*.-*»)’ 

T=zZ(xt-  *,)>  (x,  - *,)•  (x,  - *,)  (x,  - x.) 

= [(*>  - x.)  (x,  - x4)‘  - (x,  - x.)  (x,  - x,)] 

• [(*,  - x.)  (x4  -X,)  - (xt  - x4)  (x,  -X,)] 

• [(*1  -*.)  (*.-*.)  - (X,  - X.)  (x,  -x,)]. 

Daraus  ergibt  sich,  dass  wenn  T verschwindet,  die  Elemente  x.,  x x-,  x har- 
monisch sind.  4 

Ist  M der  Modal  der  Transformation,  so  geht  aber: 

S in  S’,  T in  M»  T’, 

also  das  Verhältniss: 

fr 

ist  absolut  unveränderlich.  Sylvester  hat  gezeigt,  dass  jede  andere  Invariante  eine 
rationale  Function  dieser  beiden  ist. 

Die  Discriminante  z.  B.  ist: 

D = l(*i  ~xi)  (*s  -*t)  (*»  -x.)  (*.  -x.)  (x,  -x,)  (x,  — x4)]*  = S*  — 27  T», 

und  für  die  canonische  Form : - - 


D = (l-9mJ)>. 

Die  Hesse’scbe  Determinante  der  biqaadratiscben  Form  ist: 

(ac  — A*)  x‘  + 2 (ad—bc)  x*y  + (oe+2  Ad— 3 c’)  x,y1  4-  2(Ae— cd)  xy  ’ 4-  (ce—d*)  y ‘ 
für  die  canonische  Form: 

*»(*4+y4)  + (l-3m»)  x’y;. 

Mit  Hülfe  der  Wcrthe  von  S und  T lässt  sich  dio  Form  selbst  leicht  auf 
ihre  canonische  Form  bringen.  Denn  wegen: 

S = 1 4-  3 in 1 , T — m (1  — m’) 

ist: 


A)  4m*  -mS4-  T=  0, 

eine  Gleichung,  welche  m gibt.  — Aub  den  Wcrthcn: 
x*  4-y4  4-6mx*y*  — U 
m(x‘  + y‘)  + (1  -3m*)x*y»  = Y 
folgt  dann  fflr  die  Veränderlichen  der  canonischen  Form  selbst : 


B) 


X’y« 


H — mV 
1 — 9m*  ’ 


Gleichungen,  welche  x und  y geben. 

Es  schliesst  sich  hier  sehr  gut  die  Cayley’sche  Auflösung  der  Gleichung 
vierten  Grades  an. 

Sind  m,,  m, , m,  die  Wurzeln  der  Gleichung  A),  so  müssen  wegen  B)  die 
Ausdrücke : 


H-m,U,  H-m,V,  H-mtV 

vollständige  Quadrate  sein,  deren  Wurzeln  vom  zweiten  Grade  sind.  Aber  es  ist 
auch  der  Ausdruck : 


43 
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C)  (m,  — ra,)  (ff  — (m,  — m,)  (ff  - «,1/)^+  (w,  — m,)  (ff  — m,P)^ 

ein  vollständigos  Quadrat  eines  der  linearen  Factoren  der  gegebenen  Form.  Denn 
dieser  Ausdruck  verschwindet  identisch  für  I’  = 0.  enthält  also  einen  Factor  von  V. 
Ferner  hat  die  cubische  Qieichung: 

4 t*  — t(l  + 3w*)4-m  — m*  = 0, 
welche  mit  A)  übereinstimmt,  die  Wurzeln  : 

m + 1 __  m — 1 

m i — vff , tu  i — 2 i nt  j — — , 

also: 

ff- »,lf  = (1- 9m1)  x’y* 
ff-m (,*+,*)• 

(x»-y)' 

Damit  nun  eine  Grosse : 

n (*’  + y’)  + P (**  - y’)  + / *y 
ein  Quadrat  sei,  ist  die  Bedingung: 

y*  = 4(n*-jj*) 

zu  erfüllen,  welche  sich  sehr  leicht  hier  veriflciren  lässt. 

Die  Wurzel  der  Gleichung  C)  gibt  also  die  linearen  Factoren  der  biquadra- 
tischen  Form. 

Es  gibt  aber  noch  eine  Covariante  der  biqnadratischen  Form,  welche  in  den 
Coeflicientcn  vom  dritten,  in  den  Veränderlichen  vom  sechsten  Grade  ist.  Sie 
hat  die  Form: 

12*  13 

und  ist  die  cubische  Covariante  der  ersten  Emanante  der  Form. 

Entwickelt  ist  sie  von  der  Form: 

C—  (o-d  — 3aic  + 2 6’)  x*  + (a*e  4-  2aArf  — 9<rc*  + 6A'e)  J‘y  + (5aA*  — 15  aed 
+ lOA’d)  x*y*  -p  (lOA’e  — 10  od’)  x'y*  + (15  Ace  — 5 ade  — 10  Ad’)  x’y* 

-P  (9  c’e  — ae*  — 2 Ade  — 6 cd*)  xy*  -p  (3cde  — Ae*  — 2d*)  y*, 
für  die  canonische  Form  ist  sie: 

(1  - 9m')  (x*  -y‘)xy. 

Die  biquadrntischc  Form  besitzt  nicht  wie  die  cubische  eine  quadratische 
Covariante,  denn  m ist  die  Wurzel  einer  cubischen  Gleichung;  die  canonische 
Form  wird  also  auf  dreierlei  Art  bestimmt,  dio  Bestimmung  ihrer  Factoren  ge- 
schieht also  aus  einer  Gleichung  sechsten  Grades,  und  dies  ist  eben  die  Cova- 
riante C. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Betrachtung  ist  folgende  : 

Dio  vier  linearen  Factoren  einer  biqnadratischen  Form  bestimmen  vier  Ele- 
mente, die  auf  dreierlei  Weise  als  ein  involutorisebes  System  zu  betrachten  sind, 
je  nachdem  das  eine  A zu  ff,  C oder  D conjugirt  ist.  Die  Doppel -Elemente 
dieser  drei  Systeme  bestimmt  die  Covariante  C. 

Wenn  man  die  canonische  Form  von  C mit  den  Ausdrücken  : 
ll  — mlU,  H — m,V,  H—m,U 
vergleicht,  so  zeigt  sieb,  dass  C’  mit 

(ff  — mlU)  (ff  — mtU)  ( ff-m.ff ) 

proportional  ist,  also  nach  der  Gleichung  A),  welche  m gibt,  proportional  zu 

4ff*  - SHU * + TV\ 

Bildet  man  die  Hesse'sche  Determinante  der  Ilesse'schen  Determinante,  so 
erhält  man  nach  der  Methode  des  Abschnitts  13): 

X*  -p  y*  -p6m'x*yf 
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sie  hat  also  die  Form : 

U+IH. 

Um  1 *o  finden,  geht  man  von  der  oanonisehcn  Form  aus  : 

II  = m (*‘  + y‘)  +(1  - 3m’)  x'y». 

Die  Hesse’schc  Covariante  hiervon  ist  also:' 

H,  = 2m  (1  - 3 m»)  (z*  + y‘)  - (1  - 18m*  + 9m*)  r'y  «. 


Setzt  man: 


(1  - 3m’)  V - 6mU  ,..  . . . II-  mU 

: L Ihr  **  4-f#*_  — . fii 


so  ergibt  sich: 


für  **  + y*,  y^-, 

H,  = 3 TU  - SU. 


Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Hesse- 
sche Determinante  von  //,  and  jede  an- 
dere Covariante  vierter  Ordnung  die 
Form : 

U + lll 

hat  wo  1 sich  leicht  in  8 und  T be- 
stimmen lässt.  So  ist  die  Discriroinante 
der  ersten  Emanante  von  der  vierten 
Ordung  und  gleich 

V.  SH  - TU. 

Sind  n,  ß,  y,  <1  die  dritten  Differen- 
zialquotienten einer  beliebigen  Form,  so 
ist  immer : 

a'tf*  + 4«  y‘  +4  (Iß*  — 3ß'y*  — 6nß  yd 

eine  Covariante  derselben.  Sind  dann 
a,  b,  c,  d,  e . . . die  vierten  Diffcren- 
zialquotienten,  so  hat  man  bekanntlich: 

(»  — 3)  « = nx  + by  . . . 

und  kann  sie  als  Function  von  a,  b . . . 
darstellen.  Die  Form  des  Resultats  muss 
aber  natürlich , wie  bei  der  biquadrati- 
schen  Form  sein.  Daher  hat  diese  Co- 
variante die  Gestalt: 

SH  + ITU, 

wo  S und  T aus  den  Grüsscn  in  IV. 
entstehen,  wenn  man  die  Cocfficienten 
aber  durch  die  viorten  Differenzialquo- 
tienten von  U ersetzt.  Diese  Gestalt 
nimmt  also  auch  die  Hesse'sche  Deter- 
minante der  Hesse’schen  Determinante 
an,  wie  schon  in  Abschnitt  13)  darge- 
than  war. 

VI.  Der  binären  Form  fünften  Gra- 
de« gibt  Sylvester  die  canonische  Form : 

axl  + by1  + cz*, 
wo 

x+y +z = 0 

ist.  Sie  besitzt  fundamentale  Invarian- 
ten vom  vierten,  achten  und  zwölften 
Grade.  Sie  sind  in  der  canonischen 
Form: 


A = o’ä’+  t’c’  + c’«’  — 2abc  (o-f-4+c) 

H = a*6  ' c’  (ab  + bc  4*  cu) 

C — a*i*c‘. 

Die  Discriminantc  D ergibt  sich: 

D = A'+128B'.  . 

Hieraus  lassen  sich  unzählige  Inva- 
rianten von  der  Ordnung  4m  bilden, 
nämlich  als  rationale  Functionen  von 
A,  B,  C.  Eine  davon  ist : 

A (AC—  B1)'  +8B‘C  — 72  ABC' 

— 432  C*.  m 

Hermite  hat  gezeigt,  dass  dieselbe  — 
sie  ist  vom  Grade  36  -*  ein  vollstän- 
diges Quadrat  ist;  somit  ist  ihre  Wurzel 
eine  Invariante  vom  Grade  18,  die  erste 
entdeckte,  welche  nicht  den  Grad  4>n  hat. 

Sic  unterscheidet  sich  von  den  übrigen 
auch  dadurch,  dass  bei  einer  Transfor- 
mation der  Modul  derselben  hier  im  un- 
grnden,  bei  den  übrigen  im  graden  Grade 
erscheint. 

Hermite  hat  auch  eine  andere  cano- 
nische Form  cingeführt. 

Da  jede  binäre  Form  vom  Grade  • 
2n  — 1 eine  quadratische  Covariante  hat 
und  eine  cubische  Form  durch  Zerle- 
gung -derselben  in  ihre  linearen  Facto- 
ren  auf  die  canonische  Form  gebracht 
wird,  so  lag  es  nahe,  hier  etwas  Aehn- 
lichcs  zu  versuchen.  Die  quadratische 
Covariante  für  die  Form  fünften  Grades 
(a,o,uta,o4o,)  | (xy)‘ 

ist: 

(a„o4  — 4a,«,  + 3a,*)  x’  +•  («„«, 

— 8o,a4  + 2ata,)xy  + (a,a,  - 4«,a4 
+ 3o,*)y*  = i(*l  -*,)*  (x,-*4)* 

(x-x,yy. 

Hermite  bestimmt  nun  eine  neue  ca- 
nonische Form,  indem  er  setzt: 

a0at  — 4a,a,  + 8«,*  = 0, 
a,a4  — 4o,a4  + 3«,  ’ =0, 
so  dass  die  Covariante  gleich  xy  ist. 

43* 
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Non  wird,  wie  diei  gestattet  ist,  x und  y durch  — , 


halt  also  das  Symbol: 


d* 


d 

— ersetzt:  man  er- 
ilz 


dx  dy 

nnd  bestimmt  dadurch  eine  Covariante  vom  ersten  Grade,  die  Tür  die  nene  cano- 
nische  Form  gibtr 

a,x  + a,y. 

Die  Hesse’sche  Determinante  ist  vom  sechsten  Grade  in  den  Veränderlichen, 
vom  zweiten  in  den  Coefficienten.  Ihre  Gestalt  ist: 


•*[(*1  -*.)  (*-*»y)]J  = 

+ 3(a,n,  -«.«.Jz'j  + äfa.s,  +«,«,  -2a,1)xly1  +(o,«!  + 7a,«, 

— + 3 (a.a,  + o,a,  — 2a,1)  x'y1 + 3(a,a,  - a,at)  xy1 

Dntersnchnngen  und  entwickelte  Darstellungen  für  Invarianten  nnd  Covarianten 
von  Formen  sechsten  bis  neunten  auch  zwölften  Grades  enthalt  Cayley : Second 
memoir  upon  Quanlies.  1‘hihs.  transactioiu  Po/.  146,  p 123  iry. 


16)  Besondere  Untersnchnng  ternärer  Formen  und  solcher 
von  mehr  als  drei  Variablen. 

I.  Die  tern&re  quadratische  Form : 

(aa'a"b'b")  | (xyt)1 

hat  nur  eine  Invariante,  ihre  Discriminante  oder  Hesse’sche  Determinante: 


« b"  b' 
b"  a'  b 
b ' b a" 


= aoV'  + 2bb’b”~  ab1  - a’b"  - a"b"'. 


Verschwindet  sic,  so  zerfällt  der  durch  die  Form  vorgestellte  Kegelschnitt  in  zwei 
grade  Linien. 

Die  Evectantc  derselben  ist  die  einzige  ContravaHante  der  Form.  Sie  ist: 
a b"  b'  { 

V «'  b , 

b'  b a"  C 

( n C 0 

Hieraus  lassen  sich  entsprechende  Entwickelungen  für  die  Formen  höherer 
Grade  ableiten,  wenn  man  unter  aa'a"  die  zweiten  Differenzialquotienten  versteht. 
Die  erstere  Determinante  bleibt  dann  die  Hessc’sche,  die  zweite  aber  ist  eine 
Zwischenform. 

Dio  canonische  Form: 

**  + y*  + *’. 

kann  anf  unendlich  viel  Arten  gebildet  werden.  Die  geometrische  Bedeutung  ist 
die  eines  sich  selbst  conjugirtcn  Dreiecks,  dessen  Ecken  x,  y,  i sind,  d.  h.  eines 
solchen,  wo  dio  Ecken  die  Pole  ihrer  Gegenseiten  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind. 

II  Seien  jetzt  S und  S,  zwei  quadratische  ternäre  Formen,  S bezeichnen  wir 
wie  vorhin,  bei  S,  geben  wir  den  Buchstaben  a,,  a',  . . . Indices  unten. 

Bildet  man  die  Discriminante  von 

kS  + S„ 

so  sind  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  k Invarianten  des  Ssytems.  Setzt  man  : 

kS  + S,  +*>»  + *.»,  + 

so  sind  A,  A|  die  Discriminanten  der  Formen,  und 
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oder  entwickelt : 

9 = «,  (a'a"  - 4*)  + o',  (a"n  - &'*)  + o",  (na'  - 4"*)  + 24,  (4'i"  - ab) 

+ 24',  (4"4  — a'4')  + 24",  (44"-  <r"4") 

und  für  4,  der  entsprechende  Ansdruck,  der  erhalten  wird,  wenn  man  die  S, 
und  S entsprechenden  Cocfiicienten  verwechselt. 

Als  Function  dieser  Invarianten  kann  man  alle  bleibenden  Eigenschaften 
zweier  Kegelschnitte  ausdriieken.  Die  Berührung  derselben  wird  ausgedrückt, 
wenn  man  die  Discriminante  der  Form: 

A«*’  + 9u't>  + ».ue*  + A i*1 
verschwinden  lisst.  Die  Gleichung 

9 = 0 

drückt  aus,  dass  der  zweite  Kegelschnitt  durch  die  Ecken  eines  in  .Bezug  auf 
den  ersten  sich  selbst  conjugirten  Dreiecks  geht.  Denn  dann  kann  die  Gleichung 
des  ersten  auf  die  Form : 

x’  + y’+z’ = 0, 

die  des  zweiten  auf 

2 byi  + 24'zx  + 24"xy 
gebracht  werden,  nnd  es  wird: 

a = af  — a"  = 0, 

also : 

» = 4,  (4'4"  - o4)  + 4',  (4"4  - a'b’)  + 4",  (44'  - o"4"), 
also  gleich  Noll,  wenn 

4 = 4'=  4" 

ist.  und  da  9 eine  Invariante  ist,  so  bleibt  diese  Eigenschaft  bei  linearer  Substi- 
tution erhalten. 

Sei  jetzt  gefragt,  unter  welcher  Bedingung  es  ein  Dreieck  gibt,  das  dem 
einen  Kegelschnitt  um  -,  dom  anderen  eingeschrieben  ist.  Sind  daun : 
x = 0,  y = 0,  » = 0 

bezüglich  die  Gleichung  der  Seiten  des  Dreiecks  (in  Trilinear-Coordinaten),  so 
nehmen  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  durch  Transformation  die  Form  an : 
24yz  + 24'zx  + 24"xy  = 0,  x'+ys+s*  — 2yz  — 2zx  — 2xy  = 0 

nnd  die  Relationen  zwischen  den  Invarianten  sind  bleibend.  Dieso  Invarianten 
aber  sind: 

A = 244'4",  A,  = - 4,  9 = ~(4  + 4'  + 4")’,  9,  = 4(4  + 4'  + 4"), 

also  findet  die  Relation 

9,*  =49A« 

statt,  und  dies  ist  die  gesuchte  Bedingung. 

Es  konnte  ein  Zweifel  entstehen,  ob  die  hinzukommenden  Factoren,  welche 
Potenzen  des  Moduls  sind,  dieso  Relationen  nicht  stören,  da  sie  im  Allgemeinen 
doch  verschiedene  Potenzen  sein  können.  Dies  findet  aber  hier  nicht  statt,  weil 
die  Relation  homogen  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Covariantcn  und  Contravarianten  des  Systems.  Sind 
.z  = 0,  jr,  = o 

die  Reciprokalcurven  (Formen)  von 

S = 0,  S,  = 0, 

so  ist  die  Reciprokalcurve  von 

5 + kS,  =0 

auszudrücken  durch: 

2 + k.f  + *’*,  =0, 

WO 
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y = (a'a",  + »V,  — 244,){'  + (o"o,  — 24'4',)  7’  4-  («o'i  + a'a, 

-24"4",){>-f2(44",  +4"4,  -n4',  -o'4l)  ,f  + 2(4'4l  + 44',  -a'4", 
-a"4',)C{  + 2(4"4',  +4'4",  - «"4,  - a4",){,. 


y =0  drückt  die  Bedingung  aus,  unter 
welcher  die  Linie : 

*£  + yn  + *C  = o 

von  den  gegebenen  Kegelschnitten  har- 
monisch geschnitten  wird. 

Die  Gleichung: 

7*  = 4 22 1 

drückt  dagegen  aus,  dass  dioselbo  Grade 
durch  einen  der  vier  Dnrchschnittspunkte 
beider  Kegelschnitte  geht. 

Werden  in  7 für  a,  a',  a"  . . . die 
entsprechenden  Coeffieienten  der  recipro- 
ken  Kegelschnitte  substituirt  und  (,  7,  { 
durch  x,  ij,  s ersetzt,  so  ist: 

F = 0 


die  Gleichung  eines  zu  den  gegebenen 
covarianten  Kegelschnitts,  welcher  den  Ort 
der  Punkte  bildet,  welchen  harmonische 
Tangentenbüschel  der  gegebenen  Kegel- 
schnitte entsprechen. 

Die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  beider  Kegelschnitte  ist  also: 


F>  = 4AA,SS,. 

Alle  zu  den  gegebenen  covarianten  Ke- 
gelschnitte können  .dnreh  S,  Slt  F aus- 
gedrückt werden.  Z.  B.  substituirt  man: 
djy  dj7 

dx’  d y ’ 


äU  „ 

5-^  ftr  7,  ( 


in  eine  beliebige  Contravariante,  so  er- 
halt man  eine  Covariante. 

Thun  wir  dies  für  die  Reciprokalcnrvc 
von  S,.  Wir  nehmen  die  canoni sehen 
Können : 


S = ax*  + a'y*4-  a"z* 
S,  = o,x*  + a',y*  + a",z*. 


Hier  sind  beide  auf  dasjenige  fundamen- 
tale Dreieck  bezogen,  dessen  Seiten  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  dieselbe 
Polare  haben,  dann  ist: 


2 = oV'f*  -f  ij"««)»  + an'C> 

*=(«V',  + o'V  ,)«»+(•"«. 

+ aa",)7’ + (aa', 

F = na,  (a'a",+a"a',)x’4-n'a',  (o"n, 
+ 1)  y * + a"a" , (na’ , + a'a , ) s * 

A = an'a" 

A,= 

» = n,  a'a"  -f  a' , a"a  + n" , nn' 

5,  = au',0",  -f-  n'a",n,  + a"a,o',. 


Durch  Substitution  von 

a'üt  o"s  für  {,  7,  { 
in  2,  erhält  man  dann 
a' ta’x*  + a",a"y*  -fa,a',a''*z* 

= 9,S  - f. 

Theoreme  wie  diese  lassen  sich  von  Kegel- 
schnitten natürlich  auf  beliebige  alge- 
braische Curvcn  übertragen , wenn  dio 
Coeffieienten  dnreh  die  zweiten  Differen- 
zialqgotientcn  ersetzt  werden.  A und 
A 1 verwandeln  sich  dann  in  die  Hesse- 
schen Determinanten  der  Curvcn,  9,  », 
sind  nndero  Covarianten. 

Z.  B.  aus  der  Covariante: 

_/d»  U | d*  Ux  3«  f/  \ /d(A* 

^ \ dx*  dy*  dx  dy/  \d  z/ 

worin  wir  die  ersten  Diffcrenzialquoticn- 
ten  durch  die  zweiten  mittels  des  Satzes 
von  den  homogenen  Functionen  aus- 
drücken,  bildet  man: 

(n  — 1)»  V = n (n  — 1)  9 ,1/  - F. 

Ist  also  V'  t die  Covariante  die  aus  ifi 
durch  Vertauschung  von  U und  f/,  ent- 
steht, so  ist: 

(n-1)*  7',.  = ».(». -1)1* 

und  hieraus  ergibt  sich: 

(w—  1)*  ip  — (n,  — 1)?  = n (n—  1)  $tU 

- n,  (n,  - 1)  »L\. 

II  Jetzt  seien  drei  Formen  zweiten 
Grades  gegeben 

®>  s,. 

Wir  bilden  die  Discriminanto  von 

iS  + /uS,  + v5iv 

Ihre  Gleichung  ist  in  4,  a,  v vom  drit- 
ten Grade , und  die  Coeffieienten  der 
verschiedenen  Potenzen  von  1,  sind 
Invarianten.  So  ist  der  von  i,  fi,  v gleich 

128*  j 

sind  die  Formen  identisch,  so  ist  dies 
die  Discriminanto. 

Von  Covarianten  sind  zu  merken  die 
harmonischen  Kegelschnitie  F,  und  die 
Functional  - Determinante : 

123. 

In  ihr  erscheint  ein  Punkt,  welcher 
allen  drei  Kegelschnitten  gemein  ist, 
als  Doppelpunkt  (vcrgl.  Abschnitt  9). 

Die  Functional  - Determinante  ist  also 
ein  Kegelschnitt  und  eine  grade  Linie, 
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wenn  S,  St,  S , zwei  Punkte  gemein 
haben.  Für  drei  Kreise  ist  sic  z.  B. 
aus  der  unendlich  entfernten  Graden  und 
dem  Orthogonalkreis  zusammengesetzt. 

Es  gibt  aber  auch  eine  Contravariante 
vom  dritten  Grade: 

Fl2.  {23-  {31. 

Ihr  Verschwinden  druckt  die  Bedingung 
aus,  dass  die  Grade: 

*{  + yi  + »C 

mit  den  drei  Kegelschnitten  ein  System 
involntorischer  Funkte  bestimmt. 

Es  lässt  sich  auch  leicht  die  Gleichung 
dritten  Grades  bilden,  welche  die  drei 
Graden  gibt,  die  in  Bezug  auf  zwei  Ke- 
gelschnitte gleiche  Pole  haben.  Denn 
nimmt  man  sie  zu  Seiten  des  Funda- 
mental-Dreiecks,  so  sind  die  Gleichun- 
gen der  Kegelschnitte: 

*,+y’+*!  = 0 
ax'  + a'y'  +o"s*  = 0 
und  der  harmonische  Kegelscbhitt  ist: 

F = o,*’  + »'i»’  4-«",t'  = 0. 

Die  Functional  - Determinante  dieser 
drei  Formen  ist  proportional  mit 
xyz. 

Also  die  drei  Seiten  des  einzigen  in 
Bezug  auf  zwei  Kegelschnitte  S,  S , sich 
selbst  conjugirten  Dreiecks  sind  durch 
die  Functional- Determinante  von  S,  S,, 
F bestimmt. 

Um  o,  a',  a"  zu  bestimmen,  bemerke 
man,  dass  sich  ergibt: 


A = 1,  A = oa’o". 

» = a + a'  + o", 
d | = aa'  + a'a"  + a"a , 

o,  a"  sind  also  die  Wurzeln  der 
Gleichung : 

Ai*  — — A , = 0. 

Das  Problem  ist  dasselbe,  wie  das 
der  Transformation  einer  Fläche  zweiten 
Grades  zu  ihren  Hauptebenen.  Denn 
beim  Uebcrgange  von  einem  orthogona- 
len Axcnsystem  zu  einem  andern  bleibt 

**  + y*  + ** 

unverändert.  Ist  also: 

(aa’a"bb'b"')  | <xy»)>  = V 
die  Gruppe  der  Glieder  zweiten  Grades 
in  der  Gleichung  der  Fläche,  so  sollen 
die  beiden  ternären  Formen : 
x*  + y*+*’  und  V 
in  die  andere 

z«  + y»  + s*  und  Ax'+A’y*  + A"z* 
umgewandelt  werden. 

Die  drei  Hauptebenen  werden  bestimmt 
durch  die  Functional  • Determinante  dieser 
beiden  Formen  und  ihre  harmonische 
Covariante  F.  Die  Coefdcicnten  A,  A', 
A"  ergeben  sich  wie  oben  aus  den  In- 
varianten. 

Für  F kann  man  die  reciproke  Po- 
lare von  U in  Bezug  auf 

+ +*’  = 0 

nehmen,  also : 


V=  ( a'a " - 6«,  a”a  - b",  aa'  - 6"’,  b'b"-ab,  b”b-a'b’,  64'  - a"b")  \ (xyz)». 
Dann  sind  die  drei  Hauptebenen  bestimmt  durch  die  Determinante: 

x y t 

du  äJJ  d£ 

dx  dy  dz  =0. 
dV  dV  dV_ 

| dx  dy  dz  i 

IV.  Für  die  cubische  ternäre  Form  ist  die  canonische  Gestalt: 
x3  + y*  + z*  -f  Qmxyz. 

Die  Hesse’sche  Determinante  derselben: 

//  = i23*  = m*  (x*  +y*  + z*)  - (1+  2m*)  xyz 
ist  die  einzige  unabhängige  Covariante  vom  dritten  Grade.  Alle  andern  nehmen 
die  Form  an : 

U + Ul  - (x*  + y 1 + **)  + 6 * 

Im  Allgemeinen  bedeutet  die  Hesse’sche  Determinante  einer  Curve  geome- 
trisch den  Ort  der  Punkte,  deren  in  Bezug  auf  die  Curve  genommener  Polarkcgel- 
schriitt  ein  Paar  von  graden  Linien  ist. 

Ist  die  Cnrve  dritter  Ordnung,  so  gehört  der  Durchschnittspunkt  dieser  gra- 
den der  durch  die  Hesse’sche  Doterminantc  gegebenen  Covariantencurve  an. 
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Auch  hat  die  cubische  Form  eine  Zwischenform.  Ihre  Gestalt  für  die  cano- 
nische  Form  ist : 

U2’  = (yz  - m*x*)  {»  + (zx  - m’y»)  y*  -f  (xy  - m*s»)  J»  + 2(m’yz  - mx>)  yf 

4-  2(m*»x — my*)  {£  + 2(m*ay  — mt')  {y. 

Die  fundamentalen  Invarianten  der  ternären  cubischen  Form  fand  Aronhold, 
nämlich  zuerst  eine  Invariante  vierter  Ordnung: 

S = m 124  234  3U. 

Dies  Symbol  ist  nämlich  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ziffern  1,  2,  3,  4 und 
bei  Vertauschung  derselben  ändert  sich  das  Zeichen  nicht  Da  es  ausserdem  jede 
Ziffer  dreimal  enthält,  muss  es  bei  cubischen  Formen  eine  Invariante  geben. 
Ffir  die  canonische  Form  ist: 


und  für  die  Form: 


Die  Evectante  von  &’  ist: 


S=  -m(l-m') 

ax*  + 4y*  + cs*  + 6mxyz 
S = — m (abc  — m*). 


{* 


dS 


da  . 


+ 


1,1,1 


selbstverständlich  eine  Contravariante  der  gegebenen  Form, 
nonische  Form: 


»({*+ 9* + {*)  + (!—  4«s*)fy{. 


Sie  ist  für  die  ca- 


Cayley  gibt  ihr  eine  dreifache  geome- 
trische Deutung. 

a)  Ihr  Verschwinden  zeigt  nn,  dass 
die  Grade: 

xJ  + yi+»{  = 0 

diejenige  ist,  welche  irgend  einen  Punkt 
der  Hesse’schen  Determinantencurve  mit 
ihrem  correspondirenden  Punkte  verbin- 
det, d.  h.  mit  dem  Ilurchscbnittspunkte 
der  beiden  Graden,  welche  die  canoni- 
sebe  Polare  dieses  Punktes  bilden,  d.  h. 
sie  ist  die  Tangentialgleichung  der  von 
der  Verbindungslinie  correspondirender 
Punkte  der  Ilessc'schen  (Determinanten)- 
Curvc  umhüllten  Curve. 

b)  Es  wird  dadurch  auch  angezeigt, 
dass  die  Linie 

*!  +yy  + *{  = 0 

eine  der  Graden  ist,  in  welche  der  Po- 
larkegclschnitt  eines  Punktes  der  Hesse- 
schen Curve  zerfällt,  d.  h.  diese  Linie 
umhüllt  dieselbe  Curve,  wie  jene  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte  der 
Hesse'schen  Curve. 

c)  Die  Grade 

*1  + yt  + = 0 

gibt  mit  den  drei  einem  beliebigen  Punkte 
in  Bezug  auf  die  Curve  dritter  Ordnung 
entsprechenden  Folarkegelschnitten  ein 
System  involutorischer  Punkte. 

Uebrigens  ist  die  zweite  Evectante 
von  S: 


identisch  gleich  Null. 

Macht  man  in  der  ersten  Evectante 
die  Substitutionen: 

k tär  ( H- 8-  w > 

so  entstehen  Invarianten.  Auf  die  Form 
selbst  angewendet,  gibt  dies  Symbol  wie- 
der S,  wendet  man  cs  auf  die  Hesse’ - 
sche  Determinante  nn,  so  kommt  eine 
neue  Invariante  von  der  sechsten  Ord- 
nung. Sic  ist  für  die  canonische  Form : 

T=  1 — 20m'  — 8m', 

Näheres  über  dieselben  gibt  Aronhold  : 
Theorie  der  homogenen  Functionen  drit- 
ten Grades  von  drei  Veränderlichen,  und 
Caylcy  Philos.  Transactions.  Vol.  146, 
p.  641. 

Jede  Invariante  unserer  Form  ist  nun 
eine  rationale  Function  von  S und  T. 
Z.  B.  die  Discriminantc,  welche  eine  In- 
variante des  zwölften  Grades  ist,  hät  die 
Form : 

T * - 64S*, 
für  die  canonische  Form: 

— (1  + 8m*)*. 

Die  Ilessc’sche  Determinante  derUesse- 
schen  Determinante,  welche,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  die  Form  hat: 

kU+pH 
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und  zugleich  von  der  neunten  Ordnung 
in  den  Coefficienlen  ist,  ao  dass  1 von 
der  achten,  u von  der  sechsten  sein 
muss,  gibt  nach  Bestimmung  der  nume- 
rischen  Factoren 

4 S'U-TIl. 

Aus  der  Zwischenform 


{12* 

d 

gibt  die  Substitution  r-  für  { u.  s.  w.,  an 
ox 

der  Hesse’schen  Determinante  ausgeführt 
eine  Covariante 


_ ro*u  d'u  / i*uyid*a 

V“Ldy>dz*  \d  y d */  J d x*  ’ 

welche  in  den  Veränderlichen  vom  drit- 
ten Grade  ist,  also  die  Form  hat: 

XU+  ufl,  , 


selbst  Function  von  U und  H.  Um  eine 
beliebige  Covariante  auszudrücken,  be- 
darf man  aber  einer  zweiten  Covariante 
von  der  Form 

x*y*  -+-z*jr’  + y*»*. 

Eine  solche  findet  Cayley,  indem  er  an 
der  Contravariante: 


{12* 

die  Substitutionen: 


dH  dH  dH  „ 

TT  Tz  fflr  f’*{ 


macht.  Man  erhält: 
(ä'U  d'U  d *U 


>=(i 


y * d»*  dx  dy. 


sie  ist  vom  achten  Grade  in  den  Coefti- 
cienten,  vom  sechsten  in  den  Veränder- 
lichen, und  hat  die  Gestalt  für  die  ca- 
nonische  Form: 


Sie  ist  vom  achten  Grade  in  den  Coeffi- 
cienten,  also  l vom  vierten,  fx  vom  zwei- 
ten Grade. 

Es  besitzt  aber  die  ternäre  cubische 
Form  keine  Invariante  vom  zweiten  Grade, 
also  fx  = 0,  und  die  Covariante  ist: 

S V. 

Die  beiden  ersten  Evectanten  von  T 
geben  zwei  Contravarianten.  Die  erste: 


$ = (l  + 8mJ)*  (y’z'+t'x'  + x'y*) 

— (2m*  + m‘)  l/»  + (2m  — -öm*)  UH 

— 3m' HK 

Jede  andere  Covariante  ist  dann  eine 
Function  von  UH  und  9.  Jedoch  ist  cs 
nicht  nOthig,  dass  dieser  Ausdruck  ein 
rationaler  sei. 

Zu  bemerken  ist  noch  die  Zwischen- 
form : 


ist  dritter  Ordnung,  ihre  Gestalt  für  die 
canonische  Form  ist : 

(1  — 10m«;  ({*  + ,*  + {*) 

— 6m1  (5  + 4 m*)  {i j{. 
Die  zweite  Evcctame : 


ist  in  den  Veränderlichen  vom  sechsten, 
in  den  Cocfficientcn  vom  vierten  Grade. 
Cayley  hat  ihre  Identität  mit  der  reci- 
proken  Polare  der  Curve  nachgewiesen. 
Alle  anderen  Contravarianten  und  Zwi- 
sebenformen  sind  Functionen  der  ersten 
Evectante  von  8 und  der  zwei  ersten 
von  T. 

Die  Form  V selbst  und  H,  welches 
letztere  die  einzige  unabhängige  Cova- 
riante  dritten  Grades  ist.  haben  in  cano- 
nischer  Form  beide  die  Gestalt : 

**+?*+**  + mxyz 

also  sind: 

**  +!(*+•*  und 


{ 12*  {13 

die  in  den  Coefficicnten  und  den  Ver- 
änderlichen vom  dritten  Grade  ist.  Die 
Invarianten  8 und  T erhält  übrigens 
Sylvester  gleichzeitig  und  zwar  durch 
Betrachtung  einer  besondern  Invarianten- 
Klasse.  — Ist  eine  Function  homogen 
in  x,  y,  z nnd  auch  in  {,  i j,  (■  also  in  zwei 
Gruppcu  von  Veränderlichen,  entspricht 
dann  das  Symbol  123  wie  immer  den 
Grossen  x,  y,  t,  123'  aber  den  Grössen 
{,  ij,  (,  so  ist  offenbar: 

m l23' 

das  Symbol  einer  Invariante  oder  Co- 
variante  in  Bezug  auf  beide  Gruppen. 
So  z.  B.  gibt  das  Symbol  für  die  Form  : 

«x{  + a'yi  + “"*{  + + A,z>)  + *'»{ 

+ 4'lx{  + 4"z,  + 4"ly{ 

die  Invariante : 

««'«"  + 46'6"  + 4,4',4"l  — «44, 

- a'4'4',  - a"b"b'\. 

Für  die  ternäre  cubische  Form  soll 
noch  die  Operation : 

£»*  123'* 
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ausgeführt  an  der  Summe  Ton  der  Zwi- 
•chcnform  : 

H2*  u 

und  der  Form: 

1 (*{  + yi  + *0’ 

ausgeführt  werden.  In  der  so  entstehen* 
den  Function  sind  die  Coeflicienten  der 
Potenzen  von  i Invarianten  der  cubi- 
schen  Form. 

Für  die  canonischc  Form  ist  nun : 
fl2>  U + i(*t+!/1+t0’ 

= (/  — m»)  (**f*  + y V + z’C‘) 

+ 2 (i  + m’)  (yt,C  + Zxyf  + ry(i ;) 

+ (yi{  ’ + zry*  + xy  { »)  — 2 m (**  y£ 

+ y‘M  + »*{<)) 

und  die  Operation : 

123*  123'* 

hieran  vollzogen  gibt: 

12  X*  — 12SX  -f  T. 

V.  Es  sollen  jetzt  noch  einige  Be- 
trachtungen an  die  Theorie  von  drei 
ternären  quadratischen  Formen  ange- 
knüpft werden,  die  sich  auf  die  Resul- 
tante dieser  Form  beziehen.  Die  Re- 
sultanten sind  nämlich  nicht  nur  Inva- 
rianten in  Bezug  auf  die  Transformation 
der  Variablen,  sondern  auf  die  Trans- 
formationen der  Formen  selbst,  solcho 
Invarianten  werden  zuweilen  Combinan- 
ten  genannt.  Es  weicht  in  der  That, 
wie  leicht  zu  sehen,  die  Resultante  der 
drei  Formen : 

kS  4-  fiSt  4-  ySyt 
k’S  + fx'S  t 4-  * 'Sj , 

A"S4V'S,  +*"St 

nur  um  einen  constanten  Factor  von  der 
Resultante  der  Formen: 

S,  S|t  S, 

ab.  Nun  sind  die  Coefficicnten  der  Po- 
tenzen von  1,  fiy  v in  der  Discriminante 
von 

kS  4-  /uSt  4-  yS2 

wie  schon  früher  gezeigt  wurde,  Inva- 
rianten. Betrachtet  man  aber  X,  v 
als  Veränderliche,  so  ist  die  Discrimi- 
nante selbst  eine  cubische  Form;  bilden 
wir  deren  Invarianten,  so  sind  diese  von 
der  oben  bezeichneten  Art,  denn  sic  blei- 
ben bei  linearer  Transformation  von  X, 
u,  v ebenfalls  ungeändert. 

Die  Invariante  S dieser  cubischen 
Form  ist  in  den  Coefficicnten  jeder  der 
gegebenen  Formen  vom  vierten  Grade, 
also  nach  Natur  und  Grad  mit  den  Re- 


sultanten übereinstimmend.  Es  fragt  sieb, 
ob  Bie  mit  ihr  identisch  ist. 

Geben  wir  zwei  der  ursprünglichen 
Formen  die  Gestalt: 

ar*4-y*4-z*,  4- a'y*  4- «'V 

und  vertauschen  dieselben  mit  linearen  i 
Functionen  von  ihnen,  wie  dies  ja  nach 
dem  Obigen  geschehen  kann.  So  z.  B. 
kann  man  y und  * eliminiren  nnd  erhält: 

(o'  - a ) **  — («"  — «')  ** 

(«'  - «)j/* —(«—«")  **. 

oder  wenn  man  Tür  x,  y substituirt:  i 


x’  - z»,  y*  — z *. 


Der  dritten  Gleichung  kann  man  dann 
die  Gestalt  geben: 

z*  + 2 6ys  + 2 4'»x  + 2 4"xy . 

Da  nun  die  Auflösungen  der  beiden  er- 
sten Gleichungen  sind: 

x = + 1,  y = ±t, 

so  erhalt  man  durch  Einsetzen  in  die 
dritte  nnd  Multiplication  der  Resultate 
sogleich  die  Resultante : 

fl  = (1  + 2 4 + 24'  + 2 4")  (1  — 24+  24' 

— 24")  (1  + 24— 24’  — 24")  (1  — 24 

— 24'  +24")  = 1-8(6’  + 6”  + 6"») 
+ 16(6*  + 4"  + 6"‘— 24’6':— 24*4"» 
-24'*6">)+6444'6". 

Die  Discrimante  von 

iS  + fiSt  + vS, 

aber  hat  die  Gestalt : 

„*  (244'4"  - 4"*)  + (4"»  -4*)  y*i 
+ (4"’  — 6'*)  Pfi  — l^*+l/sv. 

Die  Invariante  S derselben,  ergibt 
sich  genau  wie  die  obige  Resultante,  je- 
doch mit  dem  Unterschiede,  dass  das 
letzte  Glied  4846'4"  statt  6446'6"  ist. 
Beide  sind  also  nicht  identisch. 

Durch  Elimination  dieser  letzten  Glie- 
der ergibt  sich  noch: 

4S — 3ß  = [1  — 4(4*  + 6'»  + 4"»)]*. 

VI.  Es  sind  noch  einige  Bemerkun- 
gen über  ternäre  biquadratische  Formen 
zu  machen. 

Jede  Invariante  hat  den  Grad  3»; 
die  vom  dritten  Grade  123*  enthält  Ab- 
schnitt 13),  die  vom  sechsten  Grade  kann 
in  Determinantenform  hcrgestcllt  werden, 
wenn  man  aus  dcu  6 zweiten  Differenzial- 
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quotienten  die  Variablen  eliminirt-  Gibt 
man  der  Gleichung  der  reciproken  Po- 
lare die  Ercctantcnform: 


so  ist  J eine  Invariante  vom  neunten 
Grade,  die  mit  Hülfe  der  Gleichung  der 
reciproken  Polare  ermittelt  werden  kann. 
Die  Discriminante  ist  vom  27sten  Grade, 
lässt  sich  aber  als  Function  der  einfache- 
ren Invariante  ausdrücken. 

Zwei  Contravarianten  vom  vierten  und 
sechsten  Grade  sind  in  Abschnitt  13) 
gegeben  Aus  den  Invarianten  ergeben 
sich  andere  durch  Bildung  der  Evectante. 

Unter  den  Covarianten  ist  die  Hesse- 
sche vom  sechsten  Grade  in  den  Verän- 
derlichen, vom  dritten  Grade  in  den  Coef- 
ficienten. 

Als  andere  Covarianten  sind  xn  mer- 
ken : Die  8 und  T der  ersten  Emanante, 

“i  t “n  “t  3 • * * I 

Vi-V. 

“jl  2 “j  J • • 


welche  eine  enbische  Form  ist,  eine  bi- 
quadraliseheCovariante  vom  vierten  Grade 
in  den  Cocfflcienten,  und  eine  vom  sechs- 
ten Grade  in  den  Veränderlichen  und 
Coefticienten. 

Andere  biquadralische  Covarianten  er- 
hält man  aus  der  Contravariantc  einer 
der  vorhererw&hnten  biquadratiseben  Con- 
travarianten, oder  wenn  man  die  Cova- 
riantc  5 von  U iS  bildet;  statt  S kann 
auch  eine  der  biquadratischen  Cuvariantcn 
genommen  werden. 


VII  Es  sollen  für  quadratische  For- 
men hier  schliesslich  noch  mehr  als  drei 
Veränderliche  in  Betracht  gelogen  wer- 
den. Wir  setxcn  doppelte  Indices  an 
den  Coefticienten  voraus,  so  dass 


x 

P 


X 

f 


mit  2a 

P,  1 


x ~ mit 
V P< 


multiplicirt  ist.  Die  einsige  Invariante 
ist  dann  die  Discriminante : 


= K i 


°.i  3> 


Die  Evectante  derselben  lässt  sich,  wie  schon  früher  gezeigt  wurde,  ebenfalls  in 
Determinantenform  schreiben,  es  treten  zu  der  eben  gegebenen  nämlich  die  Ver-  _ 
änderlichen  . ...  die  eich  auf  die  reciproke  Substitution  beziehen,  hinzu: 


d d 


0 

1, 

^2 

«3 

*4 

f, 

“l  1 

ai  J 

“l  4 

°2I 

°8  2 

J 

"i  4 

h 

“.M 

2 

a3  3 

“4  4 

h 

»4  1 

3 

°4  4 

Diese  Contravariante  wird  ein  vollständiges  Quadrat,  wenn  die  Discriminante 
vcrschwiudet;  überhaupt  ist  die  Evectante  der  Discriminante  einer  Form  nten 
Grades  dann  eine  nte  Potenz,  wenn  die  Discriminante  gleich  Null  ist.  Der  Be- 
weis ist  schon  in  Abschnitt  11)  für  ternäre  Formen  gegeben,  und  gilt  allgemein. 

In  unserem  Falle  ist  das  Zeichen  des  Quadrates  das  des  Coefticienten  von 
f also  das  entgegengesetzte  der  Determinante: 

2 °3  3 4 • • • >• 

Dieser  Satz  gilt  für  alle  symmetrischen  Determinanten,  er  lautet  in  Bezug  auf  diese: 

„Wenn  die  erste  Unter -Determinante  einer  symmetrischen  Determinante  ver- 
schwindet, so  haben  die  Determinanten  selbst  und  ihre  zweite  Unter- Determinante 
ungleiche  Vorzeichen.“ 

Hier  ist  dies  zunächst  nur  für  solche  Determinanten  gezeigt,  deren  erstes 
Glied  verschwindet,  aber  da  die  Entwickelung  der  Determinante,  das  Product  des 
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ersten  Elements  mit  der  versehwindenden 
ersten  Unter  - Determinante  als  erstes 
Glied  enthalt,  so  Ändert  sich  im  allge- 
meinen Falle  nichts. 

Wie  im  14ten  Abschnitt  kann  man 
zeigen,  dass  eine  quadratische  Form  von 
beliebig  viel  Veränderlichen  anf  unend- 
lich viel  Arten  in  eine  Summe  von  Qua- 
draten der  Veränderlichen  verwandelt 
werden  kann,  durch  orthogonale  Substi- 
tution aber  nur  auf  eine  Art.  Hierbei 
jst  die  Aufgabe  nämlich,  die  Formen : 

V ~ K l “i  2 ' ■ •)  | (*s  ***»••  •)* 
und 

K=*l»  + xJ»+  . . . +«,’ 


gleichzeitig  anf  die  Formen  zu  bringen: 

• • • +\*n 
*»*+*i*  + • • . + *». 

Die  Ausführung  geschieht  wie  für  ternäre 
Formen. 

Man  bildet  die  Discriminante  von 
U + kV. 

Allo  Coelficicnten  der  Potenzen  von  k 
sind  dann  Invarianten.  Setzt  man  sie 
gleich  Null,  so  erhalt  man  durch  Elimi- 
nation eine  Gleichung  fiten  Grades  für  I, 
die  von  der  Substitution  unabhängig 
sind.  Sie  lautet: 


‘ll+1’ a,  »• 

ai  3’ 

a8  l> 

a2  31 

fl.  , fl. 

a . „ 

3 1*  J 2* 

3 3 

= AJ 


für  die  transformirto  Form  verschwinden  alle  a ausser  der  Diagonale,  man  hat 
also: 

(At  + i)  (A, +A)  (A,+l)  . . 


d.  h.  die  Aiy  A%y  At  . . . sind  die  Wur- 
zeln der  Gleichung  A = 0 mit  geänder- 
tem Vorzeichen.  Es  lässt  sich  nun  zei- 
gen, dass  diese  Wurzeln  alle  reell  sind, 
und  zwar  durch  ein  dem  Sturm’ sehen 
anologes  Verfahren.  Der  Kern  dessel- 
ben ist  nämlich  die  Betrachtung  einer 
Reihe  von  Formen,  wo  das  Verschwin- 
den der  einen  bewirkt,  dass  die  Vorher- 
gehende und  Nachfolgende  nicht  ver- 
schwinden, und  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,  die  letzte  Form  aber  constant  ist. 
Dergleichen  Formen  sind  hier,  A ihre 
erste  Unter- Determinante,  die  Unter- 
Determinante  von  dieser,  u.  s.  w.,  schliess- 
lich also  die  Constante  Eins. 

Nach  dem  eben  für  symmetrische  De- 
terminanten bewiesenen  Satze  findet  dann 
beim  Verschwinden  einer  Form  für  die 
beiden  benachbarten  in  der  That  ein 
entgegengesetztes  Zeichen  statt 

Da  nicht  wie  im  Sturm’schen  Satze 
die  Zeichenwechscl  von  — oo  und  + oo 
immer  zu  oder  immer  abnehmen  müssen, 
so  folgt  hieraus  allerdings  zunächst  nur, 
dass  die  Differenz  der  Gcsammtzahl  der 
Zeichenwechsel  bei  — oo  und  bei  4-  oo, 
die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung  nicht  überschreitet.  Da  jedoch 
für  k = (X>  die  höchste  Potenz  von  I, 
also  die  ganze  Form  positiv  ist,  dage- 


gen für  k zz  — co  die  Formen  abwech- 
selnd positiv  und  negativ  sind,  so  finden 
fi  Zeichenwechscl  statt,  und  da  die  An- 
zahl der  Wurzeln  gleich  n ist,  so  müs* 
sen  diese  Alle  reell  sein. 

Au»h  jede  der  Functionen,  welche  die 
der  Sturm’schen  analoge  Reihe  bilden, 
hat  somit  lauter  reelle  Wurzeln,  was 
ganz  wie  hier  dargcthait  wird. 

Wieviel  positive  und  negative  Wurzeln 
darunter  sind,  d.  h.  wie  viel  positive  und 
negative  Quadrate  der  Veränderlichen 
in  der  transformirten  sich  vorfinden,  lehrt 
also  augenblicklich  die  Zeichenregel  des 
Descartes. 

Sehr  leicht  kann  man  nach  dem  Obi- 
gen anch  zu  einer  gegebenen  symmetri- 
schen Determinante  die  quadratische  Form 
bilden,- von  der  sic  die  Discriminante  ist. 

Da  die  Discriminante  einer  beliebigen 
Form  die  Resultante  der  Diffcrenzial- 
qnotienten  ist,  so  kann  man  ihr  immer 
die  Form  einer  symmetrischen  Determi- 
nante geben,  aus  ihr  ergibt  sich  dann 
die  zugehörige  quadratische  Form  von 
n — 1 Veränderlichen  , welche  Sylvester 
als  Bezontiante  der  Form  bezeichnet. 

Wir  sind  in  diesem  Artikel,  Salmon: 
,, Lessons  inlroductory  Io  the  modern 
higher  Algebra “ gefolgt,  und  verweisen 
im  Ucbrigen  auf  diese  an  Resultaten 
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reiche  Schrift.  Sie  ist  deutsch  erschienen 
unter  dem  Titel:  „Vorlesungen  zur  Ein- 
führung in  die  Algebra  der  linearen 
Transformation  von  Georg  Salman. 
Dentsch  bearbeitet  von  Dr.  W.  Fiedler. 
Leipzig  Teubner  1863.“ 

Daneben  aber  ist  namentlich  auf  eine 
Abhandlung  von  Aronhold  hinzuweisen: 
,.Ueber  eine  fundamentale  Begründung 
der  Invarianteniheorie.  Crclle.  Bd.  62“, 
der  ersten,  welche  die  Grundzüge  dieser 
Theorie  in  völlig  conscquenter  und 
abgeschlossener  Weise  gibt. 

In  Bezug  auf  besondere  Untersuchun- 
gen sind  die  Arbeiten  von  Aronhold, 
namentlich  die  Abhandlung  im  55sten 
Bande  von  Crelles  Journal,  von  Cayley 
und  Sylvester  in  den  Philosophien! 
Transactions  und  Crelle’s  Journal,  zu  er- 
wähnen. Mehrere  Abhandlungen  sind 
auch  im  Verlauf  dieses  Artikels  citirt. 

Subtangente  (Geometrie). 

Der  Theil  der  Abscissenaxc , welcher 
von  der  Tangente  und  der  Ordinate  eines 
gegebenen  Punkts  einer  Curve  begrenzt 
wird.  Der  Ausdruck  für  die  Subtan- 
gente ist: 


Snbtractlon  (Abiiehen.  Arithmetik). 

Vergleiche  den  Artikel:  Rest. 

Somme  (Arithmetik). 

Eine  Zahl,  welche  durch  die  Vereini- 
gung zweier  oder  mehrerer  anderen  ent- 
steht. Die  Operation,  vermittelst  welcher 
Summen  gebildet  werden,  heisst  Addition, 
das  Zeichen  für  dieselbe  ist  +,  gelesen 
plus.  Also  z.  B. : 

e ist  die  Summe  von  « und  b nnd  c. 
Diese  in  vereinigenden  Zahlen  werden 
Posten  oder  Glieder  genannt.  Der  Haupt- 
sati  für  die  Addition  ist : „Beim  Addi- 
ren  können  die  Glieder  in  beliebiger 
Ordnng  genommen  werden.“  Die  ge- 
wöhnliche Methode  der  Addition  decadi- 
seber  ganzer  Zahlen  oder  der  Decimal- 
brQehe  beruht  darauf,  dass  man  die 
Glieder  irgend  einer  decadischcn  Ordnung 
vereint,  und  von  der  Theilsumme  die- 
jenigen, welche  Einheiten  höherer  Ord- 
nung bilden,  absondert,  nnd  mit  denen 
der  entsprechenden  Ordnung  verbindet 
Wenn  also  die  Glieder  Dccimalbrüche 
sind,  so  muss  man  dieselben  so  schrei- 
ben. dass  Komma  nnter  Komma  steht. 
Z.B.: 


44,92168  - 
12,4153 
999,26 

1056,59698^ 

Für  gewöhnliche  BrQehe,  welche  gleiche 
Nenner  haben,  gilt  der  Satz: 

fl  ^ b _ a -f-  b 
an  n 

(Vcrgl  den  Artikel:  Qnantitit).  Man 
addirt  also  die  Zähler  und  lässt  den 
Nenner  unverändert.  Brüche  mit  ver- 
schiedenem Nenner  werden  anf  densel- 
ben (Generalnenner)  gebracht  und  dann 
ebenso  behandelt. 

Negative  Zahlen  werden  wie  positive 
addirt,  nur  dass  das  Vorzeichen  der 
Summen  negativ  ist. 

Zwei  Zahlen  mit  ungleichem  Vorzei- 
chen werden  nddirt,  indem  man  den  ab- 
soluten Wenli  der  kleineren  von  dem 
der  grösseren  abzieht,  nnd  dem  Best  das 
Vorzeichen  der  grösseren  gibt  (vergl. 
den  Artikel:  Quantität). 

Haben  mehrere  Zahlen  verschiedene 
Vorzeichen,  so  addirt  man  alle  positiven 
nnd  alle  negativen  nnd  verfährt  mit  den 
Thcilsnmmon  wie  eben. 

Bei  complexen  Zahlen  vereint  man 
die  reellen  und  die  mit  \ — 1 multipli- 
cirten  Thcile.  hine  weitere  Rednction 
findet  nicht  statt  (vergl.  den  angeführ- 
ten Artikel). 

Supplement  (Trigonometrie). 

Derjenige  Winkel  oder  Bogen,  welcher 
einen  gegebenen  zu  180°  ergänzt. 

Snpplementardreieck  ( Polardreieck, 
Sphink). 

Das  sphärische  Dreieck,  dessen  Eck- 
punkte die  Pole  derjenigen  grössten  Kreise 
sind,  in  welchen  die  Seiten  eines  gege- 
benen Dreiecks  liegen.  Der  Begriff  der 
Snpplementardreiecke  ist  rcciprok  und 
der  Hauptsatz  über  zwei  solche  lantet: 
„Die  Seiten  des  einen  ergänzen  die 
Winkel  des  anderen  zu  180  Grad.“ 

Symbol  (Analysis). 

Unter  Symbol  und  symbolischer  Be- 
zeichnung für  irgend  eine  analytische 
Operation  versteht  man  ganz  allgemein 
eine  Bezeichnung,  die  einem  andern  Ge- 
bicto  der  Analysis  nnd  Algebra  entnom- 
men ist,  nnd  die  andentet,  dass  man 
zunächst  ohne  Rücksicht  auf  den  eigent- 
lichen Sinn  der  geforderten  Operation 
diejenige  Rechnung  ausführen,  welche 
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die  Bezeichnung  verlangt,  and  erat  schliess- 
lich dem  erhaltenen  Resultat  seine  eigent- 
liche Bedeutung  geben  soll. 

Bekanntlich  bezeichnet  man  das  nte 
Differenzial  einer  Function  u nach  x 
durch  die  Zeichen  : 

n 

d M 

X 

Dasselbe  stimmt  mit  der  Bezeichnung 

der  Potenz  an  überein,  und  ist  insofern 
symbolisch,  als  man  die  von  den  Poten- 
zen geltenden  Sätze  iuf  das  erstere  Zei- 
chen übertragen  kann. 

Dem  Satze: 


«V=.,+f 

gemäss  kann  man  sogleich  bilden : 


n v n+p 
dx‘Cu  = dx  "• 

wo  man  nach  Vollzug  der  Rechnung 
darauf  Rücksicht  nehmen  muss,  dass  die 
linke  Seite  der  Gleichung  erst  das  »ma- 
lige, dann  das  p malige  Differenziiren 
einer  Function  verlangt ; die  rechte  das 
n + pmnlige. 

Wird  die  Summe  beliebiger  Differen- 
ziale nach  x,  y u.  s.  w.  von  u genommen, 
von  dieser  Summe  dieselben  Differen- 
ziale u.  s.  w.  fort,  im  Ganzen  s mal,  so 
kann  man  diese  Operation  bezeichnen 
durch  das  Symbol: 


(d  4-d  +d 

y x y * 


und  nach  dem  polynomischen  Satz  diesen 
Ausdruck  entwickeln,  wo  sich  dann  er- 
gibt: 


4“  + *4  ' dyU  + ,dx  d%  “+•••+  aix  dyd%M  + • •■ 

Schliesslich  ist  dann  zu  berücksichtigen,  dass  die  Zeichen 

//...« 

Differcnzialzeiehen  sind. 

Das  Zeichen  der  Diffcrcnzialquotienten 


dx" 

eignet  sich  in  dieser  Form  nicht  zum  symbolischen  Rechnen. 
Es  wird  aber  dazu  geeignet,  wenn  man  es  in  die  Form: 

<£)'■ 

umändert,  und  kann  man  dann  z.  B : 


dy) 

welches  Zeichen  bedeutet,  dass  man  die  Summe  des  a fachen  Differenzialquotienten 
nach  x und  des  b fachen  nach  y nehmen,  mit  dieser  wieder  in  gleicher  Weise 
operiren  soll,  nach  dem  binomischen  Satze  entwickeln;  dann  ergibt  sich; 


n o u n-i , 
a \-  na  b 


+ • 


ox  w dy  dx  “dy* 

wo  die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  ersichtlich  ist. 

Eine  andere  symbolische  Verwerthung  des  Zeichens  ist  die  Form,  welche  man 
dem  Taylor’schen  Satze  geben  kann: 

kl 

/>  + *)  = < f(x) 


f(x  + l>,  y + k,  1+1...)+« 
wo  unter  en  die  bekannte  Reihe: 


. d , d d 

A t-  + At-+  f ;; — h • • • 

ax  05  n*,  »,«), 
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<.“  = ! + « + 


n»  m* 

1-2  + 1 • 2 • 3 * * * ‘ 


verstanden  ist,  hiernach  erhält  man  also : 


iifCx)  h* 
f(x+k)=ax)+k-i^J  + ~ 


dx>  ^ 


r(x  + i,  y+k,  t + l)=f(x,  y,t)  + (h^-+k^-+l-tj  f{x, 

l /,  d * d * a 

+ r2(*s+*,ju+'rJ  k 


y. ») 


wo  mit  den  in  den  Klammern  eingeschlossenen  GrOsscn  wie  oben  zu  operiren  ist. 
Auch  das  Zeichen  der  Differenzenrechnung: 

A /■(*)  = «*+*)-«*) 

findet  leicht  symbulischc  Verwcrthung. 

Bezeichnet  z.  B. 


* A "/■(*) 

die  ntc  Differenz,  und  wird 

f{x  + k)=  .»/■(*),  /■(*  + 2*)=9Y(x),  . ..  f(x  + «k)  = »Hf(x) 

getetzt,  so  hat  man  die  symbolischen  Formeln: 

A = (»-l),  9=1+A, 

aus  denen  sich,  wenn  man  9 und  A zunächst  als  GrCssen  auffasst,  ergibt: 


A ”/•(*)  = (9  - 1)"  /■(*).  9"  f{x)  = (1  + A )"  f{x) 

d.  h.: 

a V(*)=»"r(*)-*»"_V(*)+ »,»"“*«*)-• . . ±/(x> 

9’V(*)  = /,(*)  + "Af(*)+»>A,/'(*)  u.  s.  w„ 

oder: 

&nf(x)  = f(x  + nh)  — nf(z + n^lh)  + n,f(x + n^2h)  - . .. 
f(x  + nk)  = f(x)  +«A/(i)  + s1A’/W  + 

Andere  Symbole  sind  so  aufzufasten,  dass  man  die  schliesslich  sich  ergeben- 
den Exponenten  mit  Indices  vertauschen  soll. 

Hat  man  z..  B.  eine  beliebige  Reihe : 

+ . . . 

und  wird  verlangt,  dass  in  jedem  Glicdc  deV  Index  um  p vermehrt,  dann  um  q 
vermehrt,  beide  Resultate  addirt,  mit  der  Summe  in  gleicher  Weise  verfahren  und 
dies  nmal  wiederholt  werden,  so  kann  man  der  Operation  das  Symbol  geben: 

(/+«?)»  (na‘  + <9«‘+'  +...); 

man  crh&lt  dann  mit  Anwendung  des  binomischen  Satzes: 


np  4-t  , 

+ . . . , 

wo  schliesslich  die  Exponenten  mit  Indices  zu  vertauschen  sind.  Also : 


Es  lasst  sich  die  Begründung  der  symbolischen  Rechnung  ganz  allgemein  mit 
wenigen  Worten  geben,  und  dies  ist  um  so  nOthiger,  als  sic  nicht  mehr,  wie  wohl 
früher,  nur  ab  und  zu  Anwendung  findet,  sondern,  namentlich  in  der  Algebra 
der  linearen  Substitutionen  bei  jedem  Schritte  zur  Verwendung  kommt,  also  als 
eine  wichtige  fundamentale  Betrachtungsweise  angesehen  werden  muss.  Dieselbe 
stützt  sich  auf  folgende  einfache  Grundwahrheit. 

Die  Sitze  der  elementaren  Algebra,  d.  h.  solche,  die  allen  Arten  von  Zahlen 
gemein  sind,  können  ganz  formell  als  Combinationen  von  Buchstaben  and  Zeichen, 
welche  auB  sehr  wenigen,  einmal  bewiesenen  fundamentalen  Gleichungen  hervor- 
gehen, aufgefasst  werden. 
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I.  Die  Additions-Sätze,  nämlich 
in  so  weit  sic  ganze  Zahlen,  Brüche 
irrationale  und  imaginäre  Zahlen  betreffen, 
beschränken  eich  aaf  die  Grundbezie- 
hang,  dass  in  dem  Ansdrncke: 

a + b -f-  c + . . . 

die  Buchstaben  beliebig  vertanscht  wer- 
den können. 

II.  Die  Subtraction,  also  die  Ein- 
führung des  Zeichens  — , fügt  eben  nur 
die  Wahrheit  hinzu,  dass  zwei  ungleiche 
Vorzeichen  — oder  — + stets  — , 
zwei  gleiche  -f-  + oder  — — aber  + 
geben. 

III.  Die  Klammer,  welrhe  als  Zei- 
chen zn  betrachten  ist,  auf  Addition  und 
Subtraction  angewandt,  wird  weggelasscn, 
wenn  man  das  vorstehende  Zeichen  mit 
jedem  in  ihr  befindlichen  combinirt,  also: 

a + (b  — c)  = a 4 — c 
a — (4  — e)  = a — b 4-  c. 

IV.  Alle  Sätze  der  Multiplication 
entstehen  aus  Combination  der  eben  ge- 
gebenen Sätze  mit  den  folgenden  beiden : 
In  dem  Ausdrucke  abc  ...  ist  die  Ord- 
nung der  Buchstaben  beliebig,  und : 

u (6  + c 4^  rf)  — ab  4 cb  -1-  d4, 

d.  h.  ein  Glied  vor  der  Klammer  ist  mit 
jedem  in  derselben  zu  combinircn. 

Daraus  gehen  unter  andern  auch  die 
Zeichenregel  der  Multiplication: 

-)-«(—  b)  — — ab 

nnd 

(_  a)  (_  4)  =-  (_  ab)  = (ab)  = ab 

hervor. 

Das  Fotenziren  mit  ganzen  Exponen- 
ten kann  dann  als  ein  wiederholtes 
Multipliciren  betrachtet  werden , und 
sind  somit  die  für  dasselbe  sich  erge- 
benden Sätze  nur  Combination  der  hier 
hingestellten.  Die  negative  und  gebro- 
chene Potenz  findet  ihre  Begründung  in 
der  indirecten  Definition: 


und  aus  dieser  in  Verbindung  mit  I.  nnd 
IV.  folgen  die  in  der  Algebra  diese  Ope- 
rationen betreffenden  Sätze. 

Endlich  wird  auch  durch  Einführung 

der  negativen  Potenz  a 1 das  Dividi- 
ren  entbehrlich,  und  ist  nur  ein  beson- 
derer Fall  der  Potenzrechnung. 

Es  erhellt  also,  wenn  für  irgend  welche 


Operationszeichen,  die  man  ja  auch 
durch  Buchstaben  ausdrückt,  unter  denen 
man  aber  keinesweges  nur  Grössen  zu 
verstehen  braucht,  die  Satze  I.  bis  IV. 
dargethan  werden,  alle  Besultate  der  ele- 
mentaren Algebra  ohne  Weiteres  für 
dieselben  anwendbar  sind.  Jedoch  findet 
hier  eine  Beschränkung  statt,  von  der 
sogleich  die  Rede  sein  soll. 

Sind  nun  z.  B f , ft,  f , gewisse  Ope- 
rationszcicben,  welche  andeuten,  dass  an 
einer  Grösse  u eine  gewisse  Operation, 
welcher  Art  sic  auch  sei,  vorgenommen 
werden  soll,  welche  schliesslich  zu  einer 
neuen  Grösse  f(u)  führt,  so  kann  man 
unter  (/■+/",  +/’,)«  die  Summe 

A«)±/.M  ± /■.(“) 

verstehen ; die  Zeichen  -f-  und  — sind 
also  ganz  den  in  der  Algebra  gebrauch- 
ten identisch , und  beziehen  sich  auf 
Grössen.  Somit  sind  die  Sätze  I.,  II. 
und  III.  ohne  Weiteres  übertragbar.  — 
Ganz  anders  ist  dies  aber  mit  den  bei- 
den Sätzen  IV.  Dem  Zeichen 

A A(«) 

kann  kein  dem  Sinne  nach  der  Multipli- 
cation gleichbedeutendes  Verfahren  zu 
Grunde  liegen.  Vielmehr  ist  der  Sinn 
davon  der,  dass  u zuerst  der  Operation 
f l unterworfen  werden  soll,  die  Grösse, 
die  sich  dann  ergibt,  soll  dann  der  Ope- 
ration f unterliegen.  Die  beiden  Sätze 
jV.  würden  dann  sein: 

trM-rjw 

d.  h.: 

„Die  Operationen  geben  dasselbe  Re- 
sultat, wenn  man  sie  in  beliebiger  Ord- 
nung verrichtet,  und: 

f(f . ±r,  ±A)  «=//.(«)  ±/7» 

± rr,w, 

oder  wenn  man : 
setzt : 

f(u±t±  IT)  =/(«}  ±f(v)±  /•(*)  « 
d.  h.: 

„Die  Operation  f an  einer  Summe 
oder  Differenz  vollstreckt,  ist  identisch 
der  Summe  oder  Differenz  der  Grössen, 
wcleho  sich  ergeben,  wenn  jedes  Glied 
die  Operation  f erleidet.“ 

Nur  wenn  diese  beiden  letzteren  Sätze 
richtig  sind,  darf  ein  der  Algebra  ent- 
nommenes symbolisches  Verfahren  ein- 
geschlagen werden.  Es  ist  aber  klar, 
dass  diese  Sätze  nicht  allgemein  gelten, 
z.  B.  nicht  wenn  / und  ft  beliebige  Func- 
tionen von  « andeuten. 
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Dagegen  »ind  unsere  beiden  Sätze  er-  wenn  sie  convergirt,  also  die  in  ihr  ent- 
fallt, für  das  Zeichen : haltencn  Grössen  gewisse  Grenzbedin- 

& (u),  9 (u)  - ..  , - gongen  erfüllen.  Nun  convergirt  zwar 

_ 9 die  Reihe  für  er  immer,  wenn  * eine 

wo  u eine  Function  von  * und  y ist,  Zahl  rorstellt,  keineswegs  aber  die  svm- 
und  9 x bedeutet,  dass  man  für  x irgend  d 

eine  Function  von  f{x)  von  x allein,  bolische  Reihe  rar  ,Txf 

;V  da8S  m*n  fur  y:  »W  8CtZCn  ,o11*  tere  und  alle  unendlichen  symbolischen 
in  der  That  werden  die  Ausdrücke : Reihen  gilt  also  die  Beschränkung,  dass 

sic  convcrgiren  muss. 

Eine  zweite  Frage  ist  die,  ob  man 

ganz  dasselbe' bedeuten, 'denn  c.  kommt  dem  Symbole  aUch  n,ga,ive  Ex_Poncnlcn 
hierbei  auf  die  Ordnung  der  Substitution  g^ben  kann?  Da  die  Grösse  a 71  durch 
nicht  an.  Ebenso  hat  man  offenbart  die  Gleichung: 

± * ± »)  = ±_  a~nan  = 1 

und  somit  lassen  sich  die  Regeln  der  S°  Wird  dii  De6nUion  de» 

Algebra  nicht  allein  auf  Ausdrücke  wie:  ' °8’ 

(a9+b9)nu,  ’ 9 x " 

* y . 

sondern  auch  auf  die  Eormcn : 

anwenden. 

Setat  man 


\n 

•)  * 


x x 


$ & 

X X 


(«■)=" 

(«)  =1‘, 


d'  9x  ' W *“8*  e‘no  Operation  an, 
welche'  durch  die  bereits  bekannte  9 

X 

aufgehoben  wird.  Ist  s.  B. : 

V(*)  = A*+A) 

so  wird : 

9-'r(z)=f(x-h) 

sein,  denn 

/(x-A  + A)  = /•(*) 
das  Zeichen: 

A _7(*) 

Es  fragt  sich  noch  ob  die  Betracbtnn-  w'r<l  sein  gleich: 
gen  der  Algebra  ohne  Weiteres  Anwcn-  f(x  - h)  4-  fix  -2*1  4-  . . . 4-  f(n) 
dang  finden,  wenn  es  Bich  nm  Reiben  . ,, 

von  unendlich  viel  Gliedern  handelt.  denn  wcnn  man  Rnf  dle86  R*,he  di® 
Dies  ist  z.  B.  bei  der  oben  angeführten  °Per»tlon  A anwendet,  so  erhält  man: 


so  ist: 


f(x)  = x + k, 


9 x u — u = A(«), 


wofür  man  symbolisch  schreiben  kann: 

(»x  - 1)  w = A(«) 

für  anendlich  kleines  A ist  noch: 
>9x~^ 


dx~\  A / “' 


symbolischen  Formel : 


kl 

f(*  + *)  = * f{x) 


nx) + f(x  - *)  + . . . +r  («) 
-/■(*-*)  - . . . /•(«) 

= «*>• 

In  ähnlicher  Weise  könnte  man  dem 
Integrale : 


der  Fall.  — Da  cs  sich  hier  um  eine 
unendliche  Reihe  handelt,  so  ist  zu  be- 
achten, dass  bei  solchen  eine  blosse  Com- 
bination  von  Buchstaben  und  Zeichen 
nicht  mehr  ausreichend  ist,  dass  viel-  den  Ausdruck: 
mehr  auf  die  Bedeutung  der  Buchstaben  _ . 

eingegangen  werden  muss.  In  der  That  / jf  \ 

bat  eine  solche  Reihe  nur  einen  Sinn  \dxj 


./><’> 


dx 

f(*) 

44 


* Digitized  by  Google 


Symbol.  690  Symmetrisch. 


geben.  Indess  zeigt  sich  in  der  Ana- 
lysis, dass  diese  Symbole  nur  geringen 
Nutzen  gewähren,  und  der  Grund  ist 
folgender : 

Der  Ausdruck  a — — hat  eine  in- 
a 

directe  Definition,  die  oben  angegeben, 
dass  er  mit  a multiplicirt  zur  Einheit 
führt.  Diese  Definition  erfordert  zu 
ihrer  Vollständigkeit  den  Nachweis,  dass 
cs  für  gegebenes  a nur  eine  Grösse  gibt, 
welche  diese  Bedingung  erfüllt.  Dieser 
Nachweis  lässt  sich  für  die  Zahlenlehre 
führen,  denn  wenn  a eine  ganze  Zahl 

ist,  so  ist  — ein  der  einzigen  Vorhan- 
gs 

denen  continuirlich  auf  einander  folgen 
den  Reihe  der  reellen  Zahlcngrössen  ent- 
nommenes Glied.  Ist  aber  in  j 1 der 
Buchstabe  j nur  ein  Operationszeichen, 
so  kann  cs  mehrere  ja  unendlich  viel 
Operationen  geben,  welche  r aufheben. 

So  enthalten  ja  die  Summen  und  In- 
tegrale schon  eine  willkürliche  Constante. 
Man  müsste  also  in  jedem  Falle  wissen, 

welcher  der  Werthe  von  t~  1 eine  der 
Algebra  entnommene  symbolische  Glei- 
chung erfüllt , und  diese  Betrachtung 
beschränkt  die  Rechnung  mit  negativen 
Exponenten  und  der  symbolischen  Rech- 
nung sehr,  ohne  sic  jedoch  unrichtig  zu 
machen. 

Man  könnte  sogar  den  Symbolen  ge- 
brochene Exponenten  geben,  wenn  man 
analog  der  Definition,  der  mit  solchen 
versehenen  Grössen: 


die  Gleichung  cinführt: 

ly 

r’/  («)  = *(«). 

<1.  h. : Das  Operationszeichen  i ’’  he- 
deutet  eine  Operation,  die  ymal  wieder- 
holt der  bekannten  Operation  r gleich- 
bedeutend ist.  In  gewissen  Fallen  ist 
diese  Operation  leicht  zu  finden. 

Ist  wieder: 

■’  f(xY=  + 

so  ist  offenbar : 

®V«  = r(«  + })• 

Aber  hier  ist  cs  noch  viel  schwerer 
als  bei  negativen  Exponenten,  die  An- 


zahl der  Operationen,  welche  dies  Zei- 

J_ 

chen  i V bedeutet,  fcstzu stellen. 

Die  einzige  Anwendung,  welche  der- 
gleichen Symbole  gefunden  haben,  schei- 
nen die  „Diflferenzialquotienten  mit  be- 
liebigen Index“  zu  sein,  welche  Liou- 
v i 11c  in  die  Analysis  eingeAihrt  hat.  Ihr 
Operationszeichen  wird  also  sein  : 

P_ 

»Uw 

p_ 

*‘x  ^ 

Aber  schon  bei  diesen  zeigt  sich,  dass 
die  in  ihnen  enthaltene  Willkürlichkeit 
in  einer  Potenzreihe: 

«0  *i*9  + • • • 

von  beliebig  viel  Gliedern  und  mit  be- 
liebig viel  Coefficicnten  gehört.  Allge- 
meinere Anwendung  haben  auch  diese 
Operationszeichen  bis  jetzt  nicht  ge- 
funden. 

Die  reiche  Anwendbarkeit  der  Sym- 
bole erstreckt  sieh  daher  namentlich  auf 
die  ersten  Operationen  und  ganze  Po- 
tenzen. (Vergl.  in  Bezug  hierauf  den 
Artikel:  Substitution  — lineare.) 

Symmetrie  (Algebra). 

Ein  algebraischer  Ausdruck  heisst  sym- 
metrisch, wenn  er  sich  nicht  ändert  durch 
Vertauschung  der  in  ihm  enthaltenen 
variablen  Grössen,  so  z.  B.  ist  der  Aus- 
druck i 

"(**  + y'  + **)+  4(*y  + « + yi) 

+ c(*  + y-t-»)+</ 

ein  symmetrischer  zweiten  Grades  in 
Bezug  auf  die  drei  Variablen  x,  y,  2. 

Eine  Gleichung  heisst  symmetrisch, 
wenn  man  die  darin  enthaltenen  Unbe- 
kannten vertauschen  kann.  Jeder  sym- 
metrische Ausdruck  gleich  Null  gesetzt, 
gibt  eine  symmetrische  Gloichung.  Je- 
doch kann  auch  eine  solche  aus  nicht 
symmetrischen  Ausdrücken  gebildet  wer- 
den. Z.  B.: 

x*-y’=0. 

w ofür  man  setzen  kann : 

Jf*  -x'  = 0. 

Symmetrisch  (Algebra),  s.  Symmetrie. 
Symmetrisch  (Geometrie). 

Heissen  Haumgebilde,  die  in  allen  Sei- 
ten  und  Winkeln  übereinstimmen,  wo 
die  Anordnung  derselben  jedoch  nicht 


Digitized  by  Google 


Symmetrisch 


691  Symmetrische  Function. 


dieselbe , sondern  die  entgegengesetzte 
ist.  Symmetrische  Gebilde  brauchen  also 
nicht  congruent  zu  sein.  Befinden  sie 
sich  jedoch  in  der  Ebene,  so  kann  man 
durch  Umwenden  des  einen  Gebildes  die 
Ordnung  umkehren,  und  6omit  sind  sym- 
metrische ebene  Gebilde  auch  immer 
congruent.  Dasselbe  gilt  im  Kaum  von 
denjenigen  Gebilden,  dio  sich  selbst  sym- 
metrisch sind,  so  z.  B.  ein  rechtwinkliges 
Prisma,  welches  sich  immer  so  umwen- 
den l&sst,  dass  es  sich  selbst  in  seiner 
früheren  Lage  betrachtet, ' symmetrisch 
wird.  Hieraus  folgt,  dass  zwei  recht- 
winklige Prisma  auch  congruent  sind. 

Bei  andern  Raumgebilden  ist  dies 
jedoch  nicht  der  Fall.  Jedoch  gilt  in 
jedem  Falle  der  Satz  : 

„Symmetrische  Körper  haben  immer 
gleichen  körperlichen  Inhalt.“ 

Io  der  Tbat  kann  man  jedes  von  bei- 
den durch  unendlich  viele  einander  pa- 
rallele Ebenen  in  Stücke  von  gleicher 
unendlich  kleiner  Höhe  theilen,  von  de- 
nen je  zwei  einander  entsprechende  der 
beiden  Prismen  auch  symmetrische  und 
daher  congruentc  Grundflächen  haben. 
Da  sich  nun  die  beiden  Grenzflächen 
eines  solchen  Stücks  nur  um  ein  Ver- 
schwindendes unterscheiden,  so  kann  man, 
indem  von  allen  Punkten  der  unteren 
Grundfläche  aus  senkrechte  Grade  nach 
der  oberen  gezogen  werden,  ein  recht- 
winkliges Prisma  bilden,  welches  nur 
unendlich  wenig  von  dem  Stücke,  wel- 
ches wir  betrachten,  abwcicht,  die  ent- 
sprechenden Stücke  der  beiden  Körper 
sind  also  congruent,  und  somit  die  gan- 
zen Körper,  da  sie  aus  gleichviel  con- 
gruenten  Stücken  bestehen. 

An  sich  einleuchtend  ist  auch  der  Satz : 
„Wenn  zwei  Gebilde  a und  b einen 
dritten  e symmetrisch  sind,  so  sind  a 
und  b congruent.“ 

n . « — 1 , n- 

*4 -«,*  + 

so  ist  identisch: 


Symmetrische  Determinante  (Algebra). 

Eine  solche  Determinante,  in  der,  die 
in  Bezug  auf  die  Diagonale  symmetrisch 
stehenden  Glieder  gleich  sind.  Schreibt 
man  eine  Determinante  mit  doppelten 
Indices: 


•l  1 

"l  > 

■1 3 • 

l2  l 

ai  3 • 

rj  1 

2 

“j  s • 

• 

• 

• 

• 

• 

« 

so  ist  die  Definition  einer  symmetrischen 
durch  die  Gleichung: 

a ~ n 
P9  9P 

gegeben. 

Ucber  die  Eigenschaften  .dieser  Deter- 
minanten vergl  den  Artikel:  Substitution 
— lineare. 

Symmetrische  Functionen  (Algebra). 

(Vergl.  den  Artikel:  Symmetrie.)  Im 
Besonderen  versteht  man  darunter  die 
aus  den  Wurzeln  einer  algebraischen 
Gleichung  gebildeten  rational  symmetri- 
schen Ausdrücke:  Von  ihnen  gilt  der 

Satz: 

Jede  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  lässt  sich  rational 
durch  d io  Coe  fficienten  derGlci- 
ch  un  g ausdrückcn. 

Für  diejenigen  symmetrischen  Func- 
tionen, welche  keine  höheren  Potenzen 
der  Wurzeln  enthalten,  und  die  man  auch 
wohl  fundamental  symmetrische  nennt, 
ist  dies  leicht  einzusehen.  Denn  seien: 


die  Wurzeln  der  Gleichung: 
Ä 0, 


xn  -f  akxn  1 4-  a«xn  “ -f-  atxn  2 -4-  ...  4"  °w  = (r  — x i)  (*  ” xi) 

....  (*-*„) 

und  wenn  man  dio  rechte  Seite  entwickelt,  und  die  Coefficicnten  der  gleichen 
Potenzen  von  x vergleicht: 

*i  +*»+•••  + *H  = ~ a\ 

*,*,  +*,*,+  ...+  x,x,  + . . . 4 ,*,  = <*» 


= -*« 


X 


n 


=(-r 


H 


44. 
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Die  fundamental  symmetrischen  Func- 
tionen sind  also  gleich  den  Coefficienten 
der  Gleichung  mit  abwechselnden  Vor- 
zeichen. Man  kann  dieselben  auch  unter 
der  Form  schreiben: 


Ix 


Ix 


P.-' 


= A 


B. 


= (-)’ 


Dann  ist: 
Blx  , : 


= A + C, 


Die  Summe  gellt  anf  alle  Wcrthe  von 

Pi»  Pi  • • • P$  *n  l*or  Seihe  1,2  . . . wo  V eine  symmetrische  Function  ist, 
welche  Productc  von  nur  verschiedenen  oder  vielmehr  eine  Summe  von  solchen 
Factorcn  geben.  ist,  wo  keiner  der  Exponenten  grosser 

Was  nun  die  übrigen  symmetrischen  als  in  A ist  jedenfalls  aber  einer  darunter 
Functionen  anbetrifft,  so  lasst  sich  bei  kleiner  als  in  A,  während  allerdings  die 
dieselben  zunächst,  wenn  sic  gebrochen  Anzahl  der  Factorcn  in  den  einzelnen 
sind,  Zähler  und  Nenner  einzeln  betrach-  Gliedern  zunehmen  kann,  da  man  nun 
ten,  man  ist  also  auf  ganze  symmetri- 
sche Functionen  zurückgeltihrt. 

Was  diese  anbetrifft,  so  lassen  sie 
sich  in  Summen  von  der  Gestalt: 


Sx 


die  obige  Gleichung  auch  schreiben  kann. 

A = (-)'  Bat  - C. 

B und  C aber  niedrigere  Potenzen  als  A 
Pi  Pi  Vi  enthalten,  so  gelingt  es  schliesslich  die 

s,  s,  symmetrischen  Functionen  auf  solche 

zurückzuführen,  worin  alle  Factoren  der 
zerlegen,  wo  />„  p,  . . . pf  beliebige  einzelnen  Glieder  den  Exponenten  Eins 
Zahlen  sind,  und  das  Summenzcichen  hoben,  dies  sind  also  fundamentale,  also 
auf  alle  Wcrthe  von  . . . s,  geht,  unmittelbar  durch  die  Coefßcientcn  der 

1 Gleichung  gegeben. 

welche  Productc  von  verschiedenen  Fac-  Betrachten  wir  z.  B.  die  Gleichung 
toren  bilden.  Auf  die  Berechnung  von  vierten  Grades: 

Ausdrücke  dieser  Art  kommt  cs  also  , , , , , « , , 

allein  an.  **  + + *»•  + c*  + d 

Sei  mm:  und  die  symmetrische  Function: 

A = + +*.'*.**.  + *i’*s,*i+ 

+ *i,x»‘*s  + *.’-rs’*i  +*»,x.,xi  + V»s**.  +*.**.  ’*.• 

Nun  ist: 

-4c=  (i1x,+z1r1  + *,*.  + *,*,  + *,*.  + *.*.)  (*,*,*.  + *,*t*l  + x,xlZt 

+ xi*»x*)  = A + 3(x,'x,x,xt  +xlx,'x,Tt  + x,*»*,**.  -f  w.jt.jt,*,*) 

= il  + S*,*,*,*^*,  + *,+*,+*»)  = A + 3ad, 

so  dass  sich  ergibt: 

A — — be  — 3 ad. 

Die  Rechnung  wird  aber  oft  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  die  Potenz- 
summe der  Wurzeln,  welche  ja  symmetrische  Functionen  sind,  bildet.  Für  diese 
gibt  Newton  folgende  recurrcnten  Ausdrücke : 

Sei 

«,  **/  + *.*  + • • • +*/. 

wo  p eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  sein  kann;  so  ist: 

1 Sp  + a'Sp-i  + a>Sp-i  + •••  +a/,-,S.+Fap  = ° 

in  dieser  Formel  darf  selbstverständlich  p nicht  grösser  als  n und  nicht  negativ 
sein.  Es  ergibt  sich  daraus: 

S,  + «i  = 0 

Sj  2<ij  — 0 

S,  + + fljS,  + 3a,  = 0 
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Ist  p grösser  als  n,  so  hst  man: 

H.  Sp  + «.Vt+“'V*  + •••  +°n-.V-+I^VV»  = 0 

und  wenn  p negativ  ist : 

m.  pan_p  + «„_p+  ,s_ , + nn_p+ + nHS_p  = o. 

Um  diese  Formeln  zu  entwickeln  setzen  wir: 

((.*)= *"+«»*"  '+«1*"  * + •••+«„  = (*-^*,)  (*— *b) 

dann  ist: 

df(x)  n— t n— a „_3 

-j—  = **  +(»-l)a,*  + (»->)«,!  + ...  .+o 

“■*  fl  — I 

Ausserdem  aber  ist: 

ft*) 


1) 


df(x)  _ ft«)  ftx) 
dx  x — x.  x — x,  + 


und  durch  Division  ergiebt  sieh: 


n . n— 1 , n— 2 . 

x +«|X  +a,x  + 


X — x.x 


, . . n— l . »— a 

(«!  + *,)*  +«s* 


• + an  **  * + («i+*i)*"  "+(a,  + s,x, 


+ x,»)x"-3  + 


-x,(o,+x,)x 


also: 

'-/z^-  = x"~ I + («i+*l)x"~*  + (a,  + «,x, +xl>)x"-1’  + . . . 
bildet  man  auch: 

ft«)  ftx) 
x r,  x — x% 

und  addirt  alle  Werthe,  so  kommt: 

2)  ^^  = ttx"“1  + (iial  + S1)x"“*-j-(fM1  + olS1+S,)x"-6+  . . . 


Durch  Vergleich  der  Coeffidenten  der  Potenzen  von  x in  1)  und  2)  ergibt 
eich  dann  die  Formel  I. 

Um  die  Formel  2)  zu  finden  multipliciren  wir  die  gegebene  Gleichung  mit 
J>-*,  also: 

x^  + o1x^_,  + «1xp~24-  . . . +an*P~H  = 0. 

Für  x wird  nun  nach  und  nach  gesetzt: 


und  alle  entstehenden  Gleichungen  addirt,  was  unmittelbar  die  Formel  II.  gibt. 

Zieht  man  II.  von  I.  ab,  indem  man  berücksichtigt,  dass  S,  = n ist,  ver- 
tauscht dann  p mit  n — p,  so  ergibt  sich  Formel  III. 

Zur  Bildung  der  symmetrischen  Functionen  kann  man  diese  Formeln  ver- 
wenden, indem  man  fiir  den  Ausdruck  : 


den  Ausdruck: 


Xxf1  x,P*  x,!’*  . . . 
Jx/1  Jx,p*x,p*  . . . 
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betrachtet,  dessen  erstes  Glied  der  gegebeno  ist,  und  wo  die  andern  Glieder 
weniger  Factoren  enthalten.  Dann  lasst  sich  schliesslich  das  ganze  auf  eine  Poten*- 
summe  zurückführen.  Z.  B.  in  dem  obigon  Beispiele  geht  man  aus  von  dem 
Ausdrucke: 


+ + *,,*1  + *,,x4  + x4,x,  + x,’xl  + x,»x,  + x,»x4 

+ **'*1  +xi’*. + *.’*•)  = 2 A + xllz,+x,‘x,  + x4*x4  + x,‘x,  + *,“*, 
+ *,‘x4  + x,‘x,  +*j‘x,  +*s*x*  +*.‘Xi  + *.**,  + x4‘x,  + x,*x1» 

+ *,*«,•  + *,•*,*  +x,,x1>+x11x4»+x4*xl>  +X,*X,>  + Xj«x,» 

+ X,'x4>  +x4,x1*  + x,*x4»  -f  x4*x,’  =2  A+  B + C, 

wo  B die  Summe  der  xwßlf  auf  2 A folgenden  ersten  und  C die  der  zwölf  letzten 
Glieder  vorstcllt.  Ferner  ist: 


+ + •*»  + *.)  = *i‘ +*.*+■*.  *+*.*  + «. 


d.  h.: 

s.s,  =s,  + « 

S,(x,*  + x,*  + X,1  +x4)  = x,‘  +x,»  + x,‘  + x4‘+  C 

also : 

S,S,  = S,  + C. 

Endlich,  wenn  man  den  mit  St  multiplicirten  Factor  der  Gleichung  mit  D be- 
zeichnet : 

(*i*  +x,*+*,*  + x4»)  (1,+x,  +Xj  +X4)  = S,  + D 


d.  h. : 

St  + D = 8tSt1 

also : 

5,  (5,  - StS2)  = 2 A + S4S,  +S#S,  -2SÄ, 

d.  h.: 

2A  =2S4-SlS4-SI(S,)». 


Setzt  man  für  die  Potcnzsummen  ihre 
Wertbe,  so  wird  man  auf  den  obigen 
Ausdruck  zurückgcführt. 

Synodischer  Monat  (Astronomie) 

Die  Zeit  zwischen  zwei  Neumonden 
oder  zwei  Vollmonden.  Der  synodische 
Monat  ist  länger  als  der  siderische  und 
der  tropische,  da  die  Sonne  sich  in  dem- 
selben Sinne  wie  der  Mond  bewegt. 

Die  synodischen  Monate  sind  nicht 
völlig  gleich.  Sie  ändern  sich  periodisch 
und  secular.  Die  secul&re  Aendcrung 
ist  eine  abnehmende  freilich  höchst  ge- 
ringe Grösse.  Die  mittlere  Länge  des 
synodischen  Monats  beträgt: 

29  Tage  12  Stunden  44  Min.  2,9  Sec. 

Synthesis  (allgemeine  Grössenlehre). 

Jedes  Verfahren,  welches  zum  Zweck 
hat,  einem  bereits  ausgesprochenen  Satz 
zu  beweisen,  im  Gegensatz  zum  analy- 
tischen Verfahren,  welches  von  gegebe- 
nen Voraussetzungen  ausgehend,  neue 
Sätze  zu  finden  lehrt. 

System  (allgemeine  Grössenlehre). 

Jede  einem  bestimmten  Prinzip  fol- 
gende Anordnung.  Z.  B.  Zahlensystem, 


die  Anordnung  der  Zahlen  nach  Poten- 
zen einer  von  ihnen. 

System  — der  Krystalle  (Rrystal- 
lographie). 

Ein  von  symmetrischen  Flächen  be- 
grenztes Mineral  heisst  Krystall.  Man 
schreibt  ihren  Ursprung  einer  Krystalli- 
sationskraft  zu,  welche  durch  die  Mole- 
küle oder  Atome,  aus  denen  das  Mineral 
besteht,  bedingt  ist,  und  beim  Ueber- 
gang  des  Minerals  von  flüssigen  in  den 
festen  Zustand  in  Tbätigkeit  tritt.  Ist 
das  Mineral  hierbei  frei,  oder  von  einer 
nachgebenden  Masse  ciugeschlossen  so 
bildet  sich  das  Krystall  nach  allen  Sei- 
ten und  heisst  eingewachsen.  Ist  cs  aber 
von  einer  Seite  von  einer  festen  Masse 
begrenzt,  so  kann  cs  sich  nur  nach  der 
andern  Seite  hin  ausbilden  und  heisst 
aufgewachsen. 

Ein  Krystallsystem  lehrt  die  grosse 
Mannichfaitigkeit  der  in  der  Natur  vor- 
kommenden Krystalle  nach  gewissen 
Hauptgruppen  ordnen. 

Hauptprinzip  ist  hierbei  die  Annahme 
gewisser  Richtungen  in  Bezug  auf  welche 
das  Krystall,  natürlich  immer  wenn  man 
sich  dasselbe  vollständig  ausgcbildct 
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denkt,  regelmässig  begrenzt  ist,  diese 
heissen  Axcnsysteme  oder  Axcnkreuze. 

Msn  unterscheidet  gewöhnlich  vier  der- 
gleichen Axcnsysteme.  Die  drei  ersten 
bestehen  aus  drei  auf  einander  senk- 
rechten Axcn.  können  also  als  Coordi- 
naten-Axen  betrachtet  werden,  nnr  bei 
dem  vierten  nimmt  man  vier  Axen. 

Demgemäss  hat  man  auch  vier  Haupt- 
Krystallsysteme : 

I.  Das  gleichaxige.  Die  Grenz- 
flächen grnppircn  sieh  symmetrisch  um 
drei  einander  gleiche  Axcn. 

Die  Länge  der  Axen  wird  selbstver- 
ständlich zwischen  Funkten,  wo  sie  das 
Krystall  schneiden,  genommen.  Dieses 
Kry Stallsystem  heisst  nnch  das  regel- 
mässige, auch  gleichgliedrige.  Die 
Gleichheit  der  Axen  wird  gewöhnlich 
durch  den  Ausdruck  a:  a:a  angegeben, 
wo  a die  Länge  einer  Axe  anzeigen  soll. 

II.  Das  zwei  und  einaxige.  Zwei 
Axen  sind  einander  gleich,  die  dritte 
ungleich.  Dem  entspricht  der  Ausdruck 
a:a:  e. 

III.  Das  ungleichaxige.  Die  Axen 
sind  alle  ungleich  a:  4 : e. 

IV.  Das  drei  und  einaxige.  Das 
Krystall  gruppirt  sich  um  drei  in  einer 
Ebene  befindliche  einander  gleiche  und 
gleichgeneigte  und  um  eine  vierte  un- 
gleiche auf  den  drei  ersteren  senkrechte 
Axe.  Der  Ausdruck  daffir  ist  a :a.a:  e. 

Oft  bezeichnet  man  auch  als  ein  Kry- 
stallsrstcm  jede  Axenverbindmig.  die 
einem  gewissen  numerischen  Verhältnisse 
entspricht.  Das  zweite,  dritte  und  vierte 
Hauptsystem  würde  also  aus  unendlich 
viel  dergleichen,  und  nur  das  erste  aus 
einem  System  bestehen. 

Der  Durchsehnittspunkt  der  Axen  liegt 
immer  im  Mittelpunkte  des  KrystalleB, 
die  Symmetrie  bedingt,  dass  die  Axen 
ausgezeichnete  Funkte,  also  Ecken,  Kante, 
oder  Flächenmittelpunkte  treffen.  Gleiche 
Axeu  müssen  gleiehwerthige  Stellen  der 
Begrenzung  treffen. 

Die  einzelnen  Krystalle  theilt  man  ge- 
wöhnlich in  Vollflächner  und  Halbflächner 
(homoedriachc  und  hemiedrische  Kry- 
stalle), von  denen  mau  sich  die  letzteren 
aus  den  ersteren  derart  entstanden  den- 
ken kann,  das  gewisse  Flächen  wegfallen, 
und  dafür  andere,  indem  sie  sich  ver- 
grössern , die  vollständige  Begrenzung 
wieder  herstellen. 

Man  bezeichnet  die  einzelnen  Körper 
eines  Krystallsystems  in  einer  auf  die 
Axen  bezügliche  Weise,  indem  man  sich 
eine  Fläche  derart  verlängert  denkt,  dass 
sie  alle  Axen  schneidet,  wenn  sie  nicht 


gewissen  . davon  parallel  ist.  Zu  dem 
Zeichen  für  die  Axenkreuzc  a:a:a  oder 
a : b : c u.  s.  w.  wird  das  Verhältniss  der 
abgeschnittenen  Stücke  dann  hinzugefügt, 
und  das  ganze  mit  Klammern  umgeben. 
Das  Zeichen  [<z : xa  : y 4]  würde  also  einem 
Körper  des  zwei  unil  einaxigen  Systems 
bedeuten,  dessen  Fläche  bis  zum  End- 
punkt der  einen  Axe  geht,  wo  die  bei- 
den andern  Axen  aber  um  sic  zu  schnei- 
den um  ihr  x und  y faches  bezüglich 
verlängert  werden  müssen. 

Im  Falle  die  Fläche  etwa  der  zweiten 
Axe  parallel  ist,  muss  die  Zahl  x = cd 
gesetzt  werden. 

Die  Halbflächner  jedes  Körpers  wer- 
den bezeichnet,  indem  man  vor  oder  nach 
der  Klammer  das  Zeichen  I setzt.  Vor 
der  Klammer  steht  es  gewöhnlich,  wenn 
nur  die  abwechselnden  Flächen  verschwin- 
den, im  anderen  Falle  hinter  derselben. 

Wir  gehen  jetzt  auf  die  einzelnen  Kör- 
per der  verschiedenen  Systeme  näher  ein. 

I.  Zum  gleichaxigen  Systeme  gehören 
folgende  Vollflächner: 

1)  Das  Octacdcr  (Achtflächner)  von 
acht  gleichseitigen  Dreiecken  begrerzt, 
die  in  zwölf  Kanten  und  sechs  vierkan- 
tigen Ecken  znsammenstossen.  Die 
Axen  - Endpunkte  treffen  in  die  sechs 
Ecken  Bezeichnung: 

[a  : a:  «]. 

2)  Das  Hexaeder  (Würfel,  Cubus) 
6 Quadrate,  12  Kanten,  8 dreikantige 
Ecken.  Die  Axen -Endpunkte  treffen 
die  Mitte  der  Flächen. 

[d  : oo«  : oc»]. 

Diese  beiden  Körper  sind  auch  im  ste- 
rcometrisehen  Sinne  regelmässig.  Mit 
den  fünf  folgenden  ist  dies  nicht  der  Fall. 

3)  Das  Rhomb  cndodeca  edc  r 
(Granatoedcr,  Zwölfflaeh),  12  Rhomben, 
24  Kamen.  6 vierkantige  und  8 drei- 
kantige Ecken.  Die  Axen -Endpunkte 
gehen  durch  die  vierkantigen  Ecken. 

[a  :a:ooa]. 

4)  DoLeucotoide  (Vierundzwanzig- 
flache),  24  Vierecke  mit  je  2 ancinandcr- 
stossenden  gleichen  Seiten,  24  grössere 
und  24  kleinere  Kanten,  6 vierkantige, 
8 dreikantige,  12  zwei  und  zweikantige 
Ecken.  Die  Axcn  gehen  durch  die  vier- 
kantigen Ecken. 

[xa  : x a:  a]  oder  auch  [<i . a : «]. . 

Gewöhnlich  ist  x-  2 selten  gleich  3 oder  5. 

5)  Die  Pyramidenoctaed  er  (Droi- 
malachtflacbe),  24  gleichschenklige  Drei- 
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ecke,  12  grossere  24  ^kleinere  Kanten, 
8 dreikantige,  6 vier  und  vierkantige 
Ecken,  durch  die  letzteren  gehen  die 
Axen. 

[«  : fl  : xo]. 

x ist  gewöhnlich  gleich  2 oder  3 oder  4 
u.  s.  w. 

6)  Die  Py  ram  i de  nwürfel  (Viermal- 
seehsflache),  24  gleichschenklige  Dreiecke 
12  grossere  und  24  kleinere  Kanten, 
8 drei  und  dreikantige,  6 vierkantige 
Ecken,  durch  die  letzteren  gehen  die 
Axen. 

[a:xa:  oco] 

x ist  wieder  2 oder  3 oder  4 u.  s.  w. 

7)  Die  Pyramidenoctacdcr  (Acht 
und  Vierzigflache,  gebrochene  Leucitoide, 
Pyramidenoctaeder  oder  Pyramidenwürfel, 
auch  Pyramidengranatoeder),  48  ungleich- 
seitige Dreiecke,  24  grösscste,  24  mitt- 
lere, 24  kleinste  Kanten,  12  zwei  und 
zweikantige,  8 drei  und  dreikantige,  6 
vier  und  vierkantige  Ecken,  durch  die 
letzten  gehen  die  Axen. 

[o  : xo : ya], 

x und  y sind  Ächte  Brüche  z.  B. 

* = i>  y = 4- 

Zu  diesem  System  gehören  aber  auch 
folgende  Halbflächner. 

8)  Das  Tetraeder  (Halbachtflach), 
entsteht  aus  dem  Octaeder  durch  Ver- 
schwinden der  abwechselnden  Flächen. 
4 gleichseitige  Dreiecke,  6 Kanten,  4 
dreikantige  Ecken.  Die  Axen  gehen 
durch  die  Kantenmitten. 

i[a:a:o]. 

Auch  dieser  Körper  ist  im  stereome- 
trischen Sinne  regelmässig. 

9)  DiePyramidentetraeder  (Halb- 
vicrundzwanzigflache),  entstehen  aus  den 
Vicrundzwanzigflachen  durch  Verschwin- 
den der  abwechselnden  um  die  dreikan- 
tigen Ecken  liegenden  dreiflächigen  Flä- 
chengruppen. 12  gleichschenklige  Drei- 
ecke, 6 grossere,  12  kleinere  Kanten,  4 
drei  und  dreikantige  und  4 dreikantige 
Ecken.  Die  Axen  gehen  durch  die  Mit- 
ten der  grosseren  Kanten. 

[n  : a : i o] 

10)  Die  Trapezo  idd  ode  kaeder 
(Halbdrcimalachtflache),  entstehen  wie 
die  vorigen  aus  den  Dreimalachlflachen. 
12  Vierecke  mit  jo  2 zusammenstossen- 
den  gleichen  Seiten,  12  grossere  und  12 
kleinere  Kanten,  2 Gruppen  von  je  4 


dreikantigen,  und  ausserdem  6 zwei  nnd 
zweikantige  Ecken,  durch  welche  letz- 
teren die  Axen  geben. 

[o:  a :xa]  j. 

11)  Die  Pyritoide  (Halbviermal- 
sechsflache), entstehen  aus  den  Viermal- 
sechsflacben  durch  Ausdehnen  einer 
Fläche  und  Verschwinden  der  drei  sie 
begrenzenden  12  symmetrischen  Fünfecke, 
6 grossere,  24  kleinere  Kanten,  12  zwei 
nnd  einkantige  nnd  8 dreikantige  Ecken. 
Die  Axen  gehen  durch  die  Milten  der 
grosseren  Kanten. 

[a : xa  : ces]  j. 

12)  Die  gebrochenenPyramiden- 
tetraeder  (Halbsechsmalachtflacb),  ent- 
stehen aus  den  Achtundvicrzigflacben, 
durch  Verschwinden  der  abwechselnden 
um  die  drei  und  dreikantigen  Ecken 
herumliegenden  sechsflächigen  Flächen- 
gruppen. 24  ungleichseitige  Dreiecke, 
12  grOsseste,  12  mittlere,  12  kleinste 
Kanten,  2 Gruppen  von  je  4 drei  und 
dreikantigen,  ausserdem  6 zwei  und  zwei- 
kantige Ecken,  durch  welche  die  Axen 
gehen. 

i[a  : xa  : ya]. 

13)  Die  gebrochene  Pyritoide, 
( Halbachtmalscchsfiach ) entstehen  aus 
den  Acbtundvierzigflachen  durch  Aus- 
dehnen zweier  in  einer  mittleren  Kante 
zusammenstossenden  Flächen  und  Ver- 
schwinden der  drei  in  Kanten  anstossen- 
den  jenen  gleichwerthigcn  Flächenpaarc. 
24  unsymmetrische  Vierecke,  12  grösste, 
24  mittlere,  und  12  kleinste  Kanten,  12 
zwei-  uud  einkantige,  8 dreikantige,  6 
zwei  - und  zweikantige  Ecken , durch 
welche  die  Axen  gehen. 

[o  : x«  : yd]  |. 

Es  kommen  indess  auch  mehrere  sol- 
cher ctnlacben  Formen  in  Combina- 
tionen  als  Begrenzuug  vor.  Zwei  selbst 
drei  u.  s.  w.  einfache  und  combinatori- 
sehe  KGrper  können  ferner  zusammen  in 
einer  Stellung  auftreten,  wo  ihre  Axen 
parallel  oder  geneigt  6ind,  während  sie 
selbst  symmetrisch  gegen  einander  ge- 
ordnet sind.  Dergleichen  Gebilde  heissen 
Zwillinge,  Drillinge  u.  s.  w.  Die  haupt- 
sächlichsten Zwillinge  des  gleichaxigen 
Systems  sind : 

a)  Zwei  Achtflache  so  gegen  ein- 
ander geneigt,  dass  je  eine  Fläche  von 
ihnen  auf  einander  gelegt  sich  decken. 
In  derselben  Stellung  kommen  auch  zwei 
Sechsflache  und  zwei  ZwGlfflache  vor. 
Oft  sind  sie  in  dieser  Stellung  auch  durch 
einander  gewachsen. 
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b)  Zwei  Halbachtflache  so  durch- 
einander gewachsen,  dass  ihre  Axen  pa- 
rallel sind,  ihre  Kanten  sich  rechtwinklig 
kreuzen. 

c)ZweiHalbviermalscrhsflache 
ähnlich  wie  die  vorigen  durcheinander 
gewachsen. 

II.  Die  zwei  und  cinaxigen  Systeme 
haben  vermöge  der  zwei  gleichen  Axen 
vier  gleichwcrthigc  Stellen  in  der  Be- 
grenzung. Ans  diesem  Grunde  heisst 
das  System  auch  viergliedrig.  Die  Voll- 
flächner sind : 

1)  Die  viergliedrigen  Achtflache 
erster  Ordnung.  8 gleichschenklige 
Dreiecke,  2 vierkantige,  4 zwei  und 
zweikantige  Ecken , 8 nnd  4 Kanten. 
Die  gleichen  Axen  gehen  durch  die  zwei 
und  zweikantigen,  die  dritte  durch  die 
vierkantigen  Ecken. 

[a  : a : xr]. 

2)  Die  viergliedrigen  Achtflache 
zweiter  Ordnung  von  den  vorigen 
nnr  durch  die  Lage  derAxcn  unterschieden, 
die  beiden  gleichen  Axen  verbinden  näm- 
lich die  vierkantigen  Ecken  mit  der  Mitte 
der  Randkanten. 

[o  : oo  a : .rc], 

3)  Die  Sechzehn  flache  (Vierund- 
vierkantner),  16  ungleichseitige  Dreiecke, 

2 vier  und  vierkantige,  2 Gruppen  von 
je  4 zwei  und  zweikantigen  Ecken  nnd 

3 Gruppen  von  je  8 Kanten.  Die  glei- 
chen Axen  treffen  eine  Gruppe  von  zwei 
und  zweikantigen , die  ungleichen  die 
vier  nnd  vierkantigen  Ecken. 

r 1 ii 

I a : — a : — e I. 

L x y J 

Die  Halbflächner  sind: 

4)  Die  Halbachtflache  erster 

Ordnung  (viergliedrige  Tetraeder)  ent- 
stehen aus  ihren  Vollkörpern  wie  das  re- 
gelmässige Tetraeder  aus  dem  seinen. 

4 gleichschenklige  Dreiecke,  4 zwei  nnd 
zweikantige  Ecken,  2 und  4 Kamen, 
durch  deren  Mitten  die  Axen  gehen. 

^ [a  : « : rc]. 

5)  Die  Halbachtflache  zweiter 

Ordnung  entstehen  ebenso  aus  ihren 

Vollkörpern  wie  die  vorigen.  Die  glei- 
chen Axen  gehen  durch  die  Mittelpunkte 
der  Flächen,  die  dritte  durch  die  Mitten 
der  gleichen  Kanten. 

j [a  : c »a  : xc]. 

6)  Die  Halbaechzehn  f I ache  (gc- 
brechne  viergliedrige  Tetraeder),  entste- 
hen aus  den  Sechzehnflachen,  durch  Aus- 


dehnung zweier  in  einer  Endkante  zu- 
sammenstossenden  Flächen  und  durch 
Ausfallen  der  angrenzenden  Fläehenpaare, 
mit  welchen  die  in  der  ungleichen  Axe 
gegenüberliegenden  Paare  sich  schneiden, 
ferner  durch  Ausdehnung  der  den  ver- 
schwindenden Paaren  parallelen  Flächen. 
8 ungleichseitige  Dreiecke,  2 zwei  nnd 
zweikantige,  4 zwei,  ein  und  einkantige 
Ecken,  4 und  4 und  4 Kanten. 


Aber  bei  diesem  Systeme  kommen 
noch  Gebilde  vor,  die  keinen  Uanm  ein- 
schlicssen,  daher  nur  in  Combinationen 
auftreten  können.  Diese  sind: 

7)  Die  Endfläche  senkrecht  auf  der 
ungleichen  Axc,  kommt  nur  gepaart  in 
der  Begrenzung  von  Combinationen  vor. 

[ cca  : oeo  : c]. 

8)  Die  erste  Säule.  Ein  viersei- 
tiges Prisma  mit  quadratischem  Quer- 
schnitt. Die  gleichen  Axen  gehen  durch 
die  Kantenmittelpunkte. 

[a  : a : 9 sc]. 

9)  Die  zwei  te  Säule.  Ebenfalls 
ein  vierseitiges  Prisma  mit  quadratischem 
Querschnitt.  Die  gleichen  Axen  gehen 
darch  die  Flächenmittclpunktc. 

[a  : ooa  : ooc]. 

10)  Die  vier  nnd  vierkantigen 
Sänlon.  Die  gleichen  Axen  gehen 
durch  die  Mittelpunkte  der  abwechseln- 
den Kanten. 

[a  : xa  : occ], 

III.  Die  ungl  «ichaxi  gen  Sy  st  eme. 
Sie  erhalten  nur  eine  Art  von  gleichar- 
tigen Flächen  begrenzter  Körper,  nämlich : 

1)  Die  Rhom  benoctaeder  (zwei 
und  zweigliedrige  Achtflache).  8 ungleich- 
seitige Dreiecke,  2 und  2 und  2 Ecken, 
4 und  4 und  4 Kanten. 

[a  : 4 : «]. 

Der  zugehörige  Halbflächner  ist: 

2)  Das  zwei  und  zweigliedrige 
Tetraoder  (Halbachtflach).  4 ungleich- 
seitige Dreiecke,  2 nnd  2 und  2 Kanten, 
2 und  2 ein  nnd  einkernige  Ecken. 

*[«:>:«]• 

Ausserdem  kommen  in  den  Combina- 
tionen aber  auch  Gebilde  vor,  die  für 
sich  den  Raum  nicht  begrenzen. 

3)  Die  zwei  nnd  zweigliedrige 
Säule  (Rhombensänle). 

4)  Die  Oblongsäule. 
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Diese  Systeme  haben  wegen  der  un-  kanten,  12  Randkanten.  Die  Hanptaxe 
gleichen  Axen  immer  nur  je  zwei  gleich-  geht  durch  die  sechs  und  sechskantigen 
werthige  Stellen  in  der  Begrenzung.  Ecken,  die  Quer- Achsen  durch  die  ab- 
Mau  nennt  sie  daher  auch  zwei  und  wechselnden  Randcckcn. 
zweigliedrige  Systeme.  Nun  kann,  aber  xc 

selbstverständlich  nur  bei  Combinationen  r j 1 "I 

selbst  in  den  Endpunkten  einer  Axe  ein  : — - a : “ a J* 

Gegensatz  eintreten,  d.  h.  die  Symmetrie  ^ 

aufhören,  das  entsprechende  System  heisst  Die  Halbflächner  entstehen  immer 
dann  zwei  und  eingliedrig,  und  wenn  durch  Ausfallen  der  abwechselnden  Fla- 
bei zwei  Axen  dieser  Gegensatz  vor-  chen,  also : 


kommt  ein  und  eingliedrig.  In  der  Be- 
zeichnung weichen  die  Körper  des  zwei 
und  einaxigen  und  ein  und  einaxigen 
Systeme  nicht  von  der  des  zwei  und 
zweiaxigen  ab,  da  man  eben  nur  diese 
Bezeichnung  auf  eine  Fläche  bezieht, 
gibt  man  bei  einen  combinatorischen 
Körper  das  Zeichen  für  je  eine  Fläche 
der  bezüglichen  einfachen,  so  lehrt  der 
Character  des  Systems  schon,  wie  oft 
diese  Flächen  sich  wiederholen. 

Die  Axen , wo  sich  ein  Gegensatz 
findet,  werden  vorn  mit  <i,  6,  hinten  mit 
a\  6'  bezeichnet,  um  die  Länge  der 
Fläche  anszudrücken. 

IV.  Die  drei  und  einaxigen  Systeme 
haben  wegen  der  drei  gleichen  horizon- 
talen Axen  (Quer  - Axen),  die  sich  unter 
Winkeln  von  60  Grad  schneiden,  6 gleich- 
wertige Stellen,  das  System  heisst  da- 
her auch  sechsgliedrig.  Die  ungleiche 
auf  den  andern  senkrechte  Axo  wird 
Hanptaxe  genannt,  ln  der  Bezeichnung 
für  die  Flächen,  schreibt  man  den  Axcn- 
werth  der  Hanptaxe,  die  man  mit  c be- 
zeichnet über  die  Wcrthc  der  anderen, 
also : 

xc 

[a  : jra  : in] 

Die  Vollflächner  sind: 

1)  Die  Dihexaeder  erster  Ord- 
nung, (Zweimalsechsflach)  12  gleich- 
schenklige Dreiecke,  von  denen  je  sechs 
in  einer  Ecke  zusammenstossen,  12  End- 
kanten, 6 Bandkanten,  2 sechskantige, 
6 zwei  und  zweikantige  Ecken;  durch 
diese  8 Ecken  gehen  die  Axen. 

xc 

[a  : n :CCr/]. 

2)  Die  Dihexaeder  zweiter  Ord- 
nnng.  Wie  die  vorigen,  nur  treffen  die 
Quer -Axen  die  Mitten  der  Randkanten. 

xc 

[«  i“  = «] 

3)  Die  Z w e ima  1 zwöl  ff  lache  (Sechs 
und  Seehekantncr).  24  ungleichseitige 
Dreiecke,  2 sechsundsechskantige  Ecken, 
6 und  6 zwei  und  zweikantige  Rand- 
ecken, 12  grössere  und  12  kleinere  End- 


4)  Die  Kh om he  ns ochsfla eh c er- 
ster Ordnung  (Halbzweimalscchsflach, 
Rhomboeder).  6 Rhomben,  2 dreikantige 
Ecken,  6 zwei  und  ciukantigc  Randecken, 
6 End-  und  6 Randkanten.  Die  Hanpt- 
axe geht  durch  die  dreikantigen  Ecken, 
die  Quer- Axen  durch  die  Mitten  der 
Randkanteu. 

xc 

j [a  : a : ooa] . 

5)  Die  Rho  m b en  se  eh  s flach  e 
«weiter  Ordnung.  Wie  die  vorigen 
nur  haben  die  Fliehen  die  entgegenge- 
setzte Lage  in  Bezug  aufs  Axenkreuz. 
xc 

j[>  : i«  "•  «]• 

6)  Die  Halbzweimalzwölfflnchc 
(Drei  und  Drcikantncr).  12  ungleichsei- 
tige Dreiecke,  2 drei  und  dreikantige 
Ecke,  6 zwei  und  ein  und  cinkantige 
Randcckcn,  G stumpfere,  6 scb&rfere  End- 
und  6 Ramikanten.  Die  Hauptaxe  geht 
durch  die  drei  und  dreikantigen  Ecken, 
die  Quer -Axen  durch  die  Mitten  der 
Rankanten. 


xc 


Unvollständige  Bcgrcnzungsthcile  sind : 

7)  Die  Endfläche  senkrecht  auf 
der  Hauptaxe. 

c 

[ ooa  : ooo  : ooa]. 

8)  Die  Slulenfllche  parallel  der- 
selben, und  zwar  die  erste  Säule  in 
der  Mitte  der  Seitcnkantcn 

occ 

[«  : a : Oea] 

die  zweite  Säule  in  der  Miuc  der 
Seitenflächen,  welche  von  den  Endpunkten 
der  Quer- Achsen  getroffen  wird 
cea 

[a  : i a : a] 

endlich  die  sechs  und  sechskanti- 
gen S&nlcn,  an  denen  die  Mittelpunkte 
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der  abwechselnden  Seitenkanten  durch 
die  gleichen  Quer-Axcn  getroffen  werden. 

OD/4 

1 1 

a : a : ccflj. 

Der  Zusammenhang  der  Gebilde  eines 
Systems  wird  vermittelt  durch  die  Be- 
trachtung der  Zonen. 

Zonen-Axc  heisst  eine  Linie,  der 
gewisse  Flächen  in  der  Begrenzung  pa- 
rallel sind,  der  Inbegriff  dieser  Flächen 
wird  Zone  genannt. 

Nimmt  man  im  ungleichaxigen  Systemen 
eine  Krystall  -Axe  zur  Zonen  - Axe,  so 
wird  die  Zone  offenbar  gebildet  durch 
die  Fläche  des  Hexaeders,  des  Zwölf- 
flaches,  der  Viermftlsechsflach.  Kommen 
also  in  einer  Combination  diese  Flächen 
vor.  so  schneiden  sie  sich  unter  paralle- 
len Kanten.  Achtflach,  ’zwölfflaeh,  vier- 
undzwanzigflach,  dreimaiachtflach  habeu 
nun  die  Zeichen  bezüglich: 

[a  : a : a]  [«:<*:  oca] 

a:a:iaj  [a:a:xa], 

also  alle  zwei  gleiche  Axen,  folglich  ha- 
ben sic  eine  Linie  die  von  a nach  a 
geht,  gemein.  Betrachtet  man  die  letz- 
tere als  Zonen -Axe|,  so  hat  man  eine 
neue  Zone.  Die  genannten  Flächen 
schneiden  sich,  wenn  sie  in  einer  Com- 
bination Vorkommen*  in  parallelen  Kanten, 
und  die  Durchschnittslinie  ist  der  Acht- 
flachkante parallel. 

Z.  B.  die  Zwölfflachfläche  liegt  nun  in 
beiden  betrachteten  Zonen,  sie  ist  also 
beiden  Zonen  -|Äxen  -parallel  und  also 
völlig  bestimmt. 

Bei  den  zwei  und  einaxigen  Systeme 
kann  man  z B.  von  den  vier  Endkan- 
tenzonen und  den  zwei  Randkantenzonen 
des  Achtflaches  erster  Ordnung  ausgehen. 
DieRandkantenzonen,  deren  Zoncn-Achsen 
auf  einander  senkrecht  stehen  enthalten 
die  Endfläche,  die  Flächen,  der  Achtflache 
erster  Ordnung  und  die  erste  Säule. 
Letzte  bestimmt  eine  neue,  die  horizon- 
tale Zone,  deren  Axe  der  ungleichen  Axe 
parallel  ist.  In  diese  horizontale  Zone 
fallen  die  erste  Säule,  die  vier  und  vier- 
kantigen Säulen  und  die  zweite  Säule. 
In  den  Endkantenzonen  des  Achtflachs 
liegt  die  Fläche  eines  Achtflaches  zweiter 
Ordnung  (des  stumpfern),  die  einer  An- 
zahl von  Secbzehnflachen,  die  der  zweiten 
Säule , und  des  Achtflachs  erster  Ord- 
nung. Von  einer  dieser  Formen  ausge- 
hend kommt  man  dann  zu  neuen  Zonen. 


Im  ungleichaxigen  Systeme  hat  man 
am  Achtflache  dreierlei  Zonen,  welche 
durch  die  dreierlei  Kanten  bestimmt  sind. 

Die  Zonen  der  Randkanten  werden 
Vertikalzonen  genannt;  in  diesen  fällt  die 
Rhombcnsäulc,  und  sie  bestimmt  eine 
neue,  die  Horizontalzone,  in  der  viele 
zwei  und  zweigliedrige  Säulen,  als  Grenz- 
glied die  Oblongsaule  fallen.  Die  bei- 
derlei Kndkanten  bestimmen  zwei  Zonen- 
paare. Treten  in  diesen  'Zonen  Flächen 
auf,  so  erscheinen  sic  an  jedem  Ende  zn 
zweien  oder  zu  vieren. 

Bei  solchen  die  zu  zweien  erscheinen, 
nimmt  man  eine  neue  Zone.  Die  Zonen- 
Axcnrichtung  nennt  man  Diagonale  sol- 
cher Fläche.  Also  die  Diagonalzone 
dieser  paarweis  vorkommenden  Flächen 
ist  Nichts  anderes  als  die  Endkantenzone 
des  Achtflaches. 

Bei  den  gepaarten  Flächen  gibt  es 
aber  auch  noch  eine  Vertikalzone,  die 
mit  der  Endfläche  und  der  Oblongsäule 
endet. 

Bei  den  drei  und  einaxigen  System  ist 
der  Zonen -Zusammenhang  ähnlich  wie 
im  zwei  und  einachsigen. 

Bei  den  in  der  Natur  vorkommenden 
Krystallen  bilden  sich  die  Flächen  aber 
ungleich  ans,  es  geht  daher  die  Sym- 
metrie in  der  Flächenbildung  verloren. 
Dagegen  bleiben  die  Winkel,  bis  auf 
eine  geringe  Differenz,  dieselben  wie  in 
den  idealen  Formen.  Man  kann  also  die 
Stellung  eines  Krystalls  kaum  anders  als 
dnach  das  Vergleichen  seiner  Winkel  mit 
denen  der  idealen  Formen  ermitteln. 

Zu  den  Winkelgrössen  der  letzteren 
gelangt  man  durch  trigonometrische  und 
stereometrisebe  Betrachtungen  Zur  Er- 
mittelung der  Winkel  vorliegender  Kry- 
stalle  dient  namentlich  das  Reflexions- 
goniometcr  von  Wollaston  (vcrgl.  den 
Artikel:  Goniometer). 

System  — der  Milcbstrasse  (Astro- 
nomie). 

So  wird  oft  der  uns  sichtbare  Stern- 
himmel mit  Ausnahme  der  Nebelflecke 
insofern  genannt,  als  man  in  diesen  Ster- 
nen ein  regelmässig  gestaltetes  Ganze 
zu  Anden  glaubt,  oft  tauch  in  der  Vor- 
aussetzung , dass  diese  Sterne  regel- 
mässige und  geschlossene  Bahnen  be- 
schreiben. 

Als  ähnliche  Systeme  werden  dem  Sy- 
stem der  Milehstrasse  gewöhnlich  dann 
eben  die  Nebelflecke,  namentlich  die- 
jenigen, welche  sieh  durch  starke  Fern- 
rohre in  einzelne  Sterne  anflösen  lassen, 
gegenüber  gestellt. 
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In  Bezug  hierauf  ist  bereite  M ädler 
zu  einer  ganz  beetimmlcn  Hypotbeee 
gelangt,  mit  der  wir  une  hier  mit  eini- 
gen Worten  prüfend  beschäftigen  wollen. 

Ein  System  kann  in  der  Astronomie 
als  eine  Reihe  von  Weltkörpern  definirt 
werden,  die  einander  so  nahe  und  von 
den  andern  so  getrennt  sind,  dass  die 
letzteren  auf  alle  Glieder  des  Systems 
fast  glcichmässig  cinwirkcn,  während 
diese  Körper  unter  sich  mannichfachen 
und  durch  den  Einfluss  des  einen  auf 
die  andern  bedingten  Bewegungen  unter- 
worfen sind. 

Das  kleinste  derartige  System  bildet 
z.  B.  ein  Planet  mit  seinen  Trabanten. 
Wir  wollen  ein  solches  als  System  erster 
Ordnung  bezeichnen,  und  dasselbe  in 
Bezug  auf  das  hier  Gesagte  betrachten. 

Die  Erde  und  ihr  Mond,  der  Jupiter 
mit  seinen  vier,  der  Saturn  mit  seinen 
acht  Trabanten  sind  Systeme  erster  Ord- 
nung. Alle  Glieder  eines  solchen  be- 
wegen sich  um  die  Sunne  in  derselben 
Zeit,  gleich  wie,  wenn  das  System  aus 
einem  Körper  bestände,  nährend  dieser 
Zeit  aber  beschreiben  die  Trabanten 
mehrere  Mal  ganz  unabhängig  von  dieser 
gemeinschaftlichen  Bewegung  und  bis 
auf  kleinere  Störungen  auch  ein  Trabant 
von  dem  Andern  ihre  Bahnen  um  den 
Ilauptkörper. 

Die  Ei  genthömlichkeit  der  hier  be- 
trachteten Systeme,  besteht  nämlich  darin, 
dass  ein  Glied,  der  Hauptplanet,  die  an- 
dern derart  an  Masse  übertrifft,  dass  die 
letztem  um  ihn  elliptische  Bahnen  be- 
schreiben, während  der  erstere  durch  die 
Einwirkung  der  Trabanten  seinen  Ort 
fast  gar  nicht  ändert. 

Indcss  kann  auch  die  Schaar  der 
Asteroiden  in  gewissem  Sinne  als  ein 
System  erster  Ordnung  betrachtet  wer- 
den. Insofern  diese  Körper  sich  in  un- 
gefähr gleicher  Entfernung  von  der  Sonne 
befinden,  und  in  ihren  Bewegungen  fast 
gleiche  Bahnen  zurücklegen,  obgleich  ihre 
Entfernung  von  Mars  und  Jupiter  nicht 
für  alle  ungefähr  gleich  ist.  Hier  ist 
aber  kein  solches  bestimmendes  Glied 
vorhanden,  daher  die  Einwirkung  dieser 
Körper  auf  einander  lediglich  in  die 
Ordnung  der  Störungen  zu  bringen. 

Auch  kann  ein  System  erster  Ordnung 
aus  einem  einzigen  Glicde  bestehen,  dies 
sind  die  mondlosen  Planeten  Merkur, 
Venus  und  Mars. 

Als  System  zweiter  Ordnung  ist  nun 
zu  bezeichnen  ein  Fixstern  mit  seiner 
Planeten-  und  Comctcnschaar. 

Das  einzige  uns  bekannte  System  ist 
das  Sonnensystem.  Es  ist  vollständig 


charakterisirt,  wenn  wir  sagen,  dass  ein 
Glied  die  Sonne  im  Wesentlichen  sich 
zu  den  andern  verhalte,  wie  in  den  Sy- 
stemen erster  Ordnnng  der  Hauptplanct 
zu  seinen  Trabanten,  und  dass  die  übri- 
gen Glieder  eben  Systeme  erster  Ord- 
nung sind. 

Indcss  ist  natürlich  ein  solches  System 
denkbar,  wo  die  einzelnen  Glieder  etwa 
von  gleicher  Masse  sind,  wo  dann  die 
Bewegung  weit  complicirtcr  sein  würde. 

Systeme  dritter  Ordnung  würden  eine 
solche  sein,  deren  Glieder  Fixsterne,  um- 
geben von  ihren  Planctensehaaren,  sind. 

Wenn  gleich  das  Vorhandensein  der 
letzteren  nicht  naehzuwei6en  ist,  müssen 
dennoch  die  60  zahlreichen  vielfachen 
Sterne  als  dergleichen  Systeme  betrach- 
tet werden. 

Bei  einigen  derselben  ist  auch  ein 
besonders  an  Masse  vorwiegendes  Glied 
vorhanden,  und  in  diesem  Falle  kann 
man  von  einer  elliptischen  Bahn  der 
übrigen  um  dasselbe  reden. 

Besteht  das  System  nur  aus  zwei  Glie- 
dern von  beliebiger  Masse,  so  beschreibt 
bekanntlich  jeder  eine  Ellipse  tun  den 
als  fest  gedachten  anderen,  oder  beide 
um  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt. 
Also  auch  hier  finden  geschlossene  Bah- 
nen statt. 

In  vielen  Fällen  indcss  sind  mehrere 
Glieder  unter  denen  keins  bedeutend  vor- 
wiegt, zu  einem  System  vereint,  und  dann 
natürlich  die  Bewegung  sehr  complicirt. 

Unser  Planetensystem  gehört  bekannt- 
lich keinem  System  dritter  Ordnung  an, 
oder  wenn  man  will,  das  zugehörige  Sy- 
stem dieser  Ordnung  besteht  aus  einem 
einzigen  Gliede. 

Es  iliegt  nun  nahe  zu  fragen,  ob  cs 
Systeme  von  noch  höherer  Ordnung  gäbe, 
und  diese  Frage  beantwortet  sich  eben 
darin,  dass  man  Grund  zu  der  Vermu- 
thung  hat,  alle  uns  sichtbare  Weltkörpcr, 
dio  Nebeldecke  ausgenommen,  bilden  ein 
solches.  Will  man  aber  auch  dies  dabin 
gestellt  sein  lassen,  so  kann  man  jeden- 
falls richtig  sagen,  dass  die  auflösbaren 
Nebeldecke  solche  Systeme  sind. 

In  der  That  hat  man  hier  eine  Schaar 
von  oft  unzählbar  vielen  Sternen,  die 
uns  als  ein  Gesammtbild  erscheinen,  also 
doch  höchst  wahrscheinlicher  Weise  von 
andern  Sternen  getrennt  und  einander 
— relativ  genommen  — so  nahe  sind, 
dass  die  oben  gegebene  Definition  zu- 
treffen muss. 

Es  fragt  sich  nun,  welche  Gründe  man 
zu  der  Vcrmuthung  hat,  dass  unser  Ster- 
nenhimmel auch  für  einen  andern  Be- 
trachtungspunkt als  ein  solcher  Nebelfleck 
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erscheinen  würde,  d.  h.  ein  denselben 
gleichartiges  System  bildet. 

Es  gibt  wohl  nur  einen  Grund  hier- 
für, wenn  man  sich  nicht  auf  blosse 
Analogien  und  Phantasien  berufen  will, 
dieser  Grund  ist  aber  ein  so  starker, 
dass  man  fast  sagen  könnte;  dnss  durch 
ihn  die  Frage  bereits  im  bejahenden  Sinne 
entschieden  sei.  Er  besteht  einfach  in 
dem  Vorhandensein  und  der  regelmässi- 
gen Gestalt  eben  der  Milchstrasse. 

In  der  That  lässt  sich  eine  Reihe 
scheinbar  kleiner  und  ungemein  dicht 
gelagerter  Sterne , welche  sich  fast  in 
einem  grössten  Kreise  über  den  ganzen 
Himmel  erstrecken,  durch  nur  die  Annahme 
erklären,  dass  alle  diese  Sterne  sich  in 
sehr  grosser  Entfernung  von  uns  und 
alle  sehr  nahe  einer  Ebene  befinden, 
von  welcher  unser  Sonnensystem  selbst 
nicht  sehr  weit  entfernt  ist.  Diesen  Ver- 
hältnissen entspricht  cs  etwa,  wenn  wir 
dem  ganzen  System,  wovon  die  Milch- 
strasse  Glieder  enthält,  und  zu  deren 
Gliedern  auch  unser  Sonnensystem  ge- 
rechnet werden  muss,  etwa  die  Gestalt 
eines  sehr  flachen  Ellipsoids  einer  Linse  ge- 
ben wollen,  von  deren  Mittclpuukt  nicht  all- 
zuentfernt unsere  Sonne  steht.  Dadurch 
erklärt  sich  dann , dass  die  grösseren 
Sterne  über  den  ganzen  Himmel  zer- 
streut und  nicht  dicht  geschaart  sind,  denn 
alle  Entfernungen  von  der  Oberfläche 
der  Linse  nach  deren  Mittelpunkt  sind 
am  Rande  sehr  gross,  nach  der  Mitte 
der  Oberfläche  zu  aber  nur  klein,  und  in 
den  Rand  ist  eben  nur  die  Milchstrassc 
zu  versetzen.  Die  durch  die  letztere  be- 
stimmte Ebene  würde  also  für  den  Fix- 
stcrnhimmcl  etwa  die  Bedeutung  haben, 
welche  die  Ekliptik  fürs  Sonnensystem 
hat.  Es  ist  selbst  zu  bemerken,  dass 
sich  hier  noch,  abgesehen  von  der  hy- 
pothetischen Linscngestalt,  eine  gewisse 
Analogie  findet,  als  die  grosse  Masse  der 
kleinen  Planeten  — vielleicht  viele  Hun- 
dert — einem  der  Ekliptik  entsprechen- 
den grossen  Kreis  — freilich  für  unser 
unbewaffnetesjAuge  unsichtbar  am  Himmel 
bildet.  Die  übrigen  Glieder  des  Sonnen- 
systemes  bestehen  dann  aus  den  acht 
übrigen  Planeten,  deren  geringe  Zahl 
nicht  ins  Gewicht  fallt,  ausserdem  aber 
aus  sehr  vielen  Cometen,  welche  den  gan- 
zen Himmel  anfüllen.  Dies  beträfe  die 
räumliche  Lagerung  des  Fixstcrnhimmels, 
welche  allerdings  von  einem  entfernten 
Beobachtungspunkte  aus  die  den  Nebel- 
flecken eigentümliche  Gestalt  haben 
würde.  Gehen  wir  jetzt  aber  auch  auf 
die  Bewegungsverhältnisse  des  Fixstern- 
himmels ein.  Jedem  Fixstern  kommt 


bekanntlich  eine  sogenannte  eigene,  d.  h. 
von  der  Bewegung  der  Erde  um  ihre 
Axe  und  um  die  Sonne  unabhängige 
Bewegung  zu.  Diese  Bewegung  kann 

jedoch  eine  wahre  oder  eine  scheinbare 
sein,  eine  wahre  dann  wenn  sie  wirklich 
von  der  Ortsverrückung  des  Fixsterns 
herrührt,  eine  scheinbare,  wenn  sic  eben 
nur  dus  Abbild  einer  Bewegung  des 
Sonnensystems  nntürlich  in  entgegenge- 
setzter Richtung  darstcllt. 

Du  aber  die  Fixsterne  die  allerver- 
schiedennrtigste  eigne  Bewegung  nach 
Geschwindigkeit  und  Richtung  haben,  so 
kann  die  letztere  Ursache  wenigstens 
nicht  die  alleinige  sein.  Nichts  desto 
weniger  ist  es  doch  höchst  wahrschein- 
lich, dass  wie  den  übrigen  Fixsternen 
auch  der  Sonne  eine  eigene  Bewegung 
zukomme.  Dieselbe  direct  oder  mit  Ge- 
wissheit zu  bestimmen,  ist  natürlich  un- 
möglich. Jedoch  lässt  sich  hier  folgen- 
der hypothetische  Weg  finden. 

Bei  der  ungeheuren  Anzahl  der  Fix- 
sterne lehren  die  Gesetze  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, dass  man  annch- 
men  kann,  jeder  Bewegungs- Richtung 
entspreche  eine  entgegensetzte  derart, 
dass  die  Summe  aller  Bewegungen  nach 
festen  Axen  zerlegt,  für  jede  der  Coor- 
dinatensummen  Null  gebe.  Ist  dies  nun 
in  der  That  scheinbar  nicht  der  Fall,  so 
kann  man  aus  den  sich  ergebenden  Coor- 
dinatensummen  eine  Bewegung  zusam- 
mensetzen, welche  muthmaasslich  eben 
nur  scheinbar,  d.  h.  eben  die  dem  Son- 
nensystem zukommende  in  entgegenge- 
setzter Richtung  genommen  ist. 

Wilhelm  Hcrrsehel  von  dem  diese  Be- 
trachtungen herrühren,  hat  auch  die  nö- 
thige  Rechnung  angestcllt  und  gefunden, 
dass  die  wahrscheinliche  eigene  Bewe- 
gung des  Sonnensystems  nach  dem  Sterne  l 
des  Herkules  gerichtet  sei. 

Struve  und  Argeiander  haben  genauere 
Rechnung  angestellt  und  gefunden,  dass 
der  Punkt  wohin  diese  Bewegung  führe 
260  Grad  Rectasccnsion,  33£  Grad  De- 
clination  habe. 

Der  Schluss,  den  Herrschei  hieraus 
zieht,  ist  einfach  der,  dass  sich  in  dieser 
Richtung  ein  Centrum  befinde  von  so 
ungeheurer  Masse,  dass»  es  vorwiegend 
die  Sonne  und  jedenfalls  auch  die  übri- 
gen Fixsterne  Anziehe.  Bei  der  so  gros- 
sen Anzahl  der  Fixsterne  ist  es  nun 
aber  im  höchsten  Grade  unwahrscheinlich, 
dass  ein  solches  Centrum  aus  einem  ein- 
zigen Sterne  bestehe.  Herrsche!  vermu- 
thet  daher  eine  Sternanhäufung.  In  der 
That  sind  zwei  dergleichen  in  der  Nähe 
dos  besagten  Punktes  gefunden,  doch 
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sind  begründete  Zweifel  anfgestellt , ob 
diese  Anhäufungen  wirklich  eine  derartige 
Einwirkung  ausüben  möchten. 

Bewähren  sich  nun  die  Herrscherschcn 
Annahmen,  so  haben  wir  eine  fernere 
Analogie  mit  den  Systemen  erster  und 
zweiter  Ordnung,  nämlich  ein  Glied, 
welches  dermaassen  an  Masse  überwiegt, 
dass  es  fast  allein  auf  die  Bewegung 
der  übrigen  bestimmend  cinwirkt.  Nur 
würde  hier  dieses  Glied,  welches  in  neue- 
ster Zeit  gewöhnlich  als  Centralsonnc 
bezeichnet  wird  aus  einer  ganzen  Stcr- 
nengruppe  bestehen. 

Wir  gehen  jetzt  auf  eine  zweite,  die 
Mädler’sche  Hypothese  ein,  welcher  seine 
Centralsonne  an  einer  ganz  andern  Stelle 
als  Herrschei  sucht,  und  um  sie  zu  fin- 
den ein  ziemlich  künstliches  Schlussge- 
baude  aufschichtet.  Herrschei  verlässt 
nämlich  in  einem  Punkte  die  Analogie, 
auf  welche  das  Planetensystem  hinweist. 
Er  lässt  die  Sonne  unmittelbar  auf  die 
Central  gruppe  fallen,  was  doch  nur  der 
Fall  sein  wird,  wenn  erstere  keine  ur- 
sprüngliche Bewegung,  einen  Anfangs- 
stoss,  der  nach  einem  andern  Punkte 
hingerichtet  ist,  haben  sollte.  Im  letz- 
teren Falle  aber  würde,  immer  den  vor- 
wiegenden Einfluss  der  Centralsonne 
vorausgesetzt,  die  Bewegung  unseres 
Sonnensystems  in  einem  Kegelschnitte 
um  dieselbe  stattfinden,  also  sich  aus  der 
Bewegungsrichtung  der  Sonne  kein  Schluss 
auf  die  Lage  des  Centralgestirns  machen 
lassen. 

Indem  Mädler  nun  in  der  Thal  von 
einem  solchen  Anfangsstossc  ausgeht, 
sucht  er  auf  andere  Weise  zu  einer 
Centralsonnc  zu  gelangen.  Für  ihn  ist 
also  die  nach  k des  Herkules  gerichtete 
Bewegung  des  Sonnensystems  der  sehr 
kleine  Theil  eines  Bogens  der  elliptischen 
oder  anders  geformte  Sonnenbahn. 

Bei  der  ungeheuren  Anzahl  der  Fix- 
sterne erklärt  Mädler  es  aber  für  höchst 
unwahrscheinlich,  dass  ein  dermassen  an 
Masse  und  überwiegender  Centralkörper 
vorkämc,  dass  er  einen  ähnlichen  Einfluss 
wie  die  Sonne  im  Planetensystem  aus- 
üben sollte.  Der  Name  Centralsonne, 
welchen  er  dennoch  einem  Sterne  gibt, 
wird  von  ihm  daher  ander  weitig  zu  be- 
gründen versucht. 

Wie  auch  das  Fixstemsystem  beschaf- 
fen sei,  so  muss  es  einen  Schwerpunkt 
haben.  Finden  nun  bei  den  einzelnen 
Körpern  keine  andere  Bewegungen  statt 
als  Anziehungen  und  Abstossungcn, 
welche  von  andern  Körpern  desselben 
Systems  herrühren,  so  muss  nach  allge- 
mein mechanischen  Regeln  der  Schwer- 


punkt in  Ruhe  sein.  Diese  Voraussetzung 
ist  indess  insofern  nicht  richtig,  als  den 
einzelnen  Körpern  ja  Anfangsgeschwin- 
digkeiten zukommen.  Indess  ist  ja  be- 
reits angenommen,  dass  die  Bewegungen 
der  einzelnen  Körper  sich  ausgleichen, 
und  in  diesem  Falle  müssen  sic  alle 
nach  dem  Schwerpunkte  übertragen  Null 
geben,  (wenn  man  nämlich  annimmt,  dass 
auch  die  Massen  sich  derart  ausgleichen, 
dass  man  sie  bei  der  Uebcrtragung  alle 
als  gleich  betrachten  kann).  Also  auch 
bei  dieser  Annahme  ist  bei  gewissen  Vor- 
aussetzungen Unbeweglichkeit  des  Schwer- 
punktes anzunehmen.  Dieser  Schwerpunkt, 
oder  vielmehr  das  in  ihm  befindliche 
Gestirn  muss  also  keine  andere  eigene 
Bewegung,  als  die  nach  den  obigen  Be- 
trachtungen im  entgegengesetzten  Sinne 
unserer  Sonne  zukommende  haben.  Durch 
diese  Betrachtnng  bestimmt  das  fragliche 
Gestirn  Mädler  in  der  That.  Eine  grosse 
Anzahl  von  Beobachtungen  zeigt  ihm, 
dass  am  wenigsten  von  dieser  Bewegung 
die  Plejadengruppe  abwciche,  und  zwar 
iu  dieser  Gruppe  selbst  am  wenigsten  der 
Stern  Maja  (nämlich  um  1#,1  1 dann 
Alcyone  (2°, 8).  Jedoch  beliebt  cs  Mädler, 
Alcyone  in  den  Schwerpunkt  zu  ver- 
setzen, und  demgemäss  als  Centralsonne 
zu  bezeichnen,  und  zwar  wegen  der  grös- 
seren Helligkeit,  daher  muthiuaasslich 
grösseren  Masse  dieses  Sterns. 

Unter  Ccntralsonne  ist  also  hier  zu 
verstehen  das  dem  Schwerpunkt  des 
Fixstcrnhimmels  am  nächsten  befindliche 
Glied.  Dagegen  lässt  sich  indess  Fol- 
gendes einwenden. 

Der  Schwerpunkt  eines  nicht  festen 
Systems  ist  nichts  Materielles,  sondern 
ein  bloas  gedachter  geometrischer  Punkt 

Mit  einer  jedesmaligen  Aenderung  in 
der  Anordnung  der  Massen  des  Systems 
ändert  sich  dersclbo  und  man  kann  da- 
her von  seiner  Bewegung,  Geschwindig- 
keit u.  s.  w.  sprechen,  ohne  an  etwas 
Materielles  zu  denken.  Diese  Bewegung 
aber  ist  wohl  von  der  desjenigen  Kör- 
pers zu  unterscheiden,  welcher  sich  zu- 
fällig im  Schwerpunkte  befindet  und 
wenn  ersteror  in  Ruhe  ist,  braucht  die« 
nicht  mit  letzterem  der  Fall  zu  »ein, 
und  umgekehrt.  Nimmt  man  also  auch 
mit  Mädler  an,  dass%Maja  oder  Alcyone 
sich  in  Ruhe  befinde,  »o  braucht  sie 
noch  nicht  sich  im  ruheuden  Schwer- 
punkte zu  befinden,  der  in  demselben 
befindliche  Körper  kann  möglicher  Weise 
eine  grössere  Geschwindigkeit  haben. 
Um  also  Mädlers  Annahme  zu  rechtfer- 
tigen, wären  also  noch  neue  Annahmen 
nöthig,  etwa,  dass  sich  die  Körper  im 
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Fixsternsystem  symmetrisch  nm  den 
Schwerpunkt  schaaren.  Dann  würden 
ihre  Einwirkungen  auf  den  im  letzteren 
befindlichen  Körper  «ich  vermöge  ihrer 
Lage  »nfheben,  und  derselbe  allerdings 
in  Ruhe  «ein.  Wäre  diese  Symmetrie 
nur  annähernd  vorhanden,  so  wäre  an- 
znnchmen,  das«  die  Plcjndengruppc  zwar 
jetat  den  Schwerpunkt  nuhe  sei , «ich 
aber  allmälig  wieder  von  derselben  ent- 
fernen muss.  Diese  Umstände  würden 
das  Fixsternsystem  dann  sehr  bedeutend 
vom  Sonnensystem  unterscheiden,  da  der 
Schwerpunkt  des  letzteren,  wegen  des 
grossen  Ueberwicgens  der  Sonnenmasse, 
entweder  im  Sonnenkörper  oder  doch 
demselben  sehr  nahe  sich  zu  jeder  Zeit 
befinden  muss.  An  ein  solches  Ucber- 
wiegen  der  Alcyone  über  die  Summe  der 
Massen  aller  Fixsterne  ist  natürlich  nicht 
zu  denken,  und  wenn  man  auch  alle 
Hypothesen  zugeben  wollte,  «o  würde  in 
der  Plej&dcngruppc  nur  insofern  «ich 
eine  Centralsonne  befinden,  als  ein  Fix- 
stern wohl  Sonne  und  der  Schwerpunkt 
worin  sie  «ich  befindet  allenfalls  Cen- 
trura  genannt  werden  darf. 

Indcss  geht  Mädler  noch  einen  Schritt 
weiter.  Zunächst  ermittelt  er  durch  eine 
mühevolle  Rechnung  und  durch  bemer- 
kenswerthe  Schlüsse,  dass  sich  die  Cen- 
tralsonno  in  gewisser  Beziehung  umge- 
kehrt in  ihrer  Einwirkung  auf  die  Fix- 
sterne verhalte  wie  unsere  Sonne  in  der 
auf  die  Planeten.  Da  die  Anziehungs- 
kraft eines  Punktes  abnimmt,  wie  das 
Quadrat  der  Entfernung  zunimmt,  so 
müssen  die  allein  oder  vorzugsweise 
von  einem  Ccntralkörper  angezogenen 
Sterne  einer  desto  grösseren  Einwirkung 
unterliegen,  je  näher  sie  diesem  Körper 
aind.  Mädler  folgt  daraus,  dass  falls 
Alcyone  eine  solche  Stellung  am  Fix- 
sternhimmel einnähme,  die  ihr  näheren 
Fixsterne  auch  eine  stärkere  (wahre) 
eigene  Bewegung  haben  müssen  als  die 
entfernteren , ganz  so  wie  dies  in  der 
That  bei  den  Planeten  der  Fall  ist.  In 
der  That  legt  Mercur  in  seiner  Bahn  um 
die  Sonne  täglich  über  4 Grad  zurück, 
die  Erde  nur  1 Grad,  Jupiter  5 Minuten, 
Neptun  20  Sccunden.  Mädler  bildet  nun 
am  Himmelsgewölbe  Kreise,  deren  Cen- 
trum Alcyone  ist,  und  sucht  in  jedem 
dieser  Kreise  die  mittlere  Geschwindigkeit 
aller  darin  befindlicheniFixsterne  in  Bezug 
auf  ihre  eigene  Bewegung.  Er  findet 
nun  das  Gegentheil  der  obigen  Erschei- 
unng,  diese  Geschwindigkeit  wird  desto 
grösser,  je  mehr  sich  die  Sterne  von 
dem  Centrum  entfernen.  Diese  Erschei- 


nung wird  nun  von  Mädler  auf  folgende 
Weise  dargestellt. 

Ein  Ellipsoid,  welches  aus  homogenm 
ähnlichen  ellipsoidischen  Schichten  be- 
steht, besitzt  bekanntlich  die  Eigenschaft, 
dass  die  ganze  Schicht,  welche  ausser- 
halb eines  im  Ellipsoid  befindlichen  und 
von  ihm  nach  dem  Newton’schen  Ge- 
setze angezogenen  Punktes  sich  befindet, 
gar  keine  Anziehung  atisübt,  aus  diesem 
Grunde  wird  die  Anziehung  desto  grösser, 
je  mehr  der  Punkt  sich  der  Oberfläche 
nähert.  Die  ganze  ungeheure  Schaar 
der  Fixsterne  wird  nun  mit  einer  wenig- 
stens Schichtweise  continuirlichen  Masse 
verglichen,  und  .bei  den  einzelnen  Schich- 
ten ellipsoidisclie  Gestalt  vorausgesetzt. 

Freilich  ist  diese  Annahme  ganz  be- 
sonders gewagt,  da  sie  vollkommne  Sym- 
metrie erfordert  Aber  auch  dies  kann 
der  Plejadengruppe  keine  besondere  Be- 
deutung verschaffen.  Der  Hang  einer 
Ccntraisonne  kommt  dem  betreffenden 
Stern  immer  nur  rein  äusscrlieh  in  Be- 
zug auf  seine  zufällige  Stellung  zu. 
Alcyone  namentlich  kann  von  ihrem 
grösseren  Glanze  gar  keinen  Vortheil 
ziehen,  und  muss  den  jetzt  nur  beschei- 
denen Rang  einer  Centralsonne  wenig- 
stens ihrer  dunkleren  Schwester  Maja 
überlassen.  Am  wenigsen  aber  recht- 
fertigt sich,  wenn  Mädler  sogar  die  Sterne 
und  namentlich  die  Sonne  Kreise  oder 
Ellipsen  uin  seinen  Liebling  beschreiben 
lässt,  und  für  die  Sonne  sogar  die  Um- 
laufszeit berechnet.  Selbst  die  Lage 
Alcyones  im  Schwerpunkt,  besonders 
Uebcrwiegen  ihrer  Masse,  völlige  oder 
sehr  grosse  Symmetrie  sämmtlicher  Ge- 
stirne zugegeben,  Annahmen  gegen  die 
sich  doch  noch  sehr  viel  cinwenden  lässt, 
ist  noch  kein  Grund  vorhanden,  dass  die 
Fixsterne  geschlossene  Bahnen  um  ihren 
Schwerpunkt  beschreiben  sollen.  Ist  dies 
ja  nicht  einmal  von  allen  Körpern  des 
Sonnensystems  (Coraeten),  ausgemacht. 

Alles  in  Allem  erliegt  die  Mädler'sche 
Schlussfolge  zu  vielen  Einwänden , und 
verdankt  ihren  Ursprung  zu  gewagten 
Schlüssen,  um  für  Etwas  anders  alB  eine 
Ansicht  für  jetzt  gelten  zu  können.  In 
der  That  hat  sie  allgemeinere  Anerken- 
nung bei  den  bedeutendsten  Astronomen 
auch  nicht  gefunden. 

System  - mechanisches  (Dynamik). 

Eine  Vereinigung  materieller  Punkte, 
von  deren  Jedem  Kräfte  ausgehen,  und 
auf  die  übrigen  eine  mechanische  Ein- 
wirkung ausüben.  Man  unterscheidet  die 
Systeme  von  den  Körpern,  um  bei  den 
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enteren  die  Vorstellung  einer  continuir- 
lichcn  Zusammenstellung  auszuschliesscn. 

System  — optisches  (Optik). 

1)  Centrirte  Systeme. 

Unter  der  Bezeichnung  optisches  System 
verstehen  wir  eine  Vereinigung  von  Me- 
dien, welche  durch  grade  oder  krumme 
Flächen  von  einander  geschieden  sind, 
und  durch  welche  Lichtstrahlen  im  Wege 
der  Brechung  der  Spiegelung  hindurch- 
gehen.  Uehrigcns  ist  die  Spiegelung 
genau  wie  die  Brechung  zu  behandeln, 
wenn  man  das  Brechungs  - Verhältnis« 

n sin  ß 

n , sinn’ 

so  bestimmt,  dass  »,  = -«,  also  ß= — n 
ist,  welches  bekanntlich  die  Spiegelung 
gibt.  Das  einfachste  optische  System 
ist  die  Linse  (vergl.  den  Artikel:  Linse), 
also  ein  von  zwei  Kugelflachcn  begrenztes 
homogenes  Medium,  welches  zwei  andere 
von  gleicher  Brechnngskraft  (Luit  und 
Luft)  trennt.  Die  Bestimmung  des  We- 
ges eines  Strahles  und  des  Bildes  eines 
Gegenstandes,  welcher  durch  solche  Linse 
geht , geschieht  gewöhnlich  unter  der 
vereinfachenden  Annahme,  dass  die 
Strahlen  nur  einen  kleinen  Winkel  mit 
der  Centrale  machen,  und  dass  die 
Linse  eine  geringe  Dicke  habe.  In  die- 
sem Falle  lasst  sich  bekanntlich  das 
Problem  leicht  geometrisch  lösen,  auf  die 
Betrachtung,  wenn  man  drei  Pnnkte, 
denjenigen  wo  die  Linse  die  Centrale 
schneidet , und  diejenigen  beiden  nach 
welchen  hin  die  von  der  einen  oder  der 
andern  Seite  der  Linse  kommenden  der 
Axe  parallelen  Strahlen  gebrochen  wer- 
den (Brennpunkte),  betrachtet. 

Bei  dieser  Betrachtung  ist  jedoch 
eigentlich  nur  der  Umstand  wesentlich, 
dass  die  Dicke  der  Linse  und  der  Winkel 
des  Strahles  mit  der  Centrale  gering  ist. 

Im  Ucbrigen  reicht  die  gewöhnliche 
Theorie  noch  hin,  wenn  die  von  der 
Linse  getrennten  Medien  ungleiche  Bre- 
chnngBkraft  haben.  Es  haben  dann  eben 
nur  beide  Brennpunkte  ungleiche  Ent- 
fernung von  der  Linse.  Auch  brauchen 
die  BegrcnzungsfUchen  nicht  grade  Ku- 
geln zu  sein,  es  kennen  beliebige  Rota- 
tionsflächen sein,  vorausgesetzt,  dass  sie 
durch  Rotatiou  der  Erzeugungslinien  um 
dieselbe  Axe  entstanden  sind,  in  wel- 
chem Falle  man,  wie  ersichtlich,  diese 
Erzcngnngslinie  durch  denjenigen  Krflm- 
mnngskreis,  dessen  Mittelpunkt  in  der 
Axe  liegt,  ersetzen  kann,  wie  dies  sich 
ans  der  geringen  Grösse  des  Winkels, 


welchen  der  Strahl  mit  der  Axe  macht, 
ergibt. 

Die  entsprechende  Grenzfläche  ist  dann 
eine  Kugel. 

Auch  braucht  das  Mcdiani  der  Linse 
kein  homogenes  tu  sein,  cs  kann  näm- 
lich nus  mehreren  andern  homogenen 
bestehen.  Jedoch  müssen  in  diesem 
Falle  die  Trennungsflächen  ebenfalls  Ro- 
tationsflächen sein,  deren  Axen  alle  Zu- 
sammenfällen. Ein  System,  welches  dieser 
letzteren  Bedingung  genügt,  heisst  cen- 
trirtes.  Die  Grenzflächen  lassen  sich  bei 
einem  solchen  also  alle  dnreh  Kugclflächen 
ersetzen,  deren  Mittelpunkte  in  einer 
Linie  liegen. 

Gauss  hat  aber  sogar  gezeigt,  dass 
selbst  die  Bedingung  der  geringen  Dicke 
des  Systems  nicht  nöthig  ist,  nur  sind  in 
diesem  Falle  statt  der  drei  oben  genann- 
ten Punkte  sechs  Punkte  zu  betrachten, 
von  denen  jedoch  zwei  durch  die  vier 
andern  bestimmt  sind.  Seine  hierauf  sich 
gründende  Erweiterung  der  Linsentheorie 
ist  nicht  allein  für  die  Theorie  der  opti- 
schen Gläser,  sondern  auch  namentlich 
für  den  Bau  des  Auges , welches  ein 
solches  ccntrirtes  System  ist,  von  grosser 
Wichtigkeit,  sie  soll  daher  hier  gegeben 
werden. 

Wir  denken  uns  also  eine  Anzahl  von 
homogenen  Mitteln,  ».  »,  . . . »f,  ge- 

trennt durch  Rotationsflächen  mit  ge- 
meinschaftlicher Axe,  die  wir  aber  nach 
dem  Obigen  durch  Kugclflächen,  deren 
Mittelpunkte  in  einer  Linie  (der  Axe) 
liegen,  ersetzen,  seien  hi,  A,,  K,  . . . K$_ , 

diese  Grenzflächen,  r,  r,,  r,  . . . s>#_J 
ihre  Radien,  n : n,  : . . . :ys  die 

bezüglichen  Brechungs  - Verhältnisse. 

Denkt  man  sich  im  ersten  Medium 
von  einem  Punkte  (Gegenstand)  Strahlen 
nnler  kleinem  Winkel  mit  einander  ans- 
gehen, so  vereinigen  sich  diese  Strahlen 
wieder  nach  ihrer  Brechung  im  zweiten 
Medium  in  einem  Pnnkte  (erstes  Bild), 
nach  ihrer  Brechung  im  dritten  Medium 
abermals  zu  einem  anderen  zweiten  Bilde 
n.  s.  w.  Mur  das  Bild  im  letzten  Medium 
kommt  natürlich  wirklich  zur  Erschei- 
nung, die  anderen  würden  entstehen, 
wenn  die  folgenden  Medien  wegfielen. 
Wir  bezeichnen  den  Gegenstand  und 
seine  n Bilder  bezüglich  mit 

Betrachten  wir  zunächst  nur  zwei  Me- 
dien. Denken  wir  nns  durch  den  Ge- 
genstand B und  den  Mittelpunkt  der 
brechenden  Fläche  eine  Linie,  die  hier 
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Fig.  418 


immer  als  Axe  gedacht  werden  soll, 

gezogen. 

8ci  x die  Entfernung  des  Gegenstän- 
de» von  Fnnltt  O,  wo  die  Grenzfläche  K 
die  Axe  schneidet  (optischer  Mittelpunkt), 
sei  der  Hadius  r der  Kugel  positiv  ge- 
dacht, wenn  sieh  ß auf  der  convexen 
Seite  von  K befindet.  Der  in  der  Axe 
sich  bewegende  Strahl,  welcher  K senk- 
recht schneidet,  wird  nicht  gebrochen, 
ein  unter  geringem  Winkel  mit  der  Axe 
von  B ausgehender  Strahl  RU  möge  die 
letztere  nach  der  Brechung  in  ß,  schnei- 
den , ea  wird  dann  ß,  das  Bild  sein. 
Sei  x , die  I-  ntfernung  desselben  von  O. 
Wir  denken  xt  positiv,  wenn  B,  auf  der 
andern  Seite  von  K liegt  als  ß.  Sei 
ferner  (Fig.  418)  M der  Mittelpunkt  von  K, 

, Winkel  BCM  = 2H  — «, 

Winkel  B,CM  = a,, 

wenn  n und  «,  bezüglich  der  Einfalls" 
nnd  der  Brechungswinkel  sind, 

BM=zx  + r,  B,M=^x,—r. 

Auch  kann  man,  wenn  Winkel  CBM  und 
CB,M,  wie  vorausgesetzt,  nur  klein  sind, 
setzen  : 

CB  =x,  Cß,  = z,  ; 

ist  noch 

CMO  = ß, 

J • 

so  hat  man  in  Dreieck  CBM: 

» + r _ sin  n 
x ~ sin  ß ' 

»pd  in  Dreieck  CB,M: 

x,  — r sin  rr, 

x,  sin  ß ’ 

»Iso,  de  nach  dem  Brechungsgesetz 
sin  a : sin  a,  = s,  : n . 
ist,  durch  Division: 

x + r _xn, 

xi  ~r  *i«  ’ 


oilcr : 


xx t -f  sj,  + u,x  — 0, 


oder  wenn  man  setzt: 


A) 

1) 


bft  -f  cx  = jr*t. 


Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben: 


U) 

oder : 


14)  (4-r)  (e-*,)  = bb,. 

Ucbrigens  geben  die  Gleichungen  A) 
noch : 


Die  Grössen  b und  c haben  «ine  opti- 
sche Bedeutung.  Verstehen  wir  nämlich 
unter  ersten  Brennpunkt  denjenigen  Punkt 
der  Axe,  der  so  beschaffen  ist,  dass  die 
von  ihm  ausgehenden  Strahlen  nach  der 
Brechung  der  Axe  parallel  werden,  oder 
kürzer  den  Punkt  der  Axe,  dessen  Bild 
ins  Unendliche  fällt,  unter  zweiten  Brenn- 
punkt den  Punkt  der  Axe,  worin  sich 
die  derselben  parallel  eintretenden  Strah- 
len nach  der  Brechung  vereinen,  kürzer 
das  Bild  eines  unendlich  weit  entfernten 
Gegenstandes ; so  ist  x die  Entfernung 
des  ersten  Brennpunktes  von  O,  wenn 
mau  x,  = ca  setzt,  (dies  gibt  nach  1) 
x = b),  x,  die  Entfernung  des  zweiten 
Brennpunktes,  wenn  man  x = oo  setzt, 
(dies  gibt  z,  ; c).  Also  6 und  c sind 
bezüglich  die  Entfernungen  des  ersten 
und  zweiten  Brennpunktes  vom  opti- 
schen Mittelpunkte,  b im  Sinne  der  po- 
sitiven Gegenstände,  c in  dem  der  po- 
sitiven Bilder  gezählt.  Diese  Grössen 
b und  c heissen  erste  und  zweite  Haupt- 
Brennweite. 
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Die  Formel  1)  ist  aber  einer  sehr  wich-  statt  auf  den  optischen  Mittelpunkt  auf 
tigen  Verallgemeinerung  fähig.  Zu  dem  einen  beliebigen  Gegenstand  und  sein 
Ende  bemerken  wir,  dass  in  derselben  Bild  beziehen.  Hierbei  ist  immer  die 
Gegenstand  und  Bild  auf  den  optischen  Entfernung  eines  Gegenstandes  vom  festen 
Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  bezogen  positiv  gedacht,  wenn  der  erstere  sich 
sind.  Für  denselben  ist  nun  x = 0,  also  vor  dem  optischen  Mittelpunkte  von  dem- 
auch  ar,=0.  Der  optische  Mittel-  selben  entfernter  als  der  letztere  be- 
punkt  fällt  also  mit  seinem  Bilde  findet,  nnd  die  Entfernung  des  Bildes 
zusammen.  von  dem  festen,  wenn  ersteres  sich  hinter 

Seien  ti,  vt  bezüglich  die  Entfernun-  dem  optischen  Mittelpunkte  entfernter  als 
gen  eines  beliebigen  Punktes  der  Axe,  letzteres  befindet.  Bild  und  Gegenstand 
den  wir  uns  fest  denken  und  seines  Bil-  sind  also  in  entgegengesetzter  Richtung 
des  vom  optischen  Mittelpunkte,  dann  zu  zählen. 


gibt  lb): 

(6-k)  (c-k,)  = bb , 

Die  Formel  lb)  lässt  sich  aber  schreiben:  C) 
(6  — u — * + «0  (c  — m,  — *,  + «,) 

= bc  = (b  — u)  (c  — ii,), 
oder  wenn  wir  setzen: 

B)  b-u  = f,  r-»,  = y , 
and 

X — « = t. 

(/•-*>)  <»-•,)  «S/V. 

eine  Gleichung,  der  wir  uueh  die  Ge- 
stalt geben  können  : 

2)  frl+flt  = fii 


Uebrigens  gibt  Gleichung  B)  noch: 

f;  =bc  = ,-?^ 

Der  zulctst  geschriebene  Ausdruck  ist 
wesentlich  positiv,  also : f und  7 haben 
stets  gleiche  Vorzeichen. 

Die  Formel  2)  ist  nun  einer  Erwei- 
terung für  alle  centrirten  Systeme  fähig, 
aus  wieviel  Medien  dieselben  auch  be- 
stehen. 

Versteht  mftn  nämlich  unter  t wieder 
die  Entfernung  eines  veränderlichen 
Punktes  der  Axe  B von  einem  festen  A, 


unter  ®,f  c, 


v bezüglich  die  Ent- 


2 a) 


jCV-l«  1. 


fernung  des  ersten,  zweiten  u.  s.  w.  Bil- 
des von  B von  dem  entsprechenden  von 
v v'  A , indem  v positiv  gedacht  wird,  wenn 

Hier  sind  t>  und  r . die  Entfernungen  eines  ..  „ . . D . 

.....  ‘ j öm  1 die  P ten  Ruder  von  A und  B vor  der 

beliebigen  Gegenstandes  und  Bildes  von  , r „ , , , ..... 

dem  festen  Gegenstände  nnd  Bilde,  f und  ’ + 1 “ ‘ brechenden  Hhche,  die  wir  nm 
y die  Entfernungen  der  beiden  Brenn-  A.  nnd  ß,  bezeichnen,  das  Bild  Ton  B 
punkte  von  dem  festen  Gegenstände  und  aber  derselben  näher  als  das  von  A ge- 

Bilde.  Also,  die  Formel  1)  bleibt  unver-  dacht  wird.  Dann  ergibt  sich  nach  Ana- 

ändert,  wenn  wir  Gegenstand  und  Bild  logie  von  Gleichung  2): 


_ L*  + ts  — i, 


f,- ■ | V.-l 


= 1. 


Jede  zwei  auf  einander  folgenden  Medien  haben  nämlich  als  System  betrachtet 
je  einen  ersten  und  zweiten  Brennpunkt,  die  Entfernung  des  ersten  von  and 

des  zweiten  von  A ’n  ^cnl  aus  tea  and  p + lten  Medium  gebildeten 

System  wird  bezüglich  mit  f ^ und  i /■  bezeichnet.  Das  Minuszeichen  in  den  ersten 

Gliedern  der  Gleichungen  kommt  daher,  dass  wir  bei  Bildung  der  Gleichung  2) 
in  Bezug  auf  r die  entgegengesetzte  Annahme  wie  hier  bei  gemacht  haben. 

Die  Elimination  der  Grössen  v, , r,  ...  ® kann  nun  leicht  bewerkstelligt 

werden  ; cs  ergibt  sich,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  f,  die  zweite  mit  y> 
mnltiplicirt  und  addirt: 

V + ?=/*  + *• 

Mulliplicirt  man  diese  Gleichung  mit  f„  die  dritte  aber  mit  yy , und  addirt,  so 
kommt : 
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*-=--rj,+vr,  + ril 


u.  s.  w.,  also  schliesslich: 


f fi  f,  '/  Vi  '/» 


*=r.  r,  • • • /;+,+'/  +* /',/•.  ■•■/■,_,+  ••• 

+ Hl  J«  • • • V,_6  /j-I  +»*»»«  • • • V,_j* 

Man  kann  also  anch  schreiben : 

3)  -f*  ty’9  — 

3»)  — + ^ = 1. 

V V 

34)  — — = 

wo  »'  = ^ sich  immer  auf  das  letzte  Medium  alao  auf  das  allein  zur  Entstehung 
kommende  Bild  ganz  wie  v auf  den  Gegenstand  bezieht.  Es  iat  hier: 

f,_t  <r  n • •••  r,_, 


und  da/,  </ , /„  7 , u.  s.  w.  bezüglich  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  dies  auch 
mit  und  7/  der  Fall. 

Es  ist  aber  auch  die  optische  Bedeutung  der  Ausdrücke  1 p und  *//  leicht  er- 
sichtlich. 

Verstehen  wir  unter  Bild  jetzt  immer  das  letzte  Bild  B*,  unter  dem  ersten 

Brennpunkt  den  Punkt  der  Axe  im  ersten  Medium,  dessen  Bild  ins  Unendliche 
fällt,  unter  dem  zweiten  das  Bild  des  an  der  Axe  liegenden  unendlich  weit  ent- 
fernten Punktes.  In  diesem  Falle  ist  die  Entfernung  des  ersten  Brennpunktes 
vom  festen  Punkte  A der  Werth  von  « für  e'  = ao , und  die  Entfernung  des 
zweiten  vom  Bilde  von  A (Af ) der  Werth  von  v'  für  v = 00,  und  offenbar  sind 

diese  Grossen  bezüglich  gleich  ifi  und  <u'. 

Es  bleibt  aber  noch  übrig,  die  Entfernung  des  letzten  Bildes  des  festen  oder 
eines  beliebigen  Punktes  A,  also  Af  von  der  letzten  brechenden  Fläche  zu  be- 
stimmen. Zu  dem  Ende  sei  wieder  u die  Entfernung  des  Gegenstandes  A von 
der  ersten  brechenden  Fläche,  «'  die  des  ersten  Bildes  von  der  zweiten  Fläche, 

t/  ‘ ’ die  des  zweiten  von  der  dritten  n.  s.  w.  Zählen  wir  diese  Entfernungen  als 
positiv,  wenn  das  Bild  sich  vor  der  entsprechenden  Fläche  befindet.  Sind  ferner 
ßi,  ßt  . . . ß,_1  die  Entfernungen  bezüglich  jeder  Fläche  von  der  vorhergehen- 
den, so  ist  in  Gleichung  1)  zu  vertauschen  x mit  w,  u',  . . . aber  z,  mit 

/J,  — 1/,  ß,—*^  ....  auf  diese  Weise  erhalt  man,  wenn  man  analog  der 
Gleichung  A)  setzt : 

4 — *srt  c _ nirt 

1 1 «j-»i 


f>,= — — e — — =_s_ 

i»,  — n,  «1,  — n,  u.  s.  w. 

(6-u)  (e  + w'-^f,)  = 4 c 
(4,  - *')  (c,  + = 4,c, 

[4,  (c,+uW  + ß,)  = t tc, 

[c,_i  + “(,)]  = i,-i  W 
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Die  Grösse  ß$_  , ist  gleich  Noll  gesetzt,  da  eine  s ■+■ 1 tc  brechende  Fläche 

nicht  vorhanden  ist,  es  sind  also  das  vorletzte  und  das  letzte  Bild  auf  die  letzte 
ste  brechende  Fläche  bezogen. 

Aus  diesen  Gleichungen  lasst  sich  dann  nach  und  nach  aus  u bestimmen, 
so  dass  die  Entfernung  des  Bildes  von  der  letzten  brechenden  Fläche  gegeben 
ist  (positiv,  wenn  es  vor  der  Fläche  liegt)  wenn  man  die  des  Gegenstandes  von 
der  ersten  kennt.  Diese  Elimination  gibt: 


E) 


bc 

b — u ’ 


“ — C‘  ' b , — u 


u(’  ^ = Ä — c + 


*,-«  f.-2 


rf— I S — 2 


b — u 

1—2 


u(,)  = - 


s— t * — 1 


C—1  +4  _„(*-*)' 


Man  kann  hiernach  auch  t/’^  in  die  Form  eines  Kettenbruches  bringen : 


^«  — i i a *s— i cs— 5 


— 01  + C — &C 


*-«• 


Was  die  Grossen  und  y anbetrifft,  so  ist  in  Gleichung  B)  u bezüglich 

mit  «,  u'  . . . «,  mit  /J, /J,  -t/^  . . . J*-1*,  - «(s) 

au  vertauschen,  also: 


F) 


f =b  -J-P\  T -e  + “(*+>) 

••  ’ P Pp-H 


’p  p 


.<*> 


Sind  die  brechenden  Fliehen  einander  so  nahe,  dass  man  alle  Dicken  fit,  ß,  ... 
vernachlässigen  kann,  so  hat  man  Übrigens : 


xn  setzen,  also  direct: 


«(2> ...  -»<•> 


n w.  n. — ti 


v ur  r 


wt  wt  = wi 

«'  ~ *(»)  ~ ri  " ’ »(*-')  ~ Jö 
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also  durch  Addition,  wenn  man  “1~  ~ setzt,  um  Bild  und  Gegenstand  wie 
oben  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  zählen: 


wo 


Da  alle  brechenden  Flächen  als  zusammenfallend  zu  denken  sind,  so  kann 
man  hier  wieder  den  Punkt,  wo  sie  dio  Axe  schneiden,  als  optischen  Mittelpunkt 
betrachten,  derselbe  ist  wie  ersichtlich  sein  eigenes  Bild.  « und  u g sind  die  Ent- 
fernungen des  Gegenstandes  und  Bildes  von  demselben.  Setzt  man 


so  ist  auch: 

G) 


B und  B g sind  aber  die  Haupt-  Brennweiten , ganz  wie  bei  einer  brechenden 

Fliehe.  Haben  übrigens  das  erste  und  letzte  Medium  gleiche  brechende  Kraft, 
so  ist: 


n = nt,  B = Bg1 

also 

-U±  = A. 

u u H 

I 

Die  Brennweiten  sind  dann  einander  gleich.  Es  ist  dies  die  gewöhnliche  Linsen- 
formel. 

Wir  wollen  jetzt  aber  auch  die  Bilder  von  Gegenständen  betrachten,  welche 
nicht  in  der  Axe  liegen. 

Seuen  wir  jetzt  zunächst  wieder  eine  brechende  Fliehe  and  zwei  Medien 
voraus.  Betrachten  wir  eine  beliebige  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Linie  MO 
(Fig  419)  als  Axe  eines  centrirten  Systems,  welches  durch  HinzufQgung  verschie- 
dener anderen  Medien  entsteht. 

Ist  B irgend  ein  Gegenstand,  B,  sein  Bild,  C ein  anderer  nicht  In  der  Axe 
gelegener  Gegenstand,  C,  sein  Bild,  so  liegt  offenbar  C,  in  der  Linie  MC  und 
wenn  MB  = MC  ist,  so  muss  auch  MB,  er  MC,  sein,  wie  oben  gezeigt  wurde. 
Betrachtet  man  also  eino  Reihe  von  M gleich  weit  entfernter  Gegenstände,  die  somit 
eine  Kugelsclialc  mit  Mittelpunkt  M bilden,  so  werden  Ihre  Bilder  auch  eine 
conccntrische  Kugclschale  bilden.  Wenn  man  aber  nur  wie  hier  immer  Gegen- 
stände betrachtet,  die  der  Axe  liaho  liegen,  so  kann  man  an  Stelle  der  beiden 
Kngelschalen  Ebenen  senkrecht  auf  der  Axe  annehmen.  Wird  nun  das  8vstem 


Fie.  419. 
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durch  Hinzufügung  anderer  Medien  zu 
einem  ccntrirten  vervollständigt,  so  ist 
jedes  Bild  Gegenstand  für  dio  nächste 
brechende  Fläche.  Betrachtet  man  also 
nur  den  Gegenstand  und  sein  letztes  Bild, 
so  bat  man  den  Satz:  Liegt  ein  Gegen- 
stand in  einer  auf  der  Axe  senkrechten 
Ebene,  so  ist  dies  auch  mit  dem  Bilde 
der  Fall.  Ist  der  Gegenstand  ferner  eine 
Linie,  so  ist  das  Bild  derselben  parallel. 
Selbstverständlich  muss  diese  Bildebene 
durch  das  Bild  des  Punktes  gehen,  in 
welchem  die  Ebene  des  Gegenstandes  die 
Axe  schneidet. 

Eine  bezüglich  durch  den  ersten  oder 
zweiten  Brennpunkt  gehende  Ebene  heisst 
erste  oder  zweite  Brennebene.  Alle  Ge- 
genstände in  der  ersten  Brennebene  ha- 
ben also  ihre  Bilder  in  der  auf  der  Axe 
senkrechten  Ebene,  welche  durch  das 
Bild  des  ersten  Brennpunktes  gehen,  wel- 
ches jedoch  in  der  Unendlichkeit  sich 
betindet,  d.  h. : Alle  Strahlen,  welche  von 
einem  Punkte  der  ersten  Brennebene 
kommen,  werden  nach  der  letzen  Bre- 
chung unter  einander  parallel.  (Man 
sieht  leicht,  dass  dieser  Schluss  trotz  der 
Betrachtung  unendlich  weit  entfernter 
Bilder,  welche  der  Kürze  wegen  gebraucht 
ist,  völlig  strenge  ist.)  Eben  so  zeigt 
sich,  dass  alle  Strahlen,  welche  unter 
sich  parallel  cintreten,  nach  der  letzten 
Brechung  sich  in  einem  Funkte  der 
zweiten  Brennebene  vereinen. 

Sei  nun  y die  Entfernung  eines  Punktes, 
yx  die  seines  Bildes  von  der  Axe.  Bei 
Annahme  einer  brechenden  Fläche,  kann 
man  dann  BC  — y,  BiCi  ~yx  setzen, 
und  nach  der  Figur  ist  dann: 

Vi  _ üfj  _ "(«.  + «i) 

S »,*  *i(“  + «’)- 

Hier  ist  wie  bei  Gegenstand  und  Bild 
auch  yt  im  entgegengesetzten  Sinne  wie 
y genommen  (yt  nach  unten,  wenn  y nach 
oben  von  der  Axe  gerichtet  ist),  ti,  w, 
sind  wie  oben  die  Entfernungen  eines  festen 
Gegenstandes  und  seines  Bildes  vom 
optischen  Mittelpunkte,  c,  r,  die  des  be- 
trachteten Gegenstandes  und  Bildes  vom 
festen  Gegenstände  und  Bilde. 

Mittels  der  Gleichungen  B)  eliminiren 
wir  M und  ut  und  erhalten,  da  auch 

n b 

n , c 

ist, 

Si  _ t(c-y  -f  tL) 

y cit—f+v)' 

oder,  wenn  man  nach  Gleichung  2b)  setzt: 


r- « = _££—_*_ 

y,_  *(c-y+r,),  y-c, 

y cb(c— 7+tf)  1 c 

Es  ist  aber  auch  wegen  + — rr  % : 

(f-®l )»  = —/»!. 

also: 

H)  — ‘ ; 

y cv  7 r 

ganz  in  derselben  Weise  erhält  man: 

y.  _ ft »,  _*■ 

y,  c,i>,  y,»,’ 

y_%  _ />.  _ 

y,  c,r,  y,», 


y,_, 

also,  wenn  man  für  yt , ir  wieder  y',  v' 
setzt : 


4)  / _ f ' f,-\  r' 

y "«e,  r,  ...  c<_|  t> 


y y,  y.  ...  r 


durch  Multiplication  beider  Worthen  yon 
— erhält  man  dann: 

y 


oder  wegen  Gleichungen  D)  mit  Berück- 
sichtigung, dass 


ll  i/  n,,‘  - ■*'  1 / ’H» 

r ( n’y/  r — i/. ' f n’y' 


wo  der  Gleichmässlgkeit  wegen  auch  *’ 
l'ür  fi ^ geschrieben  ist. 

Was  das  Vorzeichen  der  Wurzel  in  5) 
anbetrifft,  so  ist  aus  \p  ersichtlich, # dass 
xf 

— immer  dasselbe  oder  immer  das  ent- 

y 

Bf 

gegengesetzte  Vorzeichen  wie  — hat, 

v 

und  zwar,  ist  ersteres  oder  letzteres  der 
Fall,  je  nach  dem  der  Ausdruck : 
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6 6,  ...  b t f /.  . . . f 
T “ eel  . . . e$~ 

positiv  oder  negativ  ist. 

Aus  5)  ergibt  sich  auch,  dass  wenn 
man  durch  irgend  einen  Punkt  der  Axe 
eine  senkrechte  Ebene  legt,  alle  Bilder 
von  Gegenständen  in  derselben,  sich  wie 
diese  Gegenstände  selbst  verhalten.  Uebri- 
gens  liegen  dieselben,  wie  sogleich  er- 
sichtlich in  einer  auf  der  Axe  senkrech- 
ten Ebene  und  sind  den  Gegenständen 
Ähnlich. 

Die  Verhältnisszahl  aber  wechselt  mit 
der  Lage  dieser  Ebene. 

Suchen  wir  jetzt  den  Punkt  der  Axe, 
für  den  die  Bilder  der  hindurchgehenden 
auf  der  Axe  senkrechten  Ebene  den  ent- 
sprechenden Gegenständen  congruent  und 
gleich  gerichtet  sind.  In  diesem  Falle 
v' 

ist  also  — = — 1 und  Gleichung  5)  gibt: 


In  Gleichung  3)  kann  man  nun  als 
den  festen  Punkt  A und  sein  Bild  A 

s 

bezüglich  den  ersten  und  zweiten  Haupt- 
punkt betrachten,  es  ist  dann  in  6 a) 
© = = 0 zu  setzen,  also : 


7) 


0 n 


d.  h. : Die  Brennweiten  verhalten  sich 
wie  die  äussersten  beiden  Brcchungs- 
kr&fte.  Sind  also  die  beiden  äussersten 
Medien  von  gleicher  Brcehungskraft,  so 
sind  die  Haupt  - Brennweiten  gleich.  (Beide 
sind,  wie  oben  gezeigt,  im  entgegenge- 
setzten Sinne  von  den  Hauptpunkten  zu 
nehmen). 

Unter  der  Annahme,  dass  die  Haupt- 
punkte för  A und  A genommen  wer- 
den, gibt  Gleichung  5)  noch : 


— VH 

+ 5?* 


6) 


, , / "0 


Was  das  Vorzeichen  der  Wurzel  an- 
betrifft, so  ist  dasselbe  immer  durch  den 

, ( fl  - f.-x 

Werth  von  (—  1)*  zu 

c c,  . . . c 
1 »—1 

bestimmen.  Uebrigene  ist: 
i.'i'r  = t'  (r  — < p) 

V»'  = r (*'  - y/), 

also: 


*’  ip  r — \p 

t77  “ 1p  i'^p’ 

wegen  5)  aber : 


also : 


v mp 

e77- «V’ 


Der  durch  die  Grösse  » in  Gleichung  6) 
bestimmte  Punkt  heisst  erster  Hauptpunkt, 
die  durch  ihn  gehende  aul  der  Axe  senk- 
rechte Ebeno  erste  Hauptebene,  eben  so 
heissen  die  dnreh  t>'  in  6 a)  bestimmte 
Puqzt  nnd  Ebene  bezüglich  zweiter  Haupt- 
punkt und  zweite  Hauptebene.  Also  : 
Der  zweite  Hsuptpunkt  ist  das  Bild 
des  ersten.  Jeder  Gegenstand  in  der 
ersten  Hauptebenc  hat  ein  demselben 
congruentes  und  gleichgerichtetes  Bild. 
Die  Entfernung  des  ersten  Hauptpunktes 
vom  ersten  Brennpunkt  heisst  erste,  die 
vom  zweiten  Hanpt-  vom  zweiten  Brenn- 
punkte zweite  Haupt- Brennweite. 


Was  das  Vorzeichen  anbetrifft,  so  ist: 

r'  ^ xp* 
e ~ r — i />’ 

also  für  den  ersten  Hauptpunkt  selbst, 
wo  r = 0 ist: 


y 

da  nun  — = — 1 ist,  so  ist  das  untere 

9 

Zeichen  zu  nehmen : 

5b)  = 

y vipr  t nr  v — tp 

Ausser  den  beiden  Brennpunkten  und 
Hauptpunkten  ist  es  aber  gut  noch  zwei 
andere  Punkte  zu  betrachten.  Dieselben 
bezeichnet  Helmholz  als  Knotenpunkte. 
Ihre  Definition  ist  folgende  : 

Der  zweite  Knotenpunkt  ist  das  Bild 
des  ersten.  Jeder  Strahl  aber  der  durch 
don  ersten  Knotenpunkt  geht,  nimmt 
nach  der  letzten  Brechnng  seine  ursprüng- 
liche Richtung  wieder  an. 

Um  beide  Knotenpunkte  zu  finden, 
betrachte  man  einen  Strahl  der  durch 
den  ersten  Knotenpunkt  K geht  bis  zu 
dem  Punkte  L , wo  er  die  erste  Haupt- 
ebene  schneidet,  der  gebrochene  Strahl 
wird  dann  parallel  dem  ursprünglichen 
durch  den  zweiten  Knotenpunkt  gehen, 
nnd  die  zweite  Hauptebene  in  schnei- 
den, sind  H und  Ht  die  beiden  Haupt- 
punkte, so  sind  dann  offenbar  die  senk- 
rechten HL  und  HtLt  gleich,  und  wie 
augenblicklich  ersichtlich  auch  die  graden 
BK  und  HtKv  also: 
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Der  zweite  Knotenpunkt  liegt  eben 
so  weit  und  in  demselben  Sinne  (vor  oder 
hinter)  vom  zweiten  Hauptpunkte  ent- 
fernt, wie  der  erste  Knotenpunkt  vom 
ersten  Hauptpunkte.  Aber  die  Entfer- 
nung der  Knotenpunkte  ist  gleich  der 
der  Hauptpunkte  von  einander. 

Bezieht  inan  also  wieder  die  Formel  3) 
auf  die  beiden  Hauptpunkte  als  feste 
Punkte  A und  Ag  und  nimmt  fftr  u und 

r'  die  beiden  Entfernungen  der  Knoten- 
punkte von  den  Hauptpunkten,  die  wir 
mit  k und  k’  bezeichnen  wollen,  so  ist: 

und  also  wegen  3): 

8)  *p  — V''  = — *P  = *' 

i p — k — y/,  *}’  — k'  — 

d.  h. : Der  Abstand  der  ersten  Knoten- 
punkte vom  ersten  Brennpunkte  ist  gleich 
der  zweiten,  der  der  zweiten  Knoten- 
vom  zweiten  Brennpunkte  gleich  der  er- 
sten Brennweite. 

Die  Lage  der  Knotenpunkte  ist  also 
völlig  bestimmt,  wenn  man  diederBrenn- 
und  Hauptpunkte  hnt.  Ist  übrigens  das 
erste  und  das  letzte  Medium  von  gleicher 
Brechungskraft,  so  ist: 

\p  = y/,  k=kf  = Ot 

d.  h.  in  diesem  Falle  sind  die  Haupt- 
und  Knotenpunkte  identisch. 

Unter  Knotenebenen  wollen  wir  noch 
die  Ebenen , welche  durch  die  Knoten- 
punkte gehen  und  auf  der  Axc  senkrecht 
sind,  verstehen.  Die  Grösse  eines  Bildes, 
dessen  Gegenstand  in  der  ersten  Knoten- 
ebene  liegt,  gibt  dann  Formel  5b),  wenn 
man  vf  = — r setzt.  Also : 


gefunden  werden.  Selbstverständlich  ist 
hierbei  anxu nehmen,  dass  das  letzte  Me- 
dium des  ersten  und  das  erste  des  zwei- 
ten Systems  zusammenfullen ; ferner  muss 
die  Entfernung  der  Systeme  festgesetzt 
sein.  Wir  bestimmen  dieselbe  durch  die 
Entfernung  t des  zweiten  Hauptpunktes 
des  ersten,  und  des  ersten  Hauptpunktes 
des  zweiten  Systems. 

Sind  dann  y,  / die  Haupt  - Brennw  ei- 
ten des  zweiten,  i //,  «//  die  des  ersten 
Systems,  u,  »/  die  Entfernungen  eines  be- 
liebigen Punktes  und  seines  Bildes  im 
ersten  System  von  den  betreffenden  Haupt- 
punkten desselben,  so  ist  die  Entfernung 
dieses  Bildes  vom  ersten  Hauptpunkte 
des  zweiten  Systems  t — u',  und  die  des 
zweiten  Bildes  vom  zweiten  Hauptpunkte 
dieses  Systems  sei  r,  dann  haben  wir: 


Wird  hier 

M = oo , r = i»)' 


gesetzt,  so  kommt: 


also : 

-f  /'  (f  — •//)  = (f  — y>')  *>', 


also : 


»'  — 


und  ir'  ist  die  Entfernung  des  zweiten 
Brennpunktes  des  vereinigten  Systems 
vom  zweiten  Hauptpunkte  des  zweiten 
Systems. 

Eben  so  erhalt  man,  wenn  man 


5 c) 


Bild  und  Gegenstand  verhalten  sieh 
umgekehrt  wie  die  Brennweiten,-  oder 
wie  die  äusseren  Brechungskräfte,  sind 
im  Uebrigcn  gleich  gerichtet. 

Es  ist  bereits  oben  gezeigt,  wie  man 
das  Bild  eines  beliebigen  Punktes  eines 
zusammengesetzten  Systems  findet ; ist 
das  Bild  bekannt,  so  lehren  die  Formeln 
6)  und  8)  die  Haupt-  und  Knotenpunkte 
zu  finden,  vorausgesetzt  dass  man  H>  und 
y/  durch  die  Formel  3«)  berechnet  hat. 

Indess  ist  cs  bequemer,  hier  ein  recur- 
rentes  Verfahren  einzuschlagcn 

Wir  lösen  zu  dem  Ende  die  Aufgabe : 
Es  sind  die  Haupt-  und  Brennpunkte 
zweier  Systeme  gegeben,  dieselben  wer- 
den vereinigt,  cs  sollen  die  betreffenden 
Tunkte  des  zusammengesetzten  Systems 


r ~ oo  , m = MJ 


setzt: 


'/'(<  - 


/>_ 

-x 


iür  die  Entfernung  des  ersten  Brenn- 
punktes des  vereinigten  vom  ersten 
Hauptpunkte  des  ersten  Systems.  Somit 
sind  die  Lagen  der  Brennpunkte  bestimmt. 

Um  die  Hauptpunkte  zu  bestimmen, 
gehen  wir  von  derjenigen  auf  der  Axe 
senkrechten  Ebene  im  mittleren  (beiden 
Systemen  gemeinschaftlichen ) Medium 
aus,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  in 
ihr  befindliche  Gegenstände  in  beiden 
Systemen  gleiche  und  gleichgerichtete 
Bilder  geben.  Da  nämlich  Bild  und 
Gegenstand  sich  immer  vertauschen  lassen, 
so  sind  die  Orte  dieser  Bilder  offenbar 
die  beiden  Hauptebenen  des  gemeinschaft- 
lichen Systems. 
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Sei  z die  Grösse  des  Gegenstandes, 
y,  y'  die  der  beiden  Bilder,  so  ist  we- 
gen Gleichung  5b):_ 

-1  - ü^f'  -L  - TJL  __ 

y «/*  t " (<  - «')/ 
ond  du  y = y'  zu  setzen  ist: 

«yr 

m'0  = (<  — m')  1 

also  wenn  man  t<  und  r mittels  der 
Gleichungen: 

(w'  — #;/)  u = ./V 

=/(»-«') 

eliminirt: 


(<  - »O  n* 

«V  yip'u'  (!  — ■'—/) 

oder: 


4 


h. 

*«'  = V-’C‘- 


woraus  »ich  die  Lage  u'  des  Punktes 
ergibt,  dessen  Bilder  die  beiden  Haupt- 
punkte sind. 

Da  jedoch  dieser  Punkt  im  letzen  Me- 
dium des  ersten  Systems  liegt,  so  ist  er, 
um  die  hier  gemachten  Voraussetzungen 
zu  definiren  als  das  Bild  des  ersten  Haupt- 
punktes des  zusammengesessten  Systems 
im  ersten  System  und  derjenige  Punkt 
im  zweiten  System,  dessen  Bild  der  zweite 
Hauptpunkt  des  zusammengesetzten  ist; 
u'  und  I — u'  sind  die  Entfernungen  dieses 
Punktes  vom  zweiten  Hauptpunkte  des 
ersten  und  vom  ersten  des  zweiten  Sy- 
stems. Diese  Entfernungen  verhalten  sich 
also  wie  die  zweite  Brennweite  des  er- 
sten und  die  erste  des  zweiten  Systems ; 
übrigens  hat  man : 


ond  für  die  beiden  Hauptpunkte  selbst: 
* A,  = - **' 


9)  A = 


-X-'P 


t-X-'P’’ 


wo  A,  A4  die  entsprechenden  Werthe  Ton 
u and  e sind. 

Um  die  beiden  Hauptbrcnnweiten  zu 
finden,  hat  man  nur  diese  Ausdrücke  be- 
züglich von  io  und  tc'  abzuzichen;  seien 
y,  y'  also  die  Hauptbrennweiten  des  zu- 
sammengesetzten Systems,  so  ergibt  sich  : 

io)  7 = “ - •*  = 


7' 


•c'- 


l-X-ii,’- 


Aus  diesen  Brennweiten  ergeben  sich 
noch  wegen  der  Gleichungen  8)  leicht 
die  Knotenpunkte. 

Ist  nur  eine  Grenzfläche  vorhanden,  so 
kann  man  von  den  Gleichungen : 

6x,  -f  A,x  = xx , 

nusgehen,  wo  x und  x,  die  Entfernungen 
eines  Gegenstandes  und  seines  Bildes 
vom  optischen  Mittelpunkte  sind. 

Befindet  sich  ein  Punkt  nicht  in  der 
Axe,  ist  y seine  Entfernung,  y,  die  seines 
Bildes  von  derselben,  so  hatten  wir  Glei- 
chung 4): 

y_i  _ 'i-r 

y X|  -f  r 

und  für  den  optischen  Mittelpunkt,  wo 

■*  = *,  = 0,  y,  = - y' 

d.  h.: 

„Die  beiden  Hauptpunkte  fallen  in  den 
optischen  Mittelpunkt.“ 

Für  die  beiden  Brennweiten  hatten  wir: 

0 = 6,  0,  = 3 

und  für  die  Entfernung  der  Knotenpunkte 
vom  optischen  Mittelpunkte  wegen  8): 
k = 0 — yf  = 6 — c = — r,  k 4 = r, 
zu  genügen,  da  die  Zählung  vom  opti- 
schen Mittelpunkt  in  entgegengesetzter 
Richtung  für  k und  *4  >tattfindet,  so 
fallen  also  beide  Knotenpunkte  zusam- 
men, und  in  den  Mittelpunkt  der  Kugel- 
fläche. 

Denken  wir  uns  jetzt  zwei  Systeme 
mit  je  einer  Grenzflächen,  deren  optische 
Mittelpunkte  die  Entfernung  t von  ein- 
ander haben.  Aus  beiden  entsteht  ein 
zusammengesetztes  System. 

Bestimmen  wir  dessen  Hauptbrenn-  und 
Knotenpunkte: 

‘P  = *,  <p’  = C,  *5=4,»  /'  = «,. 

Die  Gleichungen  9)  geben  dann  für  die 
Hauptpunkte: 

* = --/*■  A,  = — ift  - 

f — 6 j — c 1 t — 6t  - e 


und  für  die  Hauptbrcnnweiten  wegen  10): 


Für  die  Entfernung  der  Knotenpunkt« 
von  den  Hauptpunkten  aber  ist  wegen  8): 


Ist  die  Entfernung  der  Grenzflächen 
sehr  gering,  so  kann  man  1 = 0 setzen, 
und  hat: 

A = A 4 = 0, 
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d.  h. : Beide  Hauptpunkte  fallen  in  den  , b b,  A,  . . . A t r 

optiachcn  Mittelpunkt,  die  Brennweiten  = — 

iind  dann:  ü c T i ri  • • • c,_j  e 


f 


_ bti  >_  cci 

A,  +c  ’ A,  +c 

und  die  Entfernung  der  Knotenpunkte: 

A = - A'  = - bk * . 

bx-\r  c 


Ist  dos  erste  und  letzte  Medium  noch 
von  gleicher  Brechungskraft,  so  ist: 


n 


v — \p 


und  da  r für  den  optischen  Mittelpunkt 
verschwindet : 


ist: 


»/'  B 


n 


also: 

bbt  = cct,  k = 0,  y = y' 

Dies  ist  der  Fall  einer  gewöhnlichen  Linse. 

Das  Bild  eines  beliebigen  Punktes 
wird  dann  bestimmt  durch  die  Gleichung : 


Was  die  zusammengesetzte  Linse,  d.  h. 
eine  solche  anbetrifft,  die  aus  mehreren 
Medien  besteht,  wo  aber  die  Geaammt- 
Entfernung  der  brechenden  Flächen  noch 
als  unendlich  klein  betrachtet  werden 
kann,  so  ist  für  eine  solche  nach  Formel  G) : 


es  ist  also  auch  hier  der  optische  Mittel- 
punkt der  erste  und  zweite  Hauptpunkt. 

Ein  Fernrohr  kann  aus  zwei  Linsen 
zusammengesetzt  gedacht  werden,  deren 
Dicke  unendlich  klein  ist.  Das  erste  und 
letzte  Medium  jeder  Linse  (Luft)  ist 
identisch,  also  die  Brennweiten  des  Ob- 
jectiv  ip  und  y/  sind  gleich,  so  wie  die 
des  Ocular  % und  %f.  Beide  sind  auf 
die  bezüglichen  optischen  Mittelpunkte 
bezogen.  Ist  f also  die  Länge  des  Fern- 
rohrs, so  gibt  Gleichung  9)  für  den  Ab- 
stand des  ersten  Hauptpunktes  vom  Ob- 
jectiv  A,  und  für  den  des  zweiten  vom 
Ocular: 


4 + 


A = 


f* 


h.  = 


fx 


i-X-'f' 

der  Abstand  des  zweiten  vom  Objectiv 
Die  zuletzt  gegebene  Formel  gilt  also  noch,  ist  also  : 
wenn  man  yy ' mit  BB g vertauscht  und  , (f  _ 

k*  = f +■  k , — — . 

f~X  -V 

Die  beiden  Hauptbrennweiten  sind : 


B = 


N’ 


n 

Vw 


gesetzt  wird.  Ist  das  erste  Medium  mit 
dem  letzten  von  gleicher  Brechungskraft, 
so  ist  also  B = Bt\  u und  s(  sind  hier 

die  Entfernungen  vom  optischen  Mittel- 
punkte. 

Betrachtet  man  jede  brechende  Fl&cho 
und  die  beiden  sie  begrenzenden  Medien 
für  sich  und  nimmt  als  festen  Funkt  und 
seine  Bilder  den  optischen  Mittelpunkt, 
so  ist : 


und  nach  Formel  4) 


De  die  iussersten  Medien  gleich  sind, 
so  fallen  die  Knotenpnnkte  mit  den 
Hauptpunkten  zusammen.  Wenn  übri- 
gens die  Brennweite  des  Oculars  / nur 
gering  ist,  so  fallen  die  Brennpunkte 
sehr  nahe  den  Hauptpunkten  und  der 
zweite  Hauptpnnkt  nahe  dem  Ocular, 
wenn  die  Brennweite  des  Objectivs  nicht 
nahe  gleich  der  Lange  des  Rohrs  ist. 
Wenn  letzteres  aber  wie  gewöhnlich  der 
Fall  ist,  so  bat  man : 

f z 

A nahe  gleich  — — , 

X 

also  sehr  gross,  wenn  % «ehr  klein  ist. 

Setzen  wir  annähernd: 

= x = « 
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wo  d und  ( nur  klein  sind,  so  ist:  . 
“ 


d-t  ■ 


»O  d»s  Bild  von  xyz  ist,  dann 

sind  y„  s,  durch  die  obigen  Glei- 
chungen bestimmt.  Betrachtet  man  nun 
irgend  einen  Punkt  atc  und  sein  Bild 
so  haben  diese  Gleichungen  auch 
für  die  letzteren  Grossen  statt,  also : 
(ifr-a)  (>/,'  -a,)  = y,y/, 
oder  auch: 


Die  letzte  Gleichung  gibt  mit  Vernach- 
lässigung von  d und  <: 

f = '/■'  = - *, 

d.  h.  der  zweite  Brennpunkt  wurde  in* 
Ocular  fallen.  Diese  Vernachlässigung 
ist  aber  darum  nicht  gerechtfertigt,  weil 
beim  Fernrohr  d — t immer  sehr  klein 
gegen  J ist. 


(ifi-x-a+x)  (</-*, -a.-f*,)  = tfrt/,’ 
also  wenn  man: 


setzt : 


Es  ist  aber  allgemein: 
dt 


oder 


d-, 

die  Entfernung  des  zweiten  Brennpunktes 
vom  Ocular. 

Sei  nun  irgend  ein  Punkt  durch  seine 
Coordinaten  x,  y,  z gegeben,  und  seien 
Jfi,  *,  die  seines  Bildes.  Die  Axe 
der  x und  x,  ist  die  optische  Axe,  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  für  das 
Bild  aber  das  Bild  des  Anfangspunktes 
der  Coordinaten  für  den  Gegenstand,  die 
Axen  der  y und  s sind  beliebig  senk- 
recht auf  der  der  x,  die  der  y,  und  s, 
aber  bezüglich  denen  der  y und  > parallel. 
Es  gelten  dann  für  x und  x,  die  Glei- 
chung 3)  für  y und  y,  ebenso  für  z und 
z,  aber  die  Gleichung  5),  also: 


ebenso 


i !>  a 

a — \ft 


x.=  *L 


X - ' 

a t und  x,  sind  hiernach  völlig  bekannt. 
Setzen  wir  noch: 


wo  also,  im  Falle  die  Hauptpunkte  An- 
fangspunkte  sind,  m = ~ ist,  so  bat 


y<x,  + i//x  = xx,, 

oder : 

(^-  x)  (y/  - x.)  = y,y/ 

Ft  _ *i  _ '!■'  ,/jnfr 

y t ~ x - y.  \ i*'y>'  ’ 

oder  wenn  die  Hauptpunkte  Anfangs- 
punkte sind,  nach  5 b): 

Ft  _ *i.  _ 
y s x - y,  • 

Sei  jetzt  irgend  ein  Strahl  gegeben, 
durch  seine  Gleichungen  auf  das  bezeich- 
nete  System  bezogen : 


- e,  = (xz,  - o ,r)  m; 

es  war 

b i *“ y i = q iß i»  ct  ~~ y%  = 

b ~ y = c - y = py 

also  : 

~}  + -*■) 


f-*  n — y _ i-t 

K ß ~ y 

wo  x,  y,  i irgend  ein  Punkt  desselben 
ist.  Sei  dann  die  Gleichung  des  gebro- 
chenen Strahles : 


= «,py + »(«,-*,) 

m 

und  auch 

V»«i  _ «t-«i 

m m 


so  dass  die  Gleichungen  des  gebrochenen 
Strahles  vüllig  bestimmt  lind. 
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Fig.  420. 


Endlich  lässt  sich  aber  auclt  mittels 

der  Brenn-  und  Haupt  punkte  ein  sehr 

bequemes  graphisches  Verfahren  #zur 
Construction  des  Weges  eines  gebroche- 
nen Strahles,  und  des  Bildes  eines  ge- 
gebenen Punktes  finden. 

Seien  su  dem  Ende  auf  der  Axc  eines 
beliebigen  Systems  angenommen  die  bei- 
den Hauptpunkte  H und  H,  und  die  Brenn- 
punkte B und  B,.  Sind  dann  K und  K, 
die  Knotenpunkte,  so  muss  BK  - B,H,, 
B,K,  = BH  gemacht  werden,  wodurch 
K und  K,  bestimmt  sind. 

Es  soll  nun  zunächst  das  Bild  irgend 
eines  Gegenstandes  A,  der  sich  nicht  in 
der  Axe  befindet,  construirt  werden. 

Man  ziehe  ron  A aus  einen  Strahl 
parallel  der  Axe,  derselbe  geht  nach  der 
Brechung  durch  B ,,  ausserdem  durch 
Punkt  wo  die  zweite  Hauptebene  den 
der  Axe  parallelen  Strahl  schneidet,  denn 
schneidet  ihn  die  erste  Haupicbene  in  /., 
so  muss  welche  Linie  das  Bild 

von  IIL  ist,  derselben  gleich  und  gleich- 
gerichtet sein,  also  der  gebrochene  Strahl 
durch  L,  gehen,  es  ist  also  /.  ,ß,  der 
Weg  des  gebrochenen  Strahles. 

Ziehe  man  ferner  Strahl  AK,  so  geht 
der  gebrochene  K,A , durch  K,  und  ist 


AK  parallel,  das  Bild  von  A.  A,  ist 
nun,  wo  sich  L , /-’ , und  A' , 4 , schneiden. 
Also: 

Ziehe  AL.  parallel  der  Axe,  H,L, 
senkrecht  auf  derselben,  so  dass  AL,  in 
L,  geschnitten  wird,  ferner  L,ß,  und 
AK,  A,K,  parallel  AK,  A,  liegt  dann 
in  dem  Schnittpunkte  A,  von  L,B, 
und  A,K,. 

Liegt  aber  der  Punkt,  dessen  Bild 
man  sucht,  in  der  Axe  selbst  in  C (Fig. 
420),  so  ziehe  CA  in  beliebiger  Länge 
und  senkrecht  auf  der  Axe,  constrnirc 
nnch  dem  obigen  A,,  fälle  Loth  A,C, 
auf  die  Axe,  so  ist  C,  das  Bild  von  C. 

Sei  ferner  ein  Strahl  AC  (Fig.  421) 
gegeben,  der  nicht  mit  der  Axe  in  einer 
Ebene  zu  liegen  braucht,  cs  soll  der  Weg 
des  gebrochenen  Stahles  gefunden  werden. 

Zieht  man  IIL  senkrecht  auf  der  Axc 
nach  46'  hin,  so  ist  H,L,  gleich  und 
parallel  III.  das  Bild  dieser  Linie.  Zieht 
man  ferner  BM  ebenfalls  senkrecht  auf 
der  Axe  nach  AL,  so  ist  M ein  Punkt 
der  ersten  Brennebene,  alle  durch  M ge- 
hende Strahlen,  also  auch  AC,  werden 
also  nach  der  Brechung  parallel,  also 
auch  parallel  }IK,  welcher  Strahl  nach 
der  Brechung  sich  seihst  parallel  bleibt  und 


Fig.  421. 
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durch  K,  geht;  da  nun  der  gebrochene 
Strahl  durch  L,  geht  und  M K parallel 
iat,  io  ist  er  somit  völlig  bestimmt.  Also: 

Ziehe  HL  und  Hß  senkrecht  auf  der 
Axe  nach  AC  hin,  mache  //,/.,  gleich 
und  parallel  IIL,  siehe  ,WA'  und  LlCl 
dieser  Linie  parallel,  so  ist  /.,C,  der 
gebrochene  Strahl. 

Diese  Construction  ist  nur  dann  nicht 
anwendbar,  wenn  AC  der  Axe  parallel 
ist,  dann  geht  aber  der  Strahl  nach  der 
Brechung  durch  ß,.  Also  man  sieht  wie 
oben  BM  und  HK,  und  durch  ßk  eine 
Linie  parallel  HK,  welche  der  gebrochene 
Strahl  ist. 

2)  Allgemeine  optische  Sy- 
steme. 

Jetst  wollen  wir  uns  ein  gans  allge- 
meines System  denken,  d.  h.  eine  belie- 
bige Verbindung  von  Medien,  durch 
irgend  welche  brechenden  (also  nach  der 
obigen  Bemerkung  auch  spiegelnde)  Fla- 
chen begrenst,  ohne  dass  wir  über  die 
Lage  und  Art  dieser  Flächen . so  wie 
über  die  Lichtstrahlen,  welche  hindurej- 
gehen,  etwas  festsetsen. 

Wir  denken  nns  im  ersten  System  jetst 
ein  Bündel  Lichtstrahlen,  und  suchen  die 
Lage  derselben  nach  der  ersten  Brechung. 

Seien  x,  y,  t die  laufenden  Coordina- 
ten  irgend  eines  Strahles,  J,  y,  f die 
der  ersten  brechenden  Fläche.  Seien 
u,  t>,  ic  die  Coordinatcn  irgend  einer  an- 
deren Fläche,  welcho  das  Strahlenbündel 
schneidet,  so  sind  die  Gleichungen  eines 
jeden  Strahles  vor  der  Brechung: 
x — » = a(i— w),  y— e = 4(t  — ic). 

Um  nun  das  Gesets,  welches  die  Lage 
der  Strahlen  bestimmt  zu  kennen,  müs- 
sen a nnd  6 als  F'unctionen  von  u und  t> 
bekannt  sein,  ebenso  wie  tr,  wegen  der 
Gleichung  der  Fläche  als  Function  von 
u und  r gegeben  ist. 

Man  kann  aber  dieser  Gleichung  anch 
die  Gestalt  geben : 

*-{=«(*-  9i  y - y = 4 (»  - f), 
sine*  = i*  (1  -«')  + ,u*  (1  -/9>)  + *■' 

oder  da  man  hat: 


wo  C benimmt  lind  durch  die  Glei- 
chung der  brechenden  Fläche,  und  die 
beiden  anderen : 

« — (»c  — C).  v — t)  = b (»r  — £). 

Diese  Gleichungen,  welche  nur  u,  r, 
»I  enthalten,  gehen  u und  t>,  also  auch 
a und  b als  Functionen  von  £ und  17, 
wenn  dieselben  als  Functionen  von  u 
und  v bekannt  sind. 

Die  Gleichungen  für  einen  gebrochenen 
Strahl  seien  nun : 

X — f = a’  (»  - C),  y - v = v (*  - 0 

f,  ij,  ( sind  dieselben  Grössen  wie  für 
den  ursprünglichen  Strahl,  da  beide  in 
der  brechenden  Fläche  tnsammen treffen. 

Seien  rr,  ß,  y die  Cosinus  der  Winkel 
des  ursprünglichen  und  n' , ß',  y'  die  des 
gebrochenen  Strahles,  1,  fi,  y die  der 
Normale  an  die  brechende  Fläche  mit 
den  Axen,  so  ist  bekanntlich: 


i>C  df 


Ist  $ der  Winkel  des  ursprünglichen,  s' 
der  des  gebrochenen  Strahles  mit  der 
Normale  an  die  brechende  Fläche,  so 
ist  also: 

cos  t ™ al  j-  ß,u  -f-  yv 
COS  t'  — et'i  -I-  ß’fi  4-  y'y 
sin  i * “ 1 — (nf  ßfx  4*  yr)*. 
Dieser  Ausdruck  lässt  sich,  wenn  man 
das  Quadrat  berechnet,  nnd 

1 = i*  4-/i’  + i* 

setzt,  schreiben: 

(1  — y*)  — 2« ßlfi  — 2 ßyuv  — 2 yayl, 


l-u*=ß'  + y',  1 - (J*.  = y*  4- <r*.  1 - y*  = «*  4-  ß*, 

sin  i*  - 1*  (ß>  + y*)  4-/1*  (y*  4-  «*)+*'’  («*  4-  ß*)  - 2 «ßkf*  - 2/S  yf.y  - 2 yoW, 
woraus  dann  folgt:' 

1)  sin  s»  = (ft a — Iß)'  4.  ( yß  — fty)*  4-  (iy  — y„y 
und  in  derselben  Weise: 

2)  eins'*  = (ft«’  — Iß')’  + (tß’  - fty?)*  +(ly’  — ya')1. 

Sind  nun  JV  und  N'  die  Brechungs -Vermögen  der  beiden  ersten  Medien,  so  ist: 

3)  JV  siu  t = JV'  sin 
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wo  für  ain  i und  sin  «'  die  obigen  Werthe  einzusetzen  sind.  Ausserdem  aber  liegt 
die  Normale  an  die  brechende  Fl&che  mit  dem  ursprünglichen  und  dem  gebro- 
chenen Strahl  in  einer  Ebene. 

Seien  f,  m.  n die  Cosinus  der  Winkel,  welche  das  Loth  anf  diese  Ebene 
mit  den  Axen  macht,  so  ist  also: 

la  + mß  ny  = 0,  ln'  + mß'  ny'  = 0,  li  + m/j  -f-  ne  = 0 
und  durch  Elimination  von  f,  m , n ergibt  sich : 

y (/ja'  — IßT)  + a(yß’  - /ty’)+ß(iy’  - ya'). 

Ausserdem  hat  man  identisch: 

* Oio'  - iß')  + i(rß’ -/,/)  + /<  {iy'  - ya’) 
und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt,  wenn  man  die  Ausdrücke  in  den 
Klammern  einzeln  berechnet: 

4)  /ta'  — iß ' = S (/ja  — iß) 

•’ß'  -(*/  = S ("ß  - t*r) 

iy’  - ya'  = S (iy  - ya), 

wo  S noch  zu  bestimmen  ist. 

Die  Gleichung  2)  gibt  hiernach,  wenn  man  auch  1)  berücksichtigt: 
sin  «'*  — S*  sin  s*, 

also  wegen  Gleichung  3): 

5)  N'S  = N. 

S ist  also  constant.  Es  kennte  aber  zunächst  S das  doppelte  Vorzeichen  haben. 
Um  dasselbe  zu  bestimmen,  nehmen  wir  jedoch  an,  das  Kinfallsloth  sei  die  Axe 
der  s,  also  i = ^ = 0,  und  der  einfallende  Strahl  befinde  sich  in  der  Ebene  der 
yz,  also  x = 0,  die  Gleichungen  4)  geben  dann : 

ß’  = Sß. 

ß und  ß'  sind  aber  die  Sinus  der  Winkel,  welche  einfallender  und  gebrochener 
Strahl  mit  der  Axe  der  i machen,  also  ist: 

N'ß’  =Sß 

und  folglich : 

N'S  = + A. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  4}  können  nun  auch  geschrieben  werden : 
fi  (JY V - Na) -i  (N'(f  - Nß) 
y (N’fl’  - Nß)  = u (N'/  - Ny) 

oder : 

6)  N'a'  = Ti  + Na 

N'fl'  = T/j  + Nß 
N'/  = Ty+  Ny. 

T ist  noch  zu  bestimmen.  Diese  Grösse  ergibt  sich  leicht,  wenn  man  die  Qua- 
drate aller  Gleichungen  addirt: 

A'»  = J”  + A'  + 2NT(ai  + ß/u  + yy) 

d.  h. : 

7)  A'«  = T*  + A»+2Arcoss. 
oder  auch: 

7 a)  T = — A cos  i -f-  ^A"  — A1  sin  »*. 

Findet  Spiegelung  statt,  so  ist  A'  = — N,  also : 

7 b)  r = - 2A  cos  #. 

In  diesem  Falle  geben  die  Gleichungen  6): 

o'  = 2 i cos  » — rr,  ßf  z:  % /i  cos  i — ß,  y'  = 2 v cos  f — y. 

Da  sin  s bekannt  ist,  wenn  man  die  Lage  der  ursprünglichen  Strahlen  kennt, 
so  geben  die  Gleichungen  6)  die  Grössen  ß\  y',  also  auch  a'  und  4'  in  lauter 
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bekannten  Grössen,  und  somit  ist  die  Gleichung  des  gebrochenen  Strahles  völlig 
bestimmt.  Dies  Verfahren  ist  nun  in  Besag  auf  die  zweite  brechende  Fliehe  zu 
wiederholen  u.  s.  w. 

Wir  wollen  jedoch  aus  der  Form  der  Gleichungen  6)  noch  ein  wichtiges  Re- 
sultat ziehen. 

Za  dem  Ende  wollen  wir  annehmen,  die  ursprünglichen  Strahlen  seien  s’ammt- 
lich  Normalen  derselben  Oberfläche.  Als  Coordinatcn  derselben  kann  man  danu 
die  Grössen  w,  *,  tc  annehmen,  welche  bis  dahin  einer  beliebigen  Fliehe  ange- 
hörten und  cs  ist  dann  bekanntlich : 


8) 


dt c 
ö r * 


Wir  wollen  aber  diese  Bedingung  so  ansdrücken,  dass  wir  £ und  rj  als  unabhän- 
gige Variablen  betrachten.  Es  ist  dann  : 

dw  d»r  du  dir  de 

^ d£~d~ud;  + d^d£ 

dir  dir  du  dir  d e 

d ij  du  d d v d tf  ' 

Wir  hatten  aber : 

« - { n o (r  - {),  « - 9 = b (w  - £), 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  £ und  9 diffei cnziirt : 


du  da  . /dir  d£\ 

*1  = 1+5 {<— o+“(r{-r) 


du 

du 

dn 


di»  r\_y_k(dH> 

d£  10  C)  + 6\d£  d £/ 

dir  dir 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  Gleichung  9),  ersetzen  — und  j—  durch  — a und 
dir  du? 

— o,  und  schreiben  das  mit  t-  bezüglich  mit  r-  multiplicirte  Glied  auf  der  linken 
d £ dn 

Seite;  es  kommt  dann: 


(i+ai+i.) p = 

d >7 

Setzt  man: 


»o  ergibt  sich  hieraus: 


'($<—  1 *>-*£)• 

1+4,1  4.  £*  = Cs, 


.dir  de 

e äe  + Ti 

C ~ + cto  ä c = — 6 + e 

°i  a i, 


• Mi«»-« 

M:«K)-H 


d.  h. 


_ dc(w  - {)  _ , d_i 

df  + t + t 4{ 

ac  (ic  - 1 a_c 

d,  c cd, 

In  diesen  Gleichungen  lassen  sich  aber  leicht  statt  u,  A,  c die  Winkel  a,  ß,  y ein- 
führen. Es  ist  nämlich: 
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V/l  + a*  + i«  = — = e, 


m 

— = o, 

C 


10) 


V , •’{ 

d c—* 

y df 

—j&-  = ß+rA- 


D»  w und  also  auch  nur  durch 

Y 

diese  Gleichungen  bestimmt,  sonst  be- 
liebig ist,  so  sprechen  dieselben  nur  aus, 
dass  die  Grossen 


df  df 

n+n t ß+r^ 

die  partiellen  Differenzialquotienten  ir- 
gend einer  Function  f und  17  sind.  Also: 
„Damit  die  Gleichungen: 

* — ( _ » — C y~1  _ t — C 

a y ’ ß y 

wo  ( eine  gegebene  Function  von 
f und  y und  n*  + f + y*  = 1 ist, 
für  jeden  Werth  von  f und  17  die 
Normalen  an  eine  gegebene  Flü- 
che darstellen,  ist  die  Bedingung 
noth  wendig  und  ausreichend, 
d ass  die  Grössen 


a + rPt’ 


die  partiellen  Diffcrenzialq  uo- 
tienten  derselben  Function  be- 
züglich nach  f und  , sind.*' 


Diese  Bedingung  kann  man  bekannt- 
lich auch  schreiben: 


d. 


in  — -1-  Ü 'hi  - 'H  j,  in  'V 

' Aj  df  d,  ~ df  T d,  df  - 
Soll  nun  aber  die  Qieichung  dieser 
Fläche  dargestellt  werden,  so  hat  man 
wegen  10) : 

12)  = J («df  + ß d,  + ydi). 

ft,  ß , y,  so  wie  auch  { müssen  hier  als 
Functionen  von  f nnd  «;  gegeben  sein. 
Also  auch: 


13)  = tz?  _ - - C 

a ß y 

- ~ j’i'tdi  + ßdq  + ydi). 

Diese  Gleichungen  geben  u,  t»,  i r als 
Functionen  von  £ und  tj.  Eliminirt  man 
aus  allen  dreien  £ und  so  hat  man 
die  Beziehung  zwischen  ti,  r und  «r, 
welches  die  Coordinaten  der  verlangten 
Fläche  sind. 

Es  möchte  vielleicht  nicht  unangemes- 
sen sein,  diese  wichtige  Bedingung  direct 
auf  eine  sehr  einfache  Art  zu  beweisen. 

Denken  wir  uns  auf  der  Fläche 
eine  beliebige  Curvenstrecke  S gezeichnet. 
Durch  jeden  Punkt  derselben  eine  Nor- 
malflächc  auf  die  Linienschaar  gelegt, 
wie  dies  ja  nothwendig  muss  geschehen 
können,  wenn  eine  Normnlflüehe  vor- 
handen ist,  sei  dann  ds  das  Element  der 
Curve,  fr  der  Winkel  desselben  mit  der 
graden  Linie  aus  der  Schaar,  welche 
hindurchgeht,  so  ist  offenbar  cos  fr  ds  das 
Element  derjenigen  Normalen , welche 
dnreh  einen  Endpunkt  von  ds  geht,  bis 
zu  derjenigen  Normalfläche,  die  durch 
den  andern  Endpunkt  von  ds  geht,  und 
da  alle  zwischen  zwei  Normalflächen  be- 
findlichen NormalstQcke  bekanntlich  gleich 

sind,  so  ist  J " cos  fräs  eilt  beliebiges 

Normalstöck  zwischen  den  zwei  Normal- 
flächcn,  welche  durch  den  Anfangs  - und 
Endpunkt  von  s bestimmt  sind.  Dieses 
Integral  aber  ist  somit  nur  von  den  End- 
punkten der  Curve  S,  vorausgesetzt,  dass 
dieselbe  auf  der  Fläche  liegt,  ab- 
hängig, also: 

f ' cos.»  * = f' («dt  + ßJl  + ydO 

ist  vom  Wege  der  Integration  unab- 
hängig. Offenbar  ist  aber  das  betrach- 
tete Normalstück  gleich  - — ",  womit 
n 

auch  die  Gleichungen  13)  erwiesen  sind. 

Kehren  wir  jetzt  zu  den  Gleichungen 
ff,  y’  zurück. 

Indem  wir  die  beiden  letzten  Glei- 
chungen 4)  durch  v dividiren,  nnd  wie- 
der schreiben: 

i.  jft  _ 

v df’  y df 

so  kommt : 
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Da  nun  S = conatunt  ist,  so  sieht 
IV 

man,  dass,  wenn  die  Ausdrücke  in  den 
Klammern  rechts  Difterenzialquotientcn 
eineT  Function  sind,  dies  auch  mit  den 
Ausdrücken  links  der  Fall  sein  muss. 
Also : 

Wenn  gewisse  Strahlen  Nor- 
malen einer  Fläche  sind,  so  sind 
sie  auch  nach  der  Brechung 
Normalen  einer  andern  Fläche. 

Diese  Eigenschaft  wird  also  bei  be- 
liebig vielen  Brechungen  und  Spiege- 
lungen bcibehaltcn,  vorausgesetzt,  dass 
der  hier  ganz  ausgeschlossene  Fall  der 
doppelten  Brechung  nicht  stattfindet. 

Namentlich  findet  dies  auch  statt  wenn 
die  Strahlen  von  einem  Punkte  ausge- 
hen , in  welchem  Falle  sie  Normalen 
einer  Kugel  sind. 

Sind  übrigens  u',  r',  i cf  die  Coordi- 
naten  derjenigen  Flachen,  deren  Nor- 
malen die  gebrochenen  Strahlen  sind,  so 
hat  man: 

u'  - £ v'  — rj w'  — £ 

~-jrr  — ~y~ 


und  wegen  10): 


-f  const. 


Aus  diesen  Gleichungen  lässt  sich  ein 
Satz  ahleiten. 

Legen  wir  durch  irgend  einen  Punkt 
£o*7o£o  der  Fläche  auf  die  Schaar 
der  ursprünglichen  und  auf  die  der  ge- 
brochenen Strahlen  eine  Normalfläche, 
und  betrachten  wir  die  Normalstücke, 
welche  von  irgend  einem  Punkt  £»;£  der 
gedachten  Fläche  bezüglich  bis  zur  ersten 
und  zweiten  Normalflachc  gehen;  sei  das 


erste  Normalstöck  gleich  r,  das  letztere 
gleich  r',  so  hat  man: 


also  wegen  Gleichungen  14): 
r*  = Sr  -f  const. 

Im  Fallo  der  Reflexion  aber,  wo 
S = -1  ist: 

r'  -+-  r = const. 

Auch  dieser  Sulz  lässt  sich  leicht  direct 
beweisen. 

Legen  wir  auf  Flüche  £$£  durch 
und  fiyC  irgend  eine  Curvc,  und  sei  da 
deren  Element,  so  ist  offenbar: 

da  ain  t = dr 
da  sin  t zz  dr \ 

also: 

JV,  i ir 

N ~do' 

woraus 

N tr  — iVr  = c, 

oder: 

r*  — Sr  — const. 

Da  vermöge  der  Gleichungen  6)  a*,  ß\  •/ 
ausserdem  aber  C und  y in  f und  t) 
gegeben  sind,  so  ist  dies  auch  mit  u\  c',  i cr 
der  Fall.  Man  findet  also  durch  Elimi- 
nation »'  als  Function  von  m'  und  vr. 
Aus  dem  hier  gegebenen  Satze  lassen 
sich  übrigens  wichtige  Resultate  ziehen. 

Zu  jeder  Oberfläche  gehören  nämlich 
bekanntlich  zwei  Evolutenflächen,  in 
welchen  allein  jede  Normale  von  einer 
benachbarten  geschnitten  wird. 

Diese  Evolutenfiächen  der  auf  die  ge- 
brochenen Strahlen  normalen  Flächen 
sind,  also  die  Vereinigungspunkte  der 
einander  unendlich  nahen  Strahlen,  nnd 
jeder  Punkt  in  ihnen  ist  also  ein  Bild 
des  Punktes  von  dem  die  Strahlen  aus- 
gehen. Also : 

„Strahlen,  die  von  irgend  einem  Punkte 
ausgehen,  haben  zwei  Reihen  von  Bildern, 
von  denen  jede  eine  Fläche  bildet.  Diese 
Flächen  heissen  caustische  oder  Brcnn- 
fläehen.“ 

Vereinen  sich  in  irgend  einem  Punkto 
einer  solchen  unendlich  viel  einander  un- 
endlich naher  Normalen,  so  hat  man  ein 
Hauptbild.  Ein  solches  ist  z.  B.  das 
im  vorigen  Abschnitte  allein  betrachtete, 
von  den  Strahlen  herrührende,  welche  mit 
der  Axe  unendlich  kleine  Winkel  machen. 

Es  ist  ira  Allgemeinen  schwer,  mittels  der 
obigen  Gleichungen  die  Fläche  zu  finden, 
auf  welcher  die  gebrochenen  Strahlen 
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normal  sind.  Viel  einfacher  löst  sich  die  Aufgabe:  aus  den  Fliehen  auf  welche 
die  einfallenden  und  die  gebrochenen  Strahlen  normal  sind,  die  der  brechenden 
Fläche  au  linden.  Die  Gleichungen  14)  und  13)  geben  nämlich: 


■J  _ te'  — C _ s »— t 


= S — — - + const.  = S r — **  + const.  = S + const. 


n'  ~ ß'  / “ P 7 

Da  n7,  t>',  y\  *>'  als  Functionen  von  r'  und  «,  ß,  y,  te  als  solche  von  u 
und  r gegeben  sind,  so  geben  diese  fünf  Gleichungen  nach  der  Elimination  von 
u,  r und  u',  c'  die  Beeichung  swischen  J,  ij,  C. 

Stellen  wir  s.  B.  folgende  Frage.  Ein  Slrahlensystcm  berührt  eine  Kugel, 
(d.  h.  geht  von  einem  Funkte,  derselben  aus).  Wie  muss  die  brechende  Fliehe 
beschaffen  sein,  damit  die  gebrochenen  Strahlen  wieder  eine  Kugel  berühren,  also 
sich  in  deren  Mittelpunkt  vereinen? 

Sei 

a’  4- »’  + w*  = r* 

die  Gleichung  der  einen, 

(«’  — «)*  + (»'  — A)J  + (te7  — c)*  = r7* 
die  der  andern  Kugel,  so  ist: 

u 


ß'  = 


v 

t'  — A 


w 

y=T 


y =-p~. 


also : 


u— { » — 1 * — { * — { 


gder: 

also  wenn  wir  selten: 


{ : «f : ( = «:*:», 
mn  = {,  me  =7,  mie  = 


me  = e, 

so  ergibt  sich: 

m»r«  =!•+,>  + {• 
nnd  eben  so,  wenn  gesetst  wird: 

m(m' — a)  = ( — (I,  n(u'  — h)  = Ij  — A,  »(»' — c)  = { — c, 

«V  = ({  - «.)’  + (,  - A)*  + ({-  c)>. 

Die  Gleichung: 

^ = S^+«, 

wo  e die  Constante  ist,  gibt  also  : 

r'  (1  — n)  = Sr  (1  — m)  + e 

d.  h.: 

f = V'(f-o)1  +(e-i)'+(C-c)>  - s vr +?*  + {* , 

wo  f die  beliebige  Constante  r7 — Sr  — e vorstellt. 

Diese  Gleichung  nimmt  auch  die  Form  an : 

[«-»)'  + (t  -V'  + (C  -c)>  -/*  - S*  ({»  + ,*+  {*)]’  = 4fS*  ({•  + tj>  + {’)• 

Die  Gleichung  ist  im  Allgemeinen  von  der  vierten  Ordnung,  aber  wenn  man 
f — 0 setzt,  so  kommt : 

({  -<•)«  + (,-  ky  + ({ - c)*  = s>  (f  * + >;*  + {’), 

also  scheinbar  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Setzt  man  hierin  indess : 


{ = {'  = 


1-S’ 


('  + 


1-S’ 
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d h.  verlegt  man  den  Anfangspunkt  nach  einem  durch  das  Brcchungsverhältniss 
S bestimmten  Punkt  der  Graden,  welche  die  beiden  Punkto  verbindet,  worin  sich 
ursprüngliche  und  gebrochene  Strahlen  vereinen,  so  kommt: 

{'*  + ■/*  +;'*  = o. 

Die  Fläche  beschränkt  sich  also  lediglich  auf  den  betrachteten  Punkt. 

Nimmt  man  aber  statt  der  brechenden  eine  spiegelnde  Fläche,  d.  h.  setst 
man  S = — 1,  so  kommt  in  der  allgemeinen  Gleichung : 

(f+Ye+n'+t')'  = ({-<*)’  + (fl  - *)*  + (C-«)\ 

oder : 

(/■»  + 2<.'  + 2A,  + 2c;-<.»-4»-c*)>  = 4f*  ({*+»•  + {*), 
also  ebenfalls  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Setzt  man  f*  — a*  — 4*  — c*  = g,  so  kann  dicselbo  auch  geschrieben  werden: 

(/'  - «•){*  + (/•’-  4*), >+(/•’-  c*)  {*-  S (<*  + 47  + cf)  = j • 

Ist  g positiv,  so  ist : 

f'  — ««  = j + 4’  + e»,  — 4*  = j + a1  + >* 

u.  s.  w.  Die  Fläche  also  ein  Ellipsoid. 

Ucbrigcns  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  dieselbe  ein  Botationskörper  sei.  Denn 
nimmt  man  als  Axe  der  x die  Verbindungslinie  der  beiden  Vereinigungspnnkte  der 
Strahlen,  so  ist  4 - c = 0,  also : 

(('  - ««)  {«  - a (/  * - «*)  f + r (**  + {•)  = 7 1,1)1 

bekanntlich  die  Gleichung  eines  solchen.  Auch  zeigt  die  Form  der  Gloichnng  an, 
dass  die  beiden  Vereinigungspunkte  die  Brennpunkte  sind. 

Sollen  die  8trahlen  aber  der  Rotationsaxe  parallel  reflretirt  werden,  so  ist 
a = cc  zu  nehmen,  was  nicht  möglich  ist,  wenn  nicht  anch  {'  — o’  nnendlich  ist, 
das  erste  Glied  links  aber  verschwindet,  da  es  nur  mit  fl  — das  zweite  aber 
mit  a(f  — «•)  multiplicirt  ist.  Damit  die  Übrigen  von  gleicher  Dimension  seien, 
ist  aber  die  Dimension  von  a und  f * — a1  als  gleich  zu  nehmen. 

Setzen  wir  also : 

f'  — a'  = Ah,  a = Bh, 
wo  k nnendlich  gross,  A und  B endlich  sind,  so  ist: 

/••  = Ah  + B‘h*, 

also  hierin  Ah  za  vernachlässigen.  Die  Gleichung  ist  dann: 

-ABS  + B'(U*  + t')=  ^ 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Botationsparaboloids. 

Ist  aber  S beliebig,  so  kann  man  immer  noch  4 = c = 0 setzen,  erhält  also 
aus  der  allgemeinen  Gleichung: 

[«-■)* - S’S > + (1  - S»)  (,*  + {*)]»  = 4 /■*«'  ({» + i*  + {’)• 

Diese  Gleichung  ist  ebenfalls  nur  von  { und  ij*  4-  £*  abhängig,  es  ist  also  eben- 
falls eine  Botations&äcbe. 

Vertauschen  wir  noch  g’  +{’  mit  g',  so  haben,  wir  die  Gleichung  der  Erzcu- 
gnngscurve. 

Nehmen  wir  wieder  an,  dass  die  gebrochenen  Strahlen  parallel  der  Botations- 
axo  werden  sollen,  so  ist  a = oo  zu  nehmen,  dasselbe  muss  mit  f der  Fall  sein. 
Es  verschwinden  dann  im  ersten  Glieds  alle  Grössen  ausser  — 2«{  + a’ — f. 
Also: 

(a._p_2a{)>  = 4f>S*({*  + ,*  + H, 
oder  wenn  man  dieselben  Bezeichnungen  wie  oben  einführt: 

(A-2B{)’  =4ß‘Si«*+1*  + C*), 
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d.  h.:  . 

Y = ß■(S2-^){I  + ^ß^  + fi••s,  (-»  + {*). 

Die  Gleichung  stellt  ein  Rotations-EIlipsoid  oder  Hyperboloid  dar,  je  nachdem  8 
grösser  oder  kleiner  als  Eins  isL 

Dieselbe  Gleichung  bestimmt  auch  diejenige  Fläche,  durch  welche  parallel 
der  Rotationsaxc  eintretende  Strahlen  nach  einem  Funkte  hin  gebrochen  werden, 

wenn  man  nämlich  S mit  ~ vertauscht,  da  hier  die  B rech ungs vermögen  sich  ver- 

tauschen. 

Tritt  hierbei  der  Strahl  aus  dem  dichteren  Medium  ins  dünnere,  so  muss  -i- 

grösscr  als  Eins  sein,  man  hat  also  ein  Hyperboloid.  Diese  Gestalt  würde  z.  B. 
der  hintern  Flüche  einer  Linse  zu  geben  sein,  welche  parallele  Strahlen  in  einen 
Punkt  vereinigen  soll,  wenn  man  die  vordere  Fläche  eben  und  senkrecht  auf  der 
Richtung  der  Strahlen  machte,  wo  dann  von  der  letztem  keine  Brechung  statt- 
findet. — Selbstverständlich  ist  aber  hierdurch  die  Farbenzerstreuung  nicht  aufge- 
hoben. Indessen  könnte  eine  solche  Linse  möglicher  Weise  für  Sonnenbeob- 
achtungen einigen  Nutzen  gewähren,  wenn  man  ein  einfarbiges  Objectiv  nähme. 

Um  auch  ein  Beispiel  der  Bestimmung  der  auf  den  gebrochenen  Strahlen 
normalen  Fläche  zu  geben,  denken  wir  uns  die  Strahlen  von  einem  Punkte  aus- 
gehend, also  indem  wir  denselben  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  annchmen, 
wieder : 


_ u r ic 

w*  -p  t>*  + «r*  = r7  , — = or,  — = ß,  — = y. 

r r r r ' 

die  brechende  Fläche  aber  eben  und  der  Ebene  t/s  parallel.  Es  ist  dann  £ constant 
A = ku  = 0,  v = 1, 

also  in  den  Gleichungen  6): 

r«'  = Sn,  ß'  r:  Sß, 

woraus  sogleich  folgt: 

/*  = 1 - S*  («*  -f-  ß*)  = 1 - S’  4-  S*y*; 

hieraus  folgt  dann: 

«'=7f,  ß’  = y>  = y1  — -H ••*)  = ]/l -S’  +'^  »•  • 

Ganz  wie  im  vorigen  Beispiele  ist  aueli : 

mu  = { , nie  — mir  = {,  r*m*  = 

also: 


y 


= r (1  - m) 


u'  — { _ Mir  (u'  — {)  v'  — <1  _ mr  (»'  — q) 

— - - -y-  - gy- 

M.r(ir'-{) 


S! 

{ 

>'  l/l  _ c*  . fü  11  Vt1  “ s*)  «#  + **) + C*  ’ 

\ r 7 m* 

Setzen  wir  also  Sr  4 const.  = eS}  so  ergibt  sich  ans  den  Gleichungen  14): 
m («'  — t)  = S*{  (e  — m),  — = S » n («  — m), 

m(w'-0  = S(e-m)  V(l-S*)  «’ + i*>  + C*. 

Ans  diesen  drei  Gleiehnngeti  ist  { und  rj  zu  eliminiren,  da  { constant  ist. 
Die  beiden  ersten  geben: 

mu'  Mir' 

* " «•*+(!-  &')*»  ’ n ~ + — 
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r»m*  = {’+»* + {’ 

gesetzt  gibt: 

r>m*  [S>e+(1  — S’)  m]»  = m*  (u'  ■+*'■)  + £»  [S>e  + (1  — S«) m)> 
nnil  für  | nnd  <]  in  den  Werth  von  «n(n>'  — f)  gesetzt: 

m*  (*'  — 0*  [S*«+(l— S*)«]*  = S*  (e  — m)  -(/-(l_S>)  «>(«"+  *'*) 

+ [S,e  + (l-S*)m]’C*)- 

Ans  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  dann  m zu  eliminiren.  l)a  die  Glei- 
chung nur  von  ie'  und  u'1  + t'*  abhangt,  so  stellt  sie  eine  Rotationsfläche  dar. 

l)n  übrigens  e beliebig  ist,  so  kann  man  um  eine  der  normalen  Flächen  zn 
finden,  auch  e = 0 nehmen.  Setzen  wir  daun  noch  : 

= *"»'  = y. 

so  ergibt  sich  ans  der  ersten  Gleichnng: 

r>m>  (1  - S»)’  = x ’ + {»  (1  - S«)\ 

und  aus  der  letzteren : 

(y  - 0’  (1-  ST  = S*(l  — «*)**  + »’  (1-S*)C> 

wofür  inan  auch  schreiben  kann: 


<y 


= {>  s* . 


Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  S grosser 
oder  kleiner  als  Eins  ist,  d.  h.  je  nachdem  der  Strahl  ans  dem  dichtem  oder  don- 
nern Medien  kommt. 

Das  Bild  des  Punktes  bilden  die  Evolutenflächen.  Diese  bestehen  bei  einer 
Rotationsfläche  bekanntlich  in  der  Rotationsaxe  und  in  der  durch  Rotation  der 
Evolute  der  Erzeugungslinie  nm  die  Rotationsaxe  entstandenen  Fläche. 

Wir  haben  also  hier  als  Bilder:  Eine  Grade,  und  die  durch  Rotation  einer 
Ellipsen  - bezüglich  Hyperbel  - Evolvente  um  dieselbe  entstandene  Fläche. 

Der  Fall,  wo  die  cintrctcnden  Strahlen  parallel  sind,  würde  sich,  wenn  man 
die  Axen  verlegte,  hieraus  leicht  ableiten  lassen.  Es  ist  aber  an  sich  klar,  dass 
die  aUBtretcnden  Strahlen  wieder  parallel,  also  auf  einer  Ebene  senkrecht  sind. 

Der  hier  betrachtete  allgemeinere  Fall  ist  der  der  Brechnug  durch  ein  Prisma, 
wenn  der  betrachtete  Punkt  sich  unmittelbar  auf  der  einen  Fläche  befindet.  Auch 
der  Weg  der  Lichtstrahlen,  welche  von  einem  Punkte  innerhalb  eines  ruhenden 
Gewässers  in  die  Luft  treten,  ist  hierdurch  bestimmt. 

Sehr  leicht  lassen  sich  diese  Betrachtungen  auch  auf  brechende  Linien  in  der 
Ebene  nnwenden.  wenn  die  einfallenden  Strahlen  alle  in  derselben  Ebene  liegen. 
Es  ist  daun  e,  </  nnd  ij  conatant  zu  nehmen.  Der  Fall  ist  genau  derselbe,  als 
wenn  die  brechende  Fläche  und  die  Normalflächo  der  einfallenden  Strahlen  Cylinder- 
fiächen  mit  paralleler  Seite  sind. 

Sind  r und  r'  bezüglich  die  Winkel  des  einfallenden  nnd  der  des  gebrochenen 
Strahles,  9 der  der  Normale  an  die  brechende  Fläche  mit  der  Axe  der  z,  so 
hat  man: 

« er  sin  r,  yc  cos  r 
n'  = sin  »',  y’  — cos  i' 

1 rr  sin  9,  v — cos  9 


( = r — 9,  / = r'  — 9 


dir 

Tu ’ 


s _ JV  _J.  sin  (r'  — 9) 

N'  sin  (r  — 9) 

, du' 

tg'=-d7'  tg* 


dj 

di 


nnd  die  Gleichung  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  bezüglich: 
*-{ -(*— * — { = (*  — {)««*'. 
woraus  sich  dann  ergibt: 
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15)  u -{  = -(»-{)  ^ . 

IG)  «'  — { = («>'  — {)  tg »' 

7'  ist  hier  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

17)  sin  (t*— ,7)  ==  S sin  (r — S) 

Handelt  es  sich  nm  die  Bestimmung  der  auf  den  gebrochenen  Strahl  normalen 
Linie  (Cylindcr),  so  ist  aus  Gleichung  15j  u zu  bestimmen  und  die  Gleichungen  14) 
oder: 


18) 


«'-{  ir'  — f f , „e-{ 

— — r = r = S - — -f-  const.  — S + const. 

sin  t cos  r sin  r cos  r 


in  Gemeinschart  mit : 
19) 


B rff 


dw 

iBr  = ~dZ 


gestatten  f,  C.  «,  w zu  climinircn. 

Gehen  *.  B.  die  Strahlen  von  einem  Punkte  aus,  sind  also  auf  einem  Kreise 
normal,  so  ist,  wenn  man  dessen  Mittelpunkt  zum  Anfangspunkt  nimmt  und  den 
Kadius  r nennt: 


« 

sin  r = — , 


cos  r = — 
r 


{ = m,  c = mir 

m>r«  =(•+(>, 

uud  die  Gleichungen  18)  werden : 

14*  — £ ic*  — C 

— — j = r = rS  (1  — m)  -f  const.  - rS(e—  m), 

sin  i cos r 


wenn  rS  + const.  = rSe  gesetzt  wird. 

Indess  ist  selbst  in  diesem  einfachen  Falle  die  völlige  Entwickelung  im  All- 
gemeinen noch  schwierig.  Es  verdient  daher  bei  ebenen  Curven  in  vielen  Fallen 
eine  andere  Methode  den  Vorzug. 

Bestimmen  wir  die  Schaar  der  einfallenden  und  der  gebrochenen  Strahlen 
direct  durch  diejenigen  Curven,  in  welchen  sich  die  einander  unendlich  nahen  be- 
rühren, nicht  auf  welchen  sic  normal  sind,  so  dass  die  der  gebrochenen  Strahlen 
entsprechende  Curve  die  Caustische  Linie  ist. 

Sei  I der  Winkel,  welchen  irgend'  ein  Strahl  AB  vor  der  Brechung,  /*  (Fig.  422) 
derjenige,  welchen  er  nach  der  Brechung  Bl)  mit  einer  festen,  der  Linie  OA  pa- 
rallelen Richtung  macht,  l der  W*inke),  welchen  die  Tangent«  der  brechenden 
Linie  BC  im  Punkt  B,  wo  der  Strahl  hindnrehgeht,  mit  eben  dieser  Linie  OA 
macht,  seien  ferner  t,  s*  die  Bogen  der  bezüglich  die  ursprünglichen  und  gebrochenen 
Strahlen  berührenden  Linien,  a der  der  brechenden  Linie,  von  beliebigen  Anfangs- 
punkten gezählt,  AC,  CD  benachbarte  Strahlen,  BE  und  Bl1'  Lothe  bezüglich  auf 
BC  und  DC.  Setzen  wir  noch  BA  = a,  DB  = a’,  so  ist: 

BE  = a.V,  BF  = — a’M’, 

Winkel  BCE  = 2R— A— f = R — » 

W'inkel  BCF  = l + l'  = B— *' 

EC  = da  — dt,  I)C  — da'  — dt’, 

wo  s und  s'  wieder  der  Einfalls-  und  Brechungswinkel  sind.  Nun  ist:  ■ 

BE  = BC  ein  BCE,  EC  = BC  cos  BCE 
BF  = BC  sin  BCF,  FC  = BC  cos  BCF, 

adl  = da  sin  (A  + 1)  = da  cos  i 
d (a  — s)  = —da  cos  (A  + /)  = da  sin  s 
a'dV  = — da  sin  (A  -|-  T)  = — da  cot »' 
d (a*  — s*)  =:  da  cos  (1  + t)  = da  sin 


d.  h.: 

A) 

B) 

C) 

D) 
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Fig.  422. 


Die  erste  und  vierte  Gleichung  gibt,  du 

sin  »' 


= S 


ist,  auch : 

<*(»'  — O _ c 

rf(a-s)  “ 

E)  a'  — i'  = S (a  - s)  4 const. 

Die  Constante  ist  gleich  Null  zu  setzen,  wenn  man  für  n — i nach  a'  = s'  setzt. 


Anch  gibt  die  Gleichung 


= S noch : 


sin  < 

F)  — cos  (t  + H = S cos  (t  4 /). 

Im  Falle  der  Spiegelung  aber,  wo  S= — 1,  hat  man,  da  I'  nicht  gleich  / sein  kann: 
Fa)  214  l+r  = 0. 

Die  Gleichung  F)  ersetzt  eine  der  Gleichungen  C)  und  D).  Wird  mittels  E)  noch 
a'  aus  C)  climinirt,  so  hat  man: 

G)  [s'  + S(a  — s))rfP  = — du  sin  (14/'). 
oder  im  Falle  der  Spiegelung: 

(s'4*  — «)  (2 dl  + dl)= — da  sin  (t  4 /), 

dies  gibt  wegen  A): 

(s'  + s — a)  (2  dl  4 dl)  = — adl, 


d.  h.t 
Ga) 


2 {>'  4 s — a)  di  4 (s'  4s)  dl  = 0. 
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Die  Gleichungen  A).  B),  F)  und  G)  oder  A),  B),  Fa)  und  Ga)  im  Falle 
der  Spiegelung  im  Vereine  mit  den  Beziehungen  zwischen  c und  A,  sowie  zwischen 
5 und  / gestatten  5,  /,  n,  X a zu  eliminiren,  so  dass  eine  Beziehung  zwischen  s' 
und  l'  bleibt,  welche  (vergl.  den  Artikel : Transformations -Coordinaten)  die  Gestalt 
der  Curve  bestimmt 

Gehen  s.  B.  die  Strahlen  von  einem  Punkte  aus,  so  ist  *=0.  also  im  Falle 
der  Spiegelung: 

B)  da  = — du  cos  (X  4*  0 

G)  (*'  — a)4l +*'<//=  0, 

Sind  die  einfallenden  Strahlen  parallel,  so  ist  auch: 

J = 0 

Dann  verliert  aber  die  Gleichung  die  Bedeutung,  da  die  Länge  a nicht  von  dem 
Vereinigungspankt,  der  ins  Unendliche  fällt,  sondern  von  einer  beliebigen  auf  den 
Strahlen  senkrechten  Richtung  auszuzählen  ist.  Es  ist  dünn  CE  — a zu  setzen, 
also  die  Gleichung  B)  wird  dann  wieder: 

da  = — dt 3 cos  (A  -f*  0* 

Dagegen  wird  Gleichung  E) : 

ar  — »'  ~ Sa 

und  deshalb  wird  C) : 

(Sa  -{■  *')  dl " = — da  sin  (A  4-  0 — da  sin  (A  4-  hi 
oder  im  Falle  der  Spiegelung: 

(*'  — a)  dV  = de  sin  (A  4"  0 

Die  Rechnung  wird  besonders  einfach , wenn  zwischen  den  Winkeln  einer 
linearen  Relation: 

IzzuX  + ß 

statttindet.  Setzen  wir  Spiegelung  voraus,  so  gibt  die  Gleichung  Fa): 

/'  = — (2  4-  a)  A 4-  /J 

und  Ga): 

2(*'  + * — «)  + «(»'  + *)  = 0. 

d.  h.: 

(2  + n)  (»'  + «)  = 2 fl. 

Die  Gleichungen  A)  und  B)  werden  dann  : 

I)  n (2  4" «)  (j'  4-  *)  dX  = 2 sin  [(1  4-  <0  A — fl]  da 

II)  (2  4-  n)  d*f  4-  f,ds  = — 2 cos  [(1  -4-  o)  A — ß]’d(i. 

Es  ist  dann  nur  noch  eine  Beziehung  zwischen  $ nnd  / oder  <r  und  A anzunehmen. 
Ist  z.  B.  die  rcflectirendc  Fläche  ein  Kreis  mit  Radius  r,  so  hat  man  : 

a — rX 

und  somit  aus  Gleichung  I): 

u (2  4-  *)  («'  4-  *)  ~ 2 r sin  [(1  4-  r»)  A — ß ) 
und  aus  Gleichung  II): 

— - — cos  [(1  4-  f»)  A - ß]  dX  — ds  = — r cos  [(1  4-  a)  X — d\  dXy 
a 

oder: 

dt  = — ^ cos  [(1  + n)  1 — /9]  di 


r ( 1 -f-  2 n) 
a (1  + fr) 


sin  [(1  + n)  I — 


ßl 


wo  der  Anfangswertli  von  s demgemäss  zu  bestimmen  ist. 
Beziehung  zwischen  s nnd  l: 


III) 


r(l  4-2«)  . 

* «(l+o)  ’’n 


((*  + « )i+py 


Man  bat  also  als 
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Ferner  ist: 


oder : 


»'-—*  + 


n (2  + n) 

r(4  + 7n  + 2n») 


d.  h. 
IV) 


«(!  + «)  (2  4-  «) 
r (4  4-  7n  4-  2«’) 


sin  [(1-f-n)  A — ß] 
sin  [(1  + n)  A - /»], 


/(I  + a)l'  + ß\ 

\ 2 +7T  /' 


o(l  + «)(2+«) 

Die  Gleichungen  2)  sind  beide  Epieyeloidcn  oder  Hypocydoiilen,  dies  gibt 
den  Satt: 

„Wenn  Strahlen,  die  eine  cycloidischa  Linie  berühren,  auf  einen  Kreis  fallen, 
so  werden  sic  nach  einer  andern  cycloidischen  Flüche  zurückgeworfen.“ 

Damit  beide  Curvcn  einander  ähnlich  seien,  musste  man  setzen: 

2 4"  n — — rr,  a — — 1 . 

Dies  gibt  jedoch  für  beide  Curvcn  kein  Resultat,  da  der  Nenner  unendlich  wird: 
Seist  man  aber  direct  n = — 1,  so  ist : 

/=-/>, 

d.  h.  die  Strahlen  fallen  parallel  ein,  man  hat  dann  wc  ;cn  B) 
da  — — da  cos  (A  — ß)  = — rdk  cos  (A  — ß) 


. l'+ß 


Die  Gleichung: 
gibt  dann : 

d.  h. 


i = — r sin  (A  — ß)  — r sin 

(»'  — n)  dl'  = da  sin(A+  0 

/,  . V 4-  ß\  dl'  . I' 

p — r sin  —\j~  f dl'— r ^ 8,n  — 


l'  + ß 

2 


3r  . l'  + ß 

: Y 810  ~T"  ’ 


also  auch  in  diesem  Falle  ist  die  cau- 
s tische  Linie  eine  Hypocycloidc.  Eg  gibt 
aber  auch  einen  Fall,  wo  die  einfallen- 
den Strahlen  von  einem  Funkte  ausgehen. 
Ist  nämlich  n - — go  wird  nach 
Gleichung  III)  s = 0,  also  in  der  That 
laufen  die  Strahlen  in  einen  Punkt  zu- 
sammen. Gleichung  IV)  gibt  dann: 

, Sr  . r + 2/t 
*■=  8,m  3 • 


In  diesem  Falle  ist  übrigens: 

f = A = -2(^  + 0 

und  nach  dem  Satze,  dass  der  Ccntri- 
wiokel  eines  Kreises  doppelt  so  gross  als 


der  Peripheriewinkel  ist,  ergibt  sich  hier- 
aus, dass  die  cinfallenden  Strahlen  von 
einem  Punkte  in  der  Peripherie  der  spie- 
gelnden Linie  nusgehen  müssen.  Also: 

„Wenn  Strahlen,  die  von  einem  Punkte 
aus  auf  einen  Kreis  fallen,  in  einer  cy- 
cloidischen Cnrvc  wieder  vereinigt  wer- 
den sollen,  so  muss  dieser  Punkt  in  der 
Peripherie  liegen.“ 

Syzygien  (Astronomie). 

Diejenige  Stellung  der  Planeten,  wo 
Bic  sich  mit  der  Sonne  und  der  Erde  in 
einer  Graden,  also  entweder  in  Conjunc- 
tion  oder  in  Opposition  befinden. 

Beim  Monde  entsprechen  die  Syzygien 
also  dem  Neumonde  und  Vollmonde. 
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Stauung  (Hydrodynamik)  571.  • 
Steifigkeit  (Statik)  571. 

Sterbekasse  (praktische  Arithmetik)  573. 
Sterblichkcits- Tafeln  (praktische  Arith- 
metik) 673. 

Stenographische  Projection  574. 
Stereometrie  574. 

Sternbedeckung  (Astronomie)  574. 
Sternfigur  (Geometrie)  574. 

Sternjahr  (Astronomie)  574. 

Sternkunde  574. 

Sternrad  (Hydraulik)  574. 

Stcrntag  574 

Sternzeit  (Chronolgic)  574. 

Stetigkeit,  Continnität  (Analysis)  574. 
Steuer  (Hydraulik)  574. 

Steuerung  (Maschinenlehre)  674. 

Stirnrad  ( Maschinenlehre)  574. 
Störungen  (Astronomie)  574. 
Storchschnabel  (Pantograph)  574. 
Storchschnabel  (Maschinenlehre)  574. 
Storniren  (kaufmännische  Rechenkunst) 
574 

Stoss  (Dynamik)  574. 

Strahl  (Geometrie)  593. 

Strahl  (Optik,  Wellcnlchre)  593. 
Straubrad  (Maschinenlehre)  593. 

Stübchen  (Messkunst)  593. 
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Syzygien. 


Stützpunkt  (Hvpomochlion,  Statik)  593. 
Stufenrail  (Maschinenlehre)  593. 

Stunde  (Chronologie  und  Astronomie)  593 
Stunde  (Marksrheidekunst)  593. 
Stundenkrcis  (Astronomie)  593. 
Stundenwinkcl  (Astronomie)  593 
Sturmschcr  Satz  (Algebra)  593. 
Subnormale  (Geometrie)  605. 

Substitution  (Algebra  und  Analysis)  605. 
Substitution,  lineare  (Algebra)  605- 
Subtangente  (Geometrie)  (»85 
Subtraction,  Abziehen  (Arithmetik)  685. 
Summe  (Arithmetik)  685. 

Supplement  (Trigonometrie)  685 
Supplemcntardreieck,  Polardreieck 
(Sphärik)  685. 

Symbol  (Analysis)  685. 


Symmetrie  (Algebra)  690. 

Symmetrisch  (Algebra)  690. 

Symmetrisch  (Geometrie)  690. 
Svmmctrisehü  Determinante  (Algebra) 
'691. 

Symmetrische  Functionen  (Algebra)  691. 
Synodischcr  Monat  (Astronomie)  694. 
Synthesis  (allgemeine  Grüssenlelirc)  694. 
System  allgemeine  Grossenlehre)  694. 
System  — dcrKrvstnlle  (Krystallographie) 

694. 

System  — der  Milehstrasse  (Astronomie) 
'699. 

System  — mechanisches  (Dynamik)  703. 
System  — optisches  (Optik)  704. 
Syzygien  (Astronomie)  729. 


Druck  von  J.  F.  Starcke  in  Berlin. 
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Verbesserungen. 


Seite  193  Zeile  8 von  unten  rechts  ist  nach  dem  Worte  Beweis  znoächst  einzu- 
schicben : Sei  zunächst  das  Parallelepipedon  bei  A rechtwinklig. 

Seite  194  Zeile  7 von  oben  links  vor:  „Hieraus  folgt  dann/*  ist  einzuschieben: 
Ist  das  Parallepipedon  schiefwinklig,  so  zerlegt  inan  es  durch  eine  Anzahl 
ABCD  paralleler  Ebenen  in  kleinere  Parullclepipcdo.  Wächst  deren  Anzahl 
ins  Unendliche,  so  kann  jedes,  in  dem  man  zwischen  beiden  Grundflächen 
von  den  Eckpunkten  der  unteren  senkrechte  Linien  zieht  durch  ein  recht- 
winkliges ersetzt  werden,  dessen  Unterschied  von  dem  gegebenen  mit  dem 
Zunehmen  der  Anzahl  verschwindet.  Von  jedem  dieser  Parallelepipcda  gilt 
dann  der  obige  Beweis. 


Ausserdem  ist  im  fünften  Bande  folgende  Aenderung  zu  machen. 

Seite  283  Zeile  15  links  von  unten  lies: 

/xi  r'ii*)  /''/(*•)  r* i 

/ f{x,y)dy  **  — I I f(z.y)dxdy 

r,  ’’  0 J 0 x„ 

r'((* i)  r*i 

+ , J f(x,y)dxdy. 
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